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\MA Au programme...

o Concepts fondamentaux : milieu continu, observateur,
universalité, objectivité, changement d'observateur.

@ Descriptions des champs matériels : descriptions des
champs et du mouvement, versions lagrangienne et
eulérienne des opérateurs différentiels.

@ Objectivité des grandeurs non scalaires.

o Déformation : tenseurs de déformation, dilatations et
distorsions, petites déformations.

o Vitesse de déformation : tenseur des taux de
déformation, taux de dilatation et de distorsion.



Premiére partie

Concepts fondamentaux J




Milieu
continu

Concepts fondamentaux

m Milieu Continu

En tout point M d'un domaine & de &3 et a tout instant 7,
on peut définir des grandeurs physiques ¥ (M, 1).

La grandeur physique ¥ peut étre :
@ un champ scalaire  (masse volumique, température, pression, etc.)
@ un champ vectoriel  (vitesse, accélération, force massique, etc.)
@ un champ tensoriel  (déformation, contrainte, etc.)
Contradiction avec la physique microscopique!
La MMC ne peut fournir aucun renseignement sur le mouvement
individuel des corpuscules microscopiques.  (atomes, électrons, etc.)

Limitations de la théorie

Les prédictions de la MMC ne seront correctes que si la

vérification se fait sur de « gros » points de mesure.
(heureusement, les intruments de mesure sont macroscopiques !)




Concepts fondamentaux

\MA Champ matériel

Point géométrique

Milicu M : élément de 'espace physique &3.

P : élément matériel qui coincide actuellement avec un point
géométrique.

Une particule est une entité matérielle de volume nul!

Champ matériel

Application définie par : {P,i} € Z2xR — Y¥(P,t) € V&P

A toute particule et 3 tout instant, on associe une grandeur
physique ¥ scalaire, vectorielle ou tensorielle.



ont

Observateur

Concepts fondamentaux

Observateur

Observateur

Trois points {A,B,C} (non alignés) dont les distances sont
constantes dans le temps, sur lesquels on construit (par un procédé
quelconque) un repére tridimensionnel orthonormé direct.

Synonymes B (rencontrés dans la littérature)
Observateur = solide de référence = référentiel
Symbole : Z ou #
Exemple de construction d’un repére orthonormé direct :
@ Origine O : centre de gravité du triangle ABC;
@ OM; et OM; : deux bipoints unitaires tracés sur les directions
principales d’inertie du triangle ABC;  (rappel : OM, 1 0M,)
@ OMj : bipoint dans la troisiéme direction tel que {O,M|,M,, M3} soit
un repére orthonormé direct.

On peut voir un observateur comme un instrument de mesure
qui fournit trois coordonnées cartésiennes pour chaque point.

J




Concepts fondamentaux

m Vecteur position d’une particule

Soit un observateur %  (défini par {0M,,0M,,0M3})

{P, %} <+ {OCP17OCP27OZP3} ER3  (coord. de P dans {0M,,0M5,0M5})
Notation pour un autre observateur ,@7 (défini par {OM,;,0M,,0M3})

(P2} < {aPhal?,af3} € R (coord. de p dans (001, 0i, 013}
Observateur (les deux observateurs # et % associent a la méme particule P un triplet
de réels généralement différent.)

Représentation des triplets de R> dans un espace vectoriel :
Soit V3 un espace vectoriel (espace mathématique), de dimension 3,
muni d'une base orthonormée {e, }.

A tout triplet de réels (élément de R*), on associe biunivoquement un
vecteur (élément de I'espace mathématique V3) :

Ly eR « v=ylei+yer+y’es € Vs

Vecteur position d’une particule P pour un observateur %

{P,%#} <+ xP'=ale; €V; : vecteur position de P pour Z

Pour un autre observateur % : le vecteur position de la méme
particule P est noté : X’ = af’e; € V3 (en général - x” £3")



Concepts fondamentaux

m Mouvement par rapport a un observateur

Mouvement d’une particule par rapport a un observateur

La particule P est dite en mouvement par rapport 3 Z si son
vecteur position x° (pour I'observateur %) est fonction du temps.

Observateur

Vocabulaire et notations :

Instant actuel : un instant ¢ quelconque;

Instant de référence : un instant fy choisi arbitrairement ;
Position actuelle de P pour 7 : xf €Vj;

Position de référence de P pour % : xg €Vs;
Position actuelle de P pour Z: % €Vs;

°
°
°
°
°
@ Position de référence de P pour 7 : X5 €V;.

Vitesse actuelle d’une particule par rapport a #
V(Pvt):%xf:xf €V3

Pour un observateur Z :  V(P,t) =XF € V3 (en general - vip.0) 25000)



Concepts fondamentaux

m Universalité d’une relation

Universalité d’une relation

Une relation est dite universelle si elle est la méme pour tous les
observateurs.

Universalité
et objectivité

@ Toute définition doit &tre une relation universelle.
Exemple : définition de la vitesse d'une particule
V(P7 t) :xf et ;(P,t) :}f (mé&me définition pour 7 et %)
@ Une loi de comportement est une relation universelle.

(e} :f(X) et 6 :f(X) (méme loi f pour Z et %)

@ La relation v(P,t) =v(P',1) n'est pas universelle.
v(P,1) =v(P',1) & v(P,1)=v(F1)

(si deux vitesses sont égales pour %, elles ne le sont généralement pas pour %)



Concepts fondamentaux

m Objectivité d'une grandeur physique

Objectivité d’une grandeur physique scalaire

W est une grandeur scalaire objective si et seulement si
a tout instant, la grandeur physique scalaire ¥ est la méme
pour tous les observateurs. (ViVZNZ, WY(t)=¥(1))

Universalité
et objectivité

Exemples : Soit un solide .,
@ sa masse est une grandeur physique scalaire objective :
m(L,t) =m(.S,t) Vt
@ son énergie cinétique est une grandeur physique scalaire

non objective :
(7,0 v(G 1 £ L (1) WG,

L'objectivité des grandeurs physiques non scalaires sera définie
plus loin.




Biparticule

Concepts fondamentaux

m Biparticule

Biparticule

{P,P'} : couple ordonné de deux particules.

Position actuelle d'une biparticule : xl —xl eV,
Pour un autre observateur % : xP xP S Vg (définition universelle)

~p/ o~ /
(en général :  xP" —xP £xP —xP)

P PP . . /
Position de référence d’une biparticule :  x§ —xf € V3
=~ ~p! ~
Pour un autre observateur % : xg —xg € V3 (définition universelle)
(en général : }g/—fg7éxo —xb)

Longueur actuelle d’une biparticule :  £,(P,P') = [xP —xP|
Pour un autre observateur Z :  £,(P,P') = & —X"|| (e univ)

Long. de référence d'une biparticule : £o(P,P') = x5 —xB||
Pour un autre observateur Z :  Lo(P,P') = &5 —XF|| et wniv)



Concepts fondamentaux

m Tenseur de changement d’observateur

Principe de la physique classique

La longueur d'une biparticule est une grandeur physique scalaire

ObJeCthe (sa valeur actuelle est la méme pour tous les observateurs)
Conséquence :
~ / ~pP' ~
VPYP' VINEYE, |k —x| =% —% |
— (en particulier, a I'instant de référence : ng’ xf| = on ~%5)
/
e i Les vecteurs position actuelle d'une biparticule (xP —xf) (obs. )

changement

~P  ~P -
vk et (X, —X, ) (obs. ) sont généralement différents, mais le
principe affirme qu’ils ont le méme module.

Tenseur actuel de changement d’observateur

Il existe une rotation unique Q, 5 telle que :
VPYPYINEVE, X % =Q 5 & —xb)

~p’ ~
(en particulier, a l'instant de référence : Xy —x, :Q()%,',,}-(xg/ -x())

Allegement de notation:  Q,,-=0, et Q,,5=0,




Concepts fondamentaux

m Quelques remarques

Conséquences de |'objectivité des longueurs

Les angles, les aires et les volumes définis par les positions
actuelles de biparticules sont des grandeurs objectives.

Liens avec la cinématique élémentaire :

o Le tenseur rotation Q, , 5 est remplacé par un vecteur

:f::;:niit rotation de % par rapport a # (souvent noté 25/5)-
d'observateur Rappel de I'équivalence : Q; =cos0G+ (1 —cosO)w@w —sinOH -w
6 : angle de la rotation  cos® =1 (rQ,—1)

w : axe de la rotation (vecteur unitaire) w= 7{1‘"%’

vecteur rotation : .Q’%;/% — 0w
Rotation d'un vecteur :  Zp,(v)=0;-v (@

7,5 €St peu opérationnel )

@ Le vecteur vitesse de rotation de & par rapport 8 Z

(souvent noté a):,,};/%) est :

m'@‘j/(% = %H . (QtT . Qt) = adj(Q,T . Qt) (démonstration dans le pdf)



Concepts fondamentaux

m Petits exercices

Soit P une particule et soient Z et % deux observateurs.
Changement d’observateur du vecteur position de P :
On considére la biparticule {O,P}.

- =0 (xP O) (déf. du tenseur de changement d'observateur)
— Q, *F—x0) & x=x01Q]
« OP=00+O0P »
Tenseur de Changement d’observateur des vitesses :

shamgement ¥ =0, (& —x0)+ 0 (" i
: Qt Qt ( —X )+xP

Rappel ( -Q,) est antlsymetnque = (Q,T-Q,)-y:fw/\y Yy
o x X = —wA P —x )+xP —x9
i =30t wA (P —x0)+Q %

« v(P)%:v(O) +a)//j,/\0P+v( ) >

On vient de retrouver que @, =w= adj(Q, -0,



Concepts fondamentaux

m En bref...

@ Milieu continu : composé de particules;

o Champ matériel : {P,t} — ¥(P,t) € V&P

@ Observateur : moyen pour associer un vecteur position a
une particule :  {P,%#} < xF € V;;

@ Universalité : propriété de certaines relations;

o Objectivité : propriété de certaines grandeurs physiques;

o Biparticule : sa longueur actuelle est la méme pour tous

En bref. les observateurs;

@ Tenseur de changement d’observateur : rotation

e pour changer d'observateur les positions des biparticules,

o pour changer d’'observateur les positions des particules,

e pour changer d’'observateur les vitesses, les accélérations,

e on verra qu'il est utilisé pour changer d'observateur toutes
les grandeurs physiques.



Seconde partie

Description des champs J




Descrition des champs

m Descriptions des champs matériels

Soit un observateur Z. Les vecteurs xj et x, sont les positions
de référence et actuelle d'une particule P.
Chaes Rappel : Champ matériel :  {P,t} — W(P,1)

matériels

Description de Lagrange d’'un champ matériel

Les particules sont identifiées par leur position de référence.

Notation : ¥(P,t) =¥ (x0,1)

Description d'Euler d’un champ matériel

Les particules sont identifiées par leur position actuelle.
Notation :  ¥(P,t) =¥g(x,1)

Notations pour un autre observateur % :

(on applique la définition universelle de la grandeur physique pour |'observateur //;)

.p(P, t) = @L(}O,I) = @E(’il"t) (en général : YLY P LY, et ‘i’E%'PE)




Descrition des champs

Descriptions du mouvement

Description de Lagrange du mouvement

C'est la description de Lagrange des positions actuelles.

Notation : xf :f(xg,t) (f(xF.7) pourrait &tre noté : xI; (x5 1))
L'application f est souvent appelée « transformation de 7y a ¢ ».

Mouvement

Description d’Euler du mouvement

C’est la description d’Euler des vitesses actuelles.

Notation : v/ =vg(xl 1)

Notations pour un autre observateur R
@ description de Lagrange du mouvement :
X =f&E, 1) (engeneral :f4p)
@ description d'Euler du mouvement :
i’T = ;E(if,l‘) (en général : v #vg)



Descrition des champs

Equivalence des descriptions

Equivalence des descriptions du mouvement

VE(xtvt) vf_ f(an ) f(f (xh )a )
inversement,
me 2 f(x0,1) = vE(x:, 1) = ve(f(x0,1), 1)
Equivalence La fonction f est solution de cette équation différentielle,

avec les conditions initiales xy = f(x0,19)-

Les deux descriptions du mouvement sont donc équivalentes. J

Equivalence des descriptions de champs matériels :
Y. (xo,t) =¥ (P,t) =Wg(x,t) =¥e(f(x0,1),1)

inversement,

.PE(xl‘a ) .P(P t) WL(an ) ‘I’L(f (xta )a )

Les deux descriptions d’'un champ matériel sont équivalentes. J




Descrition des champs

\MA Champ des déplacements

Vecteur déplacement d’'une particule

u(P,t) =xf —xb

Description de Lagrange des déplacements :

Déplacement

Uuj (x(), t) :f(xo, t) —x() (variante de la description de Lagrange du mouvement)

Description d’Euler des déplacements :
up(x;,t) =x,—f~ (xl7 1)

Pour un autLe Observateur :@? - (définition unlverselle)
EL(ant) :f(}OJ) _;0 et ﬁE(xt7 ) xl‘ _f (xta )



Opérateurs
différentiels

Descrition des champs

Gradients lagrangien et eulérien

Soit ¥(P,t) un champ matériel  (¥(P,1) =¥ (xo.1) = YE(x,,1))

Gradient lagrangien d’un champ matériel

grad; ¥ = grad¥; (gradient de la description de Lagrange de ¥)

Rappel : d¥ =d¥; = grad¥| - dxy = grad; ¥ - dx,

Gradient eulérien d’un champ matériel

grad; ¥ =grad¥y (gradient de la description d’Euler de ¥)

Rappel : d¥ = d¥g = grad¥g - dx; = grad; ¥ - dx;

Notations traditionnelles pour certains champs matériels :
@ Gradient lagrangien des positions actuelles : (¥ =x;)
grad; x; = gradL(f(xo,t)) =F (« gradient de la transformation »)
@ Gradient lagrangien des vitesses actuelles : (¥ =v;)

grad, v, = grad, %, = grad, ($.f(xo.1)) = & grad, (f(xo,1)) =F

Relation entre les gradients lagrangien et eulérien :
grad, ¥ = grad;,¥ -F < grad;¥ =grad, ¥ F!

En particulier si ¥ =v, : gradgv=F-F~!



Descrition des champs

m Autres opérateurs différentiels

Divergences :
div,¥ =grad, ¥ : G divpe¥W =grad; ¥ : G
Rotationnels :
rot,¥ = —grad, ¥ : H rot; ¥ = —grad; ¥ :H
: Laplaciens :
Opérateurs A, ¥ =div,grad;, ¥ Ap¥ =divpgrad; ¥
Relations utiles :
div,¥ = grad, ¥ :G = (grad; ¥ -F):G = grad;¥ : F'

divp¥ = grad, ¥ :G = (grad, ¥ -F'):G=grad, ¥ : F '

Exercices : Ecrire ces relations avec ¥ =x; et ¥ = v,



Descrition des champs

Dérivée particulaire

Soit W(P,t) un champ matériel.  (¥(P,1) =¥, (xo,1) = Wi (x,1))

Dérivée particulaire d’'un champ matériel

: L Y(@Pr)-¥(P,) 0
Y(P,t)= }En,t o = a—t‘I’(P,t)

¥ est un champ matériel tensoriel du méme ordre que W¥.

VOC8bU|aII’e . (rencontré dans la littérature)
—_— dérivée temporelle « a particule constante » ;
érivée L, ) )
particulaire dérivée temporelle « quand on suit la particule dans son mouvement ».

Description de Lagrange de la dérivée particulaire :
lFL(.X,'(),I) = %?L(x(),t)

Description d’Euler de la dérivée particulaire :
.IIE == gl‘adE.P ‘VE + %.I’E (démonstration dans le pdf)

Exemples : v =x; Y=v, =X



Descrition des champs

MA Quelques changements d’'observateur (1/2)

Ch. obs. de la position actuelle d’une particule :
¥ =0 (xf x0) o)

Ch. obs. de la position de référence d'une particule :
Xy = Qo - (xf —x§)

Ch. obs de la vitesse actuelle d'une particule :

—Qz ( t )+Qt (Vz —V; ) (rappel)

Ch. obs. du gradient lagrangien des positions actuelles :

Changements (rappel : grad; x; est noté F, gradient de la transformation)
d'observateur P P ~ P P
xt _xt =F- (xo _xo) + - (définition pour # )
/ = /
Qt . (xf —xf) - F . Q() . (xg _x(}))) —+ - (changements d'observateur)

X —xl =Q F-Qy- (x} —xb)+
F=Q/ F-Qo & F=0Q, FQ



Descrition des champs

MA Quelques changements d’'observateur (2/2)

Ch. obs. de la vitesse actuelle d’'une particule :

Vt =0, (xf —x{ )+Qt (v —vf ) (rappel)
Ch. obs. du gradient eulérien des vitesses actuelles :

Définition pour 7 : ﬁ)’ —vg’ :gradEV(Ef’ )+
Q- (xt *xt)JFQt ( ) = gradgv-Q;- (x{y*xf)Jr v
—x{)+Q:- gradgv- of x”) = grad;v- Q- (xf —x{)+

0, +0Q;-gradgv = gradgv-Q;

grad;v =0, -grad;v- QtT + Qt : QtT
Ch. obs. de la divergence eulérienne des vitesses actuelles :
grad;v:G=(Q, grad;v-Q/):G+(Q,-Q/):G

/

0 (x|

Changements

o — divev = divgv+0 (divgv est donc une grandeur scalaire objective)

Chaque grandeur a sa propre formule de changement d’observateur. J

Méthode générale :  Soient deux observateurs quelconques Z, Z et Q.
— Ecrire la définition (universelle) pour un observateur X,
— Changer d’observateur de # vers % les grandeurs dont on sait la formule,
— Utiliser la définition (universelle) pour I'observateur .



Descrition des champs

m En bref...

@ On décrit les champs matériels (¥ (P,r)) par la méthode de
Lagrange (¥, (xo,7)) ou d'Euler (¥g(x,,1)).
@ On décrit le mouvement (pour un observateur) par :

o la description de Lagrange des positions actuelles des
particules,
o la description d'Euler des vitesses actuelles des particules.

@ Ces méthodes de description sont équivalentes.

@ On définit un gradient lagrangien et un gradient eulérien,
ainsi que les versions lagrangiennes et eulériennes des opérateurs
dérivés.

En bref... @ Le gradient lagrangien des positions actuelles est noté F.

@ La dérivée particulaire (¥(P.7)) d'un champ matériel est une
dérivée temporelle a particule constante.

@ Chaque grandeur a sa propre formule de changement
d’observateur.



Troisiéme partie

Objectivité des grandeurs non scalaires J




Objectivité des grandeurs non scalaires

m Objectivité des grandeurs vectorielles

L’idée physique :
La valeur actuelle des grandeurs vectorielles objectives

_ a la méme orientation par rapport a la position actuelle de la matiére
i pour tous les observateurs.

Grandeur vectorielle objective

¥ est une grandeur vectorielle obJectlve si et seulement si

VRNRZP PV, P, & —x)=w, " —x)

Ch. obs. d’une grandeur vectorielle objective :
y,. (?f)” fNP’) ‘I’t (P —xP (objectivité de ¥)
& W0l ) =¥ —af) V(PP
e 'I’t'gt =¥,
g 'thlpt’QtT:Qt"Pt

Caractérisation

¥ vecteur objectif & 'i’,:Qt-‘I’t & 'f’,:,%’Qt('I’,)




Grandeurs
tensorielles

Objectivité des grandeurs non scalaires

Objectivité des grandeurs tensorielles

Grandeur tensorielle d’ordre 2 objective

V&Y% Y{PY, PO} v{PO), P} v,
GD-5) -7, G —79) = <x§” ), 6 )

Caractérisation

¥ e V2 objectif & ¥,=0, ¥, 0] < W.=%, (¥

(les val. pr. actuelles sont conservées et les dir. pr. actuelles sont tournées par Q)

Grandeur tensorielle d’ordre p objective

.Il € V?P Objectif <~ .I~’t = '@Qt (.I’t) (démonstration dans le pdf)

Rappel d’algébre : Rotation par Q; d'un tenseur d'ordre p :
‘%Q/ (T) = (Qf XQ X--- @Qr)ng (écriture tensorielle)
N—

p fois
Composantes sur une base 1 Zg, ()" = Q" --- Q/r;, T/



Objectivité des grandeurs non scalaires

m Exemples de grandeurs objectives ou non

Rappel de quelques changements d’observateur :

position actuelle x =0 (xF —x ) _non objectif
vitesse actuelle =0, (xF —x2)+Q,- (vF —v?)  non objectif
grad. transf. act. F, =Q,F;- Q0 non objectif

Théoréme (démonstration dans le pdf)

Exemples

Soit ¥ un champ matériel objectif quelconque (d’ordre 0 ou plus).
Le gradient eulérien grad; ¥ est un champ matériel objectif.
De méme, divg¥, rotg ¥ et AW sont objectifs.

Pour les autres cas : on ne sait pas a priori.
Il faut écrire la formule de changement d’observateur et
vérifier si c'est celle d'une grandeur objective.
Exemples :
divgV; = diVEV;  (la vitesse est non objective) scalaire objectif
divy v, = (Q, 'Qg) :F+ (Q,-Qg) :grad; v #divpv; scalaire non objectif

(d’autres exemples sont dans le pdf)



Objectivité des grandeurs non scalaires

m Objectivité ou non des dérivées particulaires

Exemples

Dérivée particulaire d’'une grandeur scalaire objective

Théoréme

La dérivée particulaire d'une grandeur objective scalaire est une
grandeur scalaire objective.

Dérivée particulaire d’'une grandeur objective non scalaire

Théoréme

La dérivée particulaire d'une grandeur vectorielle ou tensorielle
objective est une grandeur non objective.

Démonstration pour un vecteur :
Soit ¥ une grandeur vectorielle objective.
Y=0,¥ (objectivité de ¥)

'I’:Qt'q"FQt"P?éQt"f"
Dérivée particulaire de grandeurs non objectives
On ne peut rien dire a priori. (vérifier au cas par cas)



Objectivité des grandeurs non scalaires

m En bref...

Grandeur scalaire objective : Vi, ¥ =,
Grandeur vectorielle objective : V1, ¥, = %, (¥;) (— 0, %))

Grandeur tensorielle objective : Vi, ¥, = Zp,(¥;)
Si W(P,t) est un champ matériel objectif alors :
o grad; W est objectif,
o divg ¥ est objectif,
rotg ¥ est objectif,
AW est objectif,
si ¥ est scalaire objectif : ¥ est objectif,
si ¥ est non scalaire objectif : ¥ est non objectif.

En bref...

Si ¥(P,t) est un champ matériel non objectif :
pas de théoréme : vérifier au cas par cas.



Quatriéme partie

Déformation J




Déformation

m Direction matérielle

Direction matérielle

Teneurs e w— tim 0%
pegt—p [|lxb —xb||

s

YT peerp xl =P

Définitions :
‘KP position de référence du chemin matériel €% issu de P;
¥ : position actuelle du méme chemin matériel 67 issu de P;
uo : direction de référence de la direction matérielle issue de P;
, - direction actuelle de la méme direction matérielle issue de P.
Relation entre ug et u, :  (appel -5’ —xf =F (' —xf)+ o)
F -u F 1.y

uy = m (détail du calcul dans le pdf)



Déformation

m Dilatation linéique

Soit P une particule et soit P’ € €7.
1.— On identifie les particules par leur position de réf. (x) € ¢7)

Tfenseurs.de xf/ —xf :f(xOP’,t) - (xOP,t)
déformation —F. (xop’ _x(}))) 4o

o W ~F0 o 2P = (P (xf — b)) - (F- )+
["() Ll() xP f(xOP’t) = (xOP/ 7x(})))FT F('X/:OP 7x0P)+
o I =12 ﬁfxé FT.F. %%

Dilatation linéique d’une direction matérielle issue de P

Ko(u) = limpicgr_,p 7

Quand P' € * — P, uy —ug, = Kg(u):(uo-FT‘F'uo)%

2.— On identifie les particules par leur position actuelle (x” ¢ ")
Wl = ) ) (%)2 —u F . F '+

Quand P/ € 6P P it, —u, = Ki(u)=(u-(F-F')~lu)"2



Déformation

MA  Tenseurs de déformation (entre 1y et 1)

Rappel : (uo-FT-F-uo)% :(u,.(F.FT)_l-u,)—%

Ki(u) =

Tenseurs basés sur F' -F Tenseurs basés sur F-F'
;I'fepseurs.de C= FT F (Cauchy-Green droit) B=F. F (Cauchy-Green gauche)
éformation
U= f (F=R-U) V=vB (F=V-R)
L= M=V
E = % (C - G) (Green-Lagrange droit) J = % (B G) (Green-Lagrange gauche)
eV=U-G e"=vV-G

(On trouve aussi des tenseurs de déformation de Hill, de Finger, d'Euler-Almansy, de Hencky, ---)

Changements d’observateur :  (rappel : F=Qy-F-Q7, non objectif)
Tenseurs basés sur F' - F : X=00-X- QO (non objectifs)
Tenseurs basés sur F-F : X=0,X-0' (objectifs)

Tous ces tenseurs de déformation sont des champs matériels (X(P,7)).
lIs peuvent donc étre décrits par la méthode de Lagrange (X, (x.7))
ou par la méthode d'Euler (Xp(x,,7)) :  X(P,t) =X (x9,t) = XE(x;,1)




Déformation

m Propriétés des tenseurs de déformation

Relations entre tenseurs objectifs et non objectifs :
(rappel : R est la rotation des décompositions polaires F=R-U =V -R)
V=R-U-R" = Z%(U) B=R-C-RT =%g(C) etc.
detormmasion Directions propres :
@ Les tenseurs non objectifs ont les mémes directions propres : {el}.
@ Les tenseurs objectifs ont les mémes directions propres : {e}.
@ La relation entre les directions propres est : e’ =R-e” = %g(eY).
Valeurs propres :
@ Les valeurs propres (communes) de U et V sont appelées
dilatations linéiques principales : {14} (limf%[’) .
Les valeurs propres de C = U et B =V sont {A.°}.
Les valeurs propres de L=InU et M =InV sont {InA,}.
Les valeurs propres de E et J sont {% (A2 —1)}.

Les valeurs propres de €V et €Y sont {de — 1}  (allongement relatif).

En cas de non déformation :
C=B=U=V=G L=M=E=J=eV=¢"=0



Déformation

m Dilatation volumique

Soient une particule P et 3 particules voisines P’ P” et P".

On pose 3 , .
Vo = [(xg —xg)’ (xgl —xg)’ (xgm —xg)] (produit mixte, volume)
vi= [ —x7), (e —x7), (6 —x])]

. . / /
(gradient de la transformation : x!” 7x,[’—F~(X{; 7xg)+~-~, etc.)

Dilatations

Vi
— = detF+ cee (detF indépendant des positions de référence de P/, P et P"')
Vo

Dilatation volumique en une particule P

. %

K, = lim -
Plc¢’P—P Vo
P'e¢"P—P
P’”G%WP—}P

K, = detF = detU = detV = (detC)? = (detB)2 =--- >0

Si0O<K,<1: contraction volumique en P.
SiK,>1: expansion volumique en P.



Déformation

m Dilatation surfacique

Facette matérielle

Plan engendré par deux directions matérielles distinctes issues de P.

Normales unitaires de référence et actuelle :
Dilatations uO/\u6 _ ut/\u; n F_T-no

0= T = Ml :—@noz—FT'”f (pdf)
llwo natg P a0 P FTom|| [IFTn] "

Soient une particule P et 2 particules voisines P’ et P’.
_ / /1 _ / 1/
oso = (xf —x0)A (b —xf) et A= —x) A —x])
(er, ’er:F'( (I;, *X{;,)‘F"'. etc.)

::—(t) = (detF) ||F_T ﬁ()“ —+ - (F~ " -7y ne dépend que de la normale unitaire)

Dilatation surfacique d’'une facette matérielle

Ks(n) = lim Plcg'’Pp ;—6

PP P

Ky(n) = (detF)|F~ " no|| =K, U no|| =K, [Vomy| 1=+ >0
Si0< Ks(n) <1: contraction surfacique de la facette matérielle.
Si Ks(n) > 1 : expansion surfacique de la facette matérielle.



Déformation

m Distorsion stérique

Soient 3 directions matérielles issues de P initialement orthogonales.

[uo,u6,ug] ==+1 (orthonormés)
(e u, )] [ Foug F'"6 Fu/’ ]
(o uy ug] " [uo.upug] LIIF-uol| > [|Fupll* ||F“ [

K(/K/KH > 0

(les produits mixtes [ug,up,ug) et [us,u;,u/] ont donc le méme signe)

Distorsions

Distorsion stérique de 3 directions matérielles initialement

orthogonales

u ’ul 7u// K/ K.K"
8 (wu ') = Potp] — KL g 1 4o

[ut Uy Uy }

La distorsion stérique dépend des 3 directions matérielles issues de P.

PI’OpriétéS N (démonstrations en annexe A2 du pdf)
@ La distorsion stérique maximale autour d'une particule P est :

85, = (/112-*-122-%3) _\V3 BI
9 T 70 S VBn =

@ En P, il existe une infinité de triplets de directions matérielles
initialement orthogonales qui ont cette distorsion maximale.



Déformation

m Distorsion angulaire

Soient 2 directions matérielles issues de P initialement orthogonales.
Sina() =1 (o Lupy; oy =m/2)
Sin O Ny — Uy /\u; — = %;{2 n; (angle entre les directions actuelles)

Distorsion angulaire de 2 directions matérielles

Distorsions

initialement orthogonales

(u ) = KK = 1o e 1]

K sin 0y

La distorsion angulaire dépend des 2 directions matérielles issues de P.

PI’OpriétéS . (démonstrations en annexe A2 du pdf)
o La distorsion angulaire maximale autour d'une particule est :
a _1(XN
5mux - (2,1 + 2,3)

@ Il existe un couple unique de directions matérielles initialement
orthogonales qui atteint cette distorsion maximale.



Déformation

m Déviation d’'une direction matérielle

Soit une direction matérielle u :
direction de référence : g  (unitaire)
direction aCtue”e LUy (unitaire)

Déviation d’une direction matérielle (entre 1, et r)

Angle B défini par: cosP=up-u;, PeE[0;m] (cospel1:1)

Chaque direction matérielle issue de P a sa propre déviation f3.

Expression en fonction des directions de référence et actuelle :

. . F~u0 . u0~R‘U‘uo
cosp =uo |F-uoll Ky

—u- F'u _ w-R V%'

T F ] Ky

Le calcul de la déviation d'une direction matérielle nécessite la
connaissance de la déformation mais aussi de la rotation R.




Déformation

m Déformation sphérique en une particule

Déformation sphérique en une particule P

Les dilatations linéiques de toutes les directions matérielles
issues de P sont égales.

Caractérisations : (exercices)
@ dilatations linéiques principales :

M=Ah=h=A21
Décompositio L .
des @ tenseurs de déformation :

déformations U:V:A{G C:B:)VZG L:M:ln)&G
; E-J=102-1)G €l =e'=(1-1)G

(déformation sphérique < tenseur de déformation sphérique)

@ dilatations (toute direction matérielle ou facette autour de P) :
Ko(u) =2 Ky(n) = A2 K, =A3
@ distorsions (tout triplet ou couple de directions mat. init. ortho.) :
&% (u,u' ') =1 0% (uu') =1
Remarque : déviation d'une direction matérielle
cosf = "70'1;‘"0 = L‘; Uy

(R rotation quelconque)



Déformation

m Déformation isovolume en une particule

Déformation isovolume en une particule P

La dilatation volumique est K, = 1.

Caractérisations . (exercices)

o dilatations linéiques principales :

M =1
PR @ tenseurs de déformation :
eSformations detU = detV = detC = detB = ek =™ = |
E +2Eq+4E; =0 Ji+2Ju+4Jm =0
eV+el+ef =0 el +e+e;=0
Remarques :

@ dilatations linéiques et surfaciques a priori quelconques,
@ distorsions stériques et angulaires a priori quelconques,

@ déviations a priori quelconques.



Déformation

m Décomposition d’'une déformation

Théoréme (démonstrations dens le pdf)

Toute déformation peut étre décomposée de maniére unique et
commutative en une déformation sphérique et une déformation
isovolume.

@ tenseurs C et B :
L C=(K:G) (K~ iC) B=(KiG) (K, iB)
(?::omposm @ tenseurs Uet V:
ffermatens U=(K3G) (K 3U)  V=(KiG) (K, V)
: @ tenseurs L et M :
L="fG)+(L-"F6) M="F6)+M-"F0)
@ tenseurs E (et J) :
E = ESPh { Eis0v  ESPh . EISOV (o bosition commutative car B est sphérique)
oi EVh—L1(K,3-1)G et E =K, TE+L(k,3-1)G
@ tenseurs eV (et ") :
£U — eUsph +£Uis0v +£Usph .eUisov

(composition commutative)

ou EUP=(K,i-1)G et &Us =K, ieV+(K, i -1)G



Déformation

m Petites déformations

Tous les tenseurs de déformation définis précédemment sont
évidemment utilisables quand les déformations sont petites.

form

Théoréme

Les dilatations linéiques principales A, en P sont des extrémums
des dilatations linéiques de toutes les directions matérielles

iSSUES de P. (démonstration en annexe A2 du pdf)

Petites

: petite déformation

déformations

Les dilatations linéiques de toutes les directions matérielles
issues de P sont proches de 1.

Petite déformation < les extrémums A, sont proches de 1.
On pose : A =14+n L=14+m A=14+n3
avec |n]| <1 et |n2| <1 et |n3| <1 (infiniments petits du premier ordre)



Déformation

m Formules simplifiées en petites déformations

Rappel : les A4 = 1+ 1, sont les valeurs propres de U et V

Calcul de €V et €' : (dans leur base propre)

eV=U-G=Y} nie'we eV=V-G=Y} newe
Les valeurs propres de ces tenseurs sont < 1, [|eV]| = ||e¥| <« 1.
Approximation de la dilatation linéique :
Ko(w) = (uo-U? up)? = (uy- (€Y +G)?-up)?
: = (up- ((€Y)2 +26Y +G) -up)? =~ (uy- (2€V +G) -uy)?
Peti;es ~ Quy- €Y up+1)2 ~ug- €Y% ug+ 1 (siewialons viiie110)

déformations

Formules simplifiées :  (approximations similaires, voir le pdf)
Ky (u) ~1+uy-eY uy ~1+u € u
Ky(n) ~14+treV —ny-€Y%ny ~1+twe"—n,-e"-m
K, ~1+treV ~1+treV
S (uu u") ~1+0n.)? (rappel :5° = KKK W) )

6“(u,u’) ~1+ ﬁ’(n.)2 (rappel :6% = %’f‘("‘/))



Déformation

MA  Le tenseur € (petites « perturbations »)

Expression de E en fonction du déplacement u :
E=;(C~G)=3(F"-F-G)=}((G+grad,u)" (G+grad,u) - G)
=1(G+grad u+grad] u+grad, u-grad;u—G) (r-16-1)
T = % (grad; u+ gradz u+ gradz u-grad; u)

form

Petite « perturbation »

On suppose que || grad; u|| < 1.

On fait une « pseudo-linéarisation » en grad; u :
€= % (grad; u+grad; u) = symgrad, u
(on a négligé || grad, u||> devant | grad, u| !)

1.— Confusion courante

|| gradLuH < 1(petite « perturbation ») = ||E|| <1 (petite déformation)
mais la réciproque est fausse : |[E|| <1 # | grad; u|| < 1

Petites
déformations

2.— Restriction séveére sur les mouvements envisageables :

|lgrad, u|| < 1 < le champ de déplacements u est quasi-uniforme.
Pour I'observateur, le mouvement doit étre une quasi-translation.




Déformation

m Formules simplifiées avec €

Si on admet les restrictions introduites pour utiliser € :
O | grad, u||> négligé devant ||grad, u||,
@ mouvement de quasi-translation pour |'observateur choisi,
alors on a les résultats suivants :
Ky(u) ~1+4uy-€-uy (K, —1 : dilatation linéique relative)
Ki(n) ~1+tr€ —np-€-ny  (x,— 1 : dilstation surfacique relative)
et K,~1+4+tre (Ky—1 : dilatation volumique relative)
& (uu' u") =1+ 0(e]])?
8 (uu) =1+ 0(|e])?

déformations

Les formules sont semblables a celles avec €V en petites déformations,
mais €=sym(F—G)=sym(R-U)—G#€Y (aursir-q)




Déformation

m Changements d’'observateur

Gl'andeurs bien déﬁnies B (leur définition est universelle)
Tenseurs basés sur FT-F X =0y-X-Q] non objectifs  (appel)

Tenseurs basés sur F-F'  X=0,-X-Q,  objectifs (rappel)
Dilatation linéique I:(g =K objective (pdf)
Dilatation surfacique K, =K; objective (pdf)
Dilatation volumique K, =K, objective (pdf)
Distorsion angulaire 5 = §¢ objective (pdf)
Distorsion stérique 5 =8° objective (pdf)
Déviation E #P non objective  (pdf)

Changements Grandeur mal déﬁnie Y

d'observateur
@ L’hypothése de petite « perturbation » n'est pas universelle :
VYANZ, |grad u|| <1+ |grad u| <1

@ Changement d’observateur :
€=sym(Q; grad, u-Q))+sym(Q;-Qj) -G #Q;-€-Q]  (pin)




Déformation

En bref...

@ La déformation entre un instant de référence et un instant actuel
est décrite par un champ de tenseurs de déformation X (P, ¢).

@ Tous les tenseurs de déformation permettent de calculer la
dilatation linéique de toute direction matérielle issue de P :
o Les tenseurs non objectifs identifient la direction matérielle
par sa direction de référence;
o Les tenseurs objectifs identifient la direction matérielle
par sa direction actuelle;

@ Tous les tenseurs de déformation (éventuellement petite)
permettent d'évaluer les grandeurs scalaires objectives suivantes :
o les dilatations linéiques, surfaciques et volumiques,
o les distorsions angulaires et stériques.

En bref...

@ Cas des « petites perturbations » :
o L’'hypothése || grad; u|| < 1 n’est pas universelle car la
quasi-translation n'est pas vraie pour tous les observateurs,
o | grad; u|? est négligé devant || grad; u||  (pscudo-lincarisation).



Cinquiéme partie

Vitesses de déformation J




Vitesse de déformation

m Introduction

On s'intéresse a la dérivée temporelle (actuelle) de la longueur des
biparticules, ainsi qu'a la dérivée temporelle de toutes les grandeurs
Introduction cinématiques locales qui en découlent.

Deux points de vue équivalents :
@ Point de vue eulérien : on définit les concepts en analysant le
champ des vitesses actuelles.
@ Point de vue lagrangien : on définit les mémes concepts en
dérivant temporellement les concepts introduits en analyse de la
déformation.

Les développements qui suivent montrent que la dérivée pertinente
est la dérivée temporelle logarithmique :

Taux (en cinématique)

On appelle taux d’'une grandeur cinématique réelle, sa dérivée

temporelle logarithmique.  Taux de x: 7, = ¢




Vitesse de déformation

m Taux de dilatation linéique (point de vue eulérien)

Soit une particule P et un chemin matériel €7 issu de P, de
particule générique P’ € €°.

i v
e b= |x, —x|| = ‘x;;” (X} —%;)  (car ) = )
fistation = (Vi) = (gradgv-(x,—x,)+---)
ﬁ—; =u,-gradpv-u,+---
=u,-symgrad;v -u;+ -+ (car v-A-v— 0.4 antisymétrique)

Taux de dilatation linéique dans une direction matérielle

Typ(u) = limpcgr_,p g—: =u,- symgrad;v-u,

Tenseur des taux de déformation en une particule

D = symgrad;v

Tf(u) :ut‘D‘ut (unité : s~ 1)



Vitesse de déformation

m Taux de dilatation Iinéique (point de vue lagrangien)

Rappels :  K;(u) =||F -uo| u,:llﬁjzgu grad,v=F .F~!

Dérivée temporelle de K, : (= limp/ﬁpp%).

X ix ; . Fu .
_ Ko(u) =|F -uo|| = qroly - (F-uo) (ear il = 3 9)
dilatation _u.F.u =u .F.Fﬁl.F.u
linéique K(u - R 0 1_ ;‘u i 0 1
oy FoFL Sy FLOFL
Kw W FF g = FAE
=u,; - gradpv -u; = u, - symgrad,v - u;
Kow) _ _
K ) =u;-D-u;, = T[(u)
Autre démonstration : , ,
j 7 lim ;- (lim /L) ‘
- N/ 7 7 Ki(u)
T(u)=lim7 =limt =—2 = o=
o(u) 0 T hmge T imge K@

Tg(u) est un Sca|a|re Objectlf (démonstration dans le pdf)

Le tenseur des taux de déformation D n'est pas la dérivée
particulaire d'un tenseur de déformation.

(les dérivées particulaires des tenseurs de déformation et de leurs invariants sont en annexe B du pdf)



Vitesse de déformation

Taux de dilatation volumique et surfacique

Le tenseur des taux de déformation D permet aussi d’évaluer :

(démonstrations similaires au taux de dilatation linéique, point de vue eulérien ou lagrangien)

Taux de dilatation volumique en une particule

Autres taux

K,

T — AF _
7, = lim o =trD = divgyv = X

T, est un scalaire objectif.

Taux de dilatation surfacique dans une facette matérielle

To(n) = limi—i =trD—n;-D-n, = %

Ts(n) est un scalaire objectif.




Autres taux

Vitesse de déformation

Taux de distorsion stérique et angulaire

Soient (u,u’,u") trois directions matérielles initialement orthogonales.

Taux de distorsion stérique

5 1 AP
T (1,0 ") = & = () + W) + (") — 7, = — Pty

Tss (u,u’,u'") est un scalaire objectif.

Soient (u,u’) deux directions matérielles initialement orthogonales,
n est la normale a la facette matérielle (u,u’).

Taux de distorsion angulaire

(sinoy)
sin oy

Toa (') = & = T(u) + T () — 7y (m) = -

T5«(u,u’) est un scalaire objectif.

_2u,~D~u§ + Tp(u)+7 (1)

. ] / . T
Si oy est I'angle actuel (u,,u)) : &, = Sne tane,



Vitesse de déformation

m Mouvement des directions matérielles

Vitesse de rotation d’une direction matérielle : @,(u)
m[(u) = U; A l“t =U;- gl‘adEV H Ut (démonstration dans le pdf)

Chaque direction matérielle issue d'une particule P a sa propre
v des vitesse de rotation.

directions

matériclles (en chaque particule, il en existe au moins une telle que @;(u) =0)

@;(u) est un vecteur non objectif :
Ou) =00+ (uNQ/ -Q-u))
=0/ 0,—0 (ut/\ (mj/ﬂAut))



Vitesse de déformation

Le tenseur taux de déformation D = symgrad;v permet
d’évaluer :

o le taux de dilatation linéique 7, d'une direction matérielle,
le taux de dilatation surfacique 7; d’une facette matérielle,
le taux de dilatation volumique 7, en une particule,

e bref le taux de distorsion stérique Tg;s,
le taux de distorsion angulaire Tga.
Ces scalaires sont objectifs.

La vitesse de rotation d'une direction matérielle n'est pas
objective.



\M,Q Synthése de la cinématique

Concepts fondamentaux :
@ milieu continu
@ universalité de relations  (définitions, lois, etc.)
@ objectivité de grandeurs physiques (scalaires ou non)

Déformation actue"e N (par rapport a une forme de référence choisie)
o Différents tenseurs de déformation :

o tenseurs non objectifs  (construits sur F-F)
@ tenseurs Objectifs (construits sur F-F)

o dilatations linéique, surfacique et volumique  (objectives)
@ distorsions angulaire et stérique (objectives)
Taux actuel de déformation : (dérivée temporelle logarithmique)
@ Tenseur des taux de déformation : D =symgradpv (objectif)
@ taux de dilatation linéique, surfacique et volumique (objectifs)

@ taux de distorsion angulaire et stérique (objectifs)



\MA Et maintenant une annonce...

Le prochain épisode s'intitule :

Equations générales de la MMC

Au programme :
@ Concepts fondamentaux ;
@ Principe de la conservation de la masse;
@ Principe fondamental de la mécanique ;
@ Premier principe de la thermodynamique ;

@ Second principe de la thermodynamique.

Merci de votre attention.



Annexe

m Exemple d’invalidité de €

Soit un observateur et une particule P de

xf’ 72 position de référence x7.
‘ . Le mouvement de toutes les particules est une
/:22 *o rotation de 90° autour de W3 (mouvement de solide).
2T90e )
: P _ Vecteur déplacement : u(P,1) = x; —x{
X w3 wi Xy
u(P,r) = (x! P—ngll)vlvl + (xfzp—lxgzz)gzz +0w;
= (=xp"—xp Jwi+(xg —xp7) w2 =up(xo,1)
Calcul de € : (composantes dans {w,})
(grad, u)*.] {71710} I 7100}
rad; u)®]= |1 -10 =|0-10
BracLu) 0 00 * 0 00
Dans ce mouvement de solide, ||grad, u|| =2 « 1 et € #£0.

Ca|CU| de E H (composantes dans {w,})
-1 10 —-1-10 100
T .
rad; u- grad; u :[71710} [1710}:2{010]
[(grad; u- grad, u)”.] 0o 00llooo 000
E= % (gl‘adZu . gl‘adLu + 28) =0 (dans un solide : pas de déformation )

€ est une mauvaise mesure des petites déformations.  CEED J




Annexe

A A propos de W = asymgrad,v

Le tenseur W ne permet pas de déterminer la vitesse de

rotation des directions matérielles :
@;(u)=u, grad,v-H-u,=u,-(D+W)-H -u,

@ Le tenseur W est non objectif.

@ Son vecteur adjoint %rotEv est non objectif.

@ Un écoulement « irrotationnel » pour un observateur ne
I'est pas pour un autre.

@ les noms « tenseur des taux de rotations », « tenseur des
vitesses de rotations » ou « tenseur tourbillon » sont donc

trompeurs.

On peut se passer de cette « définition » cinématiquement non
motivée.
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