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Premiére partie

Concepts fondamentaux J




Concepts fondamentaux

m Rappels et notations

Pour tous les modéles de milieux continus :
@ choix des variables d’état : {T,x,---x.} < {T.51, - I}

Rappels et (objectives et indépendantes)

notations

e fonction d’état énergie interne massique :

" =f,(T,{Xe}) =fo(T,{Is})  (premier principe de la thermodynamique)
o fonction d’état entropie massique :

" =f(T,{Xe}) =Ffs(T,{ls})  (second principe de la thermodynamique)
@ énergie libre massique de Helmholtz :

Y =" —Ts" = fy(T,{Xe}) =fy(T:{Ie}) (fonction d'état ausilliaire)
o les deux inégalités du second principe :  (dissipations)
q-(—gradgT)

T

Dy = >0 et P=pY"+5"T) = PR+ Py >0

Dt

Ces grandeurs sont des champs matériels, que I'on peut décrire par
la méthode de Lagrange ou d'Euler :  ¥W(P,r) =¥, (xo,1) = WE(x;,1)




Concepts fondamentaux

m Solide déformable

Définition d’un solide déformable

3 une forme propre servant de référence pour les déformations.

Solide (le choix de la forme propre est sous la responsabilité de I'ingénieur)
déformable

Variables d’état : (ctat actuel d'une particule du solide déformable)
o la température actuelle T;  (imposée par le second principe)
@ un tenseur de déformation actuelle X objectif;
o d'éventuelles directions actuelles d’anisotropie {N?};

o d’éventuelles variables mnésiques actuelles {a}}.

Puissance volumique actuelle des efforts intérieurs

vmec . . fnsn s g PURTI
(@ int ~ —0 : D (la puissance des efforts intérieurs a distance est négligée)




Concepts fondamentaux

m Hypothéses de I'élasticité

© Variables d'état :
o la température actuelle T;  (thermodynamique)
o un tenseur de déformation actuelle X objectif;  (solide aer)
B o d'éventuelles directions actuelles d’anisotropie {N?};
o absence de variables d’état mnésiques.

Solide (la réponse sthénique actuelle ne dépend pas du chemin suivi dans |'espace des états)

élastique

@ Dissipations :
Dans toute évolution :
- diSSipatiOn intrinSéqUe ¢int nU”e, (phases stables, pas de frottement)

— dissipation thermique a priori non nulle.  (grad, 7 40)
© Le tenseur des contraintes est une fonction d’état :

o :fo-(T,X, {N;}) (la contrainte actuelle ne dépend que de I'état actuel)

Un modéle de solide déformable est dit élastique
s'il satisfait ces trois conditions.




Seconde partie

Elasticité isotrope J




A

Variables
d'état

Elasticité isotrope

Variables d’état en élasticité isotrope

Elasticité isotrope

Elasticité sans direction d’anisotropie dans les variables d’état.

Les variables d’état tensorielles sont seulement : {T,X}
Les variables d’état scalaires sont : {T,X1, X1, Xm}  (par exemple)

Remarque : on peut remplacer le triplet de réels {Xi, Xy, Xm} par un autre
ensemble {I;,1,,13} cinématiquement plus significatif, mais toujours
indépendants (3 une bijection {XLXII,XIII} a4 {11,12713}).

FOI’ICtiOI’IS d,état fondamentales . (postulées par les deux principes)

" = f,(T, X1, Xu, Xm) " = 0rf, T+ 0x, f. X1+ Ox, fo Xt + Ox Jo Xt

s" = fo(T, X1, X1, X ) §" = orfy T + 9, fs X1+ Oy f X + Oxy o Ximn
Fonction d'état auxilliaire :  P" =" —Ts™

v = fy (T, X1, X1, Xm) V" = 0rfy T + 9x,.fy X1+ Ox fy Xu1 + iy fiy Xt

ElaStiCité - (rappel)
&;,; = 0 dans toute évolution
et o est une fonction d'état : o6 =f5(7,X)



Elasticité isotrope

\W\A Comportement thermique

Dissipation thermique non négative :  (second principe de la thermo.)
verad T, @y = L 8D S0 5p 4o g, (grad, T.T.X)
ou le courant de chaleur g et les arguments de f, sont objectifs.
GUTEE  La fonction vectorielle £, est donc isotrope. (au sens mathématique)

thermique

Comportement thermique général en élasticité isotrope :
q :f;](gradE Tv TaX)

=f,(|lgradg T||,T, X1, X1, Xur, grad T-X - grad; T, grad; T-X* - grad T)
Exemple de loi de conduction thermique :

Pour garantir la non négativité de la dissipation thermique,
on peut choisir :

qg=—0a(---)gradg T avec a(---) =0 (onabien, =0

La fonction «(---) doit &tre d’origine expérimentale (ou idéalisée). J

D’autres choix pour f, sont possibles...



Elasticité isotrope

Relation de Helmholtz

DiSSipation intrinSéque nu"e . (une des conditions de |'élasticité)
¢int =—p (anl/I +ﬂ) T_ p aX[fy/XI —p aany/XH —p amey/XIH +0:D=0

g(T,Xl,XH,XH,XI,XH,XIH,O',D) (n’est pas fonction de 7)

S Relation de Helmholtz :
Relation de VT7 (Dint = 0 = an‘l’ +-]7:S‘ — 0

Helmholtz

Il suffit d’une seule fonction d'état (/. /, ou ;) pour
définir un modéle élastique isotrope.

La dissipation intrinséque se réduit a :

q)int =—p aley/XI —p aXufWXII % aXm]?y/XHI +0:D=0
pour toute éVOIutiOn, C'est—é'dire VX et VD. (X et D non indépendants)

Pour exprimer les Xy, Xy, Xy, il faut maintenant choisir
un tenseur de déformation.




Elasticité isotrope

\W\A Comportement mécanique

Comportemen
mécanique

On choisit d'utiliser le tenseur de déformation objectif B :
Variables d'état scalaires :  {T,Br, By, Bm }

Cinématique : By=2B:D Bjy=2(BijB—B*):D By =2BuG:D
Energie libre de Helmholtz :  wm :fg(T,BI,BH,BIH)
Conservation de la masse :  p =poK, ' = po B~ !/?

Dissipation intrinseque : &, = —pax, fy X1 — p x, Jy Xut — p dxyy oy X + 6:D =0
Pin = —2p (Ip,fyy B+ p,fy} (B1B—B?) + Iy, fyy BuG — 55 ) : D

T : fonction d’état du second ordre symétrique

Elasticité : VD, &y, =T:D=0 = T=0

Comportement mécanique élastique isotrope

_ 2 2
c= \/% (BIII 3Bmf$ G+ (331f5 + By 8BHf$) B— QBHff; B )
o est complétement déterminé par la fonction d'état f‘f,}.

(la réponse sthénique ¢ a un état dépend de la température car les ().f‘ﬁ sont fonctions de T)



Elasticité isotrope

\MA Avec d’autres tenseurs de déformation...

Deux méthodes équivalentes :

o refaire la démarche précédente , (écrire @, avec un autre tenseur de déformation)

e changer de tenseur algébriquement. (relations entre tenseurs de déformation)

Quelq ues exemp|es . (autres exemples dans le pdf)

@ avec des tenseurs de déformation objectifs : (v=vB,M=mv " =v-g, )

_ Po 4 4 \4 _ V y2
Comportemen Cc = Vin (VHI anfly G+ (aVIfq/ + VI aanly) v aanul Vv )
EEE e forme générale : o = K§G+K{(X+K§X2
@ avec des tenseurs de déformation non objectifs :
(rappel : C=R"-B-R, U=R' -V-R, etc. oil le champ R(P,) est orthogonal non objectif)

o= j%R~ (CIII acmfug G+ (aclfuc; +C1 acnfuc;) C-— 3C"f,§ Cz) RT

forme générale : 6 =R (KYG+KXX+K¥X?)-R"

Avec le tenseur de déformation E = % (C*G) (exemple historique, voir pdf)
8 = po (9 f; + Er Omyfyy + En Opfyy) G — Omyfyy + E1Ogfyy) E + 9y fyy E?)
ot S=detFF'.¢c . FT=K,U'-(R"-6-R)-U"!

S est déenommé second « tenseur des contraintes » de Piola-Kirchhoff.



Elasticité isotrope

\W\A Comportement incrémental (page facultative)

Motivation : Résolution numérique des « problémes non linéaires »
par incréments de tempS (flctlf ou réel). (quasi-statique ou temporel)

Comportement mécanique : 6 =K{G+K{X+KFX? (x objectif)
Comportement mécanique incrémental :
6 =KiG+KIX+K{X+KIX*+ KX (X - X+X-X)
KX = 0rK¥ T + 0%, K¥ X1 + 9x, KX Xuu + 9%, KX Xt
= OrKX T+ 0, KX G : X+ 9y, KX (X1G —X) : X + Iy KX (XuG—X1 X +X2): X
mécani 6 = (0rKo G+ 01K X+ 0rKoX?) T+ K(X) : X (K(xX) d'ordre 4 objectif, voir pdf)

Comportemen

Arermentel Le comportement incrémental est une relation affine entre les
: valeurs actuelles 6 et X, différente de la loi de comportement.

Mises en garde :

@ Une loi incrémentale arbitraire ne garantit pas la nullité de la
dissipation intrinséque. (« hypoélasticité », souvent thermodynamiquement absurde)

e On trouve dans la littérature (et aussi cachées dans certains logiciels !) des lois
incrémentales erronées. (« dérivées objectives », & et X ne sont jamais objectifs)



Elasticité isotrope

WMA  Limite élastique (motivations)

Considérations microscopiques : deux phénoménes inélastiques
© Réarrangements de liaisons dus a des variations d’angle excessives;

(dislocations entre ou dans les « grains », réarrangements des « ponts » dans les polyméres)

@ Ruptures de liaisons dues a des dilatations linéiques excessives.

Considérations macroscopiques : (cinématique d’un milieu continu)
@ Une déformation sphérique n’engendre pas de variations d’angle.

@ Les variations d'angle (distorsion angulaire ou stérique) ne sont dues
qu'a la partie isovolume de la déformation.

Objectifs des critéres de limite élastique :
@ Se protéger des réarrangements de liaison;
Limite @ Se protéger des ruptures de liaison.

élastique
Vocabulaire phénoménologique :  (constatations empiriques macroscopiques)
@ Plastification : soupgon de réarrangements de liaisons.
@ Endommagement : soupcon de ruptures de liaisons.
@ Fatigue : soupcon d’accumulation de ruptures de liaisons.
@ Vieillissement : soupgcon d’une transformation chimique lente.



Elasticité isotrope

\MA Quelques critéres de limite élastique

Protection contre les réarrangements de liaisons :

@ Limitation de la distorsion stérique maximale :

&5 = V3 QPHA2 I e (2

max 9 Mg - lim
ViR s vy

9 VB Y Vi

@ Limitation de la distorsion angulaire maximale :

a A A a
Opnax = (/ﬁ +7) <8,

Avec le tenseur de déformation M =LnV, &%, = , (eM17M3 ™37 ) = cosh(m) —m3)
(critére de Tresca appliqué a M)

. : dilatations linéiques principales)

Rappels de cinématique : 3, =

le critére peut s'écrire :  my —m3 < my, = Arccosh&f |

Protection contre les ruptures de liaisons :
Limitation de la dilatation linéique maximale :  A; < A

Limite
v
élastique Rappels : A = - + % cos% ol J=/Vj2 -3V = /3 /”\devVH
Y ; ,
et 9= Amms% = Arccos(3 /6 det Hfi?v“;\\ ) €[0;7]
Majoration : 0.866 ~ ‘7 <c S 1= Q + Q <A < T[ + % critére : ‘T[ + % < Nim
= 2 . m m m m
Critéres energethues Do o<y ou el <eln
(en isotherme, ¥l et ¢/l ~sont confondus et appelés « énergie de déformation isovolume »)

Pour utiliser ces critéres, il faut connaitre les fonctions d'état fy, ou f..

Critéres I’ég'ementaires . (une protection plus juridique que scientifique!)



Elasticité isotrope

\MA Synthése

Comportement mécanique en élasticité isotrope :
@ Variables d’état : {T,X} ou {T,X1,Xm,Xm} ou {T,1, - ,Ip} (r<3)
@ Loi de comportement mécanique :
o si X est objectif : © :KgG+K¥X+K§X2
@ avec X non objectif : 6 =R-(KfG+KXX+KXX?)R'
oti les KX sont des fonctions d'état  (fonctions /. et de )

(on peut la choisir arbitrairement, mais gare aux modéles a comportement exotique!)

La fonction d'état f,, détermine le comportement mécanique. J

Que|ques énergies libres historiques : (encore présentes dans les logiciels)
Piola-Kirchhoff . ff = L (AE2+2u(E®—2En) S=AEG+2uE

v " 2pg
Néo-Hooke #< :a(Cl 3) o= f/”tfl’fl”lRC«RT
Synthése Ogden : Jo= g5 Yot & A5+ A% e =

(autres exemples dans le pdf)
Toutes ces propositions dejq, sont conceptuellement ou expérimentalement peu justifiées !

Critéres de limite élastique :
Critéres macroscopiques pour se protéger des réarrangements et des
ruptures de liaisons interatomiques.



Elasticité isotrope

Construction d’'un modeéle isotrope (1/4)

Motivation :
Construction d'une énergie libre de Helmholtz physiquement justifiée.
Choix des variables d’état :
@ La température T, (imposée par le second principe de la thermodynamique)
@ On utilise le tenseur de déformation objectif B.
Décomposition (unique et commutative) 1 B = (K,*>G)- (K, */*B)
—_—— ———
déf. sph. déf. isov.
@ on caractérise la déformation sphérique par la dilatation
volumique : K, = By!/?
@ on caractérise la déformation isovolume seulement par la

. . . . 3/2 )
distorsion stérique maximale : &5, = ? %, noté§ > 1

Earph do Les trois variables d'état de ce modéle sont :  {7,K,,d} J

modéle

L’énergie libre massique de Helmholtz est : v =j,(T,K,,5)

Remarque : Dans ce modéle, I'influence de I'invariant By est ignorée.

Les déformations isovolumes de méme &, ont la méme contribution dans f,.



Elasticité isotrope

\MA Construction d’'un modeéle isotrope (2/4)

Changement de variables d’état :  {B,By,Bm} < {k,,&}
On en déduit : 6 = po (9k,fy — K~ ' 95fy) G+poK, >3 dsfy B
Un chemin dans I'espace des états :

(pour atteindre un état quelconque)

() €3
EQ:(T(),I,I) — E] (T,l,l) Ez—(T le) — EtZ(T,KV,g)
état de référence état actuel
chemin ¢V :  yi— () ¢D(T) =0
chemin @ :  ygr— q/l =g2 (T,K,) ¢ (T,1) =0, VT
chemin ¢ ym —ylr = ¢O)N(T,K,,5) (3>(T K,,1)=0, VT VK,
fu(T, Ky, 8) = g(T) + ¢ )(T,Kv) +¢ON(T,K,,8)
fi==odtfy fe=fy+Tfy, o©=-- (tous fonction de g(!), g2 et g03))
Mesures A effectuer :  (expériences ideales, 3 approcher expérimentalement)
,E,?d";r:e de Qexp( ) =fe(T,1,1) (chaleur massique en J.kg~!, & déformation bloquée, B = G)

( )
Ge(xlg(T K) o (§7Kva1)

Te(x;(T,Kv, 6) = 0'(3)12 (contrainte tangentielle dans un glissement a T et K, constants)
Ce sont trois équations différentielles a trois fonctions inconnues g(V), ¢@ et g@).

(contrainte moyenne dans une déf. sphérique a T constant)




Elasticité isotrope

Construction d’'un modeéle isotrope (3/4)

SO|uti0n B (detall de la résolution dans le pdf)

T o(M) LK K [0 mp(T.K.8)
(1) — _ Lexp\l) 2 _ L 52 (3) _ P
s =1 [ W= [Tk i~

0
Ty=eW+g@ 460 f=-arfy  fe=fy+Th

Comportement mécanique : 6 =KyG+K|B avec:

5 )tk aTTLEx) 523 1) s
Ko=)+ L L_ 45— d K= ——7
L Vs eB 1 a1 NTEEN e
Slmpllflcatlon facultatlve . la déformation isovolume ne change pas la contrainte moyenne.
(1,6
dtre=0 = T(T.K,.8)= %
|déa|isati0ns pOSSib'GS . (pour limiter le nombre d’expériences)

o oo(3) . 3) _ 2u(r 2u(T) V38231 b(1—4
chemin ¢0) ;. 5) = “( )y — 26 )‘/;(v 1(T) = poe™ ;0)
chemin €@ : 653,2_03&,,( T)+&(T) Ink, E(T) = e 7))
chemin (foﬂ(w . dilatation libre (4(5)) + déf. sphérique isotherme (pour ramener K, a 1)

Exemple de Ko =1+ (T —Ty) Q) = Coo (T~ T)

modéle

Les exemples d'idéalisation de courbes expérimentales proposés ici
sont vraisemblables mais arbitraires.

(toute idéalisation d'expérience, méme fantaisiste, conduit a une élasticité isotrope!)




Elasticité isotrope

Construction d’'un modeéle isotrope (4/4)

En résumé :

@ Choix de variables d’état : (aasticité isotrope)
-la température T, (imposé par le second principe de la thermodynamique)
— la déformation B : deux invariants cinématiquement significatifs.
Motivation : décomposition (unique et commutative) de la déformation :
B= Bsph . Bisov

BPh = K 213G, choix : la dilatation volumique K, ;
B = K,72/3B,  choix : la distorsion stérique maximale S (=0).
_ V3 B

Pour B*?”, on ne retient que le seul invariant §,,, = 5 B = L

(on ne distingue pas les déformations isovolumes de méme distorsion stérique maximale)
@ Construction raisonnée d’une énergie libre de Helmhotz :

— les trois mesures QU (T), o2)(T,K,) et t5)(T,K,,5) déterminent
complétement |'énergie libre massique de Helmholtz fy ;

Exemple de

modéle - on en déduit f;, f, et fo.

o POSSibiIité d,idéaliser Ies mesures (pour économiser des expériences)
avec des fonctions 0l1), i) et 75 physiquement raisonnables.



Troisiéme partie

Pseudo-élasticité de Hooke J




Pseudo-élasticité de Hooke

m Petites « perturbations » (rappels de cinématique)

E= % (gradLu + gradz u-+ gradz u- gradL u) (Green-Lagrange droit, non objectif)
Hypothése simpliﬁcatrice . H gradLuH <1 (le mouvement est une quasi-translation)

Petites
perturbations = E~ symgradLu =& (tenseur des petites « perturbations »)

Conséquences de I’hypothése simplificatrice :
@ si le mouvement est proche d’une rotation de solide (petites déf.),
le tenseur € est une mauvaise mesure des petites déformations.

@ si I'hypothése | grad, u|| < 1 est vraie pour un observateur,
elle est généralement fausse pour un autre (|| grad; u|| < 1).

Petites « perturbations »

Pour |'observateur utilisé pour décrire le mouvement,
le mouvement du milieu continu est une quasi-translation.




Pseudo-élasticité de Hooke

m Loi de Hooke historique

Rappe|s B (voir tout ouvrage classique d'élasticité en « petites perturbations »)
o= 2ﬂ€+2. treG — (32. +2u) (X(T* T())G (A1 : coefficients de Lamé)
Vire Eo(T—Tp)
- (e+ ) -
" tio 1+v 1-2v 1-2v
Loi de Hooke La loi de Hooke est une bijection O < & (on sait écrire £ =f(T,0), voir le pdf)

historique

G (E : module d'Young, v : coef. de Poisson)

Critiques :
@ La loi n'est utilisable que sous les hypothéses de validité de €.

(mouvement de quasi-translation pour I'observateur utilisé)

@ La loi est une relation entre & objectif et € non objectif !

@ Il n'existe pas d'énergie libre de Helmholtz conduisant a cette loi
de Comportement sauf si : (démonstrations dans le pdf)
o RT' 6-R~c0 (« trés petites » rotations : F ~ symétrique défini positif)

e P = pPo (quasi-incompressibilité ou violation de la conservation de masse)

Hors de ces conditions extrémement restrictives,
la « loi » de Hooke n’est pas thermodynamiquement admissible.




Pseudo-élasticité de Hooke

Une loi de comportement affine en &V

ChOiX : on utilise £V =V-G (eV objectif et sans restrictions cinématiques)
Question :  Existe-t-il £, (T,¢), ¢, };) tel que

o = 2”8‘/ +A SIVG— (3}{ +2[J) [0 (T— To)G (loi de Hooke, mais avec €")
Réponse . (démonstration dans le pdf)

Sy = o el (6 +2(eY +el) + £ (622 (el +ely)) — LA g7
Uneloi
fincaire en & Cette loi de comportement mécanique est affine en €" et
sans restriction sur les déformations ni sur le mouvement. J

En petites déformations : (V| <1
@ Les formules classiques avec € sont encore valables. (remplacer ¢ par £")
Les directions matérielles sont identifiées par leur direction actuelle u;
Exemples : Kl(u)—lzu,-ev-u, K,—1=tre"

@ Dans un essai de traction, E et v ont les mémes interprétations.

Critiques :
@ Les variables d’'état sont {T7£IV781‘I/7£I\I/I} ) (SILI, et SI»I,I cinématiquement obscurs)

@ La motivation de ce modéle n'est que de ressembler a la loi de Hooke !



Pseudo-élasticité de Hooke

m Petites déformations sans restriction sur le mouvement

Rappel du modéle {T,K,,5} (simplifié) : o6=KG+KB
&P (1.8) o ) (T.8)

V3K, /823 -1 V3K /823 1
Idéalisation des expériences prés du mouvement rigide :
(c’est-a-dire au voisinage de K, =1 etde y=0&6=1)

Ol (T, Kv) = 0 (T) +Eo(T) (Ky = 1) 1) (T.8) = pto(T) y = po(T) v/3 /523 — 1
Petites etonpose: B=V2=(e"+G)? (k") et 5—g(e")

déformations

avec :  Ko=ol)(T,Kv)—

Petite déformation : ||€Y| < 1. Aprés linéarisation il vient :
(on néglige les infiniments petits du second ordre devant 1, détail des calculs dans le pdf)

a:(ﬁo(T)—zm%(T)(l ; V))el G+2uy(T )(l—gsl") e’

Ko Ky

La linéarisation des expériences prés d'un mouvement rigide
n'implique pas la linéarité de la loi en €.

(«comportement linéaire» n'a pas de sens physique : cela dépend du tenseur de déformation choisi)



Pseudo-élasticité de Hooke

m Conclusion

@ L'utilisation de &€ = symgrad; u est soumise a des restrictions :

@ sur les déformations (petites déformations)
@ sur les mouvements envisageables (quasi-translation)

Ces restrictions sont rarement aceptables.

@ La loi de Hooke n’est pas thermodynamiquement admissible.

(il faudrait de « trés petites » rotations (G ~G) et une quasi-incompressibilité (p ~py))

@ On peut construire une loi de comportement mécanique en €V
Conclusion semblable a la loi de Hooke sans aucune restriction sur les
déformations ni sur le mouvement.

(mais I'expression de I'énergie libre n'est pas physiquement motivée)

@ Une linéarisation des expériences au voisinage d'un mouvement
rigide (petites déformations) ne conduit généralement pas a une
loi de comportement linéaire en €".

@ La locution « élasticité linéaire » n'a pas de sens physique.

(il suffit de changer de tenseur de déformation pour que la loi ne soit plus « linéaire » !)



Quatriéme partie

Elasticité isotrope transverse J




Variables
d'état

Elasticité isotrope transverse

M Variables d’état

Elasticité isotrope transverse

Milieu continu élastique avec une seule direction d’anisotropie.

Variables d’état tensorielles : (objectives)
O la température actuelle;
@ un tenseur de déformation actuelle, (on choisit B) ;

© une direction d’anisotropie actuelle n, (ou N; =n; ®n;).

Variables d'état scalaires : {T,By,By,Bu,B:N;,B*: N}
B B
1 2
18 et I reflétent I'orientation relative de N, par rapport a B.
DériVées particu'ail’es . (scalaires objectifs, détail du calcul dans le pdf)
1% = (4sym(N,-B)—2I’N,): D
1% = (4sym(N,-B*) —2I¥N,+2B-N,-B) : D



Elasticité isotrope transverse

Relation de Helmholtz

Energie libre de Helmholtz :
y" :fg(T,BI,BH,BIH,IF,Ig) (6 variables d'état scalaires indépendantes)
V" = Irfy T+ g,y Bi+ Igufy Bu + 9wy B +9ppfy I + I 13

Relation de

IRkl eli Dissipation intrinséque :
: Djpt =—p (Y"+s"T)+06:D
= —p (Onfy +S2) T~ p (Ip.yf Bi+ pufy Bu+ Ipfyy B+ Oppf 17 + Oppf 1) + 6 : D

g(T\BN;.D) (non fonction de 7)

Relation de Helmholtz :
VT, d;,;=0 = anllli +fSB =0

En élasticité (isotrope ou non) la relation de Helmholtz est vraie.
Une fonction d'état (fy, par exemple) suffit a déterminer le modéle.




Elasticité isotrope transverse

m Loi de comportement mécanique

Comportemen
mécanique

La dissipation intrinséque se réduit a :
Pine = —p (Ipfy) Bi+ Ipyfy B + Oy fyg Bt + Oppfy 1Y + Oy 15) + 0 : D
En détaillant les dérivées particulaires, il vient :

Dy = —2p (aBIng‘F aanuli (BiB _Bz) + 3Bmf5 B G) :D
—2p <a,ff$ (2sym(N,-B)—IFN,) +9,ufi (2 sym(N,-Bz)—IfN,—i-B‘NyB)) :D+o:D

Elasticité : = VD, &, =T:D=0 = T=0

Conservation de la masse : p= M%

Comportement mécanique isotrope transverse

o= %?H <BIII GBmeIfG-i- (aB[fg + By agufg)B = agungz) (similaire a la loi isotrope)

+ 280 (96 (2sym(N; -B) — IPN,) + f (2sym(N, -B?) ~ 13N, + B N, -B)

Il reste a préciser la fonction d'état fg(T,BI,BH,BHI,If,Ig).

(on peut écrire ce comportement mécanique avec d’autres tenseurs de déformation, voir pdf)



Elasticité isotrope transverse

m Déviation des directions d’anisotropie

Les directions d’anisotropie sont des directions matérielles.
Dans un mouvement (déformant ou non), elles sont déviées.

Rappel de cinématique : soit n une direction matérielle
F-.n Fl.n
Dans tout mouvement :  m = " & mp= o
o IF-nofl [F~1n|
Mouvement particulier : glissement dans le plan (ej,e;).

(mouvement isovolume trés utilisé en expérimentation)

X =x9+Yxper = F=G+ye®e < F‘1:G—ye1®e2

Déviation des
directions
d'anisotropie

Cinématique : si n € plan (ej,e;), alors n reste dans ce plan.

On note f = angle(e;,n) I'angle polaire de n dans le plan (ej,e;).
Relation entre les angles polaires initial et actuel :

anfy

t tan 3
1+ ytan fy (7]

= Arct —_—
B rctan T yuang,

[7] & Bo = Arctan

Dans un glissement, on sait donc évaluer les invariants croisés actuels
If et Ié‘ en fonction de la direction initiale d'anisotropie.




Comportemen

thermique

Elasticité isotrope transverse

\W\A Comportement thermique anisotrope

La loi de Fourier ¢ = —a grad; T est thermodynamiquement
admissible, mais physiquement peu raisonnable, car elle est
isotrope.

Exemple de conduction thermique isotrope transverse :

g=—oy(--)(n;-gradg T)n, — oi(---) (gradz T — (n,-grad; T)n;)
[ —
& ([ln) & (Ln)

ol :
ou(---) = o (T,|Igi], X1, X, Xur, 81 - X - 81,81 - X% 81)
() =T, g, X1, Xu, Xu1,82 - X - 82,82 - X* 82)

(tous les arguments scalaires ne sont pas nécessairement présents)

Les fonctions a;(---) et op(---) sont a identifier expérimentalement
(ou a idéaliser de maniére physiquement sensée).



Limite
élastique

Elasticité isotrope transverse

Critéres de limite élastique

L’isotropie transverse modélise des milieux fibreux (i fibre)

ou des milieux lamellaires (n 1 1ameltes).

Quelques Cl’itél’es pOSSib|eS : (détail des calculs dans I'annexe | du pdf)
Critere : Protection :
K;(n) = vBu g Décollement de fibre ou cavitation dans les lamelles.

\/BJV,
Ki(n) = \/ﬁ < Kliim

5“(1) KK (n) - 5“(1)

max VBu = Olim

2 Bi—K;(n)* 2
R = Bt <51

5$M:2(§Ll+%)< l?m
o (= o)) < &Y
§ V3 B < &

max — "9 gy 172 = %lim

critéres réglementaires :

Rupture de fibre ou décollement entre lamelles.
Délaminage de fibre ou entre lamelles.
Plastification dans la matrice ou dans les lamelles.
Limitation de toutes les distorsions angulaires.
Limitation des distorsions stériques contenant n.
Limitation de toutes les distorsions stériques.

Protection juridique.



Elasticité isotrope transverse

\MA Un modéle isotrope transverse (variables d'stat)

Variables d’état tensorielles : {T,B,N,}
Variables d’état scalaires retenues : {T,K,,8,a}
. B BN
oua= K258 31111/3

(on a donc ignoré l'influence des invariants Bjj et Ig =B%:N;)

(a =1 dans toute déformation sphérique)

Changement de variables d’état :
La bijection {T,By,Bu1,I%} <+ {T,K,,8,a} existe.
Fo(T.B1. B, Bup, 18, 15) = £, (T, K,.,8,a)
Nouvelle expression du comportement mécanique :
Exe;nple de 0 =po (aKuf‘I/ Ky aﬁfll/ auflll) G+po 1?15//3 3,5f1,,B
+ P0 dufy (m sym(B -N,)— Fv N,) (détail du calcul dans le pdf)

modéle

Il reste a construire une fonction f,, physiquement justifiée.



Elasticité isotrope transverse

\MA Un modéle isotrope transverse (construction de f,)

Un Chemin danS |'eSpace deS états . (pour atteindre un état quelconque)

Ey = (Tp,1,1,1) Lg E, =(T,1,1,1) Lg Ey =(T,Ky,1,1) Lg Ey=(T,Ky,6,1) LE E; = (T.,Ky,68,q)
|y

—_—
état de réf. état final
fll/ = g(l) (T) + 8(2) (TyKV) +g(3) (TvKW 6) + 8(4) (T7KV7 67 (1)
f:y = _anW fe :fu/ + ng o =--- (fonctions de g(1) ¢(2) o) o(4))
Equations a résoudre :
fg(T7 1,1, 1) Q,(DIC;(T) (chaleur massique, J.kg~!, & déformation bloquée)
§ tI'(}'(T,[(v7 17 1) = Gg,z(T,K‘,) (contrainte moyenne dans une déformation sphérique)
()'lz(T,I(V,((S7 l) = ng (T7 Kv,5) (contrainte tangentielle dans un glissement, n; = e3)

4
Glz(T,KV,a,a) = Te(x;), (T, KV,(S,LI) (contrainte tangentielle dans un glissement, n; € (e],e;))

SO|utI0n . (avec une hypothése simplificatrice sur g4 : ‘965)03(4] =0)

7 o) (1 1K
Exemple de ) __r Qexp( )dT (C)— " 62 T.K,)dK,
modéle 8 T 17 £ /1 Oeip (T Ku) 4Ky
Q- K T (T.K.8) 5) P i) /a T, Kv,8) — TN (T,Kv,8,a) “
poV3 1 §1/3\/52/3 Po 1 f(a)
(voir A et f(a) dans le pdf)

2 .3 (4)

. L. 1 T
Les fonctions expérimentales ngl),, Oexp» Texp €t Texp peuvent étre idéalisées.




Elasticité isotrope transverse

Un modéle isotrope transverse (synthése)

Résumé du modéle construit :

@ Variables d’état tensorielles : {T,B,N,}

¥ _ BN,
Kv2/3 - Bm'/3

@ Variables d’état scalaires retenues : {T,K,,8,a=

@ Quatre séries d'expériences :

1
QEEX}J(T) (chaleur massique, J.kg~!, a déformation bloquée)
2
O'exp(T,Kv) (contrainte moyenne dans une déformation sphérique)
3
Te(XIZ(T,KV, 6) (contrainte tangentielle dans un glissement du plan (e;.e;) avec n; =e3)

4 . . .
Texp(T,Kv, 6,(1) (contrainte tangentielle dans un glissement du plan (e|.e;) avec n; € (e].e;))

Exemple de les fonctions d’état et la loi de comportement mécanique.

modéle

Les quatre expériences déterminent complétement le modéle :J

On peut |eS Idéa|lsel’ arbitrairement (de maniére physiquement raisonnable)
sans compromettre le caractére élastique du modéle.



Cinquiéme partie

Elasticité générique
(isotrope ou non)




Elasticité générique

m Variables d’état d’'un modéle élastique

Variables d’'état tensorielles : {7,x,{N?}}
——

var. ciném.
Variables X : un tenseur de déformation objectif,

d'état . . . - .
N7 : éventuelles directions actuelles d’anisotropie.

Variables d’état scalaires retenues : {71, --,I,}

var. ciném.

I, : invariants de X ou invariants croisés X : N, X : N! ou des combinaisons,
objectifs et indépendants choisis pour leur signification cinématique.
Dérivée particulaire des variables d’état cinématiques :
ij:Sj :D  ou §; est symétrique particulier a chaque variable cinématique.
EXempleS . (bons exercices d’algébre et de cinématique)

BIZZBZD BHZZ(BIB—BZ) :D BHIZZBIHG:D

(B:N}) = (4sym(B-N?)—2(B:N})N}) :D

(B?:Np) = (4sym(B>-N})—2(B*:N;)N; +2B-N; -B) : D

: 1/3 .

5= (%B—SG) D a=(-%G+ gz sym(B-N;) —2aN;) : D



Elasticité générique

M Comportement élastique (isotrope ou non)

Energie libre massique de Helmhotz : y™ =fy(T.Iy,.I,)

V" =0rfy T+ X, 9y fy

=orfy T+ X, ofyS;: D
Dissipation intrinséque nulle :
rcn‘;rc"a”n‘i’;‘::"e" VTVYD, 0= —p(y"+s"T)+06:D (expression générale de ;)
VTVD, 0=—p(drfy+fs)T+(—p YL, dfySj+0):D

Relation de Helmholtz :

Orfy +fs =0 (raisonnement habituel : V7. ®;, =0)
Comportement mécanique :
c=p ):5.7:1 81].f.,, S (raisonnement habituel : VD, ®;, = 0)

Construction d’'un modéle élastique (isotrope ou non)

@ Choisir des variables d’état scalaires significatives et indépendantes ;
@ Calculer les tenseurs S; de chaque variable cinématique (I; =S, : D);
© Construire une fonction fy (7,11, ,1,) physiquement sensée;

@ Le comportement mécanique est : 6 = I% ):5.’:181!.]”‘,, S;.




Sixiéme partie

Le probleme élastique J




Le probléme élastique

m Données du probleme

©Q Un solide déformable dans sa forme de référence 7.
(ainsi que les champs p,(P),T)(P) et les directions de référence d'anisotropies N{(P))

© Un modéle de comportement élastique :
o la liste des variables d'état scalaires {T,1;,---,1,};
4 |'eXpreSSi0n des fonctions d'état, (dont ¢, équation de la chaleur)
o les lois de comportement mécanique fg et thermique f.
© Les sollicitations extérieures (mécaniques et thermiques) :
o des actions a distance : fJ'(P,t) et 1}, (P,1), P€ D"
o des actions de contact : f5,,(P',1) et g5, (P',1), P € 09" ;
U (P1) et Toy(P1), P € AP,
(les valeurs a t =1, sont appelées conditions initiales)
Rappels de cinématique :
F =grad; x, =G+grad, u B=F.FT D=sym(F-F)
e Fn} . (F'®F):N}
n= HF-n%II & Ni= (FT»F):N(')O )
V¥ : grad;¥ = (grad, ¥)-F! (grad, ¥) = grad, ¥

Données

Toutes les grandeurs qui interviennent dans les équations se raménent donc
aux champs matériels inconnus {T(P,t),x;(P,#)} (ou bien {T(P,?),u(P,?)}).




Le probléme élastique

m Equations du probléme

© Conservation de la masse :
Po(P)
Py =0
- PP = G (P.r)
Equaslons du B .
it © Meécanique de Newton :
i diVEo- _|_pf}61 = pxt (: pu,) (équation différentielle vectorielle)
ou : (o) :fo-(T,B,N;) (comportement mécanique)

© Premier principe de la thermodynamique :

P é"=0:D + r:xt — diVEq (équation différentielle scalaire)
ou : q :_fq (gradE T, s ) (comportement thermique)

Le second principe de la thermodynamique est satisfait
a tout instant de toute évolution par les lois de comportement
mécanique et thermique (lois thermodynamiquement admissibles).




Le probléme élastique

m Conditions aux limites

Soit d2;" la frontiére actuelle du solide déformable
et soit P’ € 2" une particule courante de la frontiére actuelle.

@ Champ inconnu imposé a la frontiére : C.L. de Dirichlet

o déplacement (ou position) imposé(e) : u(P',t) =u*(P' 1)
e o température imposée : T(P',t) = T*(P,1)

Conclitions @ Dérivée normale imposée a la frontiére : C.L. de Neumann
o contrainte imposée : o(P',t) -n(P' 1) =f5,(P,1)
o flux thermique imposé : g(P',t)-n(P',t) = ¢, (P',1)

© Relation entre inconnue et dérivée normale : C.L. mixte
o mécanique : f3(6(P',1)-n(P',t),u(P',1)) =0 (ex: appui souple)
o thermique : f4(q(P',t)-n(P',t), T(P',1)) =0 (ex: fuite thermique)

Q@ Conditions initiales : (seulement pour les problémes non stationnaires)
o champs inconnus initiaux : u(P,1) et T(P,ty), Pe€ D"

En une particule P’ de d 2", les conditions aux limites doivent
étre d'un seul type (soit Dirichlet, soit Neumann, soit mixte).




Le probléme élastique

m Résolution

Difficultés :

@ quatre équations aux dérivées partielles couplées, en général
non Iinéaires ; (équation de mouvement et équation de la chaleur)

@ existence et unicité des solutions rarement démontrées ;

@ possibilité d'existence de bifurcations  (instabilité, flambage)
et/ou d’infinie sensibilité aux conditions initiales;

Résolution Problémes stationnaires : (on cherche des champs indépendants du temps)
@ on annule les dérivées particulaires dans les EDP ;
@ les conditions aux limites sont indépendantes du temps ;
@ solution analytique rarement possible.
Problémes évolutifs : (on cherche I'evolution temporelle des champs)
@ les conditions aux limites sont fonction du temps;
@ les conditions initiales sont prises en compte;
@ solution analytique rarement possible;

@ ne convergent généralement pas vers un « équilibre final ».



Septiéme partie

Illustrations numériques J




MA

Modéle
utilisé

Illustrations numériques

Le modéle élastique utilisé

Elasticité isotrope : on utilise le modéle {T K,,8}

expl —Tor Texpl

£o \f/ S§1/3./82/3 _1

Qgi%(T) (chaleur massique a déformation bloquée) est remplacé par deux mesures en
dilatation libre :  Q0M(T)=C,(T—To) et  Kioy(T)=1+B (T —To) (170 })

O-e()%lz(T Kv) = O'g(,%lz(T, 1) + 50 lIlKv (contr. moyenne dans une déf. sphérique isotherme)

1 /K
"= 0ho+ %/1 (03— Torold) dK, +

avec les expériences idéalisées suivantes :

e()c;:l(T 6) HoY (contrainte tangentielle dans un glissement sans dilatation sphérique initiale)

Les coefficients C,, B, &, 1o sont constants en T.
Comportement mécanique :

_ 5 _ Ky 1o 8% _ Mo
e} —KoG-"-KlB ou Ky= 60 In BTy~ K et K| = K3/3

Comportement thermique :

q=—-Qa gradET (loi de Fourier, o constant)

Résolution : méthode des éléments finis dans Comsol®.

Relations cinématiques, comportements méc. et th. (variables a définir dans le logiciel),

description de Lagrange des champs, formulation intégrale sur % et sur 0%.
(voir les détails dans le pdf)



Illustrations numériques

Traction d’'une barre cylindrique d’acier

Matériau : valeurs de Cp, B, &, 1o, @ pour un acier a 20 C.
Conditions aux limites :

@ Mécanique : déplacement uniforme de 0 4 0.003 Ly imposé sur
Traction une extrémité, 3 la vitesse de 4 mm/mn, puis arrét pendant 5 s.

acier

@ Thermique :

© frontiéres adiabatiques;
@ frontiéres isothermes a 20 C;
© surface latérale adiabatique, extrémités a 20 C.

Type de Ca|CU| . tempore| « qUaSi—StatiqUe » (pas d’accélération, divp 6 =0)

Maillage axisymétrique : (éprouvette cylindrique)




Illustrations numériques

MA Résultats (frontiéres adiabatiques)

Les contraintes et les températures sont uniformes dans I'éprouvette.

Traction 500
N 195 w0
acier s a
g S sw
s
F i I aso
S 4
108 s
° 7 o
Lo £
] S
- 197 o 300
£ e 3
S 19 F om0
h: =
G s S
g R,
F 1955 © 150
g
195 2
1945 s0
194 3

s 6 7 o 0001 00015 0002 00025 0.003

0.0005
Epsilonv_zz= B_zz"(1/2) - 1, Point r=0 z= 0.025

T(1) Gzz(sz‘g)
chate de température : 0.59 C  quasi-linéarite  (g¥, <31073)

3 4
Temps (s)



Illustrations numériques

\MA  Résultats (frontieres a 20 C)

Traction
acier

ER—) o omis gon ow o
“Temps {s) Y22~ 112) 1, polnt 1=0 22 0 625

T (1) au centre (chite de 0.24 C) 0.(€Y) au centre

Az aenzs

196

1055 e

195
vi9759 vens

Champ T (C) ar=2.25s Champ o;; (Mpa) a t=2.25s

Remarque : si la vitesse est de 10mm/mn (au lieu de 4mm/mn), la chite de
température au centre en fin de mouvement est 0.42 C. (si adiabatique : 0.59 C)



Illustrations numériques

m Résultats (extremités a 20 C, surface latérale adiabatique)

H

.o

19) g w

g v S e

° 198 ?J 400

L Z o

e L

o £ e §ow
raction S me S
acier = aess. E‘ 150
195 g w

1045 5

o

° 10 ) 3 o 50 o 00005 0001 00015 0002 00025 0003
Temps (5) Epsliony_zz= 822" (1/2) 1, Polnt r=0 2= 0.025

T(r) au centre o.-(€) au centre F(uz)

an asna
w0
, o
1995 e
19
608
1085
6107
108
sl0e
1075
ron sl0s
1955 s104
195 a0
— 1955 . o102
195
visan vew1

Champ T (C) at=225s  Champ o, (Mpa) at=225s

(isothermes horizontales) (quasi-uniforme)



Illustrations numériques

m Forte flexion d'un bloc de caoutchouc

Matériau :  méme modéle élastique isotrope {T,K,,d},
avec les valeurs de C,, 3, &, lto, & pour un caoutchouc vulcanisé.

Conditions aux limites :

@ mécanique :
|e)§ normales de la face supérieure sont imposées horizontales.

(3 = ey, solution non unique)
TFes] ~ 1 K

Flexion @ thermique : frontiéres isothermes (20 C)

caoutchouc

Type de calcul : solution stationnaire, quasi-statique (divy—0.7—0)

(temps fictif, pas d'équation de la chaleur, convergence guidée par une approximation initiale)




Illustrations numériques

\MA Résultats

a02879 aa163
0

. 30

20

Flexion LL‘ o LL, *

caoutchouc v-02427 v-39618

Allongements relatifs longitudinaux Contraintes normales (MPa)

A 11068 100

101

0.995

099
v 03897

v 10007

Distorsion stérique maximale & Dilatation volumique K,



Illustrations numériques

\MA  Forte traction/compression (caoutchouc)

Traction
caoutchouc

On utilise la méme éprouvette que précédemment,

avec le méme type de calcul (isotherme et quasi-statique)

Contrainte normale (Mpa)

Courbe de compression

a 03 02 01
Allongement relatif

Contrainte normale (Mpa)

Courbe de traction

05 1 15
Allongement relatif



Illustrations numériques

\MA  Essai de glissement (caoutchouc)

Eprouvette : 100mm X 25mm X 5mm, méme caoutchouc.
Déplacement horizontal imposé : 5mm.
Méme type de calcul (isotherme et quasi-statique).

Z FE F VW

v 27.884 H  a A 54.087

30 40 50

40| | — Contrainte tangentielle au centre de I'éprouvette
—F/S

Glissement
caoutchouc 35

Contrainte (MPa)

0 02 0.6 08 1
Gamma



Huitiéme partie

Conclusion J




Définition de I'élastiCité :  (thermo)(hyper)élasticité!
@ Variables d'état tensorielles : {T,X,{N{}}; (pas de variable mnésique)
@ Dissipation intrinséque nulle; (dissipation thermique toujours non négative)
© Le tenseur des contraintes est une fonction d’état.
Modéle d’élasticité : (thermodynamiquement admissible)
@ Choix de variables d'état scalaires indépendantes : {T,I;,--- .1 };
@ Expression d'une énergie libre physiquement justifiée ;

@ Vévolution, ®;,; = 0 implique le comportement mécanique;

(expressions différentes suivant le tenseur de déformation choisi)

@ Vévolution, @y, > 0 limite le choix du comportement thermique.

La loi de Hooke n’est pas thermodynamiquement admissible. J

(il n'existe pas d'énergie libre de Helmoltz telle que &;,, =0 implique cette loi)

Probléme d’élasticité :
En pratique, la résolution numérique est incontournable.



\MA Et maintenant une annonce...

Le prochain épisode s'intitule :

Comportements inélastiques

Au programme :
@ Inélasticité (milieux monophasiques) ;
@ Inélasticité sans variable mnésique ;
@ Inélasticité a une variable mnésique ;
@ Exemples (plasticité, endommagement) ;
@ Inélasticité a plusieurs variables mnésiques ;
°

Epilogue : place aux jeunes!

Merci de votre attention.



Annexe : méthode des éléments finis

m Formulation intégrale (EDP et CL de Neumann)

diveo +p (fi'—7) =0
6:D+r —divgg—pe™" =0

/9 [(diveo +p (fiz —Ve)) -8+ (0 : D+ 1y —diveqg— pgéf) hg| dv, =0
t

} 54 Vg(P,t) V}Z(P7 1)7 (champs matériels arbitraires)

Formulation
intégrale

—opg : grad dv+/ -O'-nds+/ o — -ge dv,
/% pogradpgdvit | gr-Op-mds @tpE(fOE Ye) -8k dv;

+/ qE-gradEhdv,f/ thE-n,ds,Jr/ (6g:Dg+rg—peég)hgdv, =0
D oD D

—og :grad dv+/ -Sds+jL .o ~nds+/ mo_ ). gr dy, +
/% £ gradgpg dv a@{gEfE ' a%,,SE £-ny ds %pE(fOE Ye)-ge dv

vradhdv—/ h Sds—/ih ~nds+/ O :Dp+rp—pepéf)hpdv, =0
/@Iqu hdv, a@?Eth a-@ththt %(E £+ g — PEég) hp dv;

/ 70‘L:(gradLg-F’l)dethvoJr/ gL -f3 detF |[F~T -ng||dso

2 27},

+F 61 (F " -ny) detFds +/ 7 y,) g, detFdy
3%& L ( 0) 0 %PL(fOL TL) 8L 0

+/ qL~(gradLh~F’1)dethv0—/ hy ¢} detF ||F~ " - ng| dsg
%o a7

- /Wthy(F_T-no)dethso-s— /j (61 :Dp -+ —pLél) hy detFdvy =0, Vgy Vhr
/0 00

Les C.L. de Neumann sont prises en compte, il reste a traiter les autres...
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m Formulation intégrale (CL de Dirichlet et mixtes)

On considére le reste des conditions aux limites comme des
équations supplémentaires du probléme :

.Formulation u(P”t)fus(P/’t) =0
intégrale T(P,1)—T5(P,1) =0 ki (P, 1) Yio (P, 1) V3 (P 1) V ks (P 1)
A2 TR f3 O-(P,7t) '"(P/J), ( )) 0 g (champ matériels surfaciques arbitraires)
fila(P1)-n(P 1) T(P".1)) = 0

k-ufusds+/ k; TfT’der/ k3 ds+/ k ds;, =0
/991, 12 (ug —up) ds; - 2k (Tg —Tg) ds; 1, faeds; o 4 fap ds;
Changement de variables pour ramener ces intégrales
a des intégrales sur les frontiéres initiales :
/a - (u —u) detF [P o dso + / kop (Ty — T3) detF | F~ T -no|dso +

10

/m ksy -f3, detF||F~T n0\|dso+/ k4Lf4L detF||F~T -ng||dso =0,
Yk Vo Vkap Vs

Pour tenir compte des CL de Dirichlet et mixtes, il suffit d’ajouter ces
intégrales de frontiére a la formulation précédente.
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m Discrétisation spatiale

Maillage et interpolation :
On construit sur 2y une famille Fp,,; de champs ¥ (xo) définis par morceaux
et déterminés par des valeurs aux nceuds de chaque maille.

(les interpolations ¥ € F,,; sont souvent choisies polynomiales de degré <3 et de continuité ('0)

S Chaque champ ¥ de [F,,; est engendré par N@charnlps de ba:le .Wk :
_ = - = n
‘ x= ):jvzl vjj ou ;€ Fpor tel que { ?; =0 :Ex :ilérejs nceuds
Approximation pour un probléme stationnaire : -0
(discrétisation spatiale)
Pour chaque champ inconnu {Tp,uiz,us,u3}, on cherche des champs
{Ty, 11,7y, 31} de Fpy qui annulent la formulation intégrale

en remplacant chaque condition Vg;Vh;Vkre par Y}. (¥, en nombre fini : N)
Exemple pour l'une des intégrales :

o7 :(grad g F~')detFdvy — / fo(Tr.up): (grad, - (G+grad u)~ 1) det(G +grad, @) dv,
70

J7
od Ty = ):/:11,11{, et u,—e,):/ ,4"{/+esz,ulP+e~):f W

En écrivant pour chaque champ inconnu que la formulation intégrale est

nulle V?k, on obtient 4N équations algébriques (en général non linéaires), dont
les inconnues sont les valeurs aux nceuds {7}, u U ,u]3

On en déduit tous les autres champs utiles (deformatlon, contrainte, etc.).
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m Discrétisation temporelle

Approximation pour un probléme non stationnaire :
(discrétisation temporelle)

Discrétisation @ Différences finies en temps : on résout un probléme spatial
(discrétisation spatiale) & chaque pas de temps.

@ Les dérivées particulaires T, i et it ne sont pas nulles!
Leur approximation se fait par des méthodes implicites ou
explicites.

@ Le choix des incréments de temps est délicat :
e trop grands : risque de masquer des phénomeénes rapides ;
o trop petits : coilit de calcul excessif;
o il existe des algorithmes heuristiques pour calculer des
incréments de temps automatiques.
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M Synthése

@ La formulation intégrale est exactement équivalente au systéme
d’équations a résoudre si elle est nulle quels que soient les
champs arbitraires.

@ la solution est approchée car :

Synthése les frontiéres sont approximées par le maillage;
on cherche les champs inconnus dans F,; ;
les champs arbitraires sont réduits a IFp,;;

le choix des incréments de temps est délicat.

© L’approximation tend vers la solution exacte en diminuant la
taille des mailles et des incréments de temps. (borne de I'erreur?)

@ Si le systéme algébrique a résoudre est non linéaire, les solutions
peuvent étre multiples voire inexistantes.
En cas de non unicité, la solution fournie par |'algorithme
dépend a priori :
o de I'algorithme utilisé pour la résolution du systéme algébrique,
o de l'initialisation utilisée (guess).
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