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Département de génie électrique et de génie informatique
Université Laval
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NOTES :

• Les unités lorsque différentes des unités SI courantes (m, kg, W, V, A, . . . ) ou
lorsque ambigüıtés possibles, seront indiquées entre crochets [ ].

• – Les vecteurs sont identifiés par l’identificateur en caractère gras (e.g. E).

– Les composantes d’un vecteur sont spécifiées par l’entremise de leur coordonnée
mise en indice inférieur (e.g. Ex ou Eθ).

– Les phaseurs et les quantités complexes qui en découlent, avec un module et

une phase, sont plutôt représentés par leur identificateur surmonté d’une barre
(e.g. Ē ou Ēθ ou Z̄a).

– Ainsi, les vecteurs-phaseurs sont identifiés par l’identificateur en caractère gras
surmonté d’une barre (e.g. Ē).

– Finalement, les modules d’un phaseur (en valeur crête pour les antennes et en

valeur efficace pour la propagation) ou d’une quantité complexe, ainsi que les
scalaires, sont identifiés par leur identificateur régulier (e.g. E ou Eθ ou Za ou
h).

• Ce document a été produit par LATEX.
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3.5.1 Intensité de rayonnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3-40
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6.5.1 Placement des zéros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-113

6.5.2 Pondération de Dolph-Tchebychev . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-115
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6.8 Réseau quelconque en 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-123

6.8.1 Expression générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6-123
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12.7.3 Végétation, édifices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12-230

13 Diffraction 13-235

13.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13-235

13.2 Zones de Fresnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13-236
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18.2 Paramètres du sol . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18-350

18.3 Facteur d’atténuation de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18-351

18.3.1 Terre plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18-352

18.4 Chartes de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18-356
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20.6 Version “racines” de MUSIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20-420
20.7 Simulations numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20-422

20.7.1 Confiance d’un estimateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20-422
20.7.2 Matrice de covariance des signaux reçus . . . . . . . . . . . . . . . 20-424
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Chapitre 1

Antennes, Introduction

Les antennes servent pour communiquer sur de grandes distances, car les communications
sur petites distances sont moins coûteuses avec l’emploi de câbles ou de guides d’onde.

Aujourd’hui cependant, on communique par voie hertzienne entre une station de base
et une station mobile très rapprochées e.g. à l’intérieur d’une même pièce pour éviter le
filage.

transition
élément de 

Antenne

espace

circuit
électrique

Figure 1.1 – Représentation schématiques de l’antenne.

de courant
distribution

Antenne
résistance de

température
de bruit

impédance
d’entrée

rayonnement
largeur du faisceau
directivité & gain
ouverture effective

diagrammes de
rayonnement

Figure 1.2 – Paramètres schématiques de l’antenne.

Les figures 1.1 et 1.2 montrent le rôle d’une antenne comme élément de transition
entre le circuit électrique et l’espace environnant. En effet, l’antenne, du point de vue
électrique, est représentée par une simple impédance complexe dont la partie réelle inclue
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une composante reliée à la puissance émise dans l’espace. La façon dont l’antenne rayonne
la puissance émise dépend de sa géométrie ; la densité de puissance n’est pas forcément

isotrope (uniforme dans toutes les directions) mais plus élevée dans certaines directions
au détriment de d’autres directions (directivité de l’antenne ou sa capacité directionnelle)

selon des caractéristiques spatiales. La distribution du courant est le lien entre les deux
domaines :

• le courant à l’entrée dépend de l’impédance vue côté circuit ;

• ce courant se distribuera sur la structure formant l’antenne,

• le champ électromagnétique rayonnée sera formé de la contribution provenant de

chaque élément de courant.

La figure 1.2 dresse aussi la liste des paramètres importants d’une antenne. On reconnâıt
principalement la résistance de rayonnement, les diagrammes de rayonnement, la directi-

vité et le gain, et l’ouverture effective.

La connaissance des paramètres des antennes demeure essentielle pour bien com-

prendre les qualités d’une antenne. Certaines antennes ont des caractéristiques qui les
rendent intéressantes pour certaines applications mais absolument inappropriées pour
d’autres. Il faudra commencer par une présentation des paramètres importants (chapitre

2).

Ces paramètres doivent pouvoir se calculer théoriquement d’après la géométrie de

l’antenne. Puisque l’antenne convertit l’énergie électrique1 en énergie électromagnétique,
une étude basée sur le rayonnement électromagnétique à partir des équations de Maxwell
sera entreprise (chapitre 3). L’antenne élémentaire, linéaire ou surfacique, aide à mieux

comprendre l’application des concepts électromagnétiques du rayonnement et le lien avec
les paramètres de l’antenne (chapitre 4).

Comme il existe toute une panoplie d’antennes et que leurs études peuvent devenir
rapidement d’une grande complexité, on se limitera à la présentation de quelques unes des

formes les plus usuelles. On pense surtout aux antennes filiformes (chapitre 5) qui, à cause
de leur prix de revient, se retrouvent partout. L’introduction d’éléments parasites forme
une antenne Yagi-Uda qui permet une certaine directivité. On pense aussi au groupement

d’antennes ou antenne-réseau (chapitre 6). Les antennes-réseaux offrent à l’utilisateur
une flexibilité maximale par le contrôle de plusieurs paramètres, contrôle se réalisant

de manière permanente ou adaptative avec ou non le support d’unités de traitements
numériques des signaux DSP (“Digital Signal Processing”). Elles deviennent alors des
antennes dites intelligentes par le biais d’algorithmes de traitement d’antenne. Suivra

l’étude des antennes large-bande (chapitre 9), dont la célèbre log-périodique que l’on voit
sur le toit des maisons à la campagne. Dans un chapitre subséquent, l’antenne à ouverture

(chapitre 7) dont le cornet pyramidal, sert de point de départ pour ceux et celles qui auront
à travailler avec des coupoles paraboliques. La rayonnement par des ouvertures explique

1En réalité, ce sont les champs électromagnétiques qui emmagasinent l’énergie mais Kirchoff a simplifié
le modèle avec sa théorie des circuits.
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aussi comment opèrent les antennes micro-rubans (chapitre 8), qu’on retrouve de plus en
plus à des fréquences d’opération élevées à cause de leur coût de fabrication dérisoire.

Finalement, une brève présentation de la méthode des moments (MoM) (chapitre 10)
montre comment il est possible de trouver numériquement la distribution du courant sur

une structure rayonnante. En effet, dans de nombreux cas, la distribution est obtenue par
déduction à partir de connaissances acquises.
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Exercices

Question 1

Profitez de la relative accalmie d’un début de session, munissez-vous d’un appareil-
photo et observez autour de vous la multitude d’antennes qui nous entourent.

• Ramenez en classe les clichés les plus originaux ;

• Classez les antennes selon les grandes familles en feuilletant les chapitres qui s’y

rapportent pour vous aider (filiforme, Yagi-Uda, réseau, à ouverture, micro-ruban,
large-bande) ;

• Cherchez à connâıtre l’usage de chacune et leur fréquence d’opération.

Réponses :

1. du plaisir en perspective.



Chapitre 2

Paramètres d’antenne

2.1 Introduction

Une antenne est un élément passif permettant le transfert de l’énergie électrique (au sens

large) vers l’énergie électromagnétique ou vice-versa.

• L’antenne émettrice tire sa puissance de l’émetteur qui l’alimente, étant vue comme

une charge.

• L’antenne réceptrice fournit la puissance captée au récepteur, agissant comme une
source avec sa propre impédance interne.

En théorie cependant, on préfère supposer une source courant à l’émission et une source
tension à la réception, même si émission et réception sont liées à des phénomènes sem-
blables au point de vue antenne selon le théorème de réciprocité (qui sera discuté plus

loin).
En vertu du théorème de réciprocité, on choisit la configuration émettrice ou réceptrice

de l’antenne qui facilite la compréhension et/ou les calculs.

2.2 Impédance

Pour évaluer l’impédance d’une antenne, on assume une antenne en émission. L’antenne
est alors considérée comme une charge à l’entrée de laquelle existe un courant Īin et une
tension V̄in. Le rapport de ces deux quantités fournit l’impédance Z̄in (ou mieux encore,

Z̄a) :

Z̄a =
V̄in

Īin
= Ra + jXa (2.1)

On considère simplement l’antenne comme un circuit électrique ayant cette même impédan-

ce lors des calculs de transfert de puissance.
Cela semble facile mais l’impédance que présentent les antennes est une fonction com-

plexe et ce, même pour les structures les plus simples. Comme toute impédance, celle de
l’antenne comprend une partie réelle Ra (active) et une partie imaginaire Xa (réactive)
telles que :
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• la partie réactive est due aux champs d’induction au voisinage de l’antenne ; elle est
capacitive pour les antennes électriquement courtes – un peu comme l’impédance

vue près d’un circuit ouvert en régime sinusöıdal permanent – autrement, elle est
inductive ou capacitive ;

• la partie active est reliée aux champs rayonnés et aux pertes joules.

2.2.1 Résistance de rayonnement

Pour les antennes, la puissance totale émise <Pt> est reliée au courant crête1 Īin mesuré

à l’entrée de l’antenne via la résistance de rayonnement vue à l’entrée Rri qui n’est pas
une résistance dissipative physique :

<Pt>=
1

2
RriI

2
in. (2.2)

Cette résistance s’ajoute à celle des pertes joules (ou pertes en général) pour former
la partie réelle de l’impédance de l’antenne :

Ra = Rri + Rpertes. (2.3)

Rpertes est la résistance qui provoque :

• les pertes ohmiques ou thermiques Rohm ;

• les pertes dans le diélectrique Rdie ;

• les pertes de retour (conductivité du sol) pour les monopôles Rsol.

La résistance Rri est la responsable du rayonnement de l’antenne, car sans elle aucune
puissance active fournie à l’antenne n’est émise. On a donc intérêt à l’avoir la plus élevée

possible pour accrôıtre l’importance des champs rayonnés.
Le symbole Rr est réservé à la résistance de rayonnement, laquelle est calculée à partir

de l’amplitude maximale de la distribution du courant sur l’antenne :

<Pt>=
1

2
RrI

2
max. (2.4)

Si l’amplitude maximale se situe au niveau des bornes, alors Rr = Rri.

Exemple 2.1

Un dipôle est formé de deux fils opposés se connectant sur chacun des conduc-

teurs d’une ligne de transmission. La résistance de rayonnement à l’entrée d’un
dipôle court de longueur totale h (au sens électrique i.e. h ≪ λ) s’exprime
ainsi :

Rrid−court
≈ 20π2

(
h

λ

)2

.

Cependant, lorsque le dipôle atteint une longueur totale de λ/2 – appelé dipôle

demi-onde – la résistance de rayonnement à l’entrée vaut environ 75Ω.

1En utilisant le courant efficace Irms = Icrète/
√
2, on obtient <Pt>= RriI2inrms

.
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Un dipôle d’une longueur de 1.5 m émet une puissance totale de 1 W.

# Estimez l’amplitude du courant d’entrée aux fréquences de 100 MHz (FM
commercial) et 1 MHz (AM commercial).

La puissance émise dépend du courant à l’entrée et de la résistance de rayon-

nement à l’entrée selon (2.2) :

Iin =

√

<2Pt>

Rri
.

Il faut donc évaluer Rri avant toute chose. Or, pour un dipôle, il faut connâıtre
le rapport h/λ :

(h/λ)100MHz = (1.5/3) = 0.5

(h/λ)1MHz = (1.5/300) = 0.005

Le dipôle correspond à un dipôle demi-onde à 100 MHz :

(Iin)100MHz =
√

2/75 = 0.1633A .

Par contre, le dipôle correspond à un dipôle court à 1 MHz :

(Rri)1MHz = 20π2(0.005)2 = 4.935× 10−3Ω

(Iin)1MHz =
√

2/4.935× 10−3 = 20.13A !

2.2.2 Circuit avec antenne

Pour permettre un transfert maximal de puissance, on adapte l’émetteur ou le récepteur
selon la configuration émettrice ou réceptrice respectivement à la fréquence centrale

d’opération fc. La figure 2.1 montre le circuit équivalent de la source ou récepteur adapté
à l’antenne. La syntonisation consiste simplement à l’ajustement d’un circuit d’adap-

tation jusqu’à ce qu’il forme un circuit résonnant avec Z̄a à la fréquence fc. Pour ce
faire, il faut que l’impédance d’entrée de l’antenne soit égale au conjugué de celle de

l’émetteur/récepteur avec circuit d’adaptation telle que vue aux bornes de l’antenne.
Ainsi :

• les parties réelles de l’antenne et du circuit complet émetteur/récepteur/adaptation
sont identiques ;

• la partie imaginaire de Z̄a est ajustée pour annuler celle de sortie de l’émetteur/récep-

teur avec circuit d’adaptation à la fréquence d’opération.

On note que pour un système adapté, la tension crête au récepteur Vr vaut la moitié de
celle induite avec circuit ouvert Vco, soit celle mesurée aux bornes de l’antenne réceptrice

non reliée à un récepteur. En conséquence, lorsque les pertes sont négligeables, la puissance
reçue <Pr> s’exprime :

<Pr>=
V 2
co

8Rri
(2.5)
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Figure 2.1 – Circuit équivalent émission ou réception.

2.2.3 Efficacité de rayonnement

Comme dans tout circuit à pertes, une fraction plus ou moins appréciable de la puissance

fournie se retrouve à la sortie. Dans le cas d’une antenne, la sortie représente l’émission ; les
pertes sont liées à la résistance de pertes. Plus faible est la résistance de pertes, meilleure

est l’efficacité. L’efficacité de rayonnement de l’antenne qu’on note par εr considère le
rapport de la puissance rayonnée < Pt > à la puissance fournie à l’entrée de l’antenne
<Pin> :

εr =
<Pt>

<Pin>
=

Rri

Rri + Rpertes
(2.6)

2.3 Intensité de rayonnement

L’onde électromagnétique rayonnée à distance suffisante de l’antenne se comporte comme
une onde plane i.e. le champ électrique et le champ magnétique sont orthogonaux entre

eux et orthogonaux à la direction de propagation de l’onde (celle-ci s’éloigne de l’antenne
qui en est la source). Les concepts de l’onde plane peuvent donc être appliqués ici.

Or, on sait que le vecteur de Poynting P indique la quantité de puissance électro-

magnétique instantanée qui se propage par unité de surface. Pour connâıtre la densité de
puissance en moyenne dans le temps, il faut réaliser :

<P >=
1

T

∫

T

P dt = Re

{
1

2
Ē × H̄

∗

︸ ︷︷ ︸

¯P

}

. (2.7)

On obtient alors la densité de puissance moyenne <P >. Le nouveau vecteur P̄ est
appelé vecteur complexe de Poynting. Comme l’antenne a la propriété de concentrer la
puissance émise dans une ou des directions privilégiées de manière similaire à une lentille,
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cette densité de puissance obtenue du vecteur de Poynting moyen varie selon la direction
d’observation2 Ψ. Dans le système de coordonnées sphériques Ψ correspond à la paire

(θ,φ), on écrit <P >=<P (r, θ,φ)>, donc Ē = Ē(r, θ,φ).

Dans un milieu uniforme, la vitesse de propagation est indépendante de la direction.
Ainsi, l’onde électromagnétique rayonnée par une antenne possède des fronts d’ondes
sphériques centrés sur l’antenne émettrice (le rayon de la sphère correspondant à un front

d’onde particulier correspond à la vitesse de propagation multipliée par le temps depuis
son émission par l’antenne). La figure 2.2 illustre un front d’onde issu de l’antenne. Ce

front s’éloigne avec une vitesse uniforme de l’antenne ce qui fait que le rayon de la sphère
crôıt avec le temps. Il ne faut pas oublier que l’intégrale du vecteur de Poynting moyen
sur une surface fermée donne la puissance émanant du volume délimité par la surface en

supposant aucune perte dans le milieu de propagation. La densité de puissance, quant à
elle, diminuera donc selon l’inverse de la surface de la sphère soit en 1/r2.

RX

TX
r

Figure 2.2 – Émission en espace libre.

La distance r à laquelle sont effectuées les mesures est donc un paramètre qui influence
la valeur de <P (r)>. Pour obtenir une quantité indépendante de la distance, on utilise le
concept d’angle solide dont les unités sont les stéradians ou sr. L’angle solide Ω est formé

par le rapport de la surface S sur une sphère sous-tendue par l’angle solide au rayon au
carré de cette sphère (2.3) :

Ω =
S

r2
. (2.8)

Il y a donc 4π surfaces de r2 mètres carrés dans une sphère de rayon r, donc 4π sr pour
l’angle solide de la sphère complète, 2π sr pour l’hémisphère, etc.

On définit alors l’intensité de rayonnement K en W/sr, laquelle est indépendante de
r mais varie selon la direction donnée :

K(θ,φ) =<P (r, θ,φ)> r2 =
E2(r, θ,φ)

2ηo
r2 =

E2
θ (r, θ,φ) + E2

φ(r, θ,φ)

2ηo
r2 . (2.9)

Il est possible d’obtenir la puissance totale émise <Pt> en intégrant K(θ,φ) sur les
4π sr. Cela découle directement de l’intégrale du produit scalaire de la densité de puissance

sur une surface fermée ; en choisissant une sphère, on maximise le produit scalaire en tout

2On utilise la notation Ψ pour faire référence à une direction.
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o

x

z

y

dΩ dS

r

Figure 2.3 – Définition de l’angle solide.

point car <P >=<Pr> ar et dS = dSar. Donc :

<Pt> =

∮

S

<P (r, θ,φ)> ·dS =

∮

S

<P (r, θ,φ)> dS (2.10)

dS = r2 sin(θ)dθdφ .

<Pt> =

∮

4π

K(θ,φ) dΩ (2.11)

dΩ = sin(θ)dθdφ .

Une correspondance directe peut être établie entre ces notions de puissance, densité
de puissance et intensité avec celles reliées à la lumière. En effet, la puissance émise

correspond au flux lumineux en lumen émis par un appareil d’éclairage, la densité de
puissance à l’éclairement lumineux en lux, tandis que l’intensité correspond à l’intensité
lumineuse qui s’exprime dans l’unité SI de base, la candela.

2.4 Diagramme de rayonnement

Si l’antenne apparâıt comme un circuit passif à deux bornes ayant une impédance d’entrée,
elle est caractérisée dans l’espace par les diagrammes de rayonnement impliquant les

champs électromagnétiques rayonnés.
Les diagrammes de rayonnement montrent en coordonnées tridimensionnelles la va-

riation des champs ou celle de la densité de puissance à une distance fixe r dans les

directions (θ,φ). Cela revient à tracer la variation de l’intensité de rayonnement. Ainsi,
les diagrammes sont et doivent être indépendants de la distance, mais ils dépendent uni-

quement de la direction Ψ = (θ,φ) appelée direction d’observation.
Pour complètement spécifier le rayonnement, il faudrait théoriquement les trois dia-

grammes suivants :

• la composante θ du champ électrique à une distance fixe ro, Eθ(ro, θ,φ) ;

• la composante φ du champ électrique à une distance fixe ro, Eφ(ro, θ,φ) ;

• la phase de ces composantes à cette distance fixe ro, ∠Ēθ(ro, θ,φ) et ∠Ēφ(ro, θ,φ).
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secondaire
lobe

lobe principal

0.5

1direction

principal
secondaire
lobe

d’observation

lobe

z, axe du lobe principal

ΘHPBW

ΘBWFN

Kn(θ)θ

θ = 0, axe du lobe principal

x φ = 0

φ

y

θ
z

Figure 2.4 – Diagramme de rayonnement typique.

Sans tenir compte de la polarisation, on n’utilise que celui représentant le module du
champ électrique total assimilant le champ électrique à une quantité scalaire. L’échelle
peut alors être linéaire (en V/m) ou logarithmique (en dB). Cependant, il est commode

de tracer le diagramme après normalisation, ce qui est appelé fonction caractéristique de
rayonnement de l’antenne3 Fa(θ,φ). Cette fonction, obtenue en divisant E(θ,φ) par sa

valeur maximale, ne fait intervenir que les variables angulaires :

Fa(θ,φ) =
E(ro, θ,φ)

Emax(ro)
(2.12)

Kn(θ,φ) =
K(θ,φ)

Kmax
= F 2

a (θ,φ) . (2.13)

Après conversion en dB, le diagramme de la fonction caractéristique devient équivalent

à celui de l’intensité de rayonnement normalisée Kn(θ,φ) puisque 10 logKn = 20 logFa

selon (2.13).
De plus, les diagrammes de rayonnement exhibent souvent un lobe principal (maximum

de rayonnement) ou faisceau avec des lobes secondaires comme on le remarque sur la
figure 2.4. On définit alors la largeur du lobe principal entre les premiers nuls de chaque

côté (ΘiBWFN ) ou, ce qui est plus fréquent, à 3 dB (ΘiHPBW ). Les deux plans (i = 1, 2)
d’intérêts choisis pour tracer les diagrammes en 2D sont orthogonaux – comme les champs
électromagnétiques – et coupent, autant que possible, le lobe principal. Ce sont :

• le plan H ;

• le plan E ;

ainsi appelés à cause de l’orientation des champs respectifs. Par exemple, le plan E cor-
respond à (φ = 0, 0 ≤ θ < 2π) ; et le plan H , à (θ = π/2, 0 ≤ φ < 2π) si les composantes

sont Eθ et Hφ et que le faisceau pointe dans la direction de l’axe x.

3On notera fa(θ,φ) la fonction caractéristique de rayonnement qui n’est pas forcément normalisée.
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Exemple 2.2

Une antenne émet un signal d’une puissance totale de 5 W. On mesure une
densité de puissance qui suit l’expression suivante :

<P >=

{

k cos(θ)
r2 W/m2 avec 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ < 2π

0 ailleurs

# Donnez la valeur de k qui convient.

Il faut que (2.10) soit respecté :

5 =

∫ 2π

φ=0

∫ π/2

θ=0

k
cos(θ)

r2
r2 sin(θ)dθdφ

= 2πk

∫ π/2

θ=0

cos(θ) sin(θ)dθ

= 2πk

[
sin2(θ)

2

]π/2

0

= πk

d’où

k = 5/π .

# Exprimez l’intensité de rayonnement normalisée et la fonction caractéristique
de cette antenne.

De (2.9) et (2.13), on a simplement :

Kn(θ,φ) =

{

cos(θ) avec 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ < 2π

0 ailleurs

Puis :

Fa(θ,φ) =

{ √

cos(θ) avec 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ < 2π
0 ailleurs

# Déterminez la largeur du faisceau à 3 dB dans le plan φ =cte.

Le lobe principal – et unique lobe – pointe dans la direction θ = 0, car
Kn(0,φ) = 1. À mi-puissance :

Kn(θ3dB) = 0.5 =⇒ θ3dB = 60◦

donc, comme le lobe est aussi symétrique, on a :

ΘHPBW = 120◦ .
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1

Kn(θ)
Ωa

Figure 2.5 – Notion d’angle solide.

2.5 Angle solide du faisceau

Dans le cas d’antennes ayant un seul faisceau, l’angle solide du faisceau représente l’angle
solide à travers lequel toute la puissance rayonnée par l’antenne est concentrée avec une

valeur constante Kmax et une valeur nulle à l’extérieur de cette région de l’espace, comme
sur la figure 2.5. L’angle solide du faisceau, notée Ωa, est obtenu via l’intégrale de l’intensité
de rayonnement normalisée sur la sphère :

Ωa =

∮

4π

Kn(θ,φ)dΩ . (2.14)

Ainsi la puissance totale émise < Pt > devient simplement le produit de la valeur
maximale de l’intensité de rayonnement par l’angle solide du faisceau. Il suffit de prendre

(2.11) dans laquelle on remplace K(θ,φ) = KmaxKn(θ,φ) pour s’en rendre compte :

<Pt>= Kmax Ωa . (2.15)

L’angle solide du faisceau peut être relié au produit des largeurs du lobe principal à
3 dB dans chacun des plans principaux en radians, Θ1HPBW et Θ2HPBW en tenant compte

qu’il est un cercle inscrit (facteur π/4). Une approximation valide dans les cas où l’angle
solide est très petit et où les lobes secondaires sont négligeables, est la suivante :

Ωa ≈ (π/4)Θ1HPBWΘ2HPBW . (2.16)

2.6 Directivité et gain

Comme il a été écrit précédemment, l’antenne n’émet pas la puissance uniformément dans
toutes les directions. Ceci semble évident pour des antennes ne présentant pas la même

forme selon la direction d’observation. L’antenne a donc une capacité :

• de concentrer la puissance afin de privilégier certaines directions en émission ;

• de capter plus facilement la puissance provenant de certaines directions en réception.
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Ces deux dernières affirmations sont identiques à cause du principe de réciprocité entre
l’émission et la réception. Dans certains cas, ce pouvoir de direction privilégiée est très

utile comme dans un lien micro-onde ; dans d’autres cas, on recherche plutôt à émettre
partout sans préférence (en azimuth pour un récepteur ou émetteur de radio commerciale).

La directivité D(θ,φ) d’une antenne dans une direction donnée représente donc le
rapport de l’intensité du rayonnement dans cette direction à l’intensité moyenne Kmoy,

soit celle qui serait obtenue si la puissance était émise uniformément dans toutes les
directions par une antenne isotrope Kiso = Kmoy =

<Pt>
4π :

D(θ,φ) =
K(θ,φ)

Kmoy
=

4π K(θ,φ)

<Pt>
(2.17)

=
4π KmaxKn(θ,φ)

KmaxΩa
=

4π

Ωa
Kn(θ,φ). (2.18)

Kmoy

Kmax = DKmoy

Kmoy

Figure 2.6 – Illustration de la directivité : rayonnements isotrope et directionnel.

La figure 2.6 montre qu’en concentrant la puissance émise l’intensité de rayonnement
augmente dans la direction privilégiée mais diminue dans les autres, car la puissance totale

émise reste la même.
L’antenne qui aurait la faculté d’émettre uniformément est dite antenne isotrope. Elle

n’existe qu’en théorie car sa réalisation exigerait une structure à symétrie complète (une

sphère par exemple) alimentée symétriquement par une paire de fils ! La directivité d’une
antenne isotrope est, bien entendu, égale à l’unité quelle que soit la direction d’observation.

Voilà pourquoi on exprime parfois la directivité en dBi (pour dB isotropique) dans la
littérature.

Le gain directif ou plus simplement gain G(θ,φ) de l’antenne, souvent confondu avec

la directivité, représente la même chose en tenant compte des pertes. Il est donc défini
par rapport à la puissance à l’entrée <Pin> plutôt que <Pt>. De plus, l’antenne étant

un circuit passif, le gain n’indique pas que plus de puissance est émise mais que la densité
de puissance dans une direction est plus forte ou plus faible comparativement à celle

produite par une antenne isotrope. Une efficacité εr de 100% fait que directivité et gain
sont identiques :

G(θ,φ) = εr D(θ,φ) . (2.19)

Bien souvent, on parle de directivité ou de gain sans spécifier de direction (θ,φ). Il
faut comprendre par là la valeur maximale de ces paramètres. Normalement, il faut aussi
connâıtre la direction vers laquelle on note ces maxima. On montre alors avec (2.18) :
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D = Dmax =
Kmax

Kmoy
=

4π

Ωa
(2.20)

soit
D(θ,φ) = DKn(θ,φ) . (2.21)

2.6.1 Figure de mérite

La figure de mérite FM est un paramètre communément utilisé en propagation (voir

section 12.4). Elle entre dans l’équation qui calcule l’intensité du champ électrique à une
certaine distance r produit par une antenne qui émet une certaine puissance Pt. Elle ne

fait intervenir que la directivité de l’antenne :

FM = 173.2
√
D . (2.22)

Exemple 2.3

Soit l’antenne de l’exemple 2.2.

# Exprimez sa directivité.

Plusieurs possibilités s’offrent dont celle partant de l’intensité de rayonnement
et de l’intensité moyenne :

K(θ,φ) =

{

(5/π) cos(θ) avec 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ < 2π

0 ailleurs

<Pt> /4π = 5/4π .

De (2.17), découle :

D(θ,φ) =

{

4 cos(θ) avec 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ < 2π

0 ailleurs

La directivité maximale vaut D = 4.

Exemple 2.4

Une antenne possède la fonction caractéristique suivante avec 0 ≤ φ < 2π :

Fa(θ,φ) = |e−4|φ−π| sin(θ)| .

# Déterminez la directivité maximale.

De la fonction caractéristique, on déduit rapidement l’intensité de rayonne-
ment normalisée Kn, laquelle sert comme point de départ pour trouver l’angle
solide par (2.14) puis la directivité maximale par (2.20) :

Kn(θ,φ) = F 2
a = e−8|φ−π| sin2(θ) .
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Ainsi, selon WolframAlphaTM :

Ωa =

∫ 2π

φ=0

∫ π

θ=0

e−8|φ−π| sin3(θ) dθdφ

=
[
e−8(φ+π)

16

(

sgn(π−φ)(e8π−e8φ)2+e16φ+2e8(φ+π)+e16π
)
]2π

0
︸ ︷︷ ︸

0.25(1−e−8π)≈0.25

[
1
12

(

cos(3θ)− 9 cos(θ)
)]π

0
︸ ︷︷ ︸

4/3

= 0.333 sr

et

D =
4π

0.333
= 37.7 .

# Calculez la puissance émise nécessaire pour produire un champ électrique d’une
amplitude de 10 mV/m à 5 km dans la direction optimale.

La direction optimale est celle où la directivité est maximale, soit, en degrés,

(θ = 90◦, φ = 180◦). La densité de puissance dans cette direction à la distance
désirée équivaut à :

<P (θ = 90◦,φ = 180◦)>=
(10× 10−3)2

2(377)
= 13.3× 10−8W/m2 .

Une antenne isotrope produit cette densité de puissance avec une puissance
émise de :

<Ptiso >= (13.3× 10−8)(4π(5000)2) = 41.7 W;

l’antenne du problème en nécessite 37.7 fois moins à cause de sa directivité :

<Pt>= 1.11 W .

# Si cette fois le champ électrique d’une amplitude de 10 mV/m à 5 km est
obtenu dans la direction (θ = 60◦,φ = 150◦), recalculez la puissance émise.

Dans cette direction, l’intensité de rayonnement normalisé vaut :

Kn(θ = 60◦,φ = 150◦) = e−8(π/6) sin2(π/3) = (0.015)(0.75) = 0.0114 .

Donc la directivité dans cette direction est inférieure à l’unité puisque selon
(2.21) :

D(θ = 60◦,φ = 150◦) = 37.7 (0.0114) = 0.429 .

Il faudra plus de puissance que celle requise par une antenne isotrope, car

l’antenne en question n’a pas la faculté de bien émettre dans cette direction.
Ainsi, pour répondre à la demande, il faut :

<Pt>=
<Ptiso >

0.429
= 97.2 W .
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2.7 Ouverture ou longueur effective

L’ouverture effective d’antenne, Ae s’emploie lorsque l’antenne est dans le mode de récep-

tion. Elle est définie par :
<Pi> Ae =<Pout> (2.23)

où <Pi> est la densité de puissance de l’onde électromagnétique incidente à l’endroit où

est située l’antenne ; <Pout> est la puissance disponible à la sortie de l’antenne, laquelle
est fournie au récepteur. En référence à la puissance reçue par l’antenne < Pr >, on

parle alors d’ouverture effective maximale d’antenne Aem, elle-même reliée à l’ouverture
physique de l’antenne Ap par l’efficacité d’ouverture εap pour des antennes à ouverture :

<Pi> Aem = <Pr> (2.24)

Ae = εr Aem (2.25)

Aem = εapAp . (2.26)

Pour des antennes filiformes, on peut aussi parler de hauteur effective he :

Ei he = Vco (2.27)

Iin he =

∫ h

0

I(z) dz. (2.28)

où Vco est la tension induite aux bornes de l’antenne en circuit ouvert par le champ

électrique Ei au voisinage de l’antenne et, où Iin est le courant à la base de l’antenne
(I(z) est la distribution du courant le long de l’antenne). La figure 2.7 résume le principe

de hauteur effective ; les aires sous les courbes de distribution du courant sont égales.

aire A

II

aire A

Iin Iin

IinIin

h
he

Figure 2.7 – Relation entre hauteur effective et hauteur physique d’antenne.

2.8 Ouverture vs directivité

Bien que tous les principaux paramètres des antennes aient été présentés, il demeure

une équation fondamentale non décrite : le lien entre l’ouverture effective maximale et la
directivité. Un tel lien doit exister puisque la définition de l’ouverture effective maximale

implique l’efficacité de rayonnement maximal utilisée pour la directivité. En fait, le lien
n’existe que par le théorème de réciprocité de Lorentz qui sera présenté à la section 3.7
montrant l’identité du diagramme de rayonnement en émission et en réception.
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Considérons 2 situations, a et b qui inversent le rôle des antennes.
En (a), selon (2.24), la puissance reçue à l’antenne 2, <Pr2a >, dépend directement

de la densité de puissance incidente sur l’antenne 2, < Pi2a >, et de sa surface effective
maximale Aem2 . Or, <Pi2a > dans la direction optimale d’une antenne émettrice 1 s’écrit

<Pi2a > =
<Pt1a >

4πr2
D1

<Pr2a > = <Pi2a > Aem2 .

Il suffit d’inverser les indices 1 et 2 et de remplacer a par b, lorsqu’on intervertit
l’antenne émettrice et réceptrice dans la situation (b).

Utilisant la réciprocité d’un canal de transmission (voir équation 3.52), on déduit alors

que
<Pr2a >

<Pt1a >
=

<Pr1b >

<Pt2b >
=⇒

D1

4πr2
Aem2 =

D2

4πr2
Aem1

ou encore
D1

Aem1

=
D2

Aem2

= C . (2.29)

Reste à trouver la valeur de cette dernière constante C. N’importe laquelle antenne fait

l’affaire. On démontrera dans les prochaines chapitres qu’elle vaut 4π
λ2 . Ainsi donc, on

déduit :

D = 4π
Aem

λ2
(2.30)

G = 4π
Ae

λ2
(2.31)

indiquant qu’à une fréquence donnée, la directivité est proportionnelle à l’ouverture ef-

fective maximale de l’antenne. Pour l’antenne hypothétique isotrope, l’ouverture effective
maximale est de 0.08λ2 (D = 1) et toutes les antennes sans perte doivent avoir une
ouverture effective maximale égale ou supérieure à cette valeur.

On aurait pu trouver par implication logique que la constante C doit être inversement
proportionnelle à λ2 car l’important en électromagnétisme n’est pas la longueur physique

mais la longueur électrique i.e. le rapport ℓ/λ. Pour une surface électrique, on parle en λ2.
D’autre part, le facteur 4π provient de l’angle solide d’une sphère qui enveloppe l’antenne

émettrice intégré dans le calcul de la directivité (voir équation 2.17).

Exemple 2.5

Deux antennes paraboliques circulaires sont employées pour un lien de com-
munication de 50 km à une fréquence de 956 MHz (λ = 0.3138 m). L’an-
tenne émettrice est une Andrews P4F-9-E7A ayant une directivité maximale

de 18.4 dB (Dt = 69) et la réceptrice est une Anixter Mark P-972G ayant une
directivité maximale de 22.1 dB (Dr = 162).

Il faut absolument une puissance reçue de plus de 1 microwatt pour assurer
une bon rapport signal-à-bruit au récepteur. L’efficacité de rayonnement est
assumée parfaite.
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# Déterminez la puissance émise.

Les étapes sont :

• trouver la surface effective maximale en réception de (2.30) et ensuite la

densité de puissance incidente nécessaire de (2.23) ;

• déduire la puissance isotropique émise puis celle demandée étant donnée

la directivité en émission.

Ainsi :

Aemr = Dr
λ2

4π
= 162

(0.3138)2

4π
= 1.27m2

<Pi> =
<Prmin >

Aemr

=
10−6

1.27
= 0.788× 10−6W/m2

<Ptiso > = <Pi> (4πr2) = (0.788× 10−6)(4π(50× 103)2) = 24.8× 103 W

<Pt> =
<Ptiso >

Dt
=

24.8× 103

69
= 359 W .

# Le manufacturier Anixter Mark spécifie que son antenne à un diamètre de

1.83 m ; déduisez alors l’efficacité d’ouverture εapr .

La surface de l’antenne parabolique circulaire est donnée par

Aapr = πr2pr = π(1.83/2)2 = 2.63 m2 .

Connaissant maintenant la surface physique et la surface effective maximale
obtenue précédemment Aemr = 1.27 m2, on trouve selon (2.26) :

εapr =
1.27

2.63
= 48.3% .

En règle générale, l’efficacité d’ouverture de la majorité des antennes parabo-

liques tourne autour du 50% comme c’est le cas ici.

2.9 Bruits en réception

Les bruits, car il y a plusieurs sources de bruit, sont des phénomènes perturbateurs qui

affectent les systèmes de communications. Il est impératif de déterminer la prépondérance
des sources de bruits pour se concentrer sur la réduction des plus importantes. En effet,

il ne vaut souvent pas la peine de consacrer temps et efforts sur des sources faibles, ce qui
ne donnerait pas de résultat sensible.

• Les puissances de bruits Nk s’ajoutent car ils sont statistiquement indépendants ;
• Les bruits sont habituellement additifs au signal utile pour la même raison.
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Les bruits sont des signaux issus d’origines différentes :

Bruit interne au récepteur : Bruit produit par l’agitation thermique du mouvement
brownien des électrons dans les circuits. Un bruit analogue prend naissance dans
l’antenne, nonobstant ce qu’elle capte, étant donnée la température à laquelle elle

se trouve.
Bruits externes : Bruits proviennent de diverses origines.

• Bruits naturels issus de décharges électriques ou d’orages mêmes lointains. Ils

affectent les fréquences en dessous du UHF, dont le VHF particulièrement.
• Bruits industriels générés par les appareils électriques de tout genre, mais sur-

tout ceux qui comportent un transitoire rapide comme les contacteurs, les
moteurs (dont ceux avec des collecteurs), les tubes à décharge (les néons), les

allumages de moteur à combustion. Leur niveau est très élevé dans les centres
urbains ou dans les zones industrielles. Ils couvrent une bonne partie du spectre
jusqu’au UHF

• Bruits extra-terrestres générés par les martiens :-) et surtout par le soleil. Les
autres étoiles ou les galaxies rayonnent dans une moindre mesure mais cela

peut rester gênant dans les récepteurs très sensibles dans les ondes courtes, du
SHF et plus haut en fréquence.

2.9.1 Température équivalente de bruit

Tous les bruits sont, en première approximation, des phénomènes aléatoires. On peut donc

tous les assimiler aux bruits thermiques. Or, l’agitation des électrons dépend directement
de la température T en Kelvin. Un telle agitation fait apparâıtre une tension vn(t) aux
bornes d’une résistance R dont la variance est donnée par :

v2n = 4kBTBR (2.32)

où kB est la constante de Boltzmann, valant kB ≈ 1.3806 × 10−23 J/K, et B la bande
passante considérée. En conséquence, il importe de réduire au maximum la largeur de
bande. Il faut filtrer pour ne laisser que les composantes spectrales puissantes à l’intérieur

de la largeur de bande effective du signal utile s(t) définie ainsi (avec S(f) = F{s(t)}) :

Beff =

∫∞
0 |S(f)|2 df

S2
max

. (2.33)

La théorie des processus stochastiques indépendants démontre ceci :

• l’agitation indépendante des électrons fait que la distribution de vn(t) suit une loi

gaussienne alors que le spectre Vn(f) est uniforme ;

• les puissances des bruits indépendants s’additionnent simplement.

On parle alors d’un bruit blanc, gaussien, additif.
Chaque résistance dans un circuit se comporte comme un générateur qui débite une

fraction seulement de la puissance de bruit dans le reste du circuit. En supposant un
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transfert maximal selon l’équivalent Thévenin du circuit vu par une résistance donnée,
cette fraction correspond au quart puisque la tension chute de moitié. L’autre partie sera

dissipée à même la résistance. Ainsi donc, la puissance de bruit disponible équivaut à :

N = kBTB . (2.34)

Nek

kBTsB

Ns

Ns

kBTsBNe

kBTeB
No = GkB(Ts + Te)B

No = GkBTsB +Neo

G

G

Figure 2.8 – Modèles équivalents d’un circuit bruité.

Un circuit étant composé de plusieurs éléments internes, le bruit disponible à la sortie
Neo est la somme de la contribution de tous les bruits indépendants Nek . On peut donc

ramener les bruits en une seule source de bruit connectée à l’entrée Ne qui produirait le
même niveau de bruit en sortie d’un circuit idéal sans bruit, considérant le gain G du
circuit dans la bande passante considérée. L’idée est de ramener tous les bruits au même

point, soit à l’entrée du circuit pour fin de comparaison. On obtient les deux modèles
équivalents de circuit bruité de la figure 2.8.

Puisque tous les bruits sont assimilables au bruit thermique, on peut représenter l’ef-
fet de l’ensemble en attribuant au circuit, non plus sa température réelle T , mais une

température de bruit fictive Te > T appelée température équivalente de bruit, telle que :

Te =
Ne

kBB
. (2.35)

Si une source quelconque introduit dans un circuit un bruit supplémentaire Ns assimi-

lable à une température Ts, ce bruit s’ajoute à celui du circuit lui-même ramené à l’entrée
Ne. Le bruit à la sortie vaut :

No = GkB(Ts + Te)B . (2.36)

2.9.2 Facteur de bruit

Pour un quadripôle, au lieu de donner la température équivalente de bruit, on préfère
utiliser un facteur qui indique le rapport signal à bruit à l’entrée du récepteur en fonction

du rapport signal bruit à la sortie. Le facteur de bruit F indique alors comment le récepteur
dégrade le signal reçu en ajoutant son propre bruit.

F =
SNRi

SNRo
≥ 1 (2.37)

F [dB] = 10 log(F ) = SNRi[dB] − SNRo[dB] (2.38)
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où SNRi = Si/Ni est le rapport signal-à-bruit en puissance à l’entrée et SNRo, celui à la
sortie. En anglais, on emploie “noise figure” lorsque exprimé en décibels. Plus le facteur

de bruit tend vers l’unité, meilleur est le récepteur (F ≥ 1).
Si le récepteur a un gain G dans la bande passante considérée, on a :

• le signal utile à la sortie So = GSi.

• le bruit à la sortie No = G(Ns+Ne) selon (2.36), soit l’addition du bruit de la source

Ns et du bruit généré par le récepteur ramené à l’entrée Ne amplifiés par le même
gain.

On en arrive à :

Fs =
Si/(kBTsB)

GSi/(GkB(Ts + Te)B)
= 1 +

Te

Ts
. (2.39)

Le problème de cette définition du facteur de bruit, est qu’elle dépend de la puissance de

bruit à l’entrée. On voudrait qualifier une composante sans faire intervenir Ts. Le mieux
serait donc d’utiliser une température de référence du bruit à l’entrée. Or, à une certaine
époque, on croyait que la température minimale d’une source de bruit branchée à un

récepteur était celle de la température ambiante de la source, soit T0 ≈ 290 K. Il n’y a
pas lieu de discuter de l’arbitraire de cette température de référence si les comparaisons

se font toujours avec la même température. On a maintenant la définition acceptée :

F = 1 +
Te

T0
(2.40)

ou encore

Te =
Ne

kBB
= (F − 1)T0 . (2.41)

• S’il faut obtenir un facteur de bruit pour une température de source différente

Ts ̸= 290K à partir du facteur de bruit standard, la relation suivante convient :

Fs = 1 + (F − 1)
T0

Ts
. (2.42)

• Pour un atténuateur passif par un facteur L ≥ 1 en puissance à la température
équivalente de bruit T0, on trouve :

Te = (L− 1)T0 (2.43)

F = L . (2.44)

Exemple 2.6

Un amplificateur ayant un gain de 15 dB, une largeur de bande à 3 dB de
10 MHz et un facteur de bruit de 4 dB, est branché à une source débitant un
signal de 2 mW avec un bruit à une température de 30 K.

# Déterminez la température équivalente de bruit totale à l’entrée.
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Il faut savoir que la température équivalente de bruit est toujours donnée avec
la référence standard T0. Comme il s’agit de puissance, la conversion en linéaire

se fait par F = 104/10 = 2.51.

On peut dès lors, trouver directement la température équivalente de bruit de

l’amplificateur par (2.40) ou convertir le facteur du bruit avec la référence de
température de la source de bruit à 30 K par la (2.42), mis ensuite dans (2.39)

avec Ts = 30 K.
Te = (2.51− 1)(290) = 438 K

ou

Fs = 1 + (2.51− 1)

(
290

30

)

= 15.61

Te = (Fs − 1)Ts = (15.61− 1)(30) = 438 K .

La température équivalente de bruit totale à l’entrée s’obtient en additionnant
simplement les deux sources de bruit, donc les deux températures :

Tbruiti = 30 + 438 = 468 K .

# Donnez la valeur de la puissance de bruit à la sortie.

Comme la température équivalente de bruit totale à l’entrée est connue, on

déduit rapidement de (2.36) que :

No = GkBTbruitiB = (31.6)(1.3806×10−23)(468)(10×106) = 2.04×10−12 W .

C’est effectivement très faible comparativement à la puissance du signal utile
à la sortie de (31.6)(0.002) = 0.063 W.

# Comparez la dégradation en dB du SNR de la sortie par rapport celui à l’entrée.

En entrée, on a une puissance du bruit de :

Ns = (1.3806× 10−23)(30)(10× 106) = 4.14× 10−15 W

ce qui donne, avec les chiffres obtenus précédemment :

SNRi = 10 log

(
0.002

4.14−15

)

= 116.8 dB

SNRo = 10 log

(
0.0632

2.04× 10−12

)

= 104.9 dB .

La dégradation est d’environ 11.9 dB car

10 logFs = 10 log(15.61) = 11.9 dB .



! 2-24 Paramètres d’antenne

2.9.3 Amplificateurs en cascade

• Un récepteur est souvent constitué d’une cascade d’amplificateurs et de filtres, avec
mélangeurs.

• Chaque amplificateur ou filtre, ajoute un bruit supplémentaire qui s’introduit dans
l’étage suivant.

• Les largeurs de bande peuvent varier d’un étage à l’autre, mais elles devraient être

assez similaires (les plus grandes sont celles des premiers étages).

F2

No

G1 G2T0

Te1
F1

Te2

Figure 2.9 – Amplificateurs en cascade.

Le bruit total en sortie en se référant à la figure 2.9, équivaut à :

No = G1G2kBT0B
︸ ︷︷ ︸

bruit de la source à T0

+ G1G2kBTe1B
︸ ︷︷ ︸

bruit de l’ampli 1

+ G2kBTe2B
︸ ︷︷ ︸

bruit de l’ampli 2

. (2.45)

On obtient la température équivalente de bruit des deux étages :

Te1,2 =
kBG2(G1Te1 + Te2)B

G1G2kBB
= Te1 +

Te2

G1
.

On peut généraliser facilement avec n étages et obtenir la formule de Friis :

Te1..n = Te1 +
Te2

G1
+

Ten

G1G2 . . . Gn−1
(2.46)

F1..n = F1 +
F2 − 1

G1
+

Fn − 1

G1G2 . . . Gn−1
. (2.47)

On voit ici l’importance

• d’avoir un gain G1 élevé

• d’avoir une température de bruit Te1 faible

dans le premier étage. En effet, le premier étage est celui qui a une effet prédominant et par-
ticulièrement néfaste sur le bruit de l’ensemble, d’où l’emploi d’amplificateurs spécialisés

dits à faible bruit (“Low-Noise-Amplificator” LNA). Ces amplificateurs, plus dispendieux,
sont essentiels pour diminuer l’effet du bruit. On ne met jamais un atténuateur au début
de la chaine de réception.
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2.9.4 Récepteur avec antenne

Soit le système constitué d’une antenne et d’un récepteur.

• Le bruit fourni par l’antenne (considérée comme une source) provient

– des bruits externes captés par l’antenne Naext ;
– du bruit propre à l’antenne selon la température de la région visée Nap .

Le bruit total de l’antenne, ou sa température équivalente de bruit s’exprime :

Ta =
Naext +Nap

kBB
.

• S’ajoute le bruit du récepteur lui-même Nr.

Le bruit propre de l’antenne fait abstraction des parasites externes, c’est comme si
l’antenne était enfermée dans une cage de Faraday à une température propre.

• Une antenne très directive possède une température propre qui correspond à la
température de la région du ciel visée. On peut d’ailleurs distinguer la température

de centre ou des bords du soleil en visant avec un faisceau étroit. Si la température
équivalente de bruit de ce qui est capté n’est pas uniforme, on moyenne en faisant

intervenir la variation du gain G(Ω) et de la température T (Ω) sur chaque par-
tie d’angle solide dΩ, en intégrant ensuite sur la sphère complète pour obtenir la
température Ta :

Ta =
1

4π

∮

4π

G(Ω)T (Ω) dΩ . (2.48)

Les bruits externes sont alors considérés dans cette équation (2.48) si T (Ω) en tient

compte.

• Au contraire, les bruits externes sont ajoutés pour une antenne moins directive. Près

du sol, elle voit sa température propre proche de celle du sol.

Les récepteurs récents ont aujourd’hui des facteurs de bruit très proche de l’unité. Dès

lors, le bruit total est presque uniquement celui amené par l’antenne.

Exemple 2.7

Un système de réception est représenté sur la figure 2.10.

# Déterminez le facteur de bruit du système complet (partant de l’amplificateur
faible-bruit jusqu’à la sortie du mélangeur) avec L = 0 dB .

Il faut convertir toutes les données en linéaire pour exploiter correctement

l’équation (2.47) : Gampli = 10, Fampli = 2, Gmel = 8, Fmel = 4. D’où :

F = 2 +
4− 1

10
= 2.3 (3.62 dB) .
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Ta = 20K

ligne de transmission

amplificateur
faible-bruit

F = 6 dB

oscillateur local
sans bruit

mélangeur

G = 9 dB

LF = 3 dB
G = 10 dB

Ra = 75Ω

Figure 2.10 – Système de réception cascade pour l’exemple 2.7.

# Considérant la température équivalente de bruit de la source, calculez de com-

bien de dB se dégrade le SNR.

Pour éviter de longs calculs, il suffit de trouver le facteur de bruit à 20 K selon

(2.42) :
Fs = 1 + (2.3− 1)(290/20) = 19.85 .

Le SNR de sortie est donc presque 20 fois plus faible que le SNR d’entrée, soit

presque 13 dB.

# À la sortie de l’amplificateur, on a négligé de mettre une bonne ligne de trans-
mission pour acheminer le signal RF jusqu’au mélangeur. Celle utilisée pro-

duit une perte L = 7 dB (L = 5). Déterminez le nouveau facteur de bruit du
système complet.

Pour un atténuateur, on a F = L = 5. Le calcul à partir de (2.47) devient :

F = 2 +
5− 1

10
+

4− 1

(10)(0.2)
= 3.9 (5.91 dB)

soit Fs = 1 + (3.9− 1)(290/20) = 43.05.

Non seulement le signal est plus faible de 7 dB, mais il est encore plus bruité
par 10 log(43.05/19.85) = 3.36 dB, considérant la source de bruit à 20 K.
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Exercices

Question 1

Une antenne a une directivité de 16 et une efficacité de rayonnement de 62.5% . Donnez
la valeur de la directivité et du gain en dB.

Question 2

Calculez la directivité d’une antenne, en dB, si toute son énergie est concentrée à
l’intérieur d’un faisceau formant un angle solide de 0.96 × 10−3 sr (cône circulaire droit
d’une ouverture de 2◦ i.e. angle du cône de 1◦).

Question 3

Une antenne parabolique capte des signaux à f = 4GHz. Déduisez le rayon de la
parabole sachant que cette antenne a :

• une efficacité d’ouverture de 61% ;

• une efficacité de rayonnement de 90% ;

• un angle solide correspondant à un cône circulaire droit d’une ouverture de 1◦ (angle
du cône de 0.5◦).

Question 4

Une antenne rayonne une puissance totale de 80W qui produit un champ électrique de
8mV/m à une distance de 24 km de l’antenne dans la direction optimale de rayonnement.

Évaluez :

a) la directivité de l’antenne ;

b) l’efficacité de l’antenne si la puissance disponible à l’entrée était de 100W ;

c) le gain de l’antenne si la résistance de pertes vaut le tiers de celle de rayonnement.

Question 5

À une distance de 30 km d’une antenne rayonnant 5 kW, trouvez :

a) la densité de puissance, en W/m2, si la directivité de l’antenne est de 37 dB ;

b) la directivité requise pour avoir une densité de puissance de l’ordre de 2.5mW/m2.

Question 6

Un lien de télécommunication à 100MHz est fait à partir de deux antennes – l’émettrice

a une directivité de 1.6 dB et la réceptrice, de 8 dB – séparées de 30 milles (1mi=1609 m).
Chaque antenne a une efficacité de 50%. Si l’émetteur fournit une puissance de 200W, et
que les pertes dans les lignes de transmission sont négligeables, trouvez :
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a) la densité de puissance à l’antenne réceptrice ;

b) la surface effective maximale de l’antenne réceptrice ;

c) la puissance reçue maximale ;

d) la puissance reçue aux bornes de l’antenne réceptrice ;

Question 7

Une antenne possède une intensité de rayonnement normalisée Kn s’exprimant ainsi :
cosn θ pour 0 < θ < π/2 et nul ailleurs.

a) Calculez la directivité pour n = 0, 1, 2 et 3.

b) Tracez les diagrammes de rayonnement dans les 4 cas précédents.

Question 8

Soit une antenne parabolique circulaire ayant un diamètre de 3.66m. Déterminez le

gain de l’antenne en dB à 11.7GHz si :

a) l’antenne a une ouverture effective de 6.3m2 ;

b) l’efficacité d’ouverture est de 55% et l’efficacité de rayonnement, de 100%.

Question 9

Un satellite géostationnaire à 36 941 km communique à 11.7GHz avec une station ter-
restre. L’antenne à bord a une directivité de 19.3 dB et émet 200mW. Déterminez la

puissance disponible aux bornes d’une antenne de réception ayant un gain de 50.4 dB.

Question 10

Une station radio FM émet à partir d’une antenne ayant une directivité de 2. L’effi-
cacité de rayonnement vaut 80%. Évaluez la puissance que devrait émettre une antenne

isotrope pour produire la même intensité de rayonnement dans la direction privilégiée,
l’antenne isotrope ayant la même efficacité de rayonnement, si :

a) la puissance émise est de 100 kW ;

b) la puissance de l’émetteur est de 100 kW.

Cette puissance émise par l’antenne isotrope est notée PIRE .
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Question 11

F = 16 dB

récepteur
Ta = 50K
D = 100

B = 20MHzF = 4 dB
G = 15 dB

ligne à pertes

L = 10 dB

Un amplificateur suivi d’une longue ligne de transmission à pertes sont insérés entre

une antenne et un récepteur d’une largeur de bande de 20 MHz, comme sur la figure.

a) Quel est le facteur de bruit équivalent de l’ensemble.

b) Quelle est la puissance du bruit à la sortie de l’amplificateur et dans le récepteur.

c) Si la température de bruit de l’antenne est abaissée à 20 K, de combien de dB diminue

la puissance du bruit dans le récepteur.

d) Quelle serait la diminution de la puissance de bruit si la ligne de transmission était
idéale.

Question 12

récepteur

L3 = 6 dB

Te

F4 = 12 dB
B4 = 50MHz

D = 52 dB
Ta = 35K

L1 = 0.2 dB
guide-d’onde

amplificateur
faible-bruit

T2 = 80K
G2 = 50 dB

ligne coaxiale

Soit un système de réception hertzien de la figure ci-dessus. Déterminez la température
de bruit équivalente Te vue à l’entrée de l’amplificateur faible bruit.

Réponses :

1. D = 12.04 dB, G = 10 dB.

2. D = 41.18 dB.

3. 3.503m !

4. a) D = 7.68 (8.86 dB) ; b) εr = 80% ; c) G = 5.76 (7.61 dB).

5. a) <P (r = 30km)>= 2.216mW/m2 ; b) D = 37.52 dB.
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6. a) <Pi>= 4940 pW/m2 ; b) Aem = 4.52m2 ; c) <Prmax >= 22.3 nW;
d) <Pr>= 11.15 nW.

7. a) n = 0 : D = 2, n = 1 : D = 4, n = 2 : D = 6, n = 3 : D = 8 ;

b)

  0.3   0.6   0.9   1.2

0

30

60

90270

n=0

n=1
n=2

n=3

n=4

8. a) G = 50.806 dB ; b) G = 50.438 dB.

9. <Pr>= 5.69× 10−15W.

10. a) PIRE = 200 kW ; b) PIRE = 160 kW.

11. a) F1 = 104/10 = 2.51, G1 = 1015/10 = 31.6,
F2[ dB] = L[ dB] + Frx[ dB] = 26 dB = (10)(39.8) = 398
Fsys = 2.51 + (398− 1)/31.6 = 15.1 (11.8 dB) ;

b) Te + Ta = (2.51− 1)290 + 50 = 488K
Noamp = (31.6)kB(488)(20× 106) = 4.27× 10−12 W,

Te + Ta = (15.1− 1)290 + 50 = 4140K
Norxb

= (31.6)(0.1)kB(4140)(20× 106) = 3.615× 10−12 W;
c) Norxc = 3.587× 10−12 W, soit une baisse d’à peine 0.03 dB ;

d) Fsysd = 2.51 + 39.8/31.6 = 3.77, Te + Ta = (3.77− 1)290 + 50 = 853 K
Norxd

= 7.44× 10−12 W

soit une augmentation du bruit 3.14 dB mais, une augmentation de 10 dB du signal.
Il y aura donc une amélioration de 6.86 dB du rapport signal-à-bruit.

12. Te = TaG1+T1G1+T2+T3/G2+T4/(G2G3) = 33.4+13.1+80+8.3+164.1 = 298.9 K



Chapitre 3

Électromagnétisme du rayonnement

3.1 Introduction

Avant de traiter des cas spécifiques d’antennes, il convient de commencer par le développe-

ment des équations électromagnétiques appliquées au rayonnement.
Bien sûr la base de ces équations demeurent les équations de Maxwell d’où découlent

tout l’électromagnétisme, ce qui inclue le rayonnement. D’ailleurs, Hertz avait remarqué

la possibilité du rayonnement d’une onde électromagnétique à partir des équations de
Maxwell.

potentiels vecteurs

champs rayonnéssources

(champs lointains)passage indirect
∫

passage direct par
∫

passage indirect ∂

J , M E, H

A, F

passage indirect rapide

Figure 3.1 – Passages mathématiques des sources aux champs rayonnés.

Le passage de l’expression des sources électromagnétiques vers l’expression des champs
électromagnétiques rayonnés est difficile. La figure 3.1 montre qu’il existe un passage
direct utilisant uniquement des intégrales, et un passage indirect impliquant la création

d’entités mathématiques (sans fondement physique) appelées les potentiels vecteurs. Le
passage indirect se réalise en deux étapes : une première conduit aux potentiels vecteurs

par les biais des intégrales, puis vers les champs électromagnétiques par des équations
différentielles. On préfère ce passage malgré cela car il demeure plus simple.

3.2 Équation du rayonnement

Une des lois de Maxwell montre que la divergence de B̄ est toujours nulle. Ainsi, B̄ peut

être exprimé comme le rotationnel d’un vecteur car la divergence d’un rotationnel donne
zéro :

B̄ = ∇× Ā , (3.1)
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où Ā est appelé le potentiel vecteur magnétique1.
On peut aussi montrer que :

∇× Ē = −jωB̄

= −jω∇× Ā

d’où

∇× (Ē + jωĀ) = 0 . (3.2)

Le champ entre parenthèses est donc conservatif i.e. sa circulation sur un contour fermé
est nul. Comme le rotationnel d’un gradient donne aussi zéro, il s’ensuit que ce champ

peut être exprimé comme étant le gradient d’un potentiel scalaire Φ, donc :

Ē = −∇Φ− jωĀ . (3.3)

La connaissance des deux potentiels permettra de calculer les champs magnétique et

électrique des équations (3.1) et (3.3) respectivement. Pour ce faire, il faut définir complè-
tement le potentiel vecteur qui, selon la condition de Helmholtz, ne peut être obtenu

que si l’on connâıt son rotationnel (ce qui est fait) et sa divergence. Il existe plusieurs
possibilités pour le choix de la divergence du potentiel vecteur. Le choix le plus près d’une
interprétation physique est celui proposé par Lorenz soit :

∇ · Ā = −jωµϵΦ (3.4)

ce qui donne :

Ē = +
1

jωµϵ
∇(∇ · Ā)− jωĀ . (3.5)

Cette jauge de Lorenz implique l’équation de continuité soit ∇ · J̄ + jωρ = 0 avec ρ, la
densité de charge.

De là, par une série de simplifications mathématiques2, on obtient finalement :

∇
2Ā+ ω2µϵ

︸︷︷︸

β2

Ā = −µJ̄ (3.6)

et similairement :

∇2Φ+ ω2µϵΦ = −ρ/ϵ . (3.7)

Le rapprochement entre les deux dernières équations dans un milieu avec sources et

les équations d’onde obtenues dans un milieu sans sources est évident. Cependant, la
solution des équations du rayonnement (3.6) et (3.7) est différente : ces équations sont

inhomogènes (le terme de droite est non-nul).
Pour la culture personnelle, les équations de rayonnement ont une forme qui ressemble

à celle de l’onde plane et à bien d’autres en électromagnétisme et en physique en général.

Un opérateur spécial dit “opérateur D’Alembert” a même été dédié pour cela :

%2 = ∇2 −
1

c2
∂2

∂t2
.

1Il existe aussi le potentiel vecteur électrique F̄ tel que D̄ = −∇× F̄ de par le principe de dualité.
2 Partant de ∇× H̄ = jωϵĒ + J̄ ,
avec l’expansion du rotationnel d’un rotationnel et (3.3), 1

µ (∇∇ ·Ā−∇
2Ā) = −jωϵ∇Φ+ω2ϵĀ+ J̄ ,

en ré-arrangeant les termes, ∇2Ā+ ω2µϵĀ = −µJ̄ + jωµϵ∇Φ+∇∇ · Ā,
en prenant la condition de Lorenz, ∇2Ā+ ω2µϵĀ = −µJ̄ .
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3.3 Potentiel vecteur retardé

La solution de l’équation du rayonnement (3.6) peut se faire de deux manières qui sont
présentées dans les deux sous-sections suivantes.

3.3.1 Fonction de Green

3.3.1.1 Base la la fonction de Green

La fonction de Green est utilisée en mathématique pour solutionner des équations du type

L
(

f(x)
)

= g(x) (3.8)

où L est un opérateur linéaire telle équation différentielle à coefficients constants. Elle
a été introduite par le physicien Georges Green pour des besoins en électromagnétisme

justement.

La fonction de Green notée G(x, x′) représente la solution unique à la même équation
mais avec des conditions aux limites différentes puisque la fonction g(x) est remplacée par
la fonction impulsion δ(x− x′) :

L
(

G(x : x′)
)

= δ(x− x′) . (3.9)

Il est donc important de spécifier deux choses pour définir de façon unique une fonction
de Green précise :

• l’opérateur linéaire ;

• les conditions aux limites.

Si la fonction de Green est connue, alors la solution de l’équation (3.8) s’écrit simple-
ment sous la forme d’un produit de convolution :

f(x) = G(x : x′)& g(x) =

∫

X

G(x : x′)g(x′) dx′ (3.10)

où X est le domaine de définition i.e. l’espace entre les limites sur lequel est définie la

fonction f(x).

La preuve de cette solution passe par l’inversion des opérations de L et de l’intégrale,

rendue possible à cause de la linéarité des opérateurs. Ainsi, on a :

L
(

f(x)
)

=

∫

X

L
(

G(x− x′)
)

g(x′) dx′ =

∫

X

δ(x− x′)g(x′) dx′ = g(x) (3.11)

C.Q.F.D.

Encore reste-t-il de trouver l’expression de la fonction de Green G(x : x′) étant donné
l’opérateur linéaire L. Pour y arriver, il faut passer par la décomposition dans le système
propre. Si l’opérateur L admet un ensemble de vecteurs propres vn(x) et de valeurs propres
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λn tels que L
(

vn

)

= λnvn, on peut récupérer la fonction de Green à partir de ces vecteurs
et valeurs propres. En effet, de

δ(x− x′) =
∞
∑

n=0

vn(x)vn(x
′)

on tire

G(x : x′) =
∞
∑

n=0

vn(x)vn(x′)

λn
.

Pour des équations différentielles à coefficients constants, le plus simple est de passer
par la transformée de Fourier car3 F{δ(x)} = 1 et F{G(x : x′)} = G(χ). Ce faisant, on
trouve assez rapidement de (3.9) que

G =
1

L(χ)

G(x : x′) =
1

2π

∫
ejχx

L(χ)
dχ

où L(χ) est la transformée de Fourier de L qui est un polynôme de degré équivalent à
l’ordre de l’équation différentielle de la variable χ. Par exemple, l’équation différentielle

temporelle ad2f
dt2 + bdfdt + cf = g(t) procure L(χ) = −ω2a+ jωb+ c, un polynôme de degré

2 de la variable χ = ω.

Ainsi, une fois la fonction de Green connue, la solution s’écrit :

F (χ) = G(χ)G(χ) . (3.12)

car la convolution de (3.10) devient un produit dans le domaine “spectral” après la trans-
formée de Fourier.

3.3.2 Application à l’équation du rayonnement

On peut maintenant utiliser la fonction de Green pour trouver la solution de (3.6) qui est
une équation différentielle linéaire à coefficients constants.

• La variable x est remplacée par la distance r en coordonnées sphériques ;

• le domaine de définition est le volume V ′ occupé par la structure de l’antenne i.e.
tous les points de l’espace où la densité de courant est non-nulle ;

• la fonction g(x) devient J̄(r′) ;

• les paramètres électriques des matériaux sont ceux de l’air (σ ≈ 0).

3La variable “spectrale” correspondant à la variable x est notée plus généralement χ ; si x est une
variable d’espace alors χ = βx = 2π

λx
.
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Les conditions aux limites imposent que G(r : r′) → 0 lorsque |r − r′| = r′′ → ∞, ce qui
signifie simplement que les champs tendent à devenir nuls en s’éloignant de la source.

Avec ces conditions, la fonction de Green qui solutionne l’équation (équation du même
type que l’équation d’onde d’ailleurs)

∇2
G + β2

G = δ(r − r′)

est donnée par4

G(r : r′) =
e−jβr′′

4πr′′
(3.13)

avec

r′′ = |r − r′| . (3.14)

En utilisant (3.13) dans (3.10), la solution de (3.6) peut être facilement déduite. C’est
le potentiel vecteur retardé :

Ā(r) = µ

∫

V ′

J̄(r′)e−jβr′′

4πr′′
dv′ (3.15)

On rappelle que V ′ représente le volume occupé par l’antenne où le courant est non-nul.

Si on traite une densité de courant de volume alors l’intégrale se fait sur le volume
comme à l’équation (3.15). Par contre :

• avec une densité de courant de surface J̄ s, l’intégrale se résume à une intégrale de
surface sur celle de l’antenne où circule le courant de surface S ′ ;

• avec un courant liné̈ıque Ī, l’intégrale se limite à une simple intégrale sur le parcours

emprunté par le courant formant l’antenne ℓ′.

Ā(r) = µ

∫

S′

J̄ s(r′)e−jβr′′

4πr′′
ds′ (3.16)

= µ

∫

ℓ′

Ī(r′)e−jβr′′

4πr′′
dl′ (3.17)

3.3.3 Équation de Poisson modifiée

L’appellation “retardé” n’apparâıt pas clairement en suivant la démarche avec la fonc-
tion de Green. Elle se comprend mieux en partant du cas quasi-statique avec l’équation

vectorielle de Poisson. En effet, l’équation de Poisson qui s’écrit ∇2Ā = −µJ̄ , a comme

solution connue Ā = µ
∫

V

¯Jdv
4πr . Un rapprochement avec l’équation de rayonnement per-

met de constater que la différence avec l’équation de Poisson, le terme ω2µϵĀ, contient la
constante de phase responsable de la relation spatio-temporelle, d’où une vitesse finie de

propagation. La solution de l’équation de rayonnement est donc la solution de l’équation
de Poisson retardée dans le but de reconnâıtre qu’un délai existe entre la contribution

des effets de chacun des éléments différentiels dépendant de la vitesse de l’onde et de la

4Il s’agit d’un Laplacien en coordonnées sphériques, soit ∇2G = 1
r2

∂
∂r

(

r2 ∂G
∂r

)

.
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distance entre le point d’observation r = (x, y, z) et le point de charge r′ = (x′, y′, z′)
(voir figure 3.2) :

Ā(r) = µ

∫

V ′

J̄(r′)e−jβr′′

4πr′′
dv′ (3.18)

Φ(r) =

∫

V ′

ρ(r′)e−jβr′′

4πϵr′′
dv′ (3.19)

où β = ω/vp = ω
√
µϵ = 2π/λ est la constante de phase5, et :

r′′ =
(

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2
)1/2

. (3.20)

O
ψ

≈ r′ cosψ

V ′

Élément de volume dv′ en r′ = (x′, y′, z′)

J̄(r′)

r′

Point d’observation r = (x, y, z)

r

r′′

Figure 3.2 – Géométrie utilisée pour le vecteur potentiel retardé.

3.4 Région des champs des antennes

Quel que soit le type d’antenne, on obtient invariablement des champs dont les expressions
mathématiques indiquent des variations en 1/r, 1/r2 et 1/r3. On interprète ces variations

des champs selon la distance comme ceci :

• les termes en 1/r correspondent au rayonnement ;

• les termes en 1/r2 de Ē sont reliés à l’induction ;

5Les auteurs utilisent parfois le nombre d’onde k pour désigner la même chose
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• les termes en 1/r3 de Ē et en 1/r2 de H̄ proviennent de l’électrostatique.

On reconnâıt aussi 3 régions aux caractéristiques différentes pour l’expression des

champs. Les limites de ces régions, bien qu’imprécises, dépendent de la longueur hx,y,z

de l’antenne suivant l’axe considéré. Il existe en effet, un déphasage de plus en plus

important entre tous les points sur la structure constituant l’antenne par rapport à un
axe perpendiculaire à l’observation lorsque les dimensions de l’antenne croissent. La figure

3.3 montre la différence de parcours qui engendre le déphasage.

d’observation

antenne

point
r

hmax

r +∆r

Figure 3.3 – Différence de parcours entre points sur un même axe.

• Zone de Rayleigh (r < rnf = h2

2λ) :

Les termes inductifs et électrostatiques sont prépondérants au voisinage immédiat de
l’antenne. Il y a une accumulation d’énergies électrique et magnétique. Les champs
varient peu en fonction de la distance mais ils sont très complexes à analyser.

• Zone de Fraunhofer (r > rff = 2h2

λ ) :

Loin de l’antenne, les termes en 1/r2 et 1/r3 peuvent être négligés. Il ne reste donc
que le rayonnement. Les champs électrique et magnétiques sont orthogonaux entre

eux, et orthogonaux à la direction de propagation ar. Leur rapport est constant :

Ēθ

H̄φ
=

√

jωµ

σ + jωϵ
≈
√

µo

ϵo
= ηo . (3.21)

où ηo est l’impédance intrinsèque du vide (le milieu de propagation) soit environ

120π. Le front d’onde est plan et la décroissance des champs selon la distance est
en 1/r : c’est l’onde plane.

On considère que la zone de Fraunhofer débute lorsque la différence de parcours ∆r

entre le trajet du centre et celui venant de l’extrémité est inférieure à λ/16. Cette
condition est atteinte lorsque la distance est plus grande que 2h2/λ.

• Zone de Fresnel :

Elle se situe entre les 2 extrêmes. Ici, les champs varient avec de fortes oscillations.
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proche
champ
du
Zone

Zone de
Fresnel

(Rayleigh)

Zone du champ lointain
(Fraunhofer)

rnf = h2/2λ
h

rff = 2h2/λ

Figure 3.4 – Limites des 3 zones de rayonnement.

3.5 Champs lointains

La zone de Fraunhofer est la zone la plus importante car on utilise les antennes pour
communiquer sur de grandes distances. Il vaut donc la peine de s’y attarder et de trouver

les expressions des champs plus simples dans cette zone.
Soit une antenne centrée à l’origine du système de coordonnées. Selon la condition

sur la distance pour la zone de Fraunhofer, tout point de charge sur l’antenne se trouve

très proche de l’origine comparativement à la distance le séparant du point d’observation
(r > rff). L’observateur est relativement loin d’où le calcul des champs lointains. On peut

approximer r′′ dans (3.20) pour l’évaluation du potentiel vecteur Ā comme suit :

r′′ =
√

r2 + r′2 − 2rr′ cosψ (3.22)

≈ r − r′ cosψ (si r ≫ r′) . (3.23)

Tenant compte de (3.23) dans l’expression (3.18), on trouve, d’une part, que :

Ā(r) = µ
e−jβr

4πr

∫

V ′
J̄(r′)ejβr

′ cosψdv′

︸ ︷︷ ︸

¯N

. (3.24)

D’autre part, il faut faire un examen de l’équation (3.1) avec l’opérateur du rotationnel

pour ne conserver que les termes qui ne décroissent pas plus vite que 1/r. Puisque les trois
composantes de Ā (Ār, Āθ et Āφ) décroissent en 1/r à cause du terme devant l’intégrale
en (3.24), il appert que :

µH̄ = ∇× Ā =
1

r2 sin θ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ar raθ r sin θaφ
∂/∂r ∂/∂θ ∂/∂φ
Ār rĀθ r sin θĀφ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(3.25)

=
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘✘✿

∝ 1/r2

1
r2 sin θ

∂
∂θ

(

r sin θĀφ

)

ar−
✘

✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘✿

∝ 1/r2

1
r2 sin θ

∂
∂φ

(

rĀθ

)

ar+

✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘✿

∝ 1/r2
1

r sin θ
∂
∂φ

(

Ār

)

aθ − 1
r sin θ

∂
∂r

(

r sin θĀφ

)

aθ+

1
r
∂
∂r

(

rĀθ

)

aφ −✘
✘
✘
✘
✘✘✿

∝ 1/r2
1
r
∂
∂θ

(

Ār

)

aφ . (3.26)
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Il ne reste donc que deux termes. Puisque N̄ est indépendant de la variable r, les deux
composantes de Ā varient comme e−jβr

4πr par rapport à r. Les deux dérivées donnent res-

pectivement :

µH̄θ = −
1

r sin θ

∂

∂r

(

r sin θĀφ

)

= −
1

r

∂

∂r

(

µ
e−jβr

4π
N̄φ

)

= −
1

r
µ

(

−jβ
e−jβr

4π
N̄φ

)

µH̄φ =
1

r

∂

∂r

(

rĀθ

)

=
1

r

∂

∂r

(

µ
e−jβr

4π
N̄θ

)

=
1

r
µ

(

−jβ
e−jβr

4π
N̄θ

)

pour obtenir :

H̄θ = jβ
e−jβr

4πr
N̄φ (3.27)

H̄φ = −jβ
e−jβr

4πr
N̄θ . (3.28)

On procède de même pour Ē à partir de l’équation d’Ampère ∇×H̄ = jωϵĒ avec (3.27)

et (3.28) :

jωϵĒθ = −
1

r sin θ

∂

∂r

(

r sin θH̄φ

)

= −
1

r

∂

∂r

(

−jβ
e−jβr

4π
N̄θ

)

=
1

r
jβ

(

−jβ
e−jβr

4π
N̄θ

)

jωϵĒφ =
1

r

∂

∂r

(

rH̄θ

)

=
1

r

∂

∂r

(

jβ
e−jβr

4π
N̄φ

)

=
1

r
jβ

(

−jβ
e−jβr

4π
N̄φ

)

pour obtenir (sachant que β2

jωϵ = −jωµ) :

Ēθ = −jωµ
e−jβr

4πr
N̄θ (3.29)

Ēφ = −jωµ
e−jβr

4πr
N̄φ . (3.30)

Ces quatre dernières équations numérotées font le passage indirect rapide de la figure
3.1 ; elles s’écrivent ainsi sous la forme vectorielle :

Ē = −jωĀ⊥ (3.31)

H̄ =
jω

ηo
Ā⊥ × ar . (3.32)

On remarque que seules les composantes transverses de Ā (Āθ et Āφ) notées Ā⊥ servent

car le champ électrique est transverse à la direction de propagation ar pour une onde qui
s’éloigne de l’antenne au centre du système de coordonnées.

On a donc maintenant toutes les expressions utiles aux calculs des champs produits
par une antenne. Il suffit de connâıtre la distribution, en module et en phase, de chacun

des éléments différentiels de densité de courant J̄(r′).
Une attention particulière doit être portée à l’intégrale car l’ajout d’un retard provient

d’une translation du système de coordonnées laquelle ne peut se réaliser de manière directe

qu’en coordonnées cartésiennes en posant x′′ = x− x′, y′′ = y − y′ et z′′ = z − z′ comme
dans (3.20).
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Le calcul de l’intégrale pour N̄ (ou réciproquement pour Ā) doit se réaliser

à partir des composantes J̄x′, J̄y′ et J̄z′ de manière à obtenir les composantes
cartésiennes N̄x = N̄x′, N̄y = N̄y′ et N̄z = N̄z′ de N̄ ; on effectue le change-

ment de système de coordonnées vers celui sphérique pour obtenir N̄θ et N̄φ

à partir des composantes N̄x, N̄y et N̄z.

3.5.1 Intensité de rayonnement

Suivant le principe de la conservation de l’énergie, toute l’énergie fournie par une source
dans un volume doit être dissipée, emmagasinée ou sortir du volume. Donc, la puissance

totale rayonnée (ou émise) <Pt> correspond à l’intégrale sur toute la sphère enveloppant
l’antenne, de la densité de puissance moyenne définie selon (2.7). Donc :

<Pt>=

∮

S

Re

{
1

2
Ē × H̄

∗
}

· dS . (3.33)

En prenant les expressions des champs dans la zone lointaine, la puissance rayonnée

devient6 :

<Pt>=

∫ π

0

∫ 2π

0

ηo
8λ2

(

N2
θ +N2

φ

)

︸ ︷︷ ︸

K(θ,φ)

sin θdθdφ (3.34)

où K(θ,φ) est l’intensité de rayonnement préalablement définie par l’équation (2.9).

3.6 Dualité électromagnétique

En supposant des charges ρm et des courants magnétiques M̄ , il est possible d’obte-

nir une dualité mathématique. Ces charges et ce courant magnétique n’existent pas en
réalité mais constitue un concept utile pour résoudre certains problèmes de rayonnement.

Les équations de Maxwell deviennent alors similaires. Les équations duales de Maxwell
apparaissent au tableau 3.1.

3.6.1 Principe de la dualité

Le principe de la dualité se résume ainsi :

• Si les sources de deux systèmes sont duales J1 ' M 2 (quoique aussi valide avec les

charges ρe ' ρm)

• si les conditions aux limites sont aussi duales ϵ1 ' µ2 et µ1 ' ϵ2

• alors les champs du système #1 peuvent être déduits de la solution du système #2
par substitution E1 ' H2 et H1 ' −E2.

6Ē × H̄
∗
= (ĒθH̄∗

φ − ĒφH̄∗
θ )ar
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Sources électriques Sources magnétiques

∇ · D̄ = ρe
∇× H̄ = (jωϵ)Ē + J̄

∇× Ē = −(jωµ)H̄

∇ · B̄ = ρm
−∇× Ē = (jωµ)H̄ + M̄

∇× H̄ = (jωϵ)Ē

Table 3.1 – Équations de Maxwell avec leurs formes duales

3.6.2 Potentiel vecteur électrique

En supposant des charges et courants magnétiques issus de la dualité, on définit un nou-
veau potentiel vecteur retardé dit électrique F̄ par analogie avec le potentiel vecteur Ā

magnétique (équation (3.1)) :

D̄ = −∇× F̄ . (3.35)

Ce potentiel vecteur F̄ est associé à la densité de courant magnétique un peu comme le

vecteur potentiel Ā avec la densité de courant électrique, par la relation suivante :

F̄ (r) = ϵ

∫

V ′

M̄(r′)e−jβr′′

4πr′′
dv′ . (3.36)

Dans la zone de Fraunhofer, l’approximation de r′′ donnée en (3.23) reste valide d’où :

F̄ (r) = ϵ
e−jβr

4πr

∫

V ′
M̄(r′)ejβr

′ cosψdv′

︸ ︷︷ ︸

¯L

(3.37)

De la même manière qu’à la sous-section 3.5, on peut faire un passage indirect rapide
du potentiel vecteur électrique aux champs lointains (voir équation (3.31) et (3.32)) :

Ē = −jωηo F̄⊥ × ar (3.38)

H̄ = −jωF̄⊥ . (3.39)

Encore une fois, seules les composantes transverses de F̄ notées F̄⊥ servent. On obtient

les expressions (remarquez d’ailleurs les ressemblances avec les équations (3.27) à (3.30))
du champ électrique :

Ēθ = −jβ
e−jβr

4πr
L̄φ (3.40)

Ēφ = +jβ
e−jβr

4πr
L̄θ (3.41)

et du champ magnétique :

H̄θ = −jωϵ
e−jβr

4πr
L̄θ (3.42)

H̄φ = −jωϵ
e−jβr

4πr
L̄φ . (3.43)
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3.6.3 Intensité de rayonnement magnétique

Toujours avec des charges et courants magnétiques issus de la dualité électromagnétique,
l’intensité de rayonnement définie en (3.34), s’écrit plutôt :

K(θ, φ) =
1

8λ2ηo

(

L2
φ + L2

θ

)

. (3.44)

3.7 Réciprocité

Il existe plusieurs formes de réciprocité en électromagnétisme qui servent à des problèmes
fort différents. Celle sur laquelle on se penche ici, présente un intérêt pour les antennes.

Elle fait en sorte que le diagramme de rayonnement d’une antenne, sa directivité ou son
impédance d’entrée, sont les mêmes que l’antenne soit émettrice ou réceptrice. Elle montre

aussi qu’il y a plusieurs alternatives à la mesure du diagramme de rayonnement.

3.7.1 Théorème de réciprocité de Lorentz

Le théorème de réciprocité de Lorentz pour un circuit linéaire à N ports (interfaces)
s’énonce ainsi :

N
∑

k=1

V̄kbĪka =
N
∑

k=1

V̄kaĪkb (3.45)

où V̄k et Īk sont les différents couples tension et courant à chacun des ports mais considérés
dans deux situations distinctes a et b.

En particulier pour un quadripôle i.e. un système à deux ports (N = 2), l’équation

(3.45) devient V̄1bĪ1a + V̄2bĪ2a = V̄1aĪ1b + V̄2aĪ2b.

• Si une source courant Ī1a = Ī est appliquée au port 1, et qu’une tension V̄2a = V̄

est mesurée à l’autre port en circuit ouvert (Ī2a = 0) dans la situation a ;

• alors une tension identique V̄1b = V̄ en circuit ouvert (Ī1b = 0) est mesurée au port

1 en plaçant la source courant Ī2b = Ī au port 2 dans la situation b.

La preuve est simple car en posant Ī2a = Ī1b = 0, la relation de réciprocité se résume à

V̄1bĪ1a = V̄2aĪ2b (3.46)

qui procure V̄1b = V̄2a = V̄ lorsque Ī1a = Ī2b = Ī.

La fonction de transfert générale du quadripôle est donnée par :

[

V̄1

V̄2

]

=

[

Z̄11 Z̄12

Z̄21 Z̄22

] [

Ī1
Ī2

]

(3.47)

v̄ = Z̄ ī . (3.48)

Les auto-impédances Z̄11 et Z̄22 correspondent aux impédances d’entrée des ports 1 et 2
respectivement. Il y a réciprocité si Z̄21 = Z̄12 soit Z̄ = Z̄

⊤
de manière générale à N ports.
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3.7.2 Réciprocité en électromagnétisme

La démonstration de la réciprocité pour l’électromagnétisme n’a rien de simple comme
c’est souvent le cas en électromagnétisme. Sans enlever de généralité, on suppose des

sources réelles faites de conducteurs électriques sur lesquels circulent un courant électrique
seulement (M̄ = 0). La démonstration commence en considérant deux sources a et b ayant
leur densité de courant électrique J̄a et J̄ b.

On procède aux trois étapes suivantes.

1) Le produit scalaire de H̄b par l’équation de Faraday pour la source 1 duquel est
soustrait le produit scalaire de Ēa par celle d’Ampère pour la source 2 donne :

H̄b ·∇× Ēa − Ēa ·∇× H̄b =

∇ · (Ēa × H̄b) = −jωµoH̄b ·H̄a − jωϵoĒa ·Ēb − Ēa ·J̄ b

2) Le produit scalaire de Ēb par l’équation d’Ampère pour la source 1 duquel est soustrait

le produit scalaire de H̄a par celle de Faraday pour la source 2 donne :

Ēb ·∇× H̄a − H̄a ·∇× Ēb =

−∇ · (Ēb × H̄a) = jωϵoĒb ·Ēa + Ēb ·J̄a + jωµoH̄a ·H̄b

3) En additionnant les deux dernières équations de part et d’autre, on aboutit à :

∇ · (Ēa × H̄ b − Ēb × H̄a) = Ēb · J̄a − Ēa · J̄ b . (3.49)

Cette forme générale du théorème de réciprocité de Lorentz peut être simplifiée. On

assume d’abord que les sources J̄a et J̄ b sont localisées (sur ce qui deviendra les antennes)
et qu’il n’y a aucune onde provenant de l’extérieur au système. Dans ce cas, l’intégrale

suivante dont la surface fermée contient entièrement les deux sources est nulle7 :
∮

S

(Ēa × H̄b − Ēb × H̄a) · dS = 0 .

Par le théorème de la divergence appliqué sur (3.49), on obtient alors :

∫∫∫

V

Ēb · J̄a dv =

∫∫∫

V

Ēa · J̄ b dv . (3.50)

Chacune des intégrales de (3.50) peut être interprétée comme le couplage entre un champ
Ēa produit par la source J̄a, avec le champ Ēb produit par la source J̄ b (idem pour H̄a

de M̄ a, avec H̄b de M̄ b). Ce couplage est identique en prenant une source avec le champ
correspondant à une autre source, d’où la réciprocité. On remarque d’ailleurs la similitude
entre (3.50) et (3.46).

7La surface peut être Sr>rff où les champs E et H pour chaque source respectent les critères d’ortho-
gonalité entre eux et avec la direction de propagation, et le rapport Ēθ/H̄φ = Ēφ/H̄θ = ηo. Ainsi, on a

Ēa×H̄b−Ēb×H̄a = (ĒθaH̄φb−ĒφaH̄θb)−(ĒθbH̄φa−ĒφbH̄θa) = Ēθa
Ēθb
ηo

−Ēφa

Ēφb
ηo

−Ēθb
Ēθa
ηo

+Ēφb

Ēφa
ηo

= 0
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3.7.3 Réciprocité pour antennes

antenne 1 antenne 2

Īin1a V̄co1b Īin2bV̄co2a

Figure 3.5 – Réciprocité pour les antennes par le quadripôle.

Pour utiliser la réciprocité dans le cas des antennes, on traite les deux antennes

(chacune avec deux bornes) et le milieu de propagation comme un quadripôle, tel que
représenté sur la figure 3.5. Le volume V de (3.50) entoure entièrement les deux antennes,

ne laissant que leur paire de bornes. La situation a montrée à gauche sur la figure 3.5,
considère une source J̄a = J̄1a appliqué à l’antenne 1 seulement comme sur la figure et
une source J̄ b = J̄2b appliqué à l’antenne 2 dans la situation b montrée à droite sur la

même figure. L’intégrale de volume sur V pour le terme de gauche de (3.50) se décompose
alors en :

• une intégrale de surface de J̄1a donnant le courant entrant dans l’antenne 1 à ses

bornes Īin1a ;

• et une intégrale de ligne sur Ēb produit par la source J̄2b induisant une tension aux

bornes de l’antenne 1 en circuit ouvert, V̄co1b.

En faisant de même pour le terme de droite de (3.50), on trouve donc que :

V̄co1b Īin1a = V̄co2a Īin2b
(3.51)

soit une relation identique à (3.46) prouvant du même coup la réciprocité pour antennes.
Avec un même courant alimentant une des deux antennes (Īin1a = Īin2b

= Īin), on retrouve

la même tension aux bornes de l’autre antenne (V̄co2a = V̄co1b = V̄co).

Exemple 3.1

#Démontrez l’égalité des diagrammes de rayonnement en émission et en réception
d’une antenne dans le champ lointain.

Pour obtenir le diagramme de rayonnement Fa1(θ, φ) en émission, l’idée se-
rait de déplacer une antenne 2 sur une sphère centrée sur l’antenne 1 qui
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r

r > rff

V̄co2a(θ, φ)

r > rff

Īin2b

r

Īin1a

V̄co1b(θ, φ)

Figure 3.6 – Réciprocité des diagrammes de rayonnement en émission et en réception.

pointe toujours vers 1. Une tension Vco2a(θ, φ) apparâıt aux bornes de l’an-

tenne 2 lorsque l’antenne 1 est alimentée par un courant Iin1a = Iin, tension
proportionnelle au champ électrique E1a(θ, φ) capté donc correspondant au

diagramme de rayonnement de l’antenne 1 en émission.

Par contre, le même déplacement avec les mêmes restrictions lorsque l’antenne

2 est alimentée par le courant Iin2b
= Iin fait apparâıtre aussi une tension

Vco1b(θ, φ) aux bornes de l’antenne 1. Cette fois, la tension est proportionnelle
au diagramme de rayonnement Fa1(θ, φ) de l’antenne 1 en réception.

Or, on a Vco2a(θ, φ) = Vco1b(θ, φ) d’où la réciprocité des diagrammes de rayon-
nement en émission et réception :

Faémission
(θ, φ) = Faréception(θ, φ) .

3.7.4 Réciprocité pour canal de transmission

Plusieurs facteurs affectent la tension apparaissant à l’une des antennes lorsque l’autre est
excitée : le milieu de propagation avec, peut-être la présence des divers objets, l’orientation

des antennes, etc. Cependant, en regardant la fonction de transfert du quadripôle, une
même excitation en courant à l’un des accès, produira toujours la même tension à l’autre
accès indépendamment de l’accès excité. Le canal de propagation se doit, en conséquence,

d’être lui aussi, réciproque.

L’égalité des impédances mutuelles Z̄21 = Z̄12 impliquant
Vco2a
Iin1a

=
Vco1b
Iin2b

, sert de base de
départ.
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Soit la situation à gauche sur la figure 3.5. Comme la puissance transmise est propor-
tionnelle à I2in1a

(ou I2in2b
dans l’autre cas) et la puissance reçue est proportionnelle à V 2

co2a

(ou V 2
co1b

dans l’autre cas), il en ressort que :

V 2
co2a

I2in1a

=
V 2
co1b

I2in2b

=⇒
<Pr2a >

<Pt1a >
=

<Pr1b >

<Pt2b >
. (3.52)

L’égalité de ces deux rapports de puissance met ainsi en évidence que la transmission
d’une onde radio ne dépend pas du rôle assigné, que ce soit en émission ou en réception,

à chaque antenne lorsque leur installation physique est fixe.



3.8 Exercices ! 3-47

Exercices

Question 1

Une antenne parabolique de forme circulaire opère à une fréquence de 4 GHz (com-
munication avec satellite Anik-F2 en bande C). Sa directivité maximale est D = 1975
alors que son efficacité d’ouverture est de εap = 50% (ce qui est typique pour ce type

d’antenne).
Déterminez la distance de la zone de Fraunhofer selon la règle ad-hoc.

Question 2

Une antenne dite dipôle élémentaire, rayonne une onde électromagnétique dont les

champs s’expriment ainsi (Ca est une constante) :

H̄φ =
Ca

ηo
e−jβr

(
j

βr
+

1

(βr)2

)

sin θ

Ēr = 2Ca e
−jβr

(

1

(βr)2
−

j

(βr)3

)

cos θ

Ēθ = Ca e
−jβr

(
j

βr
+

1

(βr)2
−

j

(βr)3

)

sin θ .

a) Tracez l’allure des champs H et E normalisés, produits par un dipôle élémentaire en

fonction de βr, pour θ = π/2 et sur un graphique log-log. Dégagez les trois zones,
Rayleigh, Fresnel et Fraunhofer, selon les règles utilisées en pratique ;

b) Montrez que l’onde a les caractéristiques d’une onde plane dans la zone de Fraunhofer.

Question 3

Des antennes produisent des vecteurs N et L différents. Dans chaque cas, donnez
l’expression des champs lointains électrique et magnétique.

a) N̄ = N̄xax ;

b) N̄ = N̄xax + N̄yay ;

c) L̄ = L̄yay.

Question 4

Pour un type d’antenne spécifique (antenne à ouverture), il existe une relation entre
les vecteurs N̄ = N̄xax et L̄ = L̄yay. Cette relation est donnée par L̄y = ηoN̄x.

Donnez la relation qui existe alors entre les champs électriques lointains issus des
composantes N̄x et L̄y prises séparément dans la direction an qui est perpendiculaire à
N̄ et L̄.
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De manière générale, on a : N̄ = L̄
ηo

× an.

Question 5

Une antenne émet à la fréquence de 12 GHz (communication avec satellite Anik-F2 en
bande Ku). Sa directivité atteint D = 2513 dans la direction optimale. Or, on suppose que

sa fonction caractéristique suit une forme gaussienne (antenne à rayonnement gaussien)
s’écrivant Fa(θ,φ) = e−271ψ2

avec cosψ = cos(φ− π
4 ) sin(θ +

π
6 ).

a) Quelle direction optimale vers laquelle pointe cette antenne ;

b) Comment s’écrirait son ouverture effective en fonction des coordonnées φ et θ

Réponses :

1. a) hmax = 2rp = 1.5 m d’où rff = 60 m.

2. a) H = Ca
ηo

[
1

(βr)2 +
1

(βr)4

]1/2
E = Ca

[

4
(βr)4 +

4
(βr)6 +

(
1
βr −

1
(βr)3

)2
+ 1

(βr)4

]1/2

.

−1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
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3
|E(θ)| et |H(φ)| (Ca=1 ou Ca/ηo=1)

log10(β r)
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)| 
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Rayleigh 
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Fraunhofer 

b) Ayant r ≫ alors H̄ = H̄φaφ ≈ Ca
ηo

e−jβr j
βr sin θ et Ē ≈ Ēθaθ ≈ Ca e−jβr j

βr sin θ.

Donc E ⊥ H ⊥ (ar = aP ) et
¯E
¯H

= ηo.

3. a) Ē = −jωµ e−jβr

4πr N̄x (cos θ cosφaθ − sinφaφ)

H̄ = jωµ
ηo

e−jβr

4πr N̄x (− sin φaθ − cos θ cosφaφ)

b) Ē = −jωµ e−jβr

4πr

(

cos θ(N̄x cos φ+ N̄y sinφ)aθ − (N̄x sinφ− N̄y cosφ)aφ
)

H̄ = jωµ
ηo

e−jβr

4πr

(

−(N̄x sinφ− N̄y cosφ)aθ − cos θ(N̄x cos φ+ N̄y sinφ)aφ
)

c) Ē = −jωϵηo
e−jβr

4πr L̄y (cosφaθ − cos θ sinφaφ)

H̄ = −jωϵe
−jβr

4πr L̄y (cos θ sin φaθ + cosφaφ).

4. à θ = 0, on a ĒNx = ĒLy = −jωµ e−jβr

4πr N̄x (cosφaθ − sin φaφ).

5. a) Ψo = (θ = 60◦,φ = 45◦) ;

b) Aem(θ,φ) = 0.125 e−542ψ2
.



Chapitre 4

Antennes élémentaires

L’étude des antennes commence par l’analyse de sources ponctuelles de rayonnement qui
n’existent pas. Cependant, à partir des résultats obtenus, on pourra alors représenter des

structures plus complexes en :

• analysant leur distribution de courant ;

• assimilant l’antenne en un ensemble de sources ponctuelles qui reproduisent le plus
fidèlement possible la distribution – un peu comme tout volume est constitué d’une

somme innombrable d’unités différentielles de volume dv.

En effet, il s’agit de représenter la structure complexe comme une grande quantité d’élé-
ments infinitésimaux de courant ayant une amplitude et une phase de leur courant respectif
convenablement ajustées. L’addition vectorielle des champs produits par les éléments de

courant permet de déduire les champs produits par la distribution de courant réelle.

Les antennes élémentaires sont donc des éléments petits devant la longueur d’onde au
point où on les considère pratiquement ponctuelles. De plus, la distribution de courant

sur l’élément est uniforme partout.

4.1 Dipôle élémentaire

Le dipôle élémentaire est un élément de courant. Il est aussi appelé dipôle de Hertz.

Ce dipôle élémentaire n’existe pas, mais facilite grandement le calcul pour des antennes
filiformes bien réelles cette fois. Toute antenne filiforme peut en effet être vue comme une
infinité de dipôles élémentaires mis bout à bout.

Le champ produit par l’antenne filiforme correspond à l’intégrale des champs produits
par les dipôles élémentaires la constituant

• pondérés par l’amplitude du courant à l’endroit du dipôle élémentaire ;

• déphasés selon la position du dipôle élémentaire sur la structure de l’antenne.
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4.1.1 Potentiel vecteur

L’évaluation de la distribution des champs électromagnétiques par la notion du potentiel
retardé, est applicable immédiatement au cas le plus simple, à savoir un dipôle élémentaire

centré à l’origine.

direction d’observation

dh

x

φ

Io

θ
Eφ

y

(θ, φ)

z

Eθ

Figure 4.1 – Élément de courant dans le système de coordonnées.

La figure 4.1 montre un tel dipôle dans la direction z, localisé à l’origine du système
de coordonnées sphériques. Il s’agit d’un élément

• infinitésimal de longueur dh (ou ∆h telle que ∆h ≪ λ) ;

• linéaire ;

• parcouru par un courant (ou densité de courant) uniforme Io sur toute sa longueur.

Ainsi, la distribution du courant s’exprime :

J̄dv′ = Iodz
′ az . (4.1)

Par continuité, des charges identiques et, mais de signes opposés, existent à chacune
des extrémités ±dh/2 d’où le nom de dipôle de Hertz.

Selon l’équation du potentiel vecteur retardé (3.6), seule la composante en z est non-

nulle car l’élément de courant est orienté en z selon (4.1). L’expression du potentiel retardé
est rapidement obtenue de (3.17) :

Āz = µ

∫

dh

Io
e−jβr

4πr
dz′ (4.2)

= µ Iodh
e−jβr

4πr
. (4.3)

L’intégrale se limite à un seul élément différentiel centré d’où r′′ = r.

Compte tenu de la géométrie du système, il convient d’utiliser les coordonnées sphé-
riques. Il faut donc décomposer le vecteur unitaire az sur la base sphérique (voir Annexe



4.1 Dipôle élémentaire ! 4-51

A.3), ce qui conduit à :

Ār = Āz cos θ = µ Iodh
e−jβr

4πr
cos θ (4.4)

Āθ = −Āz sin θ = −µ Iodh
e−jβr

4πr
sin θ (4.5)

Āφ = 0 . (4.6)

On remarque qu’il n’y a pas de composante aφ du potentiel vecteur à cause de la symétrie

de la structure autour de l’axe z.

4.1.2 Distribution des champs

Les expressions des champs peuvent être trouvées directement de (3.1) et de l’équation

d’Ampère ∇× H̄ = jωϵĒ en coordonnées sphériques :

H̄ =
1

µ
∇× Ā =

1

µ r2 sin θ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ar raθ r sin θaφ
∂/∂r ∂/∂θ ∂/∂φ
Ār rĀθ r sin θĀφ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
1

µ r2 sin θ

(
∂rĀθ

∂r
−
∂Ār

∂θ

)

r sin θaφ

ce qui donne :

H̄φ = Iodh
e−jβr

4π
β2

(
j

βr
+

1

(βr)2

)

sin θ (4.7)

Ēr = Iodh
e−jβr

4π

2

jωϵ
β3

(
j

(βr)2
+

1

(βr)3

)

cos θ (4.8)

Ēθ = Iodh
e−jβr

4π

1

jωϵ
β3

(
1

(βr)3
+

j

(βr)2
−

1

βr

)

sin θ . (4.9)

Les autres composantes des champs étant nulles.
Une illustration du champ électrique produit par le dipôle élémentaire à différent

instant, est montrée à la figure 4.2.

• Dans le premier temps, des charges de signes opposés existent aux extrémités et des

lignes de champ se créent entre les 2 pôles.

• Un quart de période plus tard, le courant à l’entrée du dipôle est maximum. La
charge est répartie tout le long de l’antenne.

• Plus tard, les lignes de champ se refermeront car des charges de signes opposées

réapparâıtront, mais elles seront aux positions inverses du premier temps.

On note alors que :

• un mouvement de propagation des lignes de champ s’éloignant du dipôle ;

• aucune ligne de champ dans l’axe z (θ = 0, 180◦).
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Figure 4.2 – Allure du champ électrique selon le temps.

4.1.3 Champs lointains

On peut obtenir l’expression des champs produits par le dipôle élémentaire dans la zone

de Fraunhofer de deux façons :

• en procédant au long comme cela vient d’être fait, puis en annulant les termes en

1/r2 et 1/r3 (passage indirect ∂) ;

• en utilisant directement les expressions valides pour les champs lointains (passage

indirect rapide) i.e avec (3.24) et (3.27) jusqu’à (3.30).

Cette dernière façon est de loin, la plus simple. En procédant ainsi, on obtient :

N̄ elem = N̄zelemaz =

∫

dh

Io e
jβr′ cosψ
︸ ︷︷ ︸

1

dz′ az = Iodhaz (4.10)

puisque r′ = 0. Ainsi :

Āelem = µ
e−jβr

4πr
N̄zaz = µ Iodh

e−jβr

4πr
az . (4.11)

Le passage indirect rapide donne alors :

Ēθelem = jωµ Iodh
e−jβr

4πr
sin θ . (4.12)

H̄φelem = jβ Iodh
e−jβr

4πr
sin θ (4.13)

en ne considérant que les termes transverses de Ā (correspondant à Ā⊥ dans (3.31)) et
sachant que az = cos θar − sin θaθ c’est-à-dire Nφ = 0 et Nθ = −Nz sin θ.
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4.1.4 Paramètres

On peut maintenant tracer les diagrammes de rayonnement dans les plans d’intérêts en
prenant le module du champ Ē à distance constante r, puis en normalisant pour obtenir

la fonction caractéristique de rayonnement :

Eθelem · r = ωµ
Iodh

4π
sin θ ≈ 60πIo

dh

λ
sin θ ; (4.14)

Faelem = sin θ . (4.15)

Ce qui donne une largeur du lobe principal à 3 dB de π/2 dans le plan E tout en

restant omnidirectionnel dans le plan H .

1
1

1

ΘθHPBW= 90◦

sin θ y

φ

z

x

√
2/2

θ

Figure 4.3 – Diagramme de rayonnement du champ électrique du dipôle élémentaire selon θ

(plan E) et selon φ (plan H).

x

y

z

Fa = sin θ
Kn = sin2 θ

Figure 4.4 – Diagramme de rayonnement du dipôle élémentaire en 3D.

Quant à la puissance rayonnée, on trouve facilement de (3.34) que :

Kelem(θ,φ) =
ηo
8λ2

N2
θ

=
ηo
8λ2

(Iodh sin θ)2 (4.16)
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d’où

<Ptelem > =
ηo
8λ2

I2odh
2

∫ π

0

∫ 2π

0

sin3 θdφdθ

=
ηo
8λ2

I2odh
2 2π

4

3

= 40π2

(
dh

λ

)2

I2o . (4.17)

La résistance de rayonnement est déduite directement de (4.17) car Io est aussi le
courant d’entrée Iin. Cette résistance, qui assume un courant uniforme le long du dipôle,

vaut :

Rrelem = 80π2

(
dh

λ

)2

. (4.18)

Finalement, la directivité de cette antenne se calcule à partir des équations (4.16) et
(4.17) dans l’équation (2.17) :

Delem(θ, φ) =
4π ηo

8

(
dh
λ

)2
I2o sin

2 θ

40π2
(
dh
λ

)2
I2o

= 1.5 sin2 θ (4.19)

Delem = 1.5 (4.20)

Exemple 4.1

Un dipôle élémentaire est placé sur l’axe z à z = ℓ. Le dipôle est parcouru par
un vecteur courant Ioaz.

# En champs lointains, donnez l’expression du potentiel vecteur retardé.

L’intégrale (3.24) se limite ici à un terme simple puisque le dipôle élémentaire
est, par définition, une unité infinitésimale. Comme le dipôle n’est pas placé à
l’origine du système de coordonnées, on ne peut donc pas prendre directement

le résultat du dipôle élémentaire obtenu dans la sous-section 4.1.3. Il faut
considérer le terme de déphasage dans l’intégrale avec r′ = ℓ et cosψ = cos θ :

N̄ = Iodh e
jβℓ cos θ az .

Finalement, on trouve :

Ā = µ Iodh
e−jβr

4πr
ejβℓ cos θ az .

# Déduisez l’expression de champ électrique en champs lointains.

Il suffit d’appliquer (3.29) et (3.30) sachant que :

az = cos θ ar − sin θ aθ

d’où :

Ē = jωµ Iodh
e−jβr

4πr
ejβℓ cos θ sin θaθ .
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4.2 Surface élémentaire

Une autre antenne élémentaire est

• constituée d’une unité différentielle de surface dS (ou∆S avec des dimensions petites

comparées à la longueur d’onde) centrée dans le plan xy ;

• parcourue par des courants de surface uniformes J s = JsoaJ et M s = MsoaM .

Par souci de simplification à ce stade, on suppose les courants orthogonaux en ax et
en ay respectivement1, de sorte que :

J̄dv′ = Jsodx
′dy′ ax. (4.21)

M̄dv′ = Msodx
′dy′ ay . (4.22)

4.2.1 Champs lointains

Le champ électromagnétique rayonné est la somme des contributions transverses seule-
ment des deux courants, ce qui fait selon (3.31) et (3.38), que dans le champ lointain :

Ē = −jωĀ⊥ − jωηo F̄⊥ × ar (4.23)

H̄ =
−Ē × ar

ηo
= + jω

ηo
Ā⊥ × ar − jωF̄⊥ . (4.24)

Comme la surface élémentaire est pratiquement ponctuelle, les vecteurs potentiels

retardés (électrique et magnétique) s’obtiennent assez directement de (3.24) et de (3.37)
en sortant Jso et Mso des intégrales car ils sont assumés constants sur la surface. Cela

donne dans le système de coordonnées sphériques (voir Annexe A.3) :

N̄θ = +JsodS cos θ cosφ (4.25)

N̄φ = −JsodS sin φ (4.26)

L̄θ = +MsodS cos θ sinφ (4.27)

L̄φ = +MsodS cosφ . (4.28)

Les composantes transverses du champ électrique lointain et l’intensité de rayonnement

se déduisent :

• à partir de (3.29), (3.30) et de (3.34) pour le courant électrique ;

• à partir de (3.40), (3.41) et de (3.44) pour le courant magnétique.

Ēθs.elem = (−jωµJso cos θ cosφ − jβMso cosφ) dS
e−jβr

4πr
(4.29)

Ēφs.elem = (+jωµJso sin φ + jβMso cos θ sinφ) dS
e−jβr

4πr
(4.30)

1On vérifiera que les signes respectent les conditions aux limites des champs d’une onde
électromagnétique sur un conducteur électrique et magnétique.
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4.2.2 Courants dans le rapport ηo

Un cas particulier souvent rencontré est celui où les densités des courants de surface, en
plus d’être orthogonales, sont reliées à l’impédance caractéristique du vide ηo comme les

champs électromagnétiques d’une onde plane.
Dans ce cas, on déduit la propriété suivante :

Jso =
Mso

ηo
=⇒ ωµJso = βMso

de sorte que les champs s’expriment ainsi :

Ēθs.elem−ηo
= −jωµJso (cos θ + 1) cosφ dS

e−jβr

4πr
(4.31)

Ēφs.elem−ηo
= +jωµJso (1 + cos θ) sinφ dS

e−jβr

4πr
(4.32)

Ks.elem−ηo(θ, φ) =
ηoJ2

so(dS)
2

8λ2
(

1 + cos θ
)2(

cos2 φ+ sin2 φ
)

(4.33)

=
ηoJ2

so(dS)
2

8λ2
(1 + cos θ)2
︸ ︷︷ ︸

4 cos4( θ2 )

. (4.34)

La fonction caractéristique découle directement de (4.34) puisque l’intensité normalisée

Kn correspond à F 2
a :

Fas.elem−ηo
(θ, φ) = cos2

(
θ

2

)

. (4.35)

On remarque que le diagramme de rayonnement n’est pas symétrique par rapport

au plan θ = 90◦. Le lobe principal pointe dans la direction θ = 0 et un nul apparâıt
dans la direction opposée. Il faut voir que les courants de surface créent des champs de

mêmes amplitudes en phase vers l’avant (θ = 0), mais en complète opposition vers l’arrière
(θ = 90◦).

Le calcul de la directivité passe par l’angle solide du faisceau qui exige d’intégrer

l’intensité de rayonnement normalisée sur les 4π stéradians de la sphère. Or la primitive
de
∫

cos4 ax sin bxdx n’est pas simple si a ̸= b comme ici. Mais on peut revenir à (4.34) :

cos4
(
θ

2

)

= 0.25(1 + cos θ)2 = 0.25 + 0.5 cos θ + 0.25 cos2 θ .

Cette fonction est plus simple à intégrer. La primitive de l’intégrale donne :

Ωas.elem−ηo
= (2π)

∫ π

0

(0.25 + 0.5 cos θ + 0.25 cos2 θ) sin θdθ
︸ ︷︷ ︸

[−0.25 cos θ+0.25 sin2 θ−0.0833 cos3 θ]
π

0
=2/3

=
4π

3
(4.36)

Ds.elem−ηo = 3 . (4.37)
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Exemple 4.2

Une surface ∆S est parcourue par des courants de surface orthogonaux ayant

des densités uniformes telles que Mso = 0.2 V/λ et Jso = Mso/ηo. La surface
est rectangulaire de dimensions ∆x = 0.1λ et ∆y = 0.05λ.

Cette antenne peut être considérée comme une surface élémentaire car les
dimensions sont petites (quoique limite dans le cas de ∆x) comparativement

à la longueur d’onde.

# Évaluez la puissance émise.

La puissance émise se calcule à partir de l’intégrale de l’intensité de rayonne-

ment sur les 4π stéradians de la sphère.

Partant de (4.34), l’intensité de rayonnement devient :

K(θ, φ) =
M2

so(∆S)2

8λ2ηo
4 cos4

(
θ

2

)

=
(0.2λ )2(0.1λ)2(0.05λ)2

2λ2(377)
cos4

(
θ

2

)

=
(0.2)2(0.1)2(0.05)2

2(377)
cos4

(
θ

2

)

= 1.326× 10−9 cos4
(
θ

2

)

W/sr .

L’intégrale est identique à celle faite pour déduire l’angle solide en (4.36) qui

vaut (2π)(2/3). Donc de (2.11) ou de (2.15) :

<Pt> =

∮

4π

1.326× 10−9 cos4
(
θ

2

)

sin θ dθdφ = 5.55× 10−9 W

= KmaxΩa = (1.326× 10−9)

(
4π

3

)

W

# Vérifiez s’il existe un lien entre l’ouverture effective maximale et les dimensions

de la surface.

Le lien entre la directivité et l’ouverture effective maximale résout la question
rapidement. En effet, de (2.30) et de (4.37), on trouve :

Aem =
λ2

4π
(3) = 0.239λ2 .

Tant que la surface est considérée élémentaire avec des dimensions petites
par rapport à la longueur d’onde, l’ouverture effective maximale demeure

constante quelles que soient les dimensions de la surface en question.

Il n’y a donc aucun lien pour l’instant.
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Exercices

Question 1

Évaluez la résistance de rayonnement d’un dipôle élémentaire ayant ∆h = 0.05m aux
fréquences suivantes :

a) 100MHz ;

b) 200MHz.

Question 2

Deux éléments de courant différentiels élémentaires de longueur ∆h ≪ λ, sont situés
sur l’axe z à λ/2 et −λ/2 respectivement. Ils transportent des courants égaux, Io, dans la

direction az. Exprimez analytiquement le potentiel vecteur Ā(θ) à r = 5λ, φ = 0.

Question 3

∆h

x

z

yIo∠90◦

Io∠0

Soit l’antenne constituée de 2 dipôles élémentaires de longueur ∆h ≪ λ, situés à

l’origine d’un système de coordonnées comme ci-dessus. Les courants d’alimentation de
ces dipôles sont égaux en module à Io, mais déphasés de 90◦ de sorte que le potentiel
vecteur, Ā est :

Ā = µIo(∆h)
e−jβr

4πr
[ax + jay] .

Exprimez analytiquement les composantes du champ magnétique rayonné dans la zone
de Fraunhofer, H̄θ et H̄φ.

Question 4

Io

z

y

P (θ,φ = 0)
∆h

Io
Io

Io

x

Soit une boucle carrée assimilable à 4 dipôles élémentaires de longueur ∆h ≪ λ mis
bout-à-bout, centrée dans le plan xy (les côtés de longueur ∆h formés par chacun des 4

dipôles sont orientés suivant les axes x et y). Déterminez la valeur de la directivité dans
la direction φ = 0 selon θ.
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Question 5

Des surfaces élémentaires ∆S sont parcourues par les densités de courant suivants :

• J s = 2Mso
ηo

ax et M s = 0 ;

• J s = 0 et M s = 2Msoax ;

• J s =
Mso
ηo

ax et M s = Msoax

Démontrez que les intensités de rayonnement produits sont identiques.

Question 6

Obtenez l’efficacité d’ouverture εap d’une surface élémentaire ∆S = 0.02λ × 0.05λ
parcourues par les densités de courant J s =

Mso
ηo

ax = 0.05ax A/λ et M s = Msoay.

Réponses :

1. a) Rr = 0.2193Ω ; b) Rr = 0.8773Ω.

2. Ā = µIo(∆h) e−j10π

4π(5λ) (2 cos(π cos θ))az.

3. H̄θ = − β Io(∆h) e
−jβr

4πr [cosφ+ j sin φ] ;

H̄φ = β Io(∆h) e
−jβr

4πr [cos θ sin φ− j cos θ cosφ].

4. Ā = µ Io∆h 2j sin(β∆h
2 sin θ) e

−jβr

4πr aφ ≈ jµβ Io(∆h)2 e
−jβr

4πr sin θ aφ
D(θ, φ) = 1.5 sin2 θ.

5. KJs(θ, φ) =
ηo
8λ2

(
2Mso
ηo

)2

(∆S)2
(

cos2 θ cos2 φ+ sin2 φ
)

KMs(θ, φ) =
1

8λ2ηo
(2Mso)

2 (∆S)2
(

cos2 θ cos2 φ+ sin2 φ
)

= KJs .

Donc pour les 3 cas : K(θ, φ) = M2
so(∆S)2

2λ2ηo

(

cos2 θ cos2 φ+ sin2 φ
)

.

6. εap =
Aem
Ap

= 3λ2

4π∆S = 3λ2

4π(0.001λ2) = 239 !





Chapitre 5

Antennes filiformes

5.1 Introduction

Le chapitre précédent impliquait un élément différentiel avec une distribution de cou-
rant uniforme. Il s’agit d’un cas idéal car la distribution du courant est plutôt nulle aux
extrémités. En effet, dans une approche plus intuitive, le dipôle peut-être vu comme une

ligne de transmission repliée se terminant dans un circuit ouvert comme sur la figure 5.1.
La distribution du courant sur chacun des bras du dipôle est alors assumée similaire à

celle d’une ligne de transmission se terminant dans un circuit ouvert.

0
0

I
IinIm

III

λ/2

Im Im
Iin2a

s

l = h/2

Figure 5.1 – Analogie entre une ligne de transmission et un dipôle.

Partant de cette analogie, la distribution du courant suit la forme du diagramme

d’onde stationnaire en courant :

• forme sinusöıdale redressée ;

• nulle au niveau des deux extrémités du dipôle (circuit ouvert) ;

• période de λ/2 ;

• en phase dans chaque bras du dipôle ;

• d’une valeur maximale possible Im ;

• mais dont la valeur du courant à l’entrée de l’antenne vaut Iin.
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5.2 Dipôle court

Un dipôle court est une antenne filiforme constituée de deux fils infiniment minces dont la

longueur totale est considérée petite électriquement ; h < λ/10 suffit. À cause de la faible
dimension, on fait la supposition que :

sin (β(l − |z′|)) ≈ β(l − |z′|)

avec l = h
2 , partout sur la structure. Ainsi la distribution du courant :

• a l’amplitude qui décrôıt uniformément à partir du centre vers les extrémités ;

• mais dont la phase reste constante.

Iin

z

Iin Ih

Figure 5.2 – Dipôle court et distribution de courant.

La distribution est dite triangulaire comme sur la figure 5.2.

Les champs émis par le dipôle court peuvent se déduire directement de ceux du dipôle
élémentaire. Seule l’amplitude de J̄(z′) varie dans l’intégrale de (3.24) ou (3.17). On arrive

à la conclusion que les champs sont réduits de moitié par rapport à ceux obtenus avec
une distribution uniforme :

N̄ court = N̄zcourtaz

N̄zcourt =

∫

h

Icourt(z
′) ejβr

′ cosψ
︸ ︷︷ ︸

≈1

dz′ =
1

2
Iinh =

1

2
Nzelem (5.1)

car βr′ → 0. En fait, on a Imoy/Iin = 0.5 lorsque h ≪ λ considérant la distribution

triangulaire du courant. Comme la densité de puissance dépend de E2, elle chute donc
par une facteur 4 impliquant une résistance de rayonnement 4 fois plus petite pour un

même courant d’entrée. On déduit alors que :

Ācourt =
1

2
Āelem (5.2)

Ēθcourt = jωµ Iinh
e−jβr

8πr
sin θ . (5.3)

H̄φcourt = jβ Iinh
e−jβr

8πr
sin θ (5.4)

Rrcourt =
Rrelem

4
= 20π2

(
h

λ

)2

(5.5)
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Exemple 5.1

L’antenne d’un récepteur à 6 MHz est constituée d’un dipôle de 0.5 m de long.

# Déterminez la résistance de pertes maximale pour que l’efficacité tombe à
moins de 1%.

La longueur d’onde à 6 MHz vaut 50 m. Selon (5.5), la résistance de rayonne-
ment de ce dipôle atteint :

Rrcourt = 20π2

(
0.5

50

)2

≈ 0.02Ω .

Donc, il faut que :

0.01 ≤
0.02

0.02 +Rpertes
=⇒ Rpertes ≤ 1.98Ω !

L’exemple 5.1 montre qu’une très faible résistance de pertes suffit pour obtenir une
efficacité médiocre. Comme la réactance est élevée, il faut aussi adapter l’impédance pour

assurer une transfert d’énergie acceptable. L’ajout d’une inductance en série avec l’antenne
amène des problèmes de surtension importants qui limitent l’utilisation d’un tel procédé.

La fonction caractéristique de rayonnement, et par conséquent la directivité, s’écrivent
comme celles du dipôle élémentaire :

Facourt = sin θ (5.6)

Dcourt = 1.5 (5.7)

Cela signifie qu’aucune puissance n’est émise dans l’axe du dipôle (ici, l’axe z) et que cette

antenne concentre uniformément la puissance dans le plan perpendiculaire à son axe (ici,
le plan xy ou θ = 90◦). Le dipôle court est dit omnidirectionnel1 dans le plan H .

5.3 Dipôle général

Lorsque la longueur du dipôle augmente, on ne peut continuer à assumer une distribution
de courant triangulaire. Elle s’approche de plus en plus, d’une distribution sinusöıdale.

Encore là, cette distribution est plutôt intuitive et a ses limites qui apparaissent lorsque
la longueur dépasse λ/2 ; autour de h = λ, cette distribution sinusöıdale s’éloigne suffi-

samment de la réalité pour que le modèle ne tienne plus, du moins en ce qui a trait à la
détermination de l’impédance d’entrée.

En assumant la distribution sinusöıdale valide, il faut alors réaliser les intégrales en

découpant l’antenne de longueur h = 2l en une infinité de petits dipôles élémentaires de
longueur dh = dz comme sur la figure 5.3. Le courant de chacun des dipôles élémentaires

Io est bien sûr différent ; il prend la valeur du courant à la position z′ du dipôle élémentaire
en question soit :

I(z′) = Im sin (β(l − |z′|)) . (5.8)

1Le dipôle, à cause de sa symétrie en rotation dans le plan xy est nécessairement omnidirectionnel
dans ce plan. Il n’est toutefois pas isotrope.
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direction d’observation

dz′

θ
θ′′

φ = φ′′

z
(θ,φ)

y

x

z′

h

z′ cos θ

Figure 5.3 – Géométrie du dipôle avec approximation pour les champs lointains.

dipôle court

dipôle

Iin

zz

λ/2

Iin

Iin = Imax

I

I

Iin = Im = Imax

I

h > λ/2

Iin Im = Imax

Iin

z

Figure 5.4 – Distribution de courant sur un dipôle.

Dans la zone de Fraunhofer, on peut utiliser directement l’équation (3.24) où l’intégrale
se résume à une intégrale de ligne selon l’axe z, avec

• pour z′ > 0 : r′ = z′ et ψ = θ′′ ≈ θ ;

• pour z′ < 0 : r′ = −z′ et ψ = 90◦ − θ′′ ≈ 90◦ − θ (cosψ = − cos θ).

Ainsi, Ā et N̄ n’auront qu’une composante qui sera en z. On trouve2, que :

N̄zdip =

∫ l

−l

I(z′)ejβz
′ cos θdz′

= Im

∫ 0

−l

sin (β(l + z′)) ejβz
′ cos θdz′ + Im

∫ l

0

sin (β(l − z′)) ejβz
′ cos θdz′

=
2Im

β sin2 θ
(cos(βl cos θ)− cos(βl)) . (5.9)

2
∫

eax sin(bx+ c)dx = eax

a2+b2 (a sin(bx+ c)− b cos(bx+ c))
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Comme N̄θ = −N̄z sin θ alors l’expression du champ électrique déduite de (3.29), est :

Ēθ = jηoIm
e−jβr

2πr

(
cos(βl cos θ)− cos(βl)

sin θ

)

. (5.10)

Le résultat serait identique en utilisant le principe de superposition des dipôles élémen-
taires (voir exemple 4.1) en tenant compte de :

• l’amplitude du courant Io différent sur chacun des éléments afin d’obtenir la distri-

bution désirée ;

• la longueur dh de l’élément devient dz′.

• la position ℓ de l’élément qui varie suivant z′.

Pour accomplir la superposition, il suffit d’intégrer sur la variable z′ et aucune autre

variable ne possède l’indice ′. Donc :

Ēθ =

∫ l

−l

dĒθ =

∫ l

−l

jωµ
e−jβr

4πr
I(z′)ejβz

′ cos θ sin θdz′

= jωµ
e−jβr

4πr
sin θ

∫ l

−l

I(z′)ejβz
′ cos θdz′

︸ ︷︷ ︸

2Im
β sin2 θ

(cos(βl cos θ)− cos(βl))

.

Le calcul de la puissance totale émise est beaucoup plus complexe à cause de la forme

des intégrales donc, difficile de trouver une expression pour la résistance de rayonnement.
Le résultat de l’opération devient possible avec l’application de méthodes numériques
(méthode des moments par exemple).

Il ne faut pas oublier que l’impédance de rayonnement à l’entrée de l’antenne implique
le courant d’entrée Iin et non la valeur maximale de la distribution du courant Im. Pour

la déterminer avec un dipôle général, on calcule l’impédance Rm = Vin/Im et on convertit
le résultat pour le ramener à l’entrée (voir équations (2.2) et (2.3)) :

Rri =

(
Im
Iin

)2

Rm (5.11)

sachant que :

Iin = Im sin

(

β
h

2

)

. (5.12)

L’impédance Rm correspond à l’impédance de rayonnement Rr si, et seulement si l’antenne

filiforme est plus grande ou égale à λ/2. En effet, dans ces cas, le courant maximal Imax

équivaut à Im. Par contre, une antenne plus courte que λ/2 a une distribution du courant
telle qu’elle présente le courant maximal à l’entrée sans que celui-ci soit égal à Im. On a

Rin = Rr ̸= Rm.

L’impédance d’entrée d’une antenne filiforme de longueur inférieure à λ/2, correspond
à celle d’un circuit RC série. Sa réactance devient ensuite inductive, puis capacitive et
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Figure 5.5 – Distribution du courant sur la structure d’un dipôle λ/2 et d’un dipôle λ pour 2

rayons différentes des fils.

ainsi de suite. À la première fréquence de résonance, l’antenne est accordée car l’impédance

d’entrée est strictement résistive. À la seconde, l’antenne présente toujours une impédance
résistive qui devrait cette fois, tendre vers l’infini car Iin ≈ 0. En pratique, la distribu-

tion pas tout-à-fait sinusöıdale du courant combinée à l’épaisseur finie des fils, font que
Iin devient non nul. Il faut absolument utiliser une méthode numérique pour estimer la
distribution du courant sur la structure. À cette fin, la méthode des moments3 (MoM) est

appropriée. Les figures 5.5 illustrent bien la distribution du courant sur un dipôle λ/2 et
un dipôle λ issue de la MoM en comparaison avec la distribution sinusöıdale. Le symbole

ao représente le rayon des fils. On remarque :

• la bonne approximation du courant sinusöıdal avec le dipôle λ/2 ;

• la différence importante du courant au niveau de l’entrée avec un dipôle λ qui
prouve que de la distribution sinusöıdale pour l’estimation de l’impédance d’entrée
est inadéquate au points d’alimentation ;

• la convergence vers la distribution sinusöıdale lorsque le rayon des fils devient infi-
niment mince ;

• l’effet significatif du rayon des fils plus la longueur du dipôle augmente.

longueur h Rr Ω

0 < h < λ/4 20π2(h/λ)2

λ/4 < h < λ/2 24.7(πh/λ)2.4

λ/2 < h < 0.637λ 11.14(πh/λ)4.17

Table 5.1 – Formules simples pour approximer la résistance de rayonnement d’un dipôle

3La méthode des moments a été développée dans les années 60 avec les premiers calculateurs
numériques. Elle est présentée très brièvement dans le chapitre 10.
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Figure 5.6 – Impédance d’entrée selon la longueur du dipôle.
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Figure 5.7 – Variation de l’impédance d’entrée d’un dipôle dans le plan complexe.

La figure 5.6 montre la variation de l’impédance d’entrée selon la longueur du dipôle
tandis que le tableau 5.1 donne des approximations relativement valables tant que la

longueur électrique du dipôle reste limitée. La figure 5.7 montre la même chose que la
figure précédente, tracée cette fois dans le plan complexe. Tous ces résultats ont été

fournis par la MoM.

Un dipôle infiniment mince sur lequel on assume une distribution sinusöıdale, présente

une impédance de rayonnement à l’entrée qui tends vers l’infinie pour des longueurs mul-
tiples de la longueur d’onde. Malgré cela, l’impédance de rayonnement définie à partir du

courant maximal sur la structure, pour ces mêmes longueurs, à une valeur finie comme le
montre comme la figure 5.8.

La directivité des dipôles de la figure 5.8, demeure assez indépendante du rayon des
fils, ayant un maximum d’environ 3.3 pour une longueur de 1.25λ.
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Figure 5.8 – Directivité et résistances de rayonnement d’un dipôle infiniment mince avec dis-

tribution sinusöıdale.

5.4 Dipôle λ/2

Le dipôle λ/2 est un cas pratique rencontré fréquemment pour plusieurs raisons dont :

• circuit accordé résonnant, donc à faible réactance d’entrée Xa (voir figure 5.6) ;

• résistance d’entrée Ra (ou Rri) suffisamment élevée pour faciliter l’adaptation.

Le champ électrique produit par ce type de dipôle s’obtient directement de l’équation
(5.10) en prenant h = λ/2 = 2l :

Ēθ = jηoIin
e−jβr

2πr

cos(π2 cos θ)

sin θ
. (5.13)

On note ici que Iin = Im car le maximum de la distribution de courant se situe directement
aux bornes d’entrée (voir figure 5.5 ou 5.10). En conséquence :

Rr = Rri = Rm . (5.14)

Les autres paramètres s’écrivent :

• fonction caractéristique et intensité de rayonnement :

Fadip/2(θ,φ) =
cos(π2 cos θ)

sin θ
, (5.15)

Kdip/2(θ,φ) =
15 I2in
π

(
cos(π2 cos θ)

sin θ

)2

(5.16)

• puissance émise et résistance de rayonnement :

<Ptdip/2 > =
15 I2in
π

∫ 2π

0

∫ π

0

cos2(π/2(cos θ))

sin θ
dθdφ

=
15 I2in
π

(2π)

∫ π

0

cos2(π/2(cos θ))

sin θ
dθ

︸ ︷︷ ︸

≈ 1.22

= 30 I2in(1.22) =
1

2
(73.2)I2in (5.17)
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Rrdip/2 = 73.2Ω (5.18)

• Directivité :

Ddip/2 = 1.64 (2.15dB) à θ = 90◦ (5.19)

Ddip/2(θ,φ) = 1.64

(
cos(π2 cos θ)

sin θ

)2

. (5.20)

L’impédance d’entrée du dipôle λ/2 est purement réelle en théorie. Sa valeur proche

de 75Ω explique pourquoi les câbles normalement utilisés en vidéo ont une impédance
caractéristique de Zo = 75Ω. Ce type d’antenne servait souvent pour capter les signaux
de télévision. D’ailleurs, l’entrée du récepteur est aussi de 75Ω afin d’être adapté assurant

un transfert maximum de puissance.
Son diagramme de rayonnement, qui apparâıt à la figure 5.9, montre une directivité

assez faible avec une largeur de lobe principal à 3 dB de 78◦. Encore ici, l’antenne est
omnidirectionnelle dans le plan H (ici, le plan xy car le dipôle est orienté suivant z). La

différence, au point de vue du diagramme de rayonnement, est donc faible en comparaison
avec celui d’un dipôle court. Cependant, la résistance de rayonnement est de beaucoup
supérieure ce qui permet une adaptation plus simple aux lignes de transmission. Mais

cette adaptation n’est possible que sur une certaine largeur de bande où on tolère un
certain SWR maximal car Xa (que l’on veut nul) varie rapidement autour de h/λ = 0.5.

En fait, plus le fil est étroit, plus la variation de Xa est brusque, donc un SWR qui croit
rapidement de part et d’autre.
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Figure 5.9 – Diagramme de rayonnement de dipôles inférieurs ou égaux à λ.
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Figure 5.10 – Distribution du courant sur dipôles λ/2 et λ.

Exemple 5.2

Soit un dipôle λ/2 vertical émettant un signal à la fréquence de 100 MHz. Le

courant d’alimentation vaut 2 A et on suppose une efficacité de rayonnement
de 100%.

# Évaluez l’intensité de rayonnement dans une direction horizontale.

Utiliser directement (5.16) serait le plus simple, mais moins stimulant.

Les paramètres du dipôles λ/2 sont connus et peuvent être directement utilisés.

Ainsi, la puissance émise est de :

<Pt>=
1

2
(73.2)(2)2 = 146.4 W .

Comme l’antenne est placé verticalement, alors l’horizon correspond à θ = 90◦

soit la direction optimale où la directivité – et l’intensité de rayonnement par
le fait même – est maximale. Selon (2.17) :

K =
<Pt>

4π
Dλ/2 =

146.4

4π
(1.64) = 19 W/sr .

# Réévaluez cette intensité de rayonnement, cette fois dans la direction θ = 51◦.

On pourrait faire le calcul de Dλ/2(θ = 51◦), et utiliser cette valeur dans le
calcul deK(θ = 51◦). Mais un raisonnement permet de rapidement déterminer

K(θ = 51◦) à partir du résultat précédent.

En effet, le lobe principal d’un dipôle λ/2 a une largeur à 3 dB de ΘEHPBW =
78◦ et est centré sur θ = 90◦ ; il occupe donc l’espace de θ = 51◦ à θ = 119◦.
Ainsi, cet angle θ = 51◦ correspond à un angle de mi-puissance et, conséquem-

ment, de mi-intensité d’où K(θ = 51◦) = 19/2 = 9.5 W/sr .
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5.5 Autres formes de dipôle

5.5.1 Dipôle λ et plus

Une antenne filiforme dont la longueur équivaut à la longueur d’onde (h = λ), possède
cette fois :

• un champ électrique de la forme :

Ēθ = jηoIm
e−jβr

πr

(
cos(π2 cos θ)

sin θ

)

cos(π2 cos θ) (5.21)

soit celui du dipôle λ/2 multiplié par le facteur 2 cos(π2 cos θ) ;

• une directivité :

Ddip/1 = 2.5 (4dB) à θ = 90◦ ; (5.22)

• une largeur de lobe principal à 3 dB de 47◦

La fonction caractéristique du dipôle λ, apparaissant à la figure 5.9, est assez semblable
à celle du dipôle λ/2 ou autres dipôles plus courts. À peine si le lobe principal devient
plus étroit. Cet avantage par rapport au dipôle λ/2 demeure marginal, alors que son

désavantage est bien significatif : la résistance d’entrée du dipôle λ demeure très élevée
(difficulté d’adaptation) en plus d’être très sensible au rayon des fils. On comprend mieux

son utilisation très rare.
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Figure 5.11 – Diagramme de rayonnement des dipôles 3λ/2 et 2λ.

Plus grande que la longueur d’onde, une antenne filiforme a un diagramme de rayon-

nement qui contient plusieurs lobes principaux comme le montre la figure 5.11. Cette ca-
ractéristique n’est habituellement pas recherchée, donc ces dipôles plus longs deviennent
inintéressants en pratique.
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5.5.2 Dipôle replié

Le dipôle replié consiste en deux dipôles parallèles connectés à leurs extrémités pour
former une boucle étroite comme illustré sur la figure 5.12. La dimension s est considérée

beaucoup plus faible que h. Le point d’alimentation est au centre de l’un des deux côtés.

mode transmission mode antenne

= + + +
_ _

+
+

_
_

d

e f

hg

2a
2a′ Īt Īt Īa/2

s

h

Īa/2

V̄in/2 V̄in/2 V̄in/2 V̄in/2

a b

c

Figure 5.12 – Dipôle replié et modèles correspondants d’excitation.

Le dipôle replié peut être vu essentiellement comme une ligne de transmission non-

balancée avec des courants différents. Pour analyser le système, on doit décomposer le
courant en deux modes tels que sur la figure 5.12 : le mode de ligne de transmission

et le mode d’antenne. Le comportement total sera déterminé par la superposition des
circuits équivalents pour chacun des modes. Supposons qu’une tension V̄in est appliquée

aux bornes de l’antenne.

• En mode de ligne de transmission, on a (V̄ab = V̄dc = V̄in/2) :

Īt =
V̄in/2

Z̄t
(5.23)

Z̄t = jZ̄o tan

(

β
h

2

)

(5.24)

Zo = 60 cosh−1

(

s2 − a2 − a′
2

2aa′

)

(5.25)

≈ 120 cosh−1
( s

2a

)

si a = a′ . (5.26)

où Zo est l’impédance caractéristique de la ligne de transmission et β, la constante
de phase ;

• tandis qu’en mode d’antenne, il faut voir que les deux côtés sont alimentés par une

source Vin/2 pour produire un courant total de Ia (V̄ef = V̄gh = 0) :

Īa =
V̄in/2

Z̄ae

(5.27)

avec Z̄ae égale, en première approximation, à l’impédance du dipôle simple de même
longueur et de rayon équivalent ae.



5.5 Autres formes de dipôle ! 5-73

Le rayon équivalent se détermine à partir de l’expression suivante qui considère des
rayons potentiellement différents des fils a et a′ :

ln(ae) ≈ ln(a′) +
1

(1 + u)2
(

u2 ln(u) + 2u ln(ν)
)

(5.28)

avec ν = s/a′ et u = a/a′.

En prenant des fils de même rayon a = a′, les distributions de courant sont iden-

tiques dans les deux branches en mode antenne et le rayon équivalent devient ae =
√
as.

L’impédance d’entrée du dipôle replié est, en se servant de (5.23) et (5.27), :

Z̄adip−rep
=

V̄in

Īt +
1
2 Īa

=
4Z̄tZ̄adip

Z̄t + 2Z̄adip

. (5.29)

En considérant le cas populaire du dipôle replié λ/2, on obtient Zt → ∞.

• Si a = a′, alors α = 1 dans (5.32), d’où :

Z̄adip−rep/2
= 4Z̄adip/2 ≈ 300Ω . (5.30)

• Si a ̸= a′, alors :

Z̄adip−rep/2−gen
= (1 + α)2Z̄adip/2 (5.31)

avec

α ≈
ln(ν)

ln(ν)− ln(u)
. (5.32)

Le résultat : un diagramme de rayonnement identique à celui d’un dipôle simple de

même longueur mais une impédance d’entrée différente.

5.5.3 Dipôle magnétique ou antenne boucle

Iin

I = Ioaφ

ra ≪ λ

Figure 5.13 – Dipôle magnétique ou antenne petite boucle ra < 0.03λ.

Le dipôle magnétique est constitué d’une boucle circulaire de courant dont l’appel-
lation plus usuelle d’antenne boucle. Elle est la forme duale – c.f. dualité des équations
électromagnétiques – du dipôle électrique. D’ailleurs, si la boucle est petite électriquement
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comme sur la figure 5.13, le courant est assumé assez uniforme et son comportement res-
semble à celui d’un dipôle de Hertz. On vérifie (voir une des questions en exercice) que

pour une petite boucle circulaire4 dans le plan xy de rayon ra :

Ē = Ēφaφ = ωµβ πr2a
︸︷︷︸

A

Iin
e−jβr

4πr
sin θ aφ (5.33)

où A l’aire de la boucle.

Les paramètres de l’antenne boucle s’écrivent :

• fonction caractéristique et directivité :

Faboucle = sin θ (5.34)

Dboucle = 1.5 à θ = 90◦ (5.35)

• intensité de rayonnement et puissance émise :

Kboucle(θ,φ) =

β2η2o
︷︸︸︷

ω2µ2 β
2A2I2in

2ηo(4π)2
(sin θ)2 (5.36)

<Ptboucle > = 0.5

(
2π
λ

)4
ηoA2I2in

(4π)2

∫ 2π

0

∫ π

0

sin3 θdθdφ
︸ ︷︷ ︸

(2π)(4/3)

= 160π4

(
A

λ2

)2

I2in (5.37)

• résistance de rayonnement :

Rriboucle = 320π4

(
A

λ2

)2

. (5.38)

On remarque que la résistance de rayonnement est proportionnelle à f 4 (i.e. en 1/λ4),
et non à f 2 comme c’était le cas pour le dipôle électrique. À basse fréquence, cela pourrait

avoir des conséquences catastrophiques. Heureusement, le dipôle magnétique possède aussi
deux paramètres supplémentaires comparativement au dipôle électrique :

• Suivant le principe de multiplication, on augmente la force électromotrice fem par

un facteur n en coupant n fois le flux avec n tours de fil. En émission, pour un même
courant d’alimentation, le champ électrique produit (et donc le champ magnétique

aussi) augmente par n ce qui équivaut à une résistance de rayonnement qui crôıt
par n2

4Sans faire autant de simplifications, une antenne boucle avec distribution uniforme du courant conduit
aux intégrales

∫ 2π
0 sinφ′ejk cosφ′

dφ′ax = 0 et
∫ 2π
0 cosφ′ejk cosφ′

dφ′ay = j2πJ1(k)ay en prenant φ = 0 à
cause de la symétrie, où k = βra sin θ, J1 est la fonction de Bessel de première espèce, d’ordre 1. On
obtient alors Ē = ωµ(2πra)Iin e−jβr

4πr J1(βra sin θ)aφ
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• Les boucles de fil peuvent être enroulées autour d’un noyau ferromagnétique de
perméabilité µ = µreffµo. Selon la loi de l’induction, le flux magnétique Ψ passant

au travers les boucles augmente par un facteur égal à µreff . Aux fréquences radio, on
recommande de considérer que la perméabilité relative effective vaut environ 40%

de la perméabilité relative du matériau, mais ce pourcentage change en fonction de
la fréquence et de la forme du noyau.

Rriboucle,noyau,n tours
= 320n2µ2

reff
π4

(
A

λ2

)2

. (5.39)

Un petite boucle présente aussi une réactance inductive Xa = ωLa inhérente à sa
construction et une résistance de pertes ohmiques Rohm. Pour une petite boucle circulaire

de rayon ra avec fil de rayon ao, on a :

La = n2µra
(

ln
(

8ra
ao

)

− 2
)

(5.40)

Rohm =
ℓtot
2πao

Rs = n
ra
ao
Rs (5.41)

où ℓtot = 2nπra est la longueur des boucles de fil et Rs est la résistance surfacique du fil
conducteur. En pratique, une capacité variable placée en parallèle avec les boucles, sert à
syntoniser le circuit à la fréquence d’opération.

Exemple 5.3

On désire capter une station AM émettant sur la bande de 1 MHz à partir

d’une boucle circulaire possède un rayon de ra = 30 cm (10−3λ). Le fil utilisé
est en cuivre (σ = 5.8× 107 S/m) de calibre ao = 3 mm (10−5λ).

# Déterminez l’impédance d’entrée Z̄a de l’antenne boucle d’un seul tour sans
noyau

La partie réelle de Z̄a est constituée de deux parties Rri et Rohm. Pour cette

dernière, il faut d’abord déterminer Rs :

Rs =

√

ωµo

2σ
=

√

(2π × 106)(4π × 10−7)

2(5.8× 107)
= 2.63× 10−4Ω .

À partir de (5.38) et de (5.41), on obtient :

Rri = 320π4
(

π(10−3)2
)2

= 0.308× 10−6Ω

Rohm =
10−3

10−5
(2.63× 10−4) = 0.0263Ω .

Quant à la partie réactive inductive, elle vaut selon (5.40) :

Xa = (2π × 106)(4π × 10−7)(0.3)
(

ln
(

8×10−3

10−5

)

− 2
)

= (2.369)(ln(800)− 2) = 11.1Ω .
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Ainsi Z̄aboucle,air,1tour = (0.0263 + j11.1)Ω avec une efficacité de rayonnement
misérable proche de εr ≈ 0.001%.

# Répétez si l’antenne est constituée de n = 50 tours sur un ferrite de perméabilité
relative effective µreff = 160.

Selon (5.39), la résistance de rayonnement se calcule à partir de celle obtenue

pour un tour sans noyau et vaut maintenant :

Rri = (50)2(160)2(0.308× 10−6) = 19.7Ω .

Par contre, la résistance de pertes ohmiques a aussi augmenté par un facteur
n puisque le fil est maintenant 50 fois plus long :

Rohm = (50)(0.0263) = 1.32Ω .

La réactance inductive atteint :

Xa = (50)2(160)(11.1) = 4.44× 106Ω .

Ainsi Z̄aboucle,noyau,50tours
= (21.02 + j4.44 × 106)Ω. Cette fois, l’efficacité de

rayonnement est bien meilleur avec εr = 93.7%. On voit bien par cet exemple,

le comportement délicat des antennes boucles qui exige plus de précautions
lors de la conception.

Lorsque la boucle devient de plus en plus grande, il faut considérer une distribution

du courant autre qu’uniforme. En fait, le courant est maximal à l’extrémité opposée
de l’entrée et suit une distribution quasi-sinusöıdale, un peu comme pour les dipôles
électriques relativement longs. Une analyse plus poussée montrerait que la distribution

devient un peu plus complexe comme dans le prochain exemple.

Exemple 5.4

2 4
3

1

z

x

yλ/4

λ/4

Figure 5.14 – Géométrie de l’antenne boucle carrée λ/4.

Soit une boucle carrée dont les côtés mesurent exactement λ/4 placée dans le
plan xy comme sur la figure ci-dessus. Cette antenne est aussi connue sous le
nom d’antenne cadre carré (cas particulier de l’antenne cadre rectangulaire,
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comme le dipôle replié). On assume une distribution du courant fidèle à la
théorie des lignes de transmission.

# Exprimez le champ électrique dans le plan xz.

Il s’agit d’un problème très difficile. Il faut commencer par décrire les courants

sur chacune des 4 branches de l’antenne. Le maximum du courant d’amplitude
Io se situe au niveau du court-circuit soit en plein centre de la branche #3.

Cette amplitude décrôıt comme un cosinus atteignant Io/
√
2 aux jonctions

des branches #3-2 et #3-4 ; et passant par zéro au milieu des branches #2
et #4. De là, l’amplitude du courant augmente de manière symétrique. En

considérant la direction du courant et le changement de phase au passage par
zéro :

Ī1 = Ī3 = Io cos(βy
′)ay

Ī2 = −Ī4 = Io sin(βx
′)ax .

La figure 5.15 illustre la distribution du courant sur l’antenne ; on peut y

Iin = −Io

Io
I(x′, y′)

Io/
√
2

−Io/
√
2

x

y

Figure 5.15 – Distribution du courant sur l’antenne boucle carrée λ/4.

apercevoir les changements de phase qui se produisent. Ensuite, on recherche
les 4 produits r′k cosψk, c’est là que ça se gâte. Pour déduire les angles ψk, il
faut savoir qu’un cosinus représente une projection. Donc5 cosψk = sin θ cosφ′

k

puisqu’on ne considère que les angles d’observation dans le plan xz i.e. φ = 0

5De manière générale :cosψ = sin θ′ sin θ cosφ′ cosφ+sin θ′ sin θ sinφ′ sinφ+cos θ′ cos θ. En effet, selon
le produit scalaire, l’angle ψ entre r et r′ s’exprime comme cosψ = r ·r′/(rr′) = (xx′+yy′+zz′)/(rr′). On
obtient le résultat assez facilement lorsqu’on réalise que x = r cosφ sin θ, y = r sinφ sin θ et z = r cos θ ;
x′ = r′ cosφ′ sin θ′, y′ = r′ sinφ′ sin θ′ et z′ = r′ cos θ′.
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et que la boucle se situant dans le plan xy alors θ′ = 90◦. Ainsi :

r′1 cosψ1 = r′1 sin θ cosφ
′
1 = r′1 sin θ

λ/8

r′1
= λ/8 sin θ

r′2 cosψ2 = r′2 sin θ
x′

r′2
= x′ sin θ

r′3 cosψ3 = −λ/8 sin θ

r′4 cosψ4 = x′ sin θ .

Le plus difficile est passé. Il ne reste qu’à intégrer le tout pour obtenir les N̄x

(branches 2 et 4) et N̄y (branches 1 et 3) :

N̄x =

∫ λ/8

−λ/8
Io sin(βx

′)
(

ejβx
′ sin θ − ejβx

′ sin θ
)

dx′

N̄y =

∫ λ/8

−λ/8
Io cos(βy

′)
(

ejβ
λ
8 sin θ + e−jβ λ

8 sin θ
)

dy′ .

Il est clair que N̄x = 0 sans effectuer l’intégrale. Le calcul de N̄y, pas trop

compliqué heureusement, devient :

N̄y =

∫ λ/8

−λ/8
Io cos(βy

′) 2 cos(π4 sin θ) dy
′

= 2Io cos(
π
4 sin θ)

[
sin(βy′)

β

]λ/8

−λ/8
︸ ︷︷ ︸

√
2/β

Finalement, de (3.29) et (3.30), en prenant φ = 0 pour la conversion de rec-

tangulaire à sphérique, on aboutit à :

Ēθ = −jωAy cos θ sinφ = 0

Ēφ = −jωAy cosφ = −jωµ
e−jβr

4πr

(

2
√
2Io
β

cos(π4 sin θ)

)

= −j
Ioηo√
2π

e−jβr

r
cos(π4 sin θ)

soit

Faboucle carrée λ/4
(θ,φ = 0) = cos(π4 sin θ) .

Chose intéressante, cette antenne boucle carrée présente un lobe principal
pointant dans la direction θ = 0◦ contrairement à son homologue de dimension

électriquement petite, le dipôle magnétique, qui présente un lobe principal à
θ = 90◦. La largeur du lobe à 3 dB dans le plan xz est de 180◦, c’est-à-dire
que Faboucle carrée λ/4

(θ = ±90◦,φ = 0) = 0.707.
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Dans le plan yz (φ = 90◦), la fonction caractéristique n’est pas identique car
la symétrie est brisée par la distribution non-symétrique du courant en tenant

compte de la phase. La composante N̄x produite par les branches 2 et 4 est
nulle à cause de la distribution sinusöıdale du courant sur ces branches. Par

contre, la détermination de N̄y se complique (r′1 cosψ1 = r′3 cosψ3 = y′ sin θ)
mais donne pratiquement N̄θ ≈ cos θ.

La directivité de l’antenne boucle λ/4 atteint alors D = 2 avec une résistance
de rayonnement Rrboucle carrée λ/4

= 125Ω .

5.5.4 Yagi-Uda

Lorsqu’on mesure le diagramme de rayonnement d’une antenne, il faut s’assurer que

rien ne vient gêner les champs aux environs de l’antenne. En particulier, toute structure
métallique devrait se situer dans les directions moins privilégiées. Dans l’antenne Yagi-
Uda, on se sert justement d’éléments parasites pour modifier le diagramme de rayon-

nement. Ces antennes sont devenues très populaires à cause de leur simplicité et de la
directivité relativement élevée qui peut être atteinte. Les premières recherches sur ce type

d’antenne, ont été menées par Uda au Japon en 1926 qui publia en japonais en 1927. La
version anglaise des publications est dûe à Yagi en 1928.

L’unité de base du Yagi-Uda consiste en trois éléments :

• un élément actif ou “driver”, qui est généralement un dipôle λ/2 ;

• un élément parasite légèrement plus long, le réflecteur ;

• un ou plusieurs éléments parasites légèrement plus courts appelés les directeurs.

0.04λ

x

y
z

x

Figure 5.16 – Diagramme de rayonnement d’un “driver” et d’un parasite proche selon la théorie

des réseaux.

Si un élément passif est placé très proche d’un élément actif, le champ incident sur le

parasite a une amplitude presque identique mais le courant est complètement hors-phase :

Ēparasite = −Ēincident ≈ Ēdriver . (5.42)
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Le courant excité sur le parasite doit produire un champ électrique qui annule celui inci-
dent à sa surface résultant de l’application de la condition frontière d’un champ électrique

tangentiel sur un conducteur. La théorie des réseaux, qui sera abordée dans le chapitre des
groupements d’antennes, démontre que des éléments rapprochés alimentés par des cou-

rants identiques mais en inversion de phase, produisent un diagramme de rayonnement
“end-fire” i.e. dont le lobe principal est aligné avec l’axe du réseau comme montré sur la

figure 5.16.

0.04λ

z
y

x x

Figure 5.17 – Effet du réflecteur dans une Yagi-Uda à deux éléments.

λ0.04

z
y

x x

Figure 5.18 – Effets du directeur dans une Yagi-Uda.

plan Eplan H
réflecteur

"driver"

directeur y z

x

z

x x

Figure 5.19 – Effets combinés réflecteur et directeur dans une Yagi-Uda à trois éléments.

Si le parasite est allongé, la symétrie est brisé et un seul lobe apparâıt du côté opposé
d’où le nom de réflecteur. Dans le cas d’un parasite raccourci, l’effet est similaire dans le
sens qu’il tend a concentrer la puissance dans une des deux directions mais du côté du
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parasite cette fois. La figure 5.17 représente l’effet du réflecteur et la figure 5.18, celui d’un
directeur. En combinant les deux effets, réflecteur et directeur, on améliore davantage la

directivité (voir figure 5.19). Le diagramme dans le plan E est essentiellement le même
que celui de plan H multiplié point par point, par le diagramme du dipôle λ/2 ; le dipôle

λ/2 étant omnidirectionnel dans le plan H . La directivité maximale pour un Yagi-Uda à
trois éléments est d’environ 9 dB obtenu avec un espacement de l’ordre variant de 0.15 à

0.25λ entre le réflecteur et le “driver” (Sr), ou entre le “driver” et le directeur (Sd). La
longueur typique des éléments est de 5% plus grand ou plus petit que celle de résonance
de l’élément actif.

h hdhr

sr sd

Figure 5.20 – Géométrie d’une antenne Yagi-Uda à plusieurs éléments.

N Sd,Sr hr h hd G FBR Z̄a ΘHHPBW ΘEHPBW

(λ) (λ) (λ) (λ) (dB) (dB) (Ω) (◦) (◦)

3 0.25 0.479 0.453 0.451 9.4 5.6 22.3+j15.0 84 66

4 0.15 0.486 0.459 0.453 9.7 8.2 36.7+j9.6 84 66

4 0.20 0.503 0.474 0.463 9.3 7.5 5.6+j20.7 64 54
4 0.25 0.486 0.463 0.456 10.4 6.0 10.3+j23.5 60 52

4 0.30 0.475 0.453 0.446 10.7 5.2 25.8+j23.2 64 56

5 0.15 0.505 0.476 0.456 10.0 13.1 9.6+j13.0 76 62

5 0.20 0.486 0.462 0.449 11.0 9.4 18.4+j17.6 68 58
5 0.25 0.477 0.451 0.442 11.0 7.4 53.3+j6.2 66 58
5 0.30 0.482 0.459 0.451 9.4 2.9 19.3+j39.4 42 40

6 0.20 0.482 0.456 0.437 11.2 9.2 51.3+j1.9 68 58

6 0.25 0.484 0.459 0.446 11.9 9.4 23.2+j21.0 56 50
6 0.30 0.472 0.449 0.437 11.6 6.7 61.2+j7.7 56 52

7 0.20 0.489 0.463 0.444 11.8 12.6 20.6+j16.8 58 52
7 0.25 0.477 0.454 0.434 12.0 8.7 57.2+j1.9 58 52
7 0.30 0.475 0.455 0.439 12.7 8.7 35.9+j21.7 50 46

Table 5.2 – Caractéristiques obtenus selon le nombre et l’espacement des éléments d’une antenne

Yagi-Uda (ao = 0.005λ).

On obtient mieux encore lorsqu’on place plus d’un directeur. La configuration générale
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apparâıt sur la figure 5.20. La théorie devient rapidement complexe et il faut recourir à des
tableaux comme celui 5.2, donnant les caractéristiques (directivité, impédance d’entrée,

largeurs du lobe) selon la longueur et l’espacement des éléments. Si on désire pousser la
chose plus loin, on pourrait varier la longueur de chacun des directeurs autant que l’espa-

cement. Les choix sont tellement nombreux et les calculs, tellement complexes, qu’aucune
forme de tableau n’est imaginable pour condenser les résultats. Les chiffres démontrent

que le gain devient marginal au-delà d’une douzaine d’éléments comme il apparâıt sur la
figure 5.21.
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Figure 5.21 – Gain d’une antenne Yagi-Uda selon le nombre d’éléments (espacement Sr = Sd =

0.15λ).

5.6 Alimentation d’un dipôle

Si le dipôle est une structure très simple, des bouts de fils, son raccord à une ligne de

transmission est un peu plus délicat. On doit s’assurer que le maximum de puissance sera
délivrée à l’antenne d’où les besoins d’adaptation et de balancement des signaux.

5.6.1 Adaptation

Si la ligne et le dispositif, l’antenne en l’occurrence, sont désadaptés, des réflexions appa-

raissent, ce qui créent un taux d’onde stationnaire SWR le long de la ligne. Une partie
de la puissance se dirigeant vers l’antenne en mode émission par exemple, revient vers

l’émetteur. Cette puissance risque donc d’être absorbée par l’émetteur ce qui le fait chauf-
fer inutilement jusqu’à l’endommager. On a qu’à penser à un four micro-onde sans charge

(pas de bouffe = circuit ouvert).

Pour adapter, il suffit que l’impédance vue de la ligne de transmission, du dispositif

avec la charge soit égale :

• à l’impédance de la ligne assumée réelle, si l’antenne est résonnante ;



5.6 Alimentation d’un dipôle ! 5-83

• au complexe conjugué de l’impédance de sortie de l’émetteur ou d’entrée du récepteur
pour un circuit synthonisé. Idéalement dans ce cas, on placerait une réactance en

parallèle ou en série qui élimine la partie imaginaire de l’impédance d’entrée de
l’antenne à la fréquence d’opération. Ceci synthonise le circuit. L’impédance de la

charge ainsi obtenue devient purement réelle. Un transformateur (quart-d’onde ou
avec enroulement sur un ferrite) peut ajuster la partie réelle si nécessaire pour qu’elle

soit égale à l’impédance de la ligne de transmission.

2a

2a′

ℓ′

s

(1 + α) : 1

Z̄a

2Z̄t

h = 2ℓ

Figure 5.22 – Adaptation par la technique “T-match”.

Une technique bien employée pour adapter une antenne filiforme (et particulièrement
les antennes Yagi-Uda qui ont une impédance d’entrée plus faible et complexe) consiste

à prendre un “T-match” comme sur la figure 5.22. Cette technique est un cas général du
dipôle replié mais :

• le mode transmission utilise deux lignes en parallèle d’une longueur ℓ′

• le mode antenne utilise deux dipôles de longueurs différentes ℓ et ℓ′ et de rayon

différents a et a′ respectivement.

• Le facteur de division du courant α suit la même expression (5.32) que celle du
dipôle replié.

• En mode de ligne de transmission, on a cette fois ℓ′ :

Z̄ ′
t = jZ̄o tan (βℓ′) . (5.43)

• En mode d’antenne, il faut remplacer les deux antennes par une antenne ayant
un rayon équivalent ae selon (5.28) qui demeure valable. On détermine ensuite

l’impédance de l’antenne équivalent Z̄ae sans “T-match”.

L’impédance d’entrée de l’antenne avec le “T-match” selon son schéma électrique

équivalent est :

Ȳin =
Ȳae

(1 + α)2
+

1

2Z̄ ′
t

Z̄in =
2(1 + α)2Z̄ ′

tZ̄ae

2Z̄ ′
t + (1 + α)2Z̄ae

. (5.44)

Lorsque ℓ′ = ℓ, on obtient l’équivalent d’un dipôle replié . On a alors Z̄ ′
t = Z̄t.
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Il est évident que si Z̄ae est réelle (antenne résonante) alors Z̄in devient inductive
lorsque, dans les cas pratiques, ℓ′ < λ/4. Deux capacités sont alors placées en série entre le

“T-match” et la ligne d’alimentation pour éliminer la réactance à la fréquence d’opération.
Une version à un côté seulement existe, appelée “Γ-match” lorsque la ligne d’alimen-

tation n’est pas balancée (voir prochaine sous-section).

5.6.2 Balun

Le balancement des signaux devient nécessaire lorsque les lignes de transmission utilisent

un des deux conducteurs comme référence commune. C’est le cas d’une ligne coaxiale où
le conducteur extérieur est généralement mis à la terre. La tension est donc nulle sur ce
conducteur contrairement à l’autre qui contient le signal. La ligne est dite non-balancée

alors que les dipôles, de formes symétriques, exigent aussi une symétrie dans l’alimentation
donc quelque chose de balancée.

antenne
bras 1 bras 2

ligne coaxiale

I3 Z̄m

I4 = I1 − I3

I3

I2 = I1

I2 = I1 I1−I3
Z̄a

I1

I3

I1
I1

Figure 5.23 – Asymétrie des courants avec une ligne d’alimentation non-balancée et son schéma

électrique équivalent.

Le problème d’une ligne de transmission non-balancée vient du fait qu’il existe un
courant circulant sur la face externe du conducteur externe parce qu’il est reliée à la
masse. L’application des conditions aux limites sur un conducteur parfait fait nâıtre un

courant de surface uniquement là où sont les champs i.e. entre le conducteur central et la
face interne du conducteur externe. On obtient alors que les courants sont normalement

identiques. Le nouveau courant s’ajoute à celui sur la face interne pour le retour. Il y a
un débalancement des courants et l’effet produit par un bras du dipôle est différent de
celui de l’autre bras. La figure 5.23 tente d’expliquer comment les courants sur chacun des

bras deviennent asymétriques. Le schéma électrique équivalent à droite de la figure 5.23
montre une impédance vue Z̄m entre la masse et le point de raccordement d’un des bras

du dipôle. Dans la ligne coaxiale, on observe que I1 = I2. Pour annuler le courant externe
I3, il faut que la face externe du conducteur externe présente une impédance infinie au

niveau du point de contact avec le bras correspondant du dipôle.
Le balun est le dispositif chargé de balancer un signal non-balancé (contraction de

l’anglais “balanced to unbalanced”). Son principe de fonctionnement n’est jamais très
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évident et il en existe plusieurs. Cependant, la majorité se base sur l’idée de créer une
nouvelle ligne de transmission d’une longueur λ/4 en utilisant le conducteur à la terre,

ligne de transmission qui se termine dans un court-circuit ; l’impédance vue à λ/4 est
équivalent à un circuit ouvert ce qui isole le second conducteur de cette nouvelle ligne de

transmission par rapport à la masse.

bazooka

court−circuit

ligne de transmission
coaxiale

court−circuit

ligne de transmission
coaxiale

"split−coax"

h

λab/4

h

λab/4

Figure 5.24 – Baluns de types bazooka et “split-coax”.

non−balancée coaxiale
ligne de transmission

ligne de transmission
balancéeZ02

λ/2

Zo1 =
(
Zo2
4

)

Figure 5.25 – Balun transformateur de type “coax-λ/2”.

La figure 5.24 montre deux types de balun. Le premier est appelé bazooka tandis que

le second est dit “split-coax”. Ces deux baluns ne modifient en rien l’impédance d’entrée
du dipôle contrairement à celui “coax-λ/2” de la figure 5.25 qui multiplie l’impédance par

4 (un peu comme un transformateur) car la tension aux bornes de la ligne balancée est
maintenant V2 = 2V1 alors que le dispositif est sans perte, ce qui implique I2 = I1/2. Il
en existe bien d’autres sortes.

5.6.2.1 Balun “split-coax”

On comprend mieux le fonctionnement d’un balun à partir de son schéma électrique
équivalent. Celui du “split-coax” apparâıt sur la figure 5.26. On y observe que même si

le point C est reliée à la masse, l’impédance vue Z̄ab = jZoab tan(βabℓab) tend vers l’infini
au niveau de l’antenne si la longueur ℓab = λab/4. Donc aucun courant ne revient par la

surface externe.

La longueur d’onde λab correspond à
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Z̄ab

ℓab

ℓab = λab/4
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Figure 5.26 – Balun de type “split-coax” et son schéma électrique équivalent.

• celle du signal à la fréquence d’opération ;

• se propageant dans la nouvelle ligne de transmission en parallèle de type bifilaire

formée par le conducteur externe de la ligne d’alimentation et le bout conducteur
ajouté pour former le balun.

Le balun “bazooka” fonctionne sur le même principe sauf que la ligne de transmission

Zoab est de type coaxiale superposée à celle d’alimentation.

5.6.2.2 Balun “Roberts”

B D A

C C

B

A
D

E

E

Rg Ra

Z̄ab

Z̄bZ0

Z0bℓb

Z0ab

ℓab

ℓbℓab = λab/4

h

Z
o
a
b

Figure 5.27 – Balun de type “Roberts” à large bande et son schéma électrique équivalent.

Le grand inconvénient de la technique “split-coax” provient de la variation rapide de

l’impédance réactive Z̄ab en fonction de la fréquence. Donc, pour une fréquence autre que
la fréquence d’opération pour laquelle le balun a été conçu, l’impédance vue Z̄ab devient
inductive non-infinie. Le dispositif cesse d’être balancé.

Le balun de type “Roberts”6 de la figure 5.27 permet à la fois une plus grande largeur

de bande et une adaptation d’impédance.
Afin de réaliser à la fois le balancement et l’adaptation, Roberts a suggéré d’ajouter

une autre ligne de transmission (outre celle d’alimentation et celle du balun standard).

6W.K. Roberts,“A New Wide-Band Balun”, Proceeding of the IRE, vol. 45,1957, pp. 1628-1631.
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Cela donne le balun de la figure 5.27 avec son circuit électrique équivalent. L’impédance
vue Z̄in à la sortie de la ligne d’alimentation (entre les points B et D) s’exprime ainsi :

Z̄in =
jRaZoab tan(βabℓab)

Ra + jZoab tan(βabℓab)
− jZob cot(βbℓb) . (5.45)

En posant

• les longueurs électriques des segments de lignes b et ab égales, βabℓab = βbℓb ;

• l’impédance caractéristique de la ligne ab ajustée à l’impédance d’entrée de l’antenne,
Zoab = Ra ;

• les câbles coaxiaux identiques formant la ligne d’alimentation et le balun Zo = Zob ,

on obtient après simplifications :

Z̄in = Ra sin
2(βbℓb) + j cot(βbℓb)(Ra sin

2(βbℓb)− Zo) . (5.46)

La composante réactive de l’impédance Z̄in devient nulle lorsque

• cot(βbℓb) = 0 ce qui implique que Z̄in = Ra correspondant à un balun standard ;

• sin2(βbℓb) = Zo/Ra ce qui implique que Z̄in = Zo d’où une parfaite adaptation.
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Figure 5.28 – Variation de Z̄in en fonction de la fréquence pour le balun “Roberts”.

La variation des parties réelle et imaginaire de Z̄in est tracée à la figure 5.28 en prenant
Ra = 73Ω comme pour un dipôle λ/2 et Zo = 50Ω comme avec une ligne coaxiale RG-58.

Ainsi, on obtient Z̄in = Zo aux angles électriques

βbℓb = arcsin
√

Zo/Ra = arcsin(0.827) = 55.8◦ et 124.2◦
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correspondant aux rapports de fréquence de

360◦ f

vpb
(0.25λbo) = 90◦ f

(
λbo
vpb

)

= 90◦
f

fo
= 55.8◦ et 124.2◦

f

fo
= 0.62 et 1.38 .

La grande largeur de bande obtenue est intéressante mais l’impédance d’entrée de

l’antenne varie elle aussi en fonction de la fréquence et c’est alors elle qui limitera la largeur
de bande. L’idéal est plutôt de choisir βabℓab ̸= βbℓb pour placer un nul de sin2(βbℓb) à la
fréquence d’opération. Il y a donc une optimisation et un compromis à faire.

5.6.2.3 Balun autotransformateur

balancée

non-balancée

Figure 5.29 – Schéma du balun autotransformateur.

Le balun peut aussi de réaliser à partir :

• d’un transformateur car le primaire et le secondaire sont automatiquement isolés ;

• d’un autotransformateur où la masse de la ligne non-balancée se situe à la prise

médiane (“center tap”) comme sur la figure 5.29. Dans cette configuration, le rapport
est forcément 4 :1 au niveau des impédances. On le retrouve particulièrement pour
symétriser le câble coaxial de télévision à une antenne rubanée de 300Ω.

5.6.2.4 Balun bobine 1 :1

Il existe une dernière forme de balun très appréciée dans le haut de la bande HF et le

bas de la bande VHF car d’une simplicité imbattable : le balun par bobine d’arrêt mieux
connu sous son l’appellation anglosaxone “choke balun”.

À proprement parlé, il ne s’agit pas d’un balun mais son principe de fonctionnement
revient à bloquer autant que possible le courant circulant sur la face externe du conducteur
externe. La bobine d’arrêt est bien utilisée en électronique radiofréquence pour éviter que

le signal radiofréquence se propage par les lignes d’alimentation. Une bobine agit comme
un court-circuit en courant direct mais devient un circuit-ouvert au fur et à mesure que

grimpe la fréquence du signal.
Il suffit donc d’enrouler la ligne coaxiale non balancée sur un ferrite ou même un noyau

d’air (autour d’un tuyau de polymère synthétique par exemple). Les courants à l’intérieur
de la ligne coaxiale ne subiront aucun effet mais celui à l’extérieur “verra” une haute
impédance si la valeur de la réactance est suffisamment élevée. On place normalement cet
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l’antennevers vers
cable coaxial

b)a)

la source
vers

vers
l’antenne

la source

Figure 5.30 – Baluns bobines montés a) sur un noyau d’air ou b) sur un tore magnétique.

enroulement juste à la base de l’antenne, en le laissant pendre même souvent dans les airs

(d’où le nom “ugly balun” parfois entendu). La figure 5.30 montre comment le réaliser.
Comme il ne modifie pas l’impédance vue, son rapport est 1 :1.

5.7 Monopôle

image image image

conducteur
idéal

Ī

Ī
Ī

h
Ī

Ī

Ī

h

Figure 5.31 – Courant miroir avec plan conducteur.

Le monopôle est créé en divisant un dipôle (dit équivalent) en deux par le milieu à
son point d’alimentation ; et en alimentant l’unique bras par rapport au plan conducteur
assumé infini (plan de masse). Les courants induits sur le plan conducteur produisent une

image un peu comme dans un miroir. La figure 5.31 résume la théorie des images, laquelle
découle de l’application des conditions aux limites sur un conducteur parfait :

• Ē∥1 = −Ē∥2 à z = 0 (Ēφ1 = −Ēφ2) ;

• Ē⊥1 = Ē⊥2 à z = 0 (Ēθ1 = −Ēθ2).

Quelle que soit la longueur l du monopôle, la distribution du courant sur sa structure
et sur l’image produite par le plan de masse correspond exactement à celle d’un dipôle de
longueur h = 2l dit équivalent.

En appliquant un courant sur la borne du monopôle, la tension par rapport à la masse
sera la moitié de celle qui apparâıtrait aux bornes du dipôle équivalent excité par le

même courant. L’impédance d’entrée du monopôle vaut donc la moitié de celle du dipôle
équivalent :

Z̄amono =
V̄inmono

Īinmono

=
1
2 V̄indip

Īindip

=
1

2
Z̄adip . (5.47)
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Il en va de même pour la résistance de rayonnement.
Par contre, le monopôle ne rayonne la puissance totale émise que sur une demi-sphère

à cause de la présence du plan conducteur ; la puissance totale émise ne vaut que la moitié
de celle du dipôle équivalent alimenté par un même courant d’entrée, produisant une

densité de puissance identique dans l’hémisphère de rayonnement. Ainsi, la directivité
d’un monopôle vaut le double de celle du dipôle équivalent :

Dmono =
4π

Ωamono

=
4π

1
2Ωadip

= 2Ddip . (5.48)

image

conducteur

z

Iin

Iin

I

l = h/2

Figure 5.32 – Monopôle court et distribution de courant.

Soit l’exemple du monopôle court d’une longueur ℓ = h/2 (h est la hauteur du mo-
nopôle avec son image i.e. la hauteur du dipôle équivalent) qui ne rayonne que dans

l’hémisphère supérieur. La distribution triangulaire du courant est toujours valide sur le
bras et sur l’image comme sur la figure 5.32. Comme la puissance émise est moitié moindre

pour une même distribution alors :

Rrcourt mono = 10π2

(

h

λ

)2

(5.49)

On stipule que le plan conducteur idéal doit avoir une superficie de l’ordre de 10λ×10λ.
Cependant, un plan conducteur plus petit fait l’affaire si on ne se préoccupe pas des

champs proches.
A noter aussi que le monopôle est alimenté par une ligne non balancée.
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5.8 Valeurs pour antennes filiformes

• isotrope :

– Aem = λ2/4π

– D = 1 partout (FM = 173)

• dipôle élémentaire :

– Aem = 3λ2/8π et he = h

– D = 1.5 lorsque θ = 90◦ (FM = 212)

– Rr ≈ 80π2(h/λ)2

• dipôle court7 (h < 0.2λ) :

– Aem = 3λ2/8π et he = h/2

– D = 1.5 lorsque θ = 90◦ (FM = 212)

– Rr ≈ 20π2(h/λ)2

• dipôle demi-onde (h = λ/2) :

– Aem = 30λ2/73π et he = λ/π

– D = 1.64 lorsque θ = 90◦ (FM = 222)

– Z̄r ≈ (73.2 + j42.5)Ω (Rr ≈ 75Ω)

• dipôle demi-onde replié :

– Z̄r ≈ 4 (73.2 + j42.5)Ω (Rr ≈ 300Ω)

• monopôle vertical court (h < 0.2λ) :

– D = 3 lorsque θ = 90◦ (FM = 300)

– Rr ≈ 10π2(h/λ)2

• petite boucle (A < 0.01λ2) où A est l’aire de la section efficace de la boucle et n, le
nombre de tours de fil :

– Aem = 3λ2/8π et he = 2nπA/λ

– D = 1.5 lorsque θ = 90◦ (FM = 212)

– Rr ≈ 320n2µ2
reff

π4(A/λ2)2

7Pour tout dipôle court, on écrit Rr ≈ 80π2(h/λ)2(Imoy/Iin)2.
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Exercices

Question 1

Un dipôle a une longueur finie (et non infinitésimale) h et une résistance de pertes de
1.5Ω. Si le courant est uniforme, exprimez :

a) le vecteur N̄ sans supposer d’abord que h est suffisamment petit (ejβz
′ cos θ ̸≈ 1)

b) de la réponse en (a), faites ensuite l’approximation pour une petite valeur de βh ;

c) l’expression du champ électrique lointain (utilisez directement l’approximation) ;

d) la directivité, la résistance de rayonnement, le gain et la surface effective si h = λ/15.

Question 2

Exprimez analytiquement le champ électrique dans la zone lointaine produit par un
dipôle de longueur h = 2ℓ. On assume une distribution de courant linéaire (courant
maximum, Im, au centre et nul aux extrémités) sur l’axe z, sans toutefois supposer un

dipôle court (donc βh quelconque).

Question 3

Une dipôle d’une longueur de h = 2 m est placé verticalement.

a) Indiquez l’orientation des plans E et H ;

Calculez le courant nécessaire Iin pour émettre une puissance de <Pt>= 20 W si :

b) le dipôle est considéré comme un dipôle court (λ = 10 m) ;

c) le dipôle est considéré comme un dipôle λ/2 (λ = 4 m) ;

d) le dipôle possède une distribution tendant vers celle uniforme par l’ajout de disques
aux extrémités comme sur la figure ci-dessous avec δ = 0.2 (λ = 10 m, on est à la

limite de considérer h ≪ λ).

IinIin

I
h

z

(1−δ)Iin

Le cas δ = 0 revient à une distribution uniforme comme sur un dipôle élémentaire
de longueur dh = h et celui δ = 1 est un dipôle court régulier.
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Question 4

La résistance ohmique d’un dipôle λ/2 est donnée par :

Rohm =
Rs

2πao

λ

4

Rs =

√

ωµ

2σ
.

où Rs est la résistance surfacique du matériau qui compose l’antenne.

Calculez l’efficacité de rayonnement du dipôle λ/2 à 100MHz, fait d’un fil d’aluminium
de 6.35mm de diamètre (σal = 3.5× 107 S/m).

Question 5

L’amplitude maximale du courant sur un dipôle d’une longueur h = 0.8λ atteint

0.5 Arms. Il émet alors une puissance de 45 W. Dans la supposition d’une distribution
sinusöıdale du courant, déterminez sa résistance de rayonnement à l’entrée.

Question 6

Pour un dipôle 3λ/2 aligné selon l’axe z, donnez :

a) l’expression de la fonction caractéristique de rayonnement normalisée ;

b) les directions θmax où le rayonnement est maximal.

Question 7

Différents essais expérimentaux ont démontré que la fréquence de résonance d’un dipôle
λ/2 est plus basse que prévue selon le rayon des fils utilisés ao. Ainsi, pour résonner à

une fréquence fo (dont la longueur d’onde correspond à λo), un dipôle λ/2 doit avoir une
longueur h un peu plus courte que λo/2. Le tableau ci-dessous donne les valeurs obtenues :

h/(2ao) h classe

106 0.495λo extra mince
5000 0.49λo très mince

50 0.475λo mince
10 0.455λo épais

Évaluez la longueur optimale d’une antenne λ/2 captant le canal 7 de télévision
(177MHz) si le fil utilisé est de l’aluminium de 0.67 pouce de diamètre (1 pouce = 2.54 cm).

Question 8

Des dipôles λ/2 ont une même longueur de 0.5m. Ils sont réalisés à partir de fil dont

le diamètre vaut respectivement a) 2ao = 0.1mm ; b) 2ao = 1mm ; c) 2ao = 7.1mm.
Déterminez leur fréquence de résonance fo.
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Question 9

Un dipôle replié a une longueur de 0.4λ ; un espacement entre les deux côtés d de 12.5ao
où ao est le rayon du fil qui vaut 0.005λ. Calculez l’impédance d’entrée de l’antenne. Pour

la cause, référez vous si nécessaire, à la figure 5.6 ; de plus, l’impédance caractéristique
d’une ligne bifilaire dans l’air vaut ηo

π cosh−1 d
2ao

selon les notes de TOEM.

Question 10

alimentation

partie
rayonnante

λ/4

Im

z

I(z′)

3λ/4

Une antenne J-pôle est en fait une antenne filiforme d’une longueur totale de 3λ/4,
alimentée par une ligne non-balancée tout près de la base même de l’antenne. Un long

stub CO λ/4 utilisant la partie basse de l’antenne sert de balun et d’adaptation. Ainsi,
seule la partie supérieure est utile au rayonnement.

Déterminez la fonction caractéristique Fa(θ) et la directivité du J-pôle.

Question 11

Démontrez que la fonction caractéristique d’une antenne boucle dont le rayon ra est
très inférieur à la longueur d’onde, centrée dans le plan z = 0 et dont le courant a une

distribution uniforme, s’exprime comme Fa = sin θ.
Indices :

Pour commencer, vous devez définir r′ et ψ dans l’intégrale pour trouver N̄ .
Vous utilisez ensuite le fait que βra ≪ 1, ce qui devrait vous permettre de

faire une supposition du genre ejξ ≈ 1 + jξ si ξ ≪ 1.

Question 12

Donnez toutes les dimensions et les espacements en cm, d’une antenne Yagi de 3
éléments opérant à 100MHz.

Question 13

Une antenne Yagi de 7 éléments capte le canal 13 en télévision (213MHz). Si les
fils ont bien 0.005λ = 0.7 cm de diamètre et que l’espacement entre les éléments est de
Sr = Sd = 35.2 cm, donnez les dimensions en cm.
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Réponses :

1. a) Nz = 2Io
1

β cos θ sin((βh/2) cos θ) b) Nz ≈βh≪1 Ioh ; c) Ēθ = jωµ Ioh
e−jβr

4πr sin θ

d) <Pt>= πηo
3 I2o

(
h
λ

)2
; Kmax = ηo

8 I
2
o

(
h
λ

)2
;

D = 1.5 (1.76 dB) ; Rr = 3.51Ω ; G = 1.05 (0.21 dB) ; Ae = 0.0836λ2.

2. Ēθ = ηoH̄φ = + jωµ e−jβr

4πr N̄z sin θ

Nz =
4 Im

ℓ (β cos θ)2 sin2
(
βℓ
2 cos θ

)

;

3. a) Plan E : plan vertical ; Plan H : plan horizontal.

b) Iin = 2.25A ; c) Iin = 0.74A ; d) Iin = 1.25A (si δ = 0 alors Iin = 1.125A).

4. εr = 99.8277%.

5. Rr = 180Ω d’où Rri = 521Ω.

6. Numériquement seulement, on peut trouver le facteur de normalisation et les direc-

tions maximales

a) 0.7148
cos( 32π cos θ)

sin θ ; b) 42.6◦ et 137.4◦ .

7. h/(2ao) ≈ 50, ho ≈ 0.475λo = 80.45 cm .

8. a) h/(2ao) ≈ 5000, h ≈ 0.49λo, fo = 293.8MHz ;

par interpolation logarithmique entre log(h/(2ao)) et log(0.5− h) :
b) h/(2ao) ≈ 500, h ≈ 0.4858λo, fo = 291.28MHz ;

c) h/(2ao) ≈ 70, h ≈ 0.4774λo, fo = 286.24MHz.

9. Z̄t = j3.078Zo, Zo = 300Ω et Z̄adip = (50− j60)Ω donc Z̄a = (260− j244)Ω.

10. Fa(θ) =
cos(π2 cos θ)

sin θ et D = 1.64.

11. D’abord : Ī = Iinaφ = −Iin sinφ′ax + Iin cosφ′ay

r′ = ra et cosψ = cos(φ− φ′) sin θ.

N̄x ≈ −jIinβr2a sin θ (π sinφ), N̄y ≈ jIinβr2a sin θ (π cos φ)

N̄φ ≈ jβIinr2aπ sin θ donc Fa = sin θ C.Q.F.D. (D = 1.5) .

12. ao = 0.005λ = 1.5 cm ;

Sr = Sd = 75 cm ; hr = 143.7 cm, h = 135.9 cm, hd = 135.3 cm.

13. hr = 67.2 cm, h = 63.9 cm, hd = 61.1 cm.





Chapitre 6

Antennes-réseaux

6.1 Introduction

Une antenne-réseau est un ensemble d’antennes identiques (appelées “éléments”) dis-

tribuées dans un espace, de façon uniforme ou non, et reliées entre elles au niveau du
récepteur. Ce dernier utilise donc, à un même instant, les données provenant de tous les

éléments pour ne fournir qu’une seule donnée de sortie.

Les antennes-réseaux permettent, avec l’utilisation de processeurs dédiés au traitement
du signal numérique, de plus en plus puissants et à coût de plus en plus abordable, de

synthétiser des diagrammes de rayonnement en fonction de nombreux paramètres :

• direction du signal ;

• puissance et direction des interférences ;

• niveau des lobes secondaires ;

etc, d’où sa popularité sans cesse grandissante.

élément

déphaseur
à gain variable

variable

sortie

amplificateur
w

N = 5

Σ

Figure 6.1 – Antenne-réseau en réception.

L’antenne-réseau synthétise une antenne de dimensions dépendantes de l’espace oc-
cupé par l’ensemble des éléments constituant. En fait, on obtient une antenne dont la
distribution en courant est discrète plutôt que continue : chaque élément forme un point
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d’échantillonnage spatial. Ayant accès directement à chaque antenne, cela revient à choisir
la distribution discrète de courant voulue ; sous la forme continue, ne pouvant modifier le

courant sur chaque élément différentiel, la distribution de courant est imposée. La figure
6.1 montre une telle antenne en réception. On remarque les deux organes de contrôle sur

chaque élément : l’atténuateur et le déphaseur qui règlent l’amplitude et l’argument du
courant d’alimentation respectivement.

L’antenne-réseau s’adapte bien aux techniques numériques de traitement du signal qui
la rendent versatile et programmable.

6.2 Principe des antennes-réseaux

Soit N éléments rayonnants identiques distribués dans l’espace en conservant la même

orientation. Chaque élément possède sa fonction caractéristique de rayonnement propre,
Fak(Ψ) .

Comme le champ de rayonnement produit par une antenne dépend directement du
courant Iin, on quantifiera l’effet de chacun des éléments selon les courants d’alimentation

Ī1, Ī2, . . . , ĪN tels que :

Īk = ı̄k · Iin0 (6.1)

ı̄k = ikejαk . (6.2)

Iin0 est un courant de référence et les ı̄k sont les courants relatifs (sans unité).

ψk

x

r′k

r

ar′′k

Ψ

ar

r′′k = r +∆rk

ar′k

xk

≈ r′k cosψk

yk

zk

Ψ′′
k ≈ Ψe

z

y

Figure 6.2 – Géométrie d’un seul élément d’une antenne-réseau avec les systèmes de coordonnées

local et global.

Supposons le k-ième élément de l’antenne-réseau pris seul comme sur la figure 6.2. Le
champ électrique produit par ce dernier, s’écrit alors :

Ēk(r
′′
k ,Ψ

′′
k) = ı̄k · Iin0 · Cak

e−jβr′′k

4πr′′k
Fak(Ψ

′′
k)aEk

, (6.3)
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où Cak est une constante de proportionnalité faisant intervenir la figure de mérite de
l’antenne, FMk

; r′′k est la distance entre le centre de l’élément aux coordonnées (x′, y′, z′)

et le point d’observation en (x, y, z) ; Ψ′′
k indique la direction d’observation par rapport au

système de coordonnées local de l’élément ; et aEk
, un vecteur unitaire directif du champ

électrique.

Le champ électrique total correspond à la somme vectorielle des champs produits par
chacun des éléments, soient Ē1, Ē2, . . . , ĒN .

• Comme les éléments sont identiques avec même orientation, ils ont une même fonc-
tion caractéristique, même figure de mérite et même direction des champs.

Ainsi, on a Fak(Ψ
′′
k) = Fa(Ψ′′

k), Cak = Ca et aEk
= aE ∀k .

• Comme le point d’observation dans est dans le champ lointain en considérant que
l’ensemble des éléments forme une seule antenne :

– les vecteurs ar′′k
sont parallèles donc les angles d’observation par rapport aux

coordonnées locales Ψ′′
k sont pratiquement égaux à une valeur moyenne Ψ′′

k =
Ψe puisque avec même orientation des éléments, les systèmes de coordonnées
locaux deviennent colinéaires ;

– les variables r′′k sont toutes du même ordre de grandeur et :

∗ sont considérées égales à r, la distance entre l’origine de l’antenne réseau

et le point d’observation pour le terme affectant le module seulement ;

∗ équivalent à r+∆rk pour le terme de phase, ∆rk correspond à la différence

de parcours pour se rendre du point d’observation à la position du k-ème
élément et se rendre du point d’observation à l’origine – on peut écrire
∆rk ≈ −r′k cosψk en référence avec (3.23) ;

Le champ électrique total s’exprime maintenant comme :

Ē(r,Ψ) =
N
∑

k=1

Ēk(r
′′
k ,Ψ

′′
k) (6.4)

Ē(r,Ψ) = Iin0

1

4πr
CaFa(Ψe)

[

ı̄1e
−jβr′′1 + ı̄2e

−jβr′′2 +. . .+ ı̄Ne
−jβr′′N

]

aE (6.5)

= Iin0

e−jβr

4πr
Ca Fa(Ψe)aE

︸ ︷︷ ︸

¯E0(r;Ψe)

· f̄r(̄i, r′;Ψr) (6.6)

avec

f̄r (̄i, r
′;Ψr) =

[

i1e
jα1e−jβ∆r1 + i2e

jα2e−jβ∆r2 + . . .+ iNe
jαNe−jβ∆rN

]

(6.7)

r′′k = r + ∆rk (6.8)

ψk = arccos
(

ar′k
· ar

)

. (6.9)
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• f̄r (̄i, r′;Ψr) est l’équivalent réseau de la fonction caractéristique de l’antenne simple
fa en supposant des éléments isotropes. Comme la phase ne veut dire quelque chose

que lorsqu’elle est relative, on ne considère que son module fr, appelé le facteur de
réseau, ou encore Fr lorsque normalisé.

On regroupe les N alimentations relatives dans le vecteur colonne complexe ī de

dimensions (N×1). Les N angles ψk se mesurent entre la direction de l’élément ar′ et
la direction d’observation Ψr dans le système de coordonnées du réseau utilisé pour

localiser les éléments. On choisit ce système tel qu’il facilite l’écriture mathématique
du facteur de réseau e.g. l’axe d’un réseau linéaire. Si possible, il correspond au
système de coordonnées global d’où Ψr = Ψ.

• Ē0(r;Ψe) est le champ produit par un seul des éléments placé à l’origine et ali-
menté par un courant Iino ; Ψe devient la direction d’observation dans le système de

coordonnées local de l’élément.

Lorsqu’on normalise l’expression de ce champ, on obtient la fonction caractéristique
de rayonnement de l’élément pris seul (cf. équation (2.12)) appelé, dans le cas des
réseaux, le facteur d’élément Fe(Ψe).

On voit bien que groupé en un réseau, le champ résultant est le produit de deux termes,
à savoir :

• le champ produit par un seul élément alimenté avec une source débitant un courant
à l’entrée Iin0 ;

• un facteur de réseau qui dépend des paramètres géométriques du réseau et des
courants d’alimentation.

Cependant, c’est le module du facteur de réseau (lequel est normalement un nombre

complexe) qui affecte le rayonnement car la phase résultante de la sommation n’apporte
rien. La nouvelle fonction caractéristique de rayonnement de l’antenne-réseau (qui n’est

pas forcément normalisée) s’écrit :

fa(Ψ) = Fe(Ψe)
∣
∣
∣f̄r (̄i, r

′;Ψr)
∣
∣
∣ , (6.10)

On conclue donc, d’après l’expression (6.6), que le groupement d’antennes permet de
produire un diagramme de rayonnement différent de celui des éléments et ce, même s’ils
sont isotropes Fe = 1. Il suffit de jouer sur :

• la géométrie du réseau ou position des éléments constituants ;

• les courants d’alimentation en module et phase.

La figure 6.3 illustre la grande variété de facteurs de réseau obtenus avec 2 éléments
isotropes seulement alimentés par des courants qui, de surcrôıt, ont même amplitude.
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d=0 λ/8 3λ/8λ/4 λ/2 5λ/8 3λ/4 7λ/8 λ 

α=0 

π/4 

π/2 

3π/4 

π 

Figure 6.3 – Facteurs de réseau obtenus avec 2 éléments selon d ou α.

6.3 Réseau linéaire

direction d’observation

front d’onde plane

axe du réseau
#1 #2 #3 #4

ψ

d cos(ψ)

d

r′′1 r′′2 r′′3 r′′4

Figure 6.4 – Géométrie d’un réseau linéaire à espacement régulier.

Considérons le cas de N éléments rayonnants identiques :

• alignés ;

• espacés par une distance identique d

comme illustré sur la figure 6.4, où le premier élément se situe à l’origine du système

de coordonnées global orienté avec l’axe du réseau (Ψr = ψ). Ce type de géométrie est
particulièrement privilégié car il demeure :

• simple au point de vue de sa réalisation ;

• relativement programmable car comparable à un échantillonnage temporel à inter-
valle constant mais dans le domaine spatial.
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6.3.1 Facteur de réseau linéaire

Les équations générales (6.6) et (6.7) demeurent valides mais ici, les positions des éléments
sont connues et il est possible de quantifier les ∆rk . Selon la figure 6.4, les différences de

longueur des trajets s’expriment1 :

∆r1 = r′′1 − r = r − r = 0

∆r2 = r′′2 − r = −d cosψ
...

∆rk = −(k − 1)d cosψ . (6.11)

Il est possible de faire un rapprochement avec les systèmes discrets. On pose d’abord

z = ejβd cosψ (6.12)

pour obtenir le facteur de réseau à partir de (6.7) et de (6.11) :

f̄rlin(d;ψ) =
N
∑

k=1

ı̄ke
jβ(k−1)d cosψ

︸ ︷︷ ︸

s̄k

=
N
∑

k=1

ı̄kz
k−1 . (6.13)

Cette dernière égalité ressemble beaucoup à celle d’une transformée en z d’un signal

discret i[n] échantillonné sur N points (décalé de une période). On pourrait donc faire
une synthèse d’un facteur de réseau en trouvant les courants relatifs par la transformée

en z inverse.

6.3.2 Pointage du faisceau

En modifiant l’alimentation simplement en plaçant des déphaseurs à la base des éléments,

le réseau linéaire permet alors un balayage électronique de l’espace (i.e. sans rotation
de l’antenne) malgré qu’à la base, les éléments sont fixes et peuvent être des antennes

isotropes !

s̄2 F̄r

s̄4
s̄3

s̄2

s̄1

∆ϕ4

∆ϕ2

∆ϕ3

∆ϕ2

∆ϕ3

∆ϕ4

∆ϕk
= 0

s̄1

F̄r
s̄1 s̄2 s̄3 s̄4

F̄r

s̄3

s̄4

Figure 6.5 – Phaseurs signaux formant le facteur de réseau : ∆ϕk = β∆rk − αk et ∆ϕ1 = 0.

Le principe est simple. La figure 6.1, montre que les signaux reçus à chacun des
éléments sont déphasés puis sommés pour obtenir la sortie de l’antenne y. Les signaux

1les trajets r′′k sont assumés parallèles.
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reçus déphasés sont représentés par les s̄k dans (6.13) ; ils correspondent aux sorties après
le déphaseur de chaque élément. Il s’avère que cette somme sera maximale lorsque tous les

s̄k sont en phase. Dans le plan complexe, la somme vectorielle produit une droite. Dès lors
qu’ils sont déphasés progressivement l’un par rapport au suivant, la longueur du vecteur

final est forcément plus petite comme sur la figure 6.5). Or, l’équation (6.13)) montre
que le facteur de réseau est bien formé de la somme des phaseurs signaux s̄k. Comme on

s’intéresse au module du signal y, il faut regarder la longueur du vecteur final.

Sans déphaseur, c’est lorsque le signal provient de la direction perpendiculaire à l’axe
du réseau ψ = π/2 que les s̄k sont en phase. C’est le rayonnement transversal.

Si on veut que le maximum soit atteint lorsque les signaux proviennent d’une direction

autre, disons ψmax (ce qui revient à dire que le faisceau de l’antenne-réseau pointera alors
dans cette direction), il suffit de compenser le déphasage produit par les différences de
longueur de trajet tel que, selon (6.7), αk = β∆rk . Ceci revient au cas ∆ϕk

= 0 de la

figure 6.5.

Sur un réseau linéaire à espacement régulier, l’expression des ∆rk dans (6.11) montre
que le déphasage est alors progressif :

αk = arg{ı̄k} = −(k − 1)βd cosψmax (6.14)

avec α1 = 0, la phase du courant relatif de l’élément #1 servant de référence.

γ

γ

−π π

|Fr(γ − γ0)|

zγ0

1
−π π

1
|Fr(γ)|

z

1
|Fr(ψ)|

ψmax = 90◦

1

ψmax

|Fr(ψ)|

Figure 6.6 – Pointage du réseau par translation dans l’espace γ = βd
2 cosψ.

Le principe consiste à décaler la fonction dans l’espace γ d’une valeur égale à γ0, ce

qui se traduira par une rotation du facteur de réseau Fr comme sur la figure 6.6. La partie
utilisée dans l’espace γ dépend de la distance inter-élément d ; elle s’étend de −βd

2 à +βd
2 .

C’est la zone de visibilité.
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6.4 Alimentation uniforme

Afin d’arriver à une expression complète sans problème, on aborde le cas simple d’éléments
alimentés par des courants de même amplitude soit |̄ık| = i0.

6.4.1 Facteur de réseau linéaire uniforme

Pour commencer, tous les courants sont en phase, ce qui produira un rayonnement trans-

versal conformément à ce qui est écrit dans la sous-section précédente. À partir de (6.13),
le facteur de réseau de ce qui est appelé un réseau linéaire uniforme, s’exprime :

f̄rlin−uni
(d;ψ) = i0

[

1 + ejβd cosψ + . . .+ ejβ(N−1)d cosψ
]

= i0

N
∑

k=1

(

ejβd cosψ
)k−1

. (6.15)

La série est de type géométrique dont la somme vaut
∑K

k=1 z
(k−1) = (1−zK)/(1−z), d’où

finalement :

f̄rlin−uni
(d;ψ) = i0

1− ej2Nγ

1− ej2γ
= i0

ejNγ

ejγ
e−jNγ − ejNγ

e−jγ − ejγ
= i0 e

j(N−1)γ sinNγ

sin γ
(6.16)

donc

Frlin−uni
(d;ψ) =

sin(Nγ)

N sin γ
(6.17)

avec

γ =
1

2
βd cosψ . (6.18)

Une analyse rapide de (6.17) avec (6.18), montre que le lobe principal de l’antenne-
réseau linéaire uniforme avec éléments isotropes et des courants en phase, pointe effecti-

vement dans la direction transversale.

On applique maintenant un déphasage progressif α entre éléments adjacents tel que

αk = −
↑
(k − 1)α (6.19)

soit :

ı̄k = i0e
−j(k−1)α . (6.20)

Dans ce cas, l’expression obtenue en (6.17) demeure sauf que l’on remplace γ par :

γ′ = γ − γ0 =
1

2
(βd cosψ − α). (6.21)

La figure 6.7 illustre divers facteurs de réseau linéaire normalisés, avec alimentation
uniforme à phase progressive (les graphiques sont tracés en fonction de 2γ).

Les conclusions suivantes sont tirées ; elles sont d’ailleurs valides pour tous réseaux
linéaires à espacement régulier :
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Figure 6.7 – Facteurs de réseau linéaire uniforme avec N =3, 5 ou 10.

• Le faisceau pointe dans la direction :

ψmax = arccos

(
α

βd

)

. (6.22)

Ainsi, en changeant la valeur de α, il est possible de diriger le faisceau principal
dans une direction comprise à l’intérieur d’une zone limitée2 comprise entre ψlimmin

et ψlimmax telles que :

ψlimmin
max

= arccos

(

±
π

βd

)

. (6.23)

• Il faut aussi respecter une zone dite sans ambigüıté lors d’un balayage. En effet, la
fonction Frlin−uni

= sin(Nγ)/N sin γ est périodique de période π suivant γ. Un autre
lobe dont l’importance est identique au faisceau principal peut apparâıtre dans la

zone 0 ≤ ψ ≤ 180◦ soit (βd− α) ≤ 2γ ≤ (−βd − α) lorsque 2βd couvre plus d’une
période. Cet autre lobe s’appelle lobe de périodicité du réseau (“grating lobe”).

Un balayage sans ambigüıté est possible tant que le faisceau principal reste dans la
zone sans ambigüıté :

ψs−ambmin
max

≷ arccos

(

±
2π − βd

βd

)

. (6.24)

Sinon, un lobe de périodicité du réseau (ou même des lobes de périodicité) est
rencontré dans la direction où la fonction Frlin−uni

redevient maximale soit lorsque
2γ = ±2kπ (avec k = 1, 2, . . .) :

ψmaxk
= arccos

(
α± 2kπ

βd

)

(6.25)

2Il ne faut pas oublier que l’angle est modulo 2π donc α va de −π à +π.
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• Les zéros du diagramme de rayonnement apparaissent lorsqu’on a 2γ = ±2kπ
N =

βd cosψnulk − α (avec k = 1, 2, . . .), soit aux angles

ψnulk = arccos

(

α± 2kπ
N

βd

)

. (6.26)

On peut vérifier qu’un espacement inter-élément moindre qu’une demi-longueur d’onde
d ≤ λ/2, permet de balayer le demi espace entier (ψ va de 0 à π) sans ambigüıté. En aug-
mentant la distance d, des lobes de périodicité du réseau apparaissent dans le diagramme

de rayonnement causant des ambigüıtés. L’espacement inter-élément de λ/2 équivaut à
la période correspondant à la fréquence de Nyquist dans la théorie de l’échantillonnage.

N’oublions pas que chaque élément réalise un échantillon spatial.
Lorsque les éléments sont directionnels, ils possèdent eux-mêmes un diagramme de

rayonnement représenté par Fe(Ψe) qui peut servir à éliminer les lobes de périodicité du
réseau sans aller au delà, bien sûr, de la couverture du lobe principal de l’élément.

Le nombre de passages par zéro correspond exactement à (N − 1) sur une période

de 2π. Le diagramme de rayonnement aura, en conséquence, (N − 1) nuls si la distance
inter-élément vaut λ/2. Ceci demeure vrai même si l’alimentation est quelconque. On

dira que cette antenne-réseau possède (N − 1) degrés de liberté. Cela pourrait être utile
pour placer les nuls dans la direction où il y a des signaux interférents ou à des endroits
spécifiques pour ajuster le niveau des lobes secondaires.

Exemple 6.1

Une antenne-réseau linéaire uniforme contient 6 éléments isotropes espacés de

0.6λ. On voudrait que cette antenne pointe dans la direction ψ = 45◦ par
rapport à l’axe du réseau en utilisant une alimentation à phase progressive.

# Déterminez le déphasage inter-élément à appliquer.

Selon (6.22), le déphasage doit être de :

α = βd cos(45◦) = (360◦)(0.6)(
√
2/2) = 152.7◦ .

# Vérifiez s’il existe une ambigüıté ou non avec de tels paramètres.

Pour s’assurer d’aucun lobe de périodicité, il suffit d’appliquer (6.24) :

ψs−ambmin = arccos((360− 216)◦/216◦) = arccos(0.667) = 48.2◦

ψs−ambmax = arccos(−0.667) = 131.8◦ .

Donc, avec un tel espacement, on pourrait balayer sans ambigüıté de 48.2◦à
131.8◦ ; les bornes sont dépassées. En plaçant un lobe à 45◦, un lobe de

périodicité existe ailleurs. Il se situe, pour k = 1 selon (6.25), à :

ψmaxk
= arccos

(
α− 2π

βd

)
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soit

ψmaxk
= arccos

(
−207.3◦

216◦

)

= 163.7◦ .

6.4.2 Facteur de réseau graphique rapide

Il existe une technique simple pour tracer rapidement le facteur de réseau obtenu avec une
antenne-réseau linéaire à alimentation progressive. Cette technique utilise l’expression du

facteur de réseau suivant (6.17) avec (6.21) pour ce type de réseau. La figure 6.8 illustre
les quelques étapes qui sont décrites ci-dessous.

On trace la fonction Frlin−uni
= sin(Nγ)

N sin(γ) selon l’abscisse 2γ entre 0 et 2π telle que :

• elle vaut l’unité (les grands maxima) aux deux extrémités ;

• elle possède N−1 zéros aux endroits tels que les maxima et les zéros sont équidistants
(le premier zéro est donc à 2π/N , le second à 2× 2π/N et ainsi de suite) ;

• son plus petit maximum (le plus proche de π) vaut environ 1/N ;

• elle se périodise pour les abscisses inférieures à 0 ou supérieures à 2π.

0

1.0
b

c

d
2γ0.4π 2π1.6π1.2π0.8π−0.4π

Fr

a

α βd

ψ

d′b′

c′

c′′

d′′

b′′

a′=a′′

Figure 6.8 – Technique pour tracer le facteurs de réseau rapidement avec N = 5.

Sous cette courbe, on trace un demi-cercle supérieur tel que :

• le centre du demi-cercle se situe vis-à-vis l’abscisse α (l’angle ψ subit ici une rotation

de 180◦, sinon prendre −α) ;
• le rayon du demi-cercle vaut βd
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Puisque −1 ≤ cosψ ≤ 1, une portion seulement du domaine de la fonction Frlin−uni

est utilisée, c’est la zone de visibilité du réseau

α− βd ≤ 2γ ≤ α + βd .

Le facteur de réseau à l’angle ψ est la valeur de la fonction Frlin−uni
évaluée à l’abscisse

2γ = βd cosψ − α. Or, le demi-cercle étant décalé de α et ayant un rayon de βd, chaque
extrémité se trouve vis-à-vis les valeurs limites de 2γ car la fonction cosinus prend les

valeurs de 1 à -1 lorsque ψ va de 0 à 180◦. Il suffit de terminer la correspondance entre
2γ et l’angle ψ par une projection inverse qui réalise l’arccosinus. Cette projection utilise

les points sur la circonférence ; la correspondance se fait entre deux points – l’un sur la
fonction Frlin−uni

tels les points a, b, c et d sur la figure 6.8 et l’autre sur la circonférence

du demi-cercle tels les points a′, b′, c′ et d′ – se trouvant au même abscisse. Pour une
valeur donnée d’abscisse 2γ, le point sur la circonférence correspondant se situe sur le
rayon faisant un angle ψ.

Finalement, on rapporte la valeur p de la fonction Frlin−uni
sur le segment du rayon avec

un facteur d’échelle choisi pour que l’unité – i.e. valeur maximale de la fonction Frlin−uni

– corresponde à la longueur du rayon. On obtient les points qui formeront le facteur de
réseau en fonction de l’angle ψ tels les points a′′, b′′, c′′ et d′′ de la figure 6.8.

En prenant quelques points stratégiques – habituellement, les zéros et les maxima

principaux ou secondaires, on arrive facilement à tracer l’allure du facteur de réseau.

Exemple 6.2

Une antenne-réseau linéaire uniforme contient 8 éléments espacés de manière
à ce que βd = 200◦. L’alimentation à phase progressive est choisie avec un

déphasage inter-élément de 120◦.

# Tracez approximativement le facteur de réseau par la technique graphique.

On commence par tracer la fonction sin(8γ)/8 sin γ entre 0 ≤ 2γ ≤ 360◦.
Cette fonction comporte 7 zéros aux endroits (45◦, 90◦, 135◦, 180◦, 215◦, 270◦

et 315◦) ; elle atteint l’unité – les maxima principaux – à 0◦et 360◦ ; elle est
finalement symétrique par rapport à 180◦. Les maxima secondaires situés au

milieu de 2 zéros consécutifs, décroissent en s’en allant vers 180◦ ; les maxima
secondaires les plus importants, adjacents aux maxima principaux, atteignent

environ 1/N = 0.125.

On trace le demi-cercle dont le centre se trouve vis-à-vis 2γ = α = 120◦,

d’un rayon équivalent à βd = 200◦ comme sur la figure ci-dessus. On projette
ensuite les zéros ou les maxima sur la circonférence et on rapporte les valeurs

de la fonction sur le segment de rayon avec le facteur d’échelle appropriée.

Finalement, le facteur de réseau exact est reproduit à la figure 6.10.
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Figure 6.9 – Obtention graphique du facteur de réseau pour l’exemple 6.2.

Exemple 6.3

Une antenne-réseau linéaire uniforme contient 5 éléments espacés de 0.6λ.

L’alimentation à phase progressive est choisie avec α = 124◦.

# Tracez approximativement le facteur de réseau par la technique graphique.

La fonction sin(5γ)/5 sin γ possède 4 zéros (à 2γ =72◦, 144◦, 216◦, et 288◦).

Après avoir tracé le demi-cercle centré à 2γ = α = 124◦, d’un rayon équivalent
à βd = 216◦, projeté les zéros et maxima et rapporté les valeurs de la fonction

sur le segment de rayon, on obtient le facteur de réseau de la figure 6.10b.

# Estimez et calculez la direction visée par le lobe principal.

Selon la figure 6.10b, on voit que le lobe semble pointer vers ψmax ≈ 60◦. Plus

précisément, en prenant (6.22), on trouve :

ψmax = arccos

(
124◦

216◦

)

= 55.0◦ .

# Expliquez la raison du gros lobe en ψ = 180◦.

La somme de α+βd = 124◦+216◦ = 340◦ vaut presque 360◦ de sorte qu’un lobe

de périodicité du réseau commence à apparâıtre. Il n’est pas à son maximum
car 340◦ < 360◦.

# Donnez les directions des zéros du facteur de réseau.
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Figure 6.10 – Facteur de réseau pour les exemples a) 6.2 et b) 6.3.

Selon (6.26), on obtient avec k = 1, ψnul1 =24.8◦ et 76.1◦(donc la largeur du

lobe principal de nul à nul vaut ΘBWFN = 76.1◦ − 24.8◦ = 51.3◦) ; avec k = 2,
ψnul2 =95.3◦ ; avec k = 3, ψnul3 =115.2◦ ; et avec k = 4, ψnul4 =139.4◦.

6.4.3 Rayonnement transversal et longitudinal

De toutes les possibilités ressortent deux cas à connâıtre :

• Rayonnement transversal ou “broadside array”

Il s’agit du cas, rappelons-le, où le lobe principal est perpendiculaire à l’axe du
réseau i.e. ψ = π/2 ; il en fait le tour.

• Rayonnement longitudinal ou “end-fire array”
Ici, le ou les deux lobes principaux sont dans l’axe du réseau i.e. ψ = 0 et/ou π ;
dans la version ordinaire, il n’y a qu’un seul lobe principal.

Les figures 6.11 et 6.12 montrent l’allure du rayonnement transversal et longitudinal
(à double lobes et ordinaire) respectivement.

La version ordinaire du rayonnement longitudinal est préférable à celle avec deux
lobes : on obtient un diagramme de rayonnement en “pencil beam” sans vue arrière et,

du même coup, fait presque doubler la directivité. La façon évidente d’y parvenir consiste
à réduire l’espacement inter-élément en dessous de la demi-longueur d’onde. Comme la
région de visibilité a une largeur de 2βd selon γ (voir (6.18) ou (6.21)), il faudra la réduire

à une valeur inférieure à 2π, valeur obtenue avec un espacement demi-longueur d’onde.
Or le second lobe est justement celui apparaissant à γ = 2π. La zone de visibilité sera

comprise entre 0 et quelque part avant le dernier nul i.e. 2π − (2π/N), comme le montre
la figure 6.13 pour un réseau de 5 éléments. Ainsi :

dlong.ord ≤
λ

2

(

1 −
1

N

)

. (6.27)
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Figure 6.11 – Rayonnement transversal.

Il existe une troisième version du rayonnement longitudinal. Pour augmenter la direc-
tivité au maximum, Hansen et Woodyard en 1938, ont proposés d’augmenter le déphasage
inter-élément α, faisant en sorte de déplacer le faisceau légèrement hors de la zone de

visibilité tout en s’assurant que le lobe arrière reste petit devant le lobe principal avant
et en respectant la distance maximale inter-élément pour un rayonnement longitudinal

ordinaire. Le déphasage :

αh.w = ±
(

βd +
π

N

)

(6.28)

est appelée la condition Hansen-Woodyard. Son principe apparâıt sur la figure 6.13. Le lobe
principal devient plus étroit – d’où une plus grande directivité – au détriment cependant

de l’importance accrue des lobes secondaires une fois le diagramme normalisé.

6.4.4 Paramètres du réseau linéaire uniforme

Paramètre Transversal Longitudinal ord. Longitudinal H-W

α 0 ±βd ±(βd+ π/N)

ΘBWFN 2 λ
Nd (Nd ≫ λ) 2

√

2 λ
Nd (Nd ≫ λ) 2

√

λ
Nd (Nd ≫ λ)

2
(
π
2 − arccos

(
λ
Nd

))

2 arccos
(

1 − λ
Nd

)

2 arccos
(

1 − λ
2Nd

)

ΘHPBW 0.886 λ
Nd (Nd ≫ λ) 2

√

0.886 λ
Nd (Nd ≫ λ) 2

√

0.28 λ
Nd (Nd ≫ λ)

2
(
π
2 − arccos

(
0.4428λ

Nd

))

2 arccos
(

1 − 0.4428λ
Nd

)

2 arccos
(

1 − 0.14λ
Nd

)

D 2Nd
λ 4Nd

λ 7.28Nd
λ

Table 6.1 – Évaluation des paramètres d’un réseau linéaire uniforme.

Le tableau 6.1 regroupe les équations, parfois approximatives, des divers paramètres
selon le type de rayonnement. On y remarque lorsque N augmente que :
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Figure 6.12 – Rayonnement longitudinal à double lobes, ordinaire et de Hansen-Woodyard.

• le lobe principal devient de plus en plus directif et que la directivité augmente ;

• que le rapport en intensité des lobes secondaires à celui du lobe principal R0 (“Side

Lobe Level”) diminue mais tend vers une limite de 13.5 dB3 puisque :

R0 =
1

N sin(3π/(2N))
; (6.29)

6.5 Alimentation non-uniforme

Si maintenant, on choisit d’avoir des modules des courants d’alimentation différents (ou
coefficient de pondération en réception), cela procure plus de flexibilité. Il devient possible

de jouer sur des paramètres supplémentaires du facteur de réseau comme, par exemple :

• positionner un certains nombre de zéros

Un algorithme simple se base sur l’expansion pour trouver les coefficients d’un filtre
connaissant les zéros de la fonction de transfert en z.

• ajuster le niveau des lobes secondaires.

Plusieurs méthodes parviennent à la réduire le niveau des lobes secondaires : Dolph-

Tchebychev, Taylor-Kaiser, binomiale pour n’en nommer que quelques-unes. Cette

3Il s’agit là du désavantage majeur du réseau linéaire uniforme avec alimentation à module constant.
Pour diminuer les lobes secondaires, la tactique consiste à pondérer en module, les courants d’alimentation
comme on le fait dans un fenêtrage avec une transformée de Fourier.
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Figure 6.13 – Principe pour rayonnement longitudinal ordinaire et de Hansen-Woodyard.

réduction se fait au détriment de la largeur du lobe principal comme c’est le cas
dans la conception de filtres.

6.5.1 Placement des zéros

Plutôt que de diriger un lobe principal, Schelkunoff a proposé de faire un placement
propice des zéros du facteur de réseau (et donc du diagramme de rayonnement).

Le facteur de réseau peut s’exprimer sous la forme d’un polynôme de degré N − 1 ;

il a ainsi N − 1 zéros comme il a été vu d’ailleurs avec le réseau linéaire uniforme. Selon
(6.13) :

f̄rlin(z) =
N
∑

k=1

ı̄kz
k−1 = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zN−1)̄ıN . (6.30)

Il s’agit maintenant de bien choisir les zi – qui sont les zéros du polynôme en z – dans

le plan en z. Or les zéros du polynômes correspondent facilement aux angles ψi où appa-
raissent un zéro du facteur de réseau de cette manière :

zi = ej2γi = ejβd cosψi . (6.31)

Pour trouver les courant d’alimentation relatifs ı̄k de (6.30), il ne reste qu’à faire

l’expansion de la fonction.
Deux problèmes à cette méthode très, voire trop simple. D’abord, on a aucune idée

dans quelle direction sera le lobe principal, s’il y en a un. Ensuite, il faut autant de zéros

que le N − 1, pas plus pas moins.
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Figure 6.14 – Facteur de réseau pour l’exemple 6.4 en dB.

Exemple 6.4

Une antenne-réseau de 4 éléments isotropes espacés de 0.4λ, doit éliminer les

signaux provenant des directions θ = 30, 70 et 135◦.

# Déterminez les coefficients de pondération à appliquer à chaque élément

L’antenne opère en réception. Les coefficients de pondération complexe w̄k

sont l’équivalent des courants d’alimentation relatifs ı̄k. Les trois zéros en z se
calculent à partir de (6.31) pour donner :

z1 = ej(2π)(0.4) cos 30
◦
= −0.569 + j0.822

z2 = 0.653 + j0.758

z3 = −0.205− j0.979 .

On a alors

f̄rlin(z) = (z + 0.569− j0.822)(z − 0.653− j0.758)(z + 0.205 + j0.979)

= z3 + (0.122− j0.601)z2 + (0.535− j0.3)z − (0.307 + j0.952)

d’où on obtient le résultat suivant :

w̄1 = −0.307−j0.952 w̄2 = 0.535−j0.300 w̄3 = 0.122−j0.601 w̄4 = 1 .

On remarque que le module des coefficients varient ce qui reviendrait à dire que

les courants d’alimentation n’auraient pas la même amplitude. Le diagramme
est celui dessiné sur la figure 6.14.
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6.5.2 Pondération de Dolph-Tchebychev

Basée sur les polynômes de Tchebychev, la méthode développée par Dolph en 1946, permet
de contrôler le niveau des lobes secondaires.

Cette méthode repose sur deux caractéristiques :

• D’une part, l’expression du facteur de réseau avec une distribution de l’amplitude
des courants d’alimentation symétrique i.e. i1 = iN , i2 = iN−1, etc. (ik = |̄ık|) est

particulière. Selon le nombre pair ou impair d’éléments N , on a (γ = 1
2βd cosψ) :

fr(γ) =

{
∑M

k=1 iN/2+1−k cos
(

(2k − 1)γ
)

pour N = 2M
∑M+1

k=1 i(N+1)/2−k cos (2(k − 1)γ) pour N = 2M + 1 .
(6.32)
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Figure 6.15 – Polynômes de Tchebychev d’ordre m.

• D’autre part, sur la figure 6.15, les polynômes en x de Tchebychev présentent des
zéros compris entre −1 ≤ x ≤ +1 avec une ondulation contrôlée telle que les mi-

nima vallent -1 et les maxima +1. Tous les polynômes passent par le point (1, 1) et
(−1,±1) selon l’ordre pair ou impair. Cependant, en dehors de cette plage |x| > 1,
les polynômes divergent suivant le cosinus hyperbolique. En posant

x = cos(γ) (6.33)

on trouve les fameux polynômes recherchés

m = 0 cos(0γ) = 1 T0(x) = 1
m = 1 cos(1γ) = cos γ T1(x) = x

m = 2 cos(2γ) = 2 cos2 γ − 1 T2(x) = 2x2 − 1
m = 3 cos(3γ) = 4 cos3 γ − 3 cos γ T3(x) = 4x3 − 3x
m = 4 cos(4γ) = 8 cos4 γ − 8 cos2 γ + 1 T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

(6.34)

La récurrence entre chaque ordre des polynômes s’établit ainsi :

Tm(x) = 2xTm−1(x)− Tm−2(x) . (6.35)
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Cependant, pour |x| > 1, il est clair que γ dans (6.33) devient un nombre imaginaire
pur, ce qui revient à faire un cosinus hyperbolique car cos(jx) = cosh(x). Ainsi :

Tm(x) = cos
(

m cos−1(x)
)

pour |x| ≤ 1 (6.36)

Tm(x) = cosh
(

m cosh−1(x)
)

pour |x| > 1 . (6.37)

|fr(ψ)|

-1 1
x0

R0

d > λ/2

-1

1 1

0 90◦

xmin = x0 cos(
1
2βd)

ψ180◦

R0

fr(γ) = Tm(x)

Figure 6.16 – Relation entre le polynôme de Tchebychev (m = 7) et le facteur de réseau.

L’idée est de placer le lobe principal dans la région divergente à γ = 0 soit x = x0 > 1

alors que tous les lobes secondaires se trouvent dans la région d’ondulation de −1 ≤
xmin < x ≤ 1. Les étapes, visualisées sur la figure 6.16, sont les suivantes :

• Sélectionner le facteur de réseau approprié dans (6.32) selon N ;

• Faire l’expansion en remplaçant chaque cos(mγ) par le polynôme de Tchebychev
correspondant. Il faut choisir l’ordre du polynôme comme étant un de moins que le
nombre d’éléments soit m = N − 1 ;

• Déterminer le point x0 tel que Tm(x0) = R0, le rapport entre le niveau du lobe
principal et celui des lobes secondaires (“Side Lobe Level”) :

R0 = TN−1(x0) = cosh
(

(N − 1) cosh−1(x0)
)

soit4

x0 = cosh

(
cosh−1(R0)

N − 1

)

. (6.38)

• Substituer

cos γ =
x

x0
(6.39)

4On peut aussi utiliser x0 = 1
2

(
(

R0 +
√

R2
0 − 1

)1/(N−1)
+
(

R0 −
√

R2
0 − 1

)1/(N−1)
)

.
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dans chaque terme du polynôme. Le cos(γ) est remplacé par x/x0 et non par x seule-
ment comme dans la partie droite de (6.34). Ainsi, x0 devient un facteur d’échelle

pour étendre5 la zone du cos(γ) jusqu’à 1 alors que x va de xmin = x0 cos(
1
2βd) à x0.

• Égaler le polynôme en x obtenu avec celui de Tchebychev du même ordre soit N−1.

Exemple 6.5

On veut réaliser un diagramme de rayonnement dont les lobes secondaires sont
inférieurs de 20 dB par rapport au lobe principal à partir d’un réseau de N = 7

éléments espacés d’une distance d = 0.5λ.

# Calculez les courants d’alimentation relatifs à fournir aux éléments pour un
rayonnement transversal.

Puisque N est impair, on choisit M = 3. Dans (6.32), le facteur de réseau

correspondant est :

fr(γ) = i4 + i3 cos(2γ) + i2 cos(4γ) + i1 cos(6γ) .

On fait l’expansion pour aboutir à

fr = i4 + i3
(

2 cos2 γ − 1)
)

+ i2
(

8 cos4 γ − 8 cos2 γ + 1)
)

+i1
(

32 cos6 γ − 48 cos4 γ + 18 cos2 γ − 1
)

= (32i1)cos
6 γ + (−48i1+8i2)cos

4 γ + (18i1−8i2+2i3)cos
2 γ + (−i1+i2−i3+i4).

D’autre part, le facteur d’échelle se calcule selon (6.38) avec R0 = 1020/20 = 10
pour donner :

x0 = cosh

(
cosh−1(10)

6

)

= cosh(2.99/6) = 1.127 .

On obtient les coefficients du polynômes en x par la substitution (6.39) :

fr(x) =
32i1

(1.127)6
x6 +

8i2 − 48i1
(1.127)4

x4 +
2i3 − 8i2 + 18i1

(1.127)2
x2 + (i4 − i3 + i2 − i1)

= 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1

On solutionne par élimination deGauss-Jordan les 4 équations pour déterminer

les courants d’alimentation
⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

15.61 0 0 0
−29.75 4.96 0 0

14.17 −6.30 1.57 0
−1 1 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

i1
i2
i3
i4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

32
−48

18
−1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

5Soit le cas transversal avec α = 0. Le lobe principal se situe à ψ = 90◦ soit à γ = 0. Selon (6.39), on
a x/x0 = 1 donc x = x0 pour le lobe principal. Le diagramme de rayonnement se rend jusqu’à ψ = 0 ou
ψ = 180◦, soit γ = 0.5βd et ainsi selon (6.39) x = xmin = x0 cos(0.5βd).
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Figure 6.17 – Facteurs de réseau pour l’exemple 6.5 en dB.

On trouve i1 = 2.05, i2 = 2.616, i3 = 3.451 et i4 = 3.884. Comme la distribu-
tion est symétrique alors i5 = 3.451, i6 = 2.616 et finalement i7 = 2.05.

La figure 6.17 de gauche montre le facteur de réseau obtenu. On observe que
tous les lobes secondaires sont au même niveau soit 20 dB sous celui du lobe

principal.

# Estimez à nouveau les courants d’alimentation pour pointer le lobe principal

dans la direction θ = 120◦.

Pour réorienter la direction du lobe principal dans une direction autre que

celle transversale, il suffit d’appliquer un déphasage progressif aux courants
d’alimentation trouvés précédemment. Selon (6.14) convertie en degrés :

αk = −(k − 1)(360)(0.5) cos(120◦) = (k − 1)(90◦) .

Les diagrammes sur la figure 6.17 montrent les facteurs de réseau obtenus. On
observe que tous les lobes secondaires sont au même niveau soit 20 dB sous
celui du lobe principal, exception faite des lobes longitudinaux. Le facteur de

réseau de droite est dit du “homard” !

Il existe une façon plus rapide d’obtenir les courants d’alimentation (ou les coefficients

de pondération). Elle passe par les zéros du facteur de réseau mis dans l’expression en
z comme celle en (6.30), et en faire ensuite l’expansion. En effet, il existe un lien direct
entre les zéros du facteur de réseau et les zéros du polynômes

• Déterminer les zéros du polynômes de Tchebychev TN−1(x)

TN−1(xi) = cos
(

(N − 1) cos−1(xi)
)

= 0 =⇒ xi = cos

(
(i− 0.5)π

N − 1

)

. (6.40)
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• Convertir ces zéros xi vers l’espace γ en considérant le facteur d’échelle par l’équation
(6.39) pour obtenir les zéros γi = cos−1(xi/x0) ;

• Convertir les zéros γi vers l’espace en z par l’équation (6.31) dans laquelle on se
rappelle que γi =

1
2βd cosψi. On obtient les zi = e−j2γi

• Faire l’expansion de la fonction en z vers la forme polynomiale pour retrouver les
courants d’alimentation ı̄k comme les coefficients devant .

Exemple 6.6

Soit les données de l’exemple précédent.

# Calculez les ı̄k pour un rayonnement transversal avec la nouvelle procédure.

Les zéros obtenus de (6.40) sont :

xi = [0.966 0.707 0.26 − 0.26 − 0.707 − 0.966] .

D’où, ayant obtenu préalablement à l’exemple précédent x0 = 1.127 :

γ
i
= cos−1(

xi

x0
) = [0.541 0.893 1.339 1.803 2.249 2.600] .

Les zéros zi = ej2γi sont placés dans l’expression (6.30). L’expansion vers la

forme polynomiale en z donne finalement :

fr = 1.0z6 + 1.276z5 + 1.684z4 + 1.839z3 + 1.684z2 + 1.276z + 1.0

On y voit les 7 valeurs symétriques des ı̄k lesquelles sont identiques à celles
obtenues à une constante près, soit 2.05 = iN précédent.

6.5.3 Directivité d’un réseau linéaire

Si on réalise l’intégration sur la sphère complète du facteur de réseau, on peut obtenir

l’angle solide du faisceau. Après quelques acrobaties mathématiques, on parvient à :

Ωares−lin
=

4π

|fr(0)|2
∑

m,n

ı̄mı̄
∗
n

sin ((m− n)βd)

(m− n)βd
(6.41)

où |fr(0)| =
∑

m |̄ım| est le module maximal du facteur de réseau, obtenu lorsque γ = 0

i.e. tous les signaux en phase.
Ainsi la directivité du réseau seul (sans compter sur la directivité des éléments du

réseau eux-mêmes), s’exprime comme :

Dres−lin =
|fr(0)|2

∑

m,n ı̄mı̄
∗
n
sin((m−n)βd)

(m−n)βd

. (6.42)

Cette expression se simplifie dans les cas particuliers suivants.
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• Réseau linéaire uniforme

Les modules des courants d’alimentation sont identiques donc

Dres−lin−uni =
1

1
N + 2

N2

∑N−1
m=1

N−m
mβd sin(mβd) cos(mα)

. (6.43)

• Réseau à espacement d = λ/2

Le produit βd = π de sorte que la fonction sinc(·) agit comme une fonction Dirac
δ(m− n) donc

Dres−lin−λ/2 =
|
∑

m |̄ım||2
∑

m |̄ım|2
. (6.44)

La valeur maximale de la directivité du réseau en rayonnement transversal est atteinte

dans le cas très spécifique d’un réseau linéaire uniforme avec espacement λ/2. Ce maximum
vaut :

Dres−linmax = N .

Pour un espacement arbitraire d, il est montré que le vecteur des coefficients de

pondération w qui maximise la directivité est donné par :

wopt = A−1u (6.45)

où u = [1, 1, . . . , 1]⊤ est un vecteur de longueur N rempli de 1, et A est la matrice appelée

“prolate” définie à partir de ses éléments comme ceci :

Amn =
sin ((m− n)βd)

(m− n)βd
, 0 ≤ m,n ≤ N − 1 . (6.46)

6.6 Axes du réseau linéaire

Jusqu’à présent, les formulations utilisaient ψ, l’angle entre la direction d’observation et

l’axe du réseau à l’origine. Si le réseau est représenté suivant un des axes du système
de coordonnées cartésien, on devra faire une correspondance entre ψ et les coordonnées

usuelles θ et φ. Cette correspondance se réalise via les trois angles directeurs et leur
cosinus. L’angle directeur est l’angle formé par la direction de propagation et un des axes
cartésiens x, y ou z ; ils sont notés ici ψx, ψy et ψz respectivement6.

Il suffit d’un peu de géométrie7 pour se rendre compte que :

ψx = arccos(cosφ sin θ)

ψy = arccos(sin φ sin θ)

ψz = arccos(cos θ) = θ . (6.47)

6L’angle ψx est différent de φ car φ est mesuré de l’axe x vers la projection du vecteur dans le plan xy.
7On obtient cosψx = ax · ar = ax · (cosφ sin θax + sinφ sin θay + cos θaz) = cosφ sin θ et de même

pour les autres.
De manière générale, on écrirait cosψk = ak · ar = cosφk sin θk cosφ sin θ + sinφk sin θk sinφ sin θ +
cos θk cos θ ou les angles φk et θk correspondent aux angles de rotation nécessaire pour aligner les deux
systèmes de coordonnées – celui de l’élément et celui global.
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Selon le problème demandé, un de ces trois angles directeurs remplacera les différents ψ
rencontrés. Par exemple, un réseau linéaire uniforme aligné suivant l’axe x, constitué de

N dipôles courts avec alimentation identique, orientés suivant l’axe y et espacés d’une
demi-longueur d’onde, aura la fonction caractéristique suivante :

fa(θ,φ) = sin (arccos(sinφ sin θ))
︸ ︷︷ ︸

Fe(θ,φ)

sin(N(π/2)(cosφ sin θ))

N sin((π/2)(cosφ sin θ))
︸ ︷︷ ︸

Fr(θ,φ)

.

Exemple 6.7

Une antenne-réseau linéaire uniforme est composée de 4 dipôles λ/2 espacés
de λ/2

• orientés suivant l’axe y
• positionnés sur l’axe x.

Chaque dipôle est alimentée par exactement le même courant en phase.

# Exprimez la fonction caractéristique (peut être non-normalisée) de l’antenne.

Il est clair ici que Ψe ̸= Ψr car Ψe = ψy à cause de l’orientation des dipôles,
et Ψr = ψx car l’axe de réseau correspond à l’axe x. Ainsi :

Fe(Ψe) =
cos(π/2 cosψy)

sinψy
=

cos(π/2 sinφ sin θ)
√

1− sin2 φ sin2 θ

et

Fr(Ψr) =
sin(2βd cosψx)

4 sin(0.5βd cosψx)
=

sin(2π cosφ sin θ)

4 sin(0.5π cosφ sin θ)
.

On obtient finalement :

fa(θ,φ) =
cos(π/2 sinφ sin θ)
√

1− sin2 φ sin2 θ

sin(2π cosφ sin θ)

4 sin(π/2 cosφ sin θ)
.

6.7 Réseau planaire uniforme

Le réseau planaire ajoute une dimension qui permet un balayage sur deux angles : azi-

muth et élévation. Les applications incluent le radar de pistage ou de recherche, les
télécommunications mobiles, etc.

Imaginons un réseau constitué de Nx×Ny éléments placés dans le plan xy comme sur
la figure 6.18. On peut voir cette antenne-réseau comme un réseau linéaire uniforme dans

l’axe x dont les Nx éléments sont des antennes-réseaux linéaires uniformes de Ny éléments
simples alignés dans l’autre axe i.e. y ; ou vice-versa. Pour que tous les “réseaux-éléments”
soient considérés identiques, il doit exister une relation constante entre tous les phaseurs
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Figure 6.18 – Géométrie d’un réseau planaire uniforme.

courants d’une ligne, prenons la première ı̄1n avec les phaseurs courants correspondants

ı̄mn de toutes les autres lignes ; ou vice-versa pour les colonnes en partant de la première
ı̄m1.

Ainsi, la fonction caractéristique non-normalisée s’écrit :

fa = Fe(θ,φ)

∣
∣
∣
∣

Ny
∑

n=1

i1ne
j(n−1)(βdy sinφ sin θ−αy)

︸ ︷︷ ︸

f̄rlin−uni y (θ,φ)
︸ ︷︷ ︸

f̄elin−uni y (θ,φ)

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

Nx∑

m=1

im1e
j(m−1)(βdx cosφ sin θ−αx)

︸ ︷︷ ︸

f̄rlin−uni x (θ,φ)

∣
∣
∣
∣
(6.48)

= Fe(θ,φ)
∣
∣
∣f̄rplan.uni

(θ,φ)
∣
∣
∣ . (6.49)

On multiplie simplement, à cause de la symétrie, les facteurs de réseaux dans chacun des

axes pour trouver celui du réseau planaire.
En appliquant (6.20), (6.21) et (6.17), la forme normalisée du facteur de réseau est :

Frplan.uni
(θ,φ) =

(
sin(Nxγx)

Nx sin γx

)(
sin(Nyγy)

Ny sin γy

)

, (6.50)

avec

γ′x = γx − γ0x =
1

2
(βdx cosφ sin θ − αx) (6.51)

γ′y = γy − γ0y =
1

2
(βdy sinφ sin θ − αy) . (6.52)

Deux équations, deux inconnues qui permettent le balayage du demi-espace 3D ; tout
est possible. Lorsqu’on veut orienter le faisceau dans la direction (θ0,φ0), les déphasages

progressifs en x et y entre les éléments doivent être égaux à :

αx = βdx cosφ0 sin θ0 (6.53)

αy = βdy sinφ0 sin θ0 . (6.54)
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6.8 Réseau quelconque en 3D

Le cas général se traite toujours en partant des expressions (6.6) et (6.7) ; et en tenant

compte des positions des éléments qui, maintenant, ne sont plus alignés dans un axe
particulier. Encore ici, il est nécessaire de convertir l’angle généralisé Ψ vers le système de
coordonnées usuelles (θ,φ) ; les cosinus directeurs présentés en (6.47) servent à cette fin.

6.8.1 Expression générale

La grosse difficulté est d’évaluer les valeurs de ∆rk sachant qu’on s’intéresse au champ
lointain. Ces différences de parcours s’obtiennent par les projections des vecteurs [origine]-
[position de l’élément] sur la demi-droite [origine→direction d’observation] pour tous les

angles d’observation couvrant l’espace à analyser. Mathématiquement8 cela revient à ef-
fectuer un produit scalaire entre le vecteur position de l’élément, r′kar′k

et le vecteur directif

unitaire, ar(θ,φ).
Par exemple, pour ∆rk :

• vecteur position
r′kar′k

= xkax + ykay + zkaz (6.55)

où les paramètres xk, yk, zk indiquent la position du k-ième élément dans l’espace ;

• vecteur directif unitaire

ar(θ,φ) = cosφ sin θax + sin φ sin θay + cos θaz . (6.56)

Des deux dernières équations, on déduit :

∆rk = −(xk cosφ sin θ + yk sinφ sin θ + zk cos θ) . (6.57)

La chose peut d’ailleurs se vérifier aisément avec le réseau linéaire uniforme en rem-
plaçant ψ par θ lorsque l’axe du réseau suit l’axe z. Pour tout autre orientation de l’axe

du réseau, il convient d’employer les angles directeurs définis aux équations (6.47). On
obtient le facteur de réseau par l’intermédiaire de l’expression (6.7) puis le diagramme de

rayonnement par (6.6). Il n’y a pas d’autres simplifications possibles.
La seule manière d’exprimer le facteur de réseau et, de là, la fonction caractéristique

d’une antenne-réseau à géométrie quelconque, consiste à les représenter sous le forme

d’une série contenant les N termes telle (6.7). Dans ce cas général, (6.8) s’exprime comme
(6.57). Après, s’il est possible, le regroupement des termes pourrait réduire l’expression.

Exemple 6.8

Une antenne-réseau quelconque constituée de 4 dipôles courts placés horizon-

talement suivant l’axe x. Les coordonnées des éléments (x, y, z), leur courant
d’alimentation ı̄k et leur expression de la différence de distance, ∆rk sont :

8La projection apparâıt clairement sur la Fig. 6.4 conduisant vers l’expression (6.11)
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k Coordonnées Īk ∆rk

1 (0, 0.25λ, 0) 1∠90◦ −0.25λ sinφ sin θ

2 (0,−0.25λ, 0) 1∠−90◦ 0.25λ sinφ sin θ
3 (0, 0, 0.25λ) 2∠0◦ −0.25λ cos θ
4 (0, 0,−0.25λ) 2∠0◦ 0.25λ cos θ

# Exprimez le facteur de réseau dans les plans xy et xz.

Suivant (6.57), on a :

fr(θ,φ) = |ej0.5πe−j(−0.5π sin φ sin θ)+e−j0.5πe−j(0.5π sinφ sin θ)+2(e−j(−0.5π cos θ)+e−j(0.5π cos θ))|
= | j

(

ej0.5π sinφ sin θ − e−j0.5π sinφ sin θ
)

︸ ︷︷ ︸
+2
(

ej0.5π cos θ + e−j0.5π cos θ
)

︸ ︷︷ ︸
|

= |−2 sin(0.5π sinφ sin θ) + 4 cos(0.5π cos θ)| .

En conséquence :

• plan xy : Fr(θ = 90◦,φ) = sin(0.5π sinφ) ;

• plan xz : Fr(θ,φ = 0) = cos(0.5π cos θ).

Exemple 6.9

#2

#3

#4

#1

z

y

x

−0.25λ
0.25λ−0.5λ

0.5λ

−λ

λ

Figure 6.19 – Emplacement des éléments de l’antenne-réseau en exemple.

Soit l’antenne-réseau quelconque constituée de quatre dipôles courts placés

horizontalement suivant l’axe x comme sur la figure 6.19. Les coordonnées
des éléments (x, y, z), leur courant d’alimentation ı̄k et leur expression de la
différence de distance, ∆rk sont :

k Coordonnées Īk ∆rk

1 (0, 0.5λ, 0) 1∠−90◦ −0.5λ sinφ sin θ
2 (0,−0.5λ, 0) 1∠−90◦ 0.5λ sinφ sin θ

3 (0,−0.25λ,λ) 2∠−90◦ 0.25λ sinφ sin θ − λ cos θ
4 (0, 0.25λ,−λ) 2∠0◦ −0.25λ sinφ sin θ + λ cos θ
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# Exprimez le champ électrique lointain produit par l’antenne-réseau.

D’abord, on remarque que Ψe = ψx. Le facteur d’élément est donc celui d’un
dipôle court :

Fe = sinψx =
√

1− cos2 φ sin2 θ (6.58)

car
ψx = arccos(cos φ sin θ) . (6.59)

Le champ électrique, par la suite le diagramme de rayonnement montré sur la

figure 6.20, s’exprime donc comme :

E(θ,φ) = Iin
ωµ h

4π

√

1− cos2 φ sin2 θ

|e−j0.5π(ejπ sinφ sin θ+e−jπ sinφ sin θ+2ej(−0.5π sinφ sin θ+2π cos θ))+2e−j(−0.5π sinφ sin θ+2π cos θ)|
︸ ︷︷ ︸

|e−j0.5π2 cos(π sinφ sin θ)+e−j0.25π4 cos(−0.5π sinφ sin θ+2π cos θ−0.25π)|
︸ ︷︷ ︸

2 |e−j0.25π cos(π sinφ sin θ)+2 cos(−0.5π sinφ sin θ+2π cos θ−0.25π)|
︸ ︷︷ ︸

2 [cos2(π sinφ sin θ)+2
√

2 cos(π sin φ sin θ) cos(−0.5π sinφ sin θ+2π cos θ−0.25π)+4 cos2(−0.5π sinφ sin θ+2π cos θ−0.25π)]
1/2
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Figure 6.20 – Diagramme de rayonnement de l’antenne-réseau en exemple.
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6.9 Couplage mutuel entre les éléments

Il convient ici de voir comment, même en assumant des éléments parfaits, une partie de

la puissance émise par un élément se retrouve captée par les autres éléments. Ainsi, on ne
peut prétendre à ce qu’il y ait aucun couplage entre les éléments d’un réseau. De toute
manière, on peut prouver facilement que le principe de conservation d’énergie serait violé.

La démonstration se simplifie en supposant un réseau linéaire uniforme de N éléments
isotropes en rayonnement transversal Īk = Io. Sans couplage, le champ électrique dans la

direction optimale serait simplement N fois plus élevé que celui créé par un seul élément
alimenté par un courant Iin0 . Comme la densité de puissance, ou l’intensité de rayonne-
ment, dépend du carré du champ électrique, on croit à tort que la densité de puissance

peut atteindre N2 fois celle d’un seul élément. Pourtant la puissance injectée (même avec
une efficacité de 100%) n’est que N fois plus grande car les courants sont en phase pour un

tel rayonnement. L’illogisme ressort de manière évidente car la distance entre les éléments
n’intervient pas. En plaçant les éléments très rapprochés, le diagramme de rayonnement

est assez proche de celui de l’élément, i.e. isotrope, alors que la directivité semble être
égale à N2

N = N puisque l’intensité augmente de N2 pour une augmentation de la puis-
sance injectée de N . L’intégrale de l’intensité de rayonnement sur les 4π stéradians de la

sphère donne un résultat N fois plus élevé que la puissance totale émise par l’ensemble
des éléments.

En fait, les densités de puissance produites par les éléments ne sont pas orthogonales
de sorte qu’on ne peut sommer les densités de puissance sans considérer un coefficient de

couplage τij entre les faisceaux.

6.9.1 Réseau de N = 2 éléments isotropes

La démonstration du coefficient de couplage entre les faisceaux utilise le cas de N = 2
avec alimentation quelconque. On définit ensuite le champ électrique produit par le k-ème

élément comme de manière semblable à (6.3) avec Cak = Ca, r′′k = r au dénominateur et
r′′k = r − r′ cosψk dans le terme de phase, Ψ′′

k = Ψ, Fak = Fe et aEk
= aE , soit :

Ēk(r
′′
k ,Ψ) = ı̄k · Iin0Ca

e−jβr

4πr
ejβr

′ cosψkFe(Ψ)aE (6.60)

= ı̄k
e−jβr

4πr
f̄ek(Ψ)aE (6.61)

où f̄ek(Ψ) est une fonction qui inclue à la fois les diverses constantes, la fonction ca-

ractéristique et un déphasage selon un système de coordonnées global. Ce déphasage
considère le fameux βr′ cosψ. Elle est normalisée telle que

1

2ηo

∮

4π

∣
∣
∣
∣

1

4π
f̄ek(Ψ)

∣
∣
∣
∣

2

dΩ = 1 . (6.62)

Les champs électriques générés par chacun des éléments se somment bel et bien de
manière vectorielle dans l’espace et dans le plan complexe (ce sont des vecteurs-phaseurs).
Il faut toutefois considérer le champ électrique généré en considérant chaque élément
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alimenté tour à tour, en présence des autres éléments qui sont eux, terminés dans des
charges adaptées. Donc, de (6.4) et (6.61), on écrit :

Ē(r,Ψ) = Ē1(r
′′
1 ,Ψ) + Ē2(r

′′
2 ,Ψ) (6.63)

=
e−jβr

4πr

(

ı̄1f̄e1(Ψ) + ı̄2f̄e2(Ψ)
)

aE . (6.64)

L’intensité de rayonnement devient :

K(Ψ) =
1

32π2ηo

∣
∣̄ı1f̄e1(Ψ) + ı̄2f̄e2(Ψ)

∣
∣
2
. (6.65)

Sans perte par absorption dans le milieu (Re{γ̄} = 0), la loi de conservation de l’énergie

implique que le calcul de l’énergie émise selon (6.66) doit correspondre l’intégrale de
l’intensité de rayonnement en (6.65) sur les 4π stéradians de la sphère. Or, sachant que

les fonction f̄ek(Ψ) sont normalisées selon (6.62), cette intégrale aboutit à (6.67). Donc :

<Pt> = <Pt1 > + <Pt2 > (6.66)

= |̄ı1|2 + |̄ı2|2 + 2Re{ı̄1ı̄∗2 τ12} (6.67)

où τ12 est le coefficient de couplage réel entre les faisceaux des éléments #1 et #2 qui se

définit ainsi9 :

τ12 =
1

32π2ηo

∮

4π

f̄e1(Ψ)f̄ ∗
e2(Ψ)dΩ . (6.68)

La différence se situe au niveau de l’amplitude des champs produits. En présence d’un

seul élément (le k-ème) sans voisin (donc sans couplage), le champ électrique généré vaut

Ēk0(r
′′
k ,Ψ) ≈ ı̄k0

e−jβr′′k

4πr f̄ek(Ψ). L’amplitude Ek0 est déterminée simplement par le fait que

|̄ık0|2 =<Ptk>=<Pink
> étant donnée la normalisation de f̄ek et l’efficacité de rayonnement

de 100%. En présence des autres éléments, il apparâıt clairement selon (6.66) et (6.67),

que ı̄k ̸= ı̄k0 sauf dans le cas où τ12 = 0, i.e. le cas sans couplage.

Exemple 6.10

Soit une antenne-réseau de N = 2 éléments isotropes placés à z1 = 0 et z2 = d.
Une alimentation identique à phase progressive α est utilisée.

# Exprimez le coefficient de couplage τ12.

Il faut d’abord donner l’expression des phaseurs des champs électriques. Comme

les éléments sont isotropes, seul le terme de phase relié à la position de
l’élément intervient. Les courants complexes, malgré leur inutilité ici, sont
notés ı̄1 = i0 et ı̄2 = i0e−jα.

9Les travaux de Arthur C. Ludwig “Mutual Coupling, Gain, and Directivity of an Array of Two
Identical Antennas” IEEE Trans. on Antennas and Propagation, Nov. 1976, pp. 837-841, utilisent une
notation plus standard en électronique microondes.
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Pour s’assurer de respecter la normalisation selon (6.62), le module des fonc-
tions f̄ek vaut :

f 2
ek

=
1
4π
2ηo

= 8πηo

d’où

Ē1 = i0
e−jβr

4πr

√

8πηo

Ē2 = i0e
−jα e

−jβr

4πr

√

8πηoe
jβd cos θ

À partir de (6.68), on déduit que :

τ12 =
1

32π2ηo

∫ 2π

0

∫ π

0

(8πηo)(1)(e
jβd cos θ)∗ sin θdθdφ

=
1

4π
2π

∫ π

0

e−jβd cos θ sin θdθ
︸ ︷︷ ︸

1

βd

[
eju

j

]βd

−βd
=

2 sin(βd)

βd

τ12 =
sin(βd)

βd
(6.69)

en posant que u = −βd cos θ donc du = βd sin θdθ i.e. sin θdθ = du/(βd).

On observe à partir du résultat (6.69) de l’exemple 6.10, que :

• le couplage est maximal et unitaire lorsque d = 0 (il fallait s’y attendre car les deux
éléments sont pratiquement collés) ;

• le couplage est nul lorsque d = k λ2 avec k = 1, 2, 3 . . . ;

• le couplage devient même négatif et atteint un minimum lorsque d = 0.715λ.

Ces résultats sont assez surprenants et prouvent des choses intéressantes.
La puissance émise calculée selon (6.66) et (6.67) implique que

|̄ı10 |2 + |̄ı20 |2 = |̄ı1|2 + |̄ı2|2 + 2|̄ı1||̄ı2|τ12 cosα . (6.70)

En toutes occasions, lorsque α = 90◦, les courants qu’ils tiennent comptent ou non de

la présence des autres éléments, deviennent identiques ı̄k = ı̄k0. Ce cas correspond à celui
sans couplage car les faisceaux sont orthogonaux.
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• couplage unitaire à d = 0

Si α = 180◦ et |̄ı1| = |̄ı2| = i0, alors il y a indétermination de i0. C’est logique

puisque les éléments émettent un même signal, pratiquement du même endroit,
mais en opposition complète en phase.

Si α = 0◦ et |̄ı1| = |̄ı2| = i0, alors les courants ı̄2k = 1
2 ı̄

2
k0. Le champ électrique

Ek produit par chacun des éléments en présence des autres, vaut
√
2
2 E0 où E0 est

l’amplitude du champ électrique produit par un élément seul agissant comme une

antenne isolée. Cela respecte la conservation de l’énergie car le champ électrique total
avec les deux éléments atteint

√
2E0 d’où une intensité de rayonnement double. C’est

normal puisque la puissance émise est aussi doublée. La directivité demeure D = 1.

• découplage à d = k λ2

Le résultat obtenu avec N = 2 s’étend à toutes les antennes-réseaux linéaires
uniforme de N éléments qui respecte cette distance inter-élément. À l’endroit du
rayonnement optimal pour une alimentation identique i0, le champ électrique total

E =
∑N

k=1Ek est N fois plus élevé que E0 ; l’intensité de rayonnement est donc N2

plus élevée. Or, la puissance émise par l’ensemble des éléments vaut N fois celle d’un

seul élément, ce qui conduit à une directivité D = N2

N = N . L’équation générale de
la directivité d’un réseau linéaire uniforme arrive à la même conclusion.

• couplage négatif

Pour une distance inter-élément comprise entre λ/2 et λ, le couplage devient négatif
signifiant ainsi que les éléments s’entre-aident pour augmenter l’intensité de rayonne-

ment au delà de ce que pourrait faire les N antennes indépendantes (sans couplage).
Pour une alimentation identique i0, l’intensité de rayonnement dépasse N2 fois celle

d’un élément seul agissant comme une antenne. Le champ électrique produit par
un élément en présence des autres dans le réseau Ek devient plus élevé que E0. La

directivité surpasse N d’où le terme utilisé de “super-directivité”.

La meilleure “super-directivité” est obtenue avec d = 0.715λ pour des éléments
isotropes.

On constate qu’il y a, pour les antennes-réseaux, un écart important entre le gain et la
directivité même si tous les éléments ont une efficacité εrk = 100%. En effet, le couplage

fait en sorte que la puissance émise dans le champ lointain et la puissance fournie sont
différentes. Le gain est lié à la puissance fournie soit |̄ı1|2 + |̄ı2|2 ; alors que la directivité
est liée à la puissance émise qui fait intervenir le coefficient de couplage selon (6.67). Par

contre le gain dépend aussi d’un facteur de transmission S̄tk.

En prenant |S̄tk|2, on établit une relation entre le signal la puissance rayonnée par
le k-ème élément obtenue par le calcul de l’intégrale de l’intensité de rayonnement en

présence des autres éléments terminés dans des charges adaptées et la puissance fournie à
cet élément. Cette relation stipule que (en prenant l’élément #1) |S̄t1|2 = 1−|S̄11|2−|S̄21|2

où S̄11 est le facteur de réflexion du signal à l’entrée de l’élément #1 en terminant l’élément
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#2 dans une charge adaptée10, et S̄21 est le facteur de transmission du signal de l’élément
#1 vers la sortie adaptée de l’élément #2. La même procédure vaut en prenant l’élément

#2. Comme tous les éléments sont semblables dans une antenne-réseau, on peut supposer
que |S̄t1|2 = |S̄t2|2.

Les définitions deviennent :

D =
2π

ηo

∣
∣̄ı1f̄e1 + ı̄2f̄e2

∣
∣
2

|̄ı1|2 + |̄ı2|2 + 2Re{ı̄1 ı̄∗2 τ12}
(6.71)

G =
2π

ηo

∣
∣S̄t1

∣
∣
2

∣
∣̄ı1f̄e1 + ı̄2f̄e2

∣
∣
2

|̄ı1|2 + |̄ı2|2
. (6.72)

L’article de Ludwig (voir note en bas de page 6-127) démontre que la maximisation de
|S̄t,1|2 (de même pour |S̄t,2|2) donne :

|S̄t1|2max =
1

1 + |τ12|
(6.73)

obtenue lorsque

S̄11 = ±S̄21 =

√

1

2

|τ12|
1 + |τ12|

. (6.74)

Une attention particulière doit être portée car il devient possible d’augmenter la direc-
tivité (comme c’est le cas avec la condition de Hansen-Woodyard) au détriment du gain.

Aussi, on pense qu’il est toujours préférable de réduire le facteur de réflexion S̄11 et S̄22,
mais tel n’est pas le cas lorsque les faisceaux ne sont pas orthogonaux.

Encore ici, certaines observations peuvent être faites à partir de (6.72), (6.73) et (6.74)
dans le cas où |̄ı1| = |̄ı2| = i0. L’efficacité de rayonnement maximale vaut alors εrmax =

Gmax/D = |S̄t1|2max(1 + τ12 cosα).

• Avec un couplage maximal τ12 = 1, le module facteur de transmission est au mieux
|St1|max = 0.707 ; ce qui donne εrmax = 0.5(1 + cosα).

• Avec un couplage nul τ12 = 0, le module facteur de transmission tend vers l’unité
|St1|max = 1 lorsque les éléments sont parfaitement adaptés S̄11 = 0 ; l’efficacité de

rayonnement est, bien sûr, totale εrmax = 100%.

• Lorsque α = 0, soit un rayonnement transversal, Gmax et D sont égaux de sorte que

l’efficacité de rayonnement est aussi totale εrmax = 100%. Mais, chose amusante,
l’élément ne doit pas être adapté au circuit d’émission ou de réception en assumant
les autres éléments terminés dans des charges adaptées. On vérifie que c’est tout de

même la meilleure chose à faire pour obtenir le meilleur gain dans le cas de couplage.

10Il y a une différence avec Γ̄11 qui ne considère pas les autres ports comme étant adaptés.
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Exemple 6.11

Soit l’antenne-réseau de l’exemple 6.10 avec une alimentation identique à phase

progressive. On considère les trois cas suivants :

a) rayonnement transversal α = 0 et βd = 2π/3 (d = λ/3)
b) rayonnement longitudinal α = βd = π/2 (d = λ/4)

c) rayonnement longitudinal α = βd = 2π/3 (d = λ/3).

# Obtenez la directivité maximale D de l’antenne-réseau pour les 3 cas en
considérant le couplage.

Le coefficient de couplage se calcule à partir de (6.69) On trouve rapidement :

τ12a = τ12c =
sin(2π/3)

2π/3
= 0.4135

τ12b =
sin(π/2)

π/2
= 0.6366 .

Une simplification de (6.71) donne :

D(θ) =
2π

ηo

( ηo2π )i
2
0|1 + ejβd cos θ−α|2

i20(1 + 1 + 2τ12Re{ejα})

=
2 cos2(12βd cos θ −

1
2α)

1 + τ12 cosα
=

2 cos2 γ

1 + τ12 cosα

soit
D =

2

1 + τ12 cosα
.

Cette dernière équation est bien compatible avec l’expression générale de la
directivité d’une antenne-réseau linéaire uniforme avec alimentation à phase

progressive telle que donnée à (6.43) (en prenant N = 2 et τ12 = sin(βd)
βd ).

Il est maintenant facile de trouver les directivités maximales dans les 3 cas
demandés. On obtient :

Da(θ = 90◦) =
2 cos2 0

1 + τ12a cos 0
= 1.415

Db(θ = 0◦) =
2 cos2 0

1 + τ12b cos(π/2)
= 2

Dc(θ = 0◦) =
2 cos2 0

1 + τ12c cos(2π/3)
= 2.5

Selon le tableau 6.1, les directivités11 en rayonnement longitudinal vallent :

Db = 4
2(λ/4)

λ
= 2

Dc = 4
2(λ/3)

λ
= 2.5

11La directivité en rayonnement transversal du tableau n’est valide que pour Nβd → ∞, ce qui n’est
pas le cas ici.
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On vérifie que ces directivités correspondent bien à ce qui aurait été obtenu
en intégrant la fonction caractéristique :

Ωa =

∮

4π

cos2 γdΩ = 2π
2

βd

∫ 1
2
βd+ 1

2
α

− 1
2βd+

1
2α

cos2 udu

︸ ︷︷ ︸

[u2+
sinu
4 ]

1
2 βd+1

2α

− 1
2 βd+1

2α

=
4π

βd

(
βd

2
+

sin(12βd+
1
2α)− sin(−1

2βd+
1
2α)

4

)

=
4π

βd

(
βd

2
+

2 sin(βd) cosα

4

)

= 2π + 2πτ12 cosα

D =
4π

Ωa
=

4π

2π(1 + τ12 cosα)
=

2

1 + τ12 cosα
!

en prenant u = −1
2βd cos θ+

1
2α soit du = 1

2βd sin θdθ i.e. sin θdθ = 2du/(βd).

# Vérifiez l’efficacité de rayonnement maximal pour les 3 cas en considérant le

couplage.

Il faut, cette fois, rechercher le gain maximal. Or, Ludwig mentionne selon
(6.73), les meilleurs facteurs de transmission sont :

|S̄t1|2maxa
= |S̄t1|2maxc

= 0.707

|S̄t1|2maxb
= 0.611 .

Ceci amène l’obtention des gains maximaux selon (6.72) :

Gmax(θ) = 2|S̄t1|2max cos
2(
1

2
βd cos θ −

1

2
α) = 2|S̄t1|2max cos

2 γ

Gmax = 2|S̄t1|2max

d’où

Gmaxa = Gmaxc = 1.414

Gmaxb
= 1.222 .

Sachant que εr =
G
D , on a donc :

εra = 100%

εrb =
1.222

2
= 0.611

εrc =
1.414

2.5
= 0.566 .
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On se rend bien compte que le gain maximal n’implique pas nécessairement une ef-
ficacité de rayonnement εr de 100%. Même si tous les éléments pris individuellement,

émettent toute la puissance fournie, lorsque mis en commun pour former une antenne-
réseau, le couplage diminue grandement l’efficacité de rayonnement car une partie de la

puissance émise par l’un d’eux est captée par les éléments proches ; elle ne contribue donc
pas au rayonnement dans le champs lointain.

6.9.2 Généralisation à N éléments isotropes

Pour généraliser l’expression du coefficient de couplage pour une antenne-réseau linéaire
uniforme de N éléments isotropes avec alimentation identique io à phase progressive α

(déphasage inter-élément), il faut d’abord procéder avec N = 3.

On ré-écrit (6.66) et (6.67) comme suit :

<Pt> = <Pt1 > + <Pt2 > + <Pt3 > (6.75)

= |̄ı1|2 + |̄ı2|2 + |̄ı3|2 + 2Re{ı̄1 ı̄∗2 τ12}+ 2Re{ı̄2ı̄∗3 τ23}+ 2Re{ı̄1 ı̄∗3 τ13}(6.76)
= i2o (3 + 2τ12 cosα + 2τ23 cosα

︸ ︷︷ ︸

4τ12 cosα

+ 2τ13 cos(2α)) (6.77)

Selon ce qui a été observé dans l’exemple 6.11, on peut se servir directement de l’ex-
pression analytique de la directivité pour un réseau linéaire uniforme avec N éléments

isotropes, donnée en (6.43). On obtient :

D =
1

1
3 +

2
9

(
2
βd sin(βd) cosα + 1

2βd sin(2βd) cos(2α)
) . (6.78)

Puisque D = Kmax
<Pt>/(4π) et que Kmax = 9i2o/(4π) obtenue avec γ = 1

2(βd cos θ − α) = 0, il
devient simple de déduire la puissance émise <Pt>= 9i2o/D.

On peut aussi faire le calcul de la puissance émise par l’intégrale de l’intensité de
rayonnement K(θ) sur l’angle solide de la sphère :

<Pt> =

∮

4π

K(θ)dΩ = 2π

∫ π

0

K(θ) sin θdθ (6.79)

K(θ) =
1

32π2ηo

∣
∣̄ı1f̄e1(θ) + ı̄2f̄e2(θ) + ı̄3f̄e3(θ)

∣
∣
2

(6.80)

=
1

32π2ηo
i2o 8πηo

∣
∣ej(βd cos θ−α) + 1 + e−j(βd cos θ−α)∣∣2

=
i2o
4π

|1 + 2 cos(βd cos θ − α)|2
︸ ︷︷ ︸

3+4 cos(βd cos θ−α)+2 cos(2βd cos θ−2α)

. (6.81)

Dans les deux cas, la puissance émise s’exprime comme

<Pt>= i2o

(

3 + 4
sin(βd)

βd
cosα + 2

sin(2βd)

2βd
cos(2α)

)

. (6.82)
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Un rapprochement des deux expressions de la puissance émise (6.77) et (6.82) permet de
conclure que

τ13 =
sin(2βd)

2βd
(6.83)

et qu’en conséquence, le généralisation du coefficient de couplage entre les éléments i et j
d’une antenne-réseau linéaire uniforme d’éléments isotropes devient :

τij =
sin((i− j)βd)

(i− j)βd
. (6.84)

6.9.3 Couplage entre éléments Fe = sin θ

Les résultats des sous-sections précédentes ne sont valides que pour des éléments iso-

tropes. Qu’advient-il pour des éléments autres. En fait, tout dépend de leur fonction
caractéristique Fe(Ψe). Il s’avère que les intégrales pour déduire la puissance émise se

compliquent au point où il devient impossible de trouver une expression analytique du
coefficient de couplage.

Le dipôle court avec sa fonction caractéristique Fe(θ) = sin θ atteint déjà une com-

plexité assez élevée. Il faut savoir12 que :

Jν(z) =
(0.5z)ν√
πΓ(ν + 0.5)

∫ π

0

cos(z cos θ) sin2ν dθ (6.85)

où Jν est la fonction de Bessel d’ordre ν et que Γ est la fonction Gamma de Euler
qu’on peut obtenir par récurrence pour des valeurs entières (Γ(k) = k!/k). La fonction

caractéristique f̄ek(θ) = Ceejβr
′ cos θ sin θ doit être normalisée pour respecter (6.62). On

trouve C2
e = 12πηo. Pour i− j = 1, l’intégrale à solutionner selon (6.68) est du type

τ12 =
1

32π2ηo
C2

e 2π

∫ π

0

e−jβd cos θ sin2 θ sin θdθ (6.86)

=
3

4

(∫ π

0

cos(βd cos θ) sin3 θdθ − j

∫ π

0

sin(βd cos θ) sin3 θdθ
︸ ︷︷ ︸

0

)

=
3

4

J3/2(βd)
√
πΓ(2)

(0.5βd)3/2
. (6.87)

Pour passer de l’avant-dernière à la dernière équation, il suffit de poser ν = 3/2 et z = βd,
puis d’utiliser (6.85). Sachant que Γ(2) = 1, on aboutit à :

τ12 =
3

4

J3/2(βd)
√
π

(0.5βd)3/2
. (6.88)

En poussant davantage l’étude, il est maintenant possible de trouver le coefficient de
couplage entre des éléments dont la fonction caractéristique s’exprimerait comme une

12Voir 9.1.20 de l’excellent Handbook of Mathematical Functions de M. Abramowitz et I. A. Stegun.
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puissance du sinus soit Fe(θ) = sinα θ. Pour que la fonction f̄ek soit normalisée en regard
de (6.62), la constante Ce vaut :

C2
e (α) =

16πηo
∫ π

0 sin2α+1 θ dθ
= 16πηo

Γ(α + 1.5)

Γ(α + 1)
√
π

. (6.89)

On vérifie que pour α = 0 (éléments isotropes) et pour α = 1 (dipôles courts), on obtient

bien les valeurs antérieures. Ceci conduit aux résultats affichés dans l’article de Ludwig,
à savoir :

τ12(α) =
Γ(α + 1.5)Jα+0.5(βd)

(0.5βd)α+0.5
. (6.90)
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Exercices

Attention :

L’expression mathématique peut être différente selon la manière dont on fait la
réduction de la sommation. Le graphique permet alors la validation de l’expression

obtenue.

Question 1

Soit une antenne-réseau de deux éléments isotropes espacés d’une longueur d’onde,
alimentés par des courants de modules égaux mais déphasés de 180◦.

a) Exprimez le facteur de réseau normalisé si les éléments sont alignés sur :

• l’axe z ;
• l’axe x ;

b) Déterminez les angles θ pour lesquels Fr(θ) est maximal pour le cas sur l’axe z.

Question 2

Une antenne-réseau est formée de deux éléments isotropes espacés sur l’axe x de :

• λ/2 ;

• λ

alimentées par des courants de modules égaux Iino mais déphasés de 45◦, 90◦et 180◦.

a) Donnez l’expression générale du facteur de réseau Fr(θ,φ) ;

b) tracez-le à la main dans le plan xy Fr(θ = 90◦,φ) pour les cas demandés.

Question 3

Donnez l’expression de la fonction caractéristique Fa(θ,φ) (faites les tracés dans les
3 plans xy, xz et yz pour vérification), d’une antenne-réseau constitué de deux dipôles
λ/2 espacés de λ/4 sur l’axe x ; alimentés par des courants de modules égaux Iino mais

déphasés de 90◦. Supposez :

a) les dipôles verticaux (suivant l’axe z) ;

b) les dipôles horizontaux (suivant l’axe y).

Question 4

Une antenne-réseau linéaire uniforme est constituée de 4 dipôles verticaux de longueur
λ/2 dont les courants d’alimentation sont :
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Ī1 = Iino∠0
◦

Ī2 = Iino∠180
◦

Ī3 = Iino∠0
◦

Ī4 = Iino∠180
◦

L’espacement entre ces dipôles d est de λ/2 sur l’axe x. Lorsque un seul dipôle est
alimenté, il fournit un champ Eo à r = ro dans sa direction optimale.

a) Donnez l’expression de la fonction caractéristique Fa(θ,φ).

b) Faites les tracés dans les plans xy (θ = 90◦ et Fe = 1) ; essayez aussi dans le plan

xz (φ = 0◦) en superposant le facteur d’élément et le facteur de réseau, puis en
multipliant les deux facteurs pour chaque angle θ.

c) Déduisez l’amplitude du champ électrique produit par les 4 éléments alimentés à r = ro
dans la direction (θ = 60◦,φ = 0◦), le couplage entre élément est nul.

Question 5

Tracez le diagramme de rayonnement dans le plan xz Fa(φ = 0◦) d’un dipôle court

placé au dessus d’un plan de masse dans les cas suivants :

plan de masse (xy)plan de masse (xy)
plan de masse (xy)

a) b) c)

x

z

y

x

z

y

x

y

z

λ/2λ/4
λ/2

Question 6

Soit un réseau linéaire de 10 éléments isotropes espacés de d = λ/4 sur l’axe x. Dans
les cas transversal, longitudinal ordinaire et longitudinal Hansen-Woodyard :

a) calculez la valeur du déphasage progressif à appliquer ;

b) tracez le facteur de réseau Fr(θ = 90◦,φ) dans le plan xy ;

c) déterminez la directivité ;

d) évaluez la largeur du lobe principal à 3 dB.

Question 7

Une antenne-réseau linéaire de 5 éléments isotropes produit un rayonnement transver-
sal. La distance inter-élément vaut d = 0.5λ sur l’axe z (ψ = θ). Chaque élément émet



! 6-138 Antennes-réseaux

une puissance moyenne de 10 W. Notez qu’avec d = λ/2, le couplage entre élément est
nul.

Déterminez le module du champ électrique :

a) à 5 km produit par un élément seul agissant comme une antenne ;

b) à 10 km dans la direction optimale lorsque tous les éléments sont alimentés.

c) à 10 km dans la direction θ = 34◦ lorsque tous les éléments sont alimentés.

Question 8

Soit un réseau linéaire uniforme de 5 éléments isotropes avec alimentation identique à
phase progressive. Déterminez la distance inter-élément optimale qui assure la directivité

la plus élevée possible dans les rayonnements suivants :

a) transversal ;

b) à 45◦p/r au rayonnement transversal.

Il ne faut pas avoir d’ambigüıté dans la zone de visibilité allant ψ = 0 à ψ = 180◦.

Question 9

Une antenne réseau linéaire est constituée 3 éléments avec une distance inter-élément
d = 0.4λ. L’alimentation vaut respectivement ı̄ = [1 3ej0.6π 2ej1.2π], ce qui correspond à

une alimentation non-uniforme tout en ayant un déphasage progressif avec α = 0.6π.

a) Donnez l’expression du facteur de réseau fr(ψ) ;

b) indiquez dans quelle direction pointe le lobe principal.

Question 10

1

1

y

d

z

x

1

1
2

x

d

d

yz
1

3

3

1

x

d

d

d

yz

a) Soient deux dipôles courts identiques, séparés par une distance d et parcourus par

des courants identiques en module et phase Īk = Iino . Exprimez analytiquement la
fonction caractéristique Fa(θ,φ = 0◦) dans le plan xz produit par les deux éléments
dans la zone lointaine ;
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b) Utilisez le résultat précédent pour trouver l’expression de la fonction caractéristique
Fa(θ,φ = 0◦) toujours dans le plan xz mais créé par 3 dipôles courts identiques,

séparés par une distance d et parcourus par des courants en phase et de modules
proportionnels à 1, 2 et 1 fois Iino (2 pour celui du centre).

Remarquez que [1 2 1] = [1 1 0] + [0 1 1] ; c’est-à-dire que ce réseau est équivalent à

une antenne-réseau de deux éléments où chaque élément est lui-même une antenne-
réseau de deux éléments identiques au cas précédent a)

c) Étendez ce résultat au cas de 4 dipôles courts identiques dont les modules des courants
seraient proportionnels à 1, 3, 3, 1 fois Iino .

Cette fois, on a [1 3 3 1] = [1 2 1 0] + [0 1 2 1].

Les amplitudes des courants suivent le triangle de Pascal qui est une représentation de la

distribution binomiale wk =
(N−1)!

k!(N−k−1)! .

Question 11

Une antenne réseau linéaire à espacement régulier d est constituée de 4 éléments iso-
tropes. On voudrait créer un diagramme de rayonnement n’ayant qu’un seul nul en plaçant

tous les zéros dans la même direction soit ψ = 90◦.

a) Calculez les coefficients de pondération à appliquer.

b) Donnez l’expression de la fonction caractéristique dans le plan xz si le réseau est aligné

sur l’axe x (ψ = ψx avec φ = 0).

c) Vérifiez le lien avec le facteur de réseau du problème précédent.

Question 12

Une antenne-réseau à espacement régulier d est constituée de 6 éléments isotropes.
On voudrait créer un diagramme de rayonnement transversal ayant des lobes secondaires
inférieurs de R0 dB par rapport au lobe principal.

Déterminez le vecteur des coefficients de pondération à applique dans les cas suivants :

a) d = 0.4λ, R0[ dB] = 10, 20 et 25.

b) Décrivez le comportement du lobe principal en (a) avec d constant.

c) d = 0.5λ et 0.6λ, R0[ dB] = 25.

d) Décrivez les changements sur le diagramme de rayonnement entre (a) et (c) avec R0

constant.
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Réponses :

1. a) Fr = sin(π cos θ), Fr = sin(π cosφ sin θ) ; b) θmax = 60◦, 120◦, 240◦, 300◦.

2. Fr(θ = 90◦,φ) = cos
(
βd
2 cosφ+ α

2

)
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d = λ/2
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α = 180o 
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3. a) Fa(θ,φ) =
cos(π/2 cos θ)

sin θ cos
(
π
4 sin θ cosφ+ π

4

)

Plan xy norm (φ,θ=90)
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b) Fa(φ, θ) =
cos(π/2 cos γy)

sinγy
cos
(
π
4 sin θ cosφ+ π

4

)

avec cos γy = sin φ sin θ
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0
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4. a) Fa(θ,φ) =
cos(π

2 cos θ)
sin θ sin

(
π
2 sin θ cosφ

)

cos (π sin θ cosφ)

b)

Plan xy norm (φ,θ=90)
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Plan xz norm (φ=0,θ)
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c) E(ro, θ = 60◦,φ = 0◦) = 4Eo(0.7288)

5. a)

Plan xz norm (φ=0,θ)
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b)

Plan xz norm (φ=0,θ)
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0

a) (Fe = cos θ) Fa(φ = 0, θ) =

{

cos θ sin(π2 cos θ) pour 0 ≤ θ ≤ π/2

0 ailleurs

b) (Fe = 1) Fa(φ = 0, θ) =

{

sin(π cos θ) pour 0 ≤ θ ≤ π/2

0 ailleurs

c) (Fe = sin θ) Fa(θ) =

{

sin θ cos(π cos θ) pour 0 ≤ θ ≤ π/2

0 ailleurs

6. a) trans. : α = 0◦ ; ord. : α = 90◦ ; H-W : α = 108◦ ;
b)
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∆ α = −90o
Plan xy norm (φ,θ=90)
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∆ α = −108o

c) trans. : D = 5 ; ord. : D = 10 ; H-W : D = 18.2.
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d) trans. : ΘφHPBW = 20.3◦ ord. : ΘφHPBW = 69◦ ; H-W : ΘφHPBW = 38.5◦.

7. a) E1 élément iso(r = 5 km) = 4.90mV/m ;

b) Eantenne-réseau(r = 10 km, θ = 90◦) = 12.25mV/m ;
c) Eantenne-réseau(r = 10 km, θ = 34◦) = 0.575mV/m.

8. a) α = 0, d = 0.8λ ; b) α = 0.663π, d = 0.469λ.

9. a) fr = |1 + 3ej2γ + 2ej4γ | = 2 cos γ |1 + 2ej2γ|
︸ ︷︷ ︸√

1+8 cos2 γ

avec 2γ = 0.6π − 0.8π cosψ ;
b) ψmax = 41.4◦.

10. a) Fa(θ) = sin θ cos
(
βd
2 sin θ

)

;

b) Fa(θ) = sin θ cos2
(
βd
2 sin θ

)

;
c) Fa(θ) = sin θ cos3

(
βd
2 sin θ

)

.

11. a) zi = ejβd cos 90
◦
= 1 donc Fr(z) = (z − 1)N−1 et w = [1 − 3 3 − 1] ;

b) Fr(ψ) = sinN−1(βd2 cosψ) soit Fr(θ,φ = 0) = sinN−1(βd2 sin θ) ;
c) Le lien est direct si on applique un pointage par déphasage progressif avec α = 180◦

Le maximum est lorsque βd
2 sin θmax = π

2 soit θmax = cos−1( πβd) alors que dans le

problème précédent, il était à θmax = 0, soit un rayonnement transversal.

12. a) R0 = 10 dB : x0 = 1.0669; w10 = [1.0 0.607 0.681 0.681 0.607 1.0]

R0 = 20 dB : x0 = 1.1846; w20 = [1.0 1.437 1.85 1.85 1.437 1.0]
R0 = 25 dB : x0 = 1.2660; w25 = [1.0 1.88 2.588 2.588 1.88 1.0] ;

b)Largeur du faisceau plus large lorsque les lobes secondaires diminuent ;

c) d = 0.5λ et d = 0.6λ : w = [1.0 1.88 2.588 2.588 1.88 1.0] comme w25 en (a) ;

d) Largeur du faisceau plus étroit et plus de lobes secondaires lorsque d augmente.



Chapitre 7

Antennes à ouverture

7.1 Introduction

Une antenne dont sa structure est une ouverture pratiquée dans une surface conductrice
infinie par laquelle passe un champ électromagnétique est appelée antenne à ouverture.

Un exemple concret est un cornet qui termine un guide d’onde.

Figure 7.1 – Onde plane passant au travers d’une ouverture.

Quoique l’utilisation de l’antenne à ouverture ne remonte qu’à la seconde guerre mon-
diale, le concept de base repose sur les travaux de Huygens de 1690 ; ce concept est montré

à la figure 7.1.

où l’on veut 
plan conducteur

infini

sources

point d’observation

Ē et H̄

ouverture s

P

Figure 7.2 – Rayonnement au travers d’une ouverture.
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Pour des antennes filiformes, il semblait très naturel de prendre la distribution de
courant sur l’antenne et de considérer un élément de courant comme la source de rayon-

nement. Avec l’antenne à ouverture, ce sont les champs à travers l’ouverture qui agiront
comme sources.

7.2 Principe d’équivalence

7.2.1 Équivalence de Love

Le principe d’équivalence de Love fait que les champs électromagnétiques à l’extérieur
d’un volume V délimité par surface fermée S

• ayant une normale an

• entourant une ou plusieurs sources quelconques situées dans le volume V

peuvent être obtenus

• en substituant la ou les sources initiales par des densités de courants de surface

électrique et magnétique sur S.

Le tout apparâıt sur la figure 7.3. On voit ici l’intérêt du courant magnétique qui n’existe
pas dans la réalité, mais qui, avec le principe d’équivalence pourra simplifier certains

problèmes. Les champs à l’intérieur du volume V sont cependant nuls après avoir éliminées
les sources initiales de par les équations de Maxwell.

b)

0,0champs nuls
pas de sourcessources

a)

E, HE, H

S S

V V

J s

M s

anan

J M

Figure 7.3 – Équivalence des sources de Love : a) problème original, b) problème équivalent.

Les densités de courants électrique et magnétique respectent les conditions aux limites

sur la surface S :

J̄ s = an × [H̄ ]S (7.1)

M̄ s = [Ē]S × an (7.2)

où [H̄ ]S et [Ē]S sont les champs produits par les sources originales évalués sur la surface
S. L’équation (7.2) est la forme duale de (7.1).
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7.2.2 Équivalences avec conducteurs

On peut rajouter 2 autres modèles équivalents qui sont utilisés en présence de conduc-

teurs parfaits électrique ou magnétique ; ce dernier découle de la dualité avec sources
magnétiques.

Conducteur Conducteur
électrique magnétique

0, 0 0, 0 0, 0
V V V

E, H E, H
E, H

M s = −an ×E

J s = an ×H J s = an ×H = 0

M s = −an ×E M s = −an ×E = 0

Js = an ×H

ananan

Figure 7.4 – Modèles d’équivalence avec conducteurs : a) Love, b) conducteur électrique, c)

conducteur magnétique.

Une fois l’équivalence de Love obtenue, les champs électromagnétiques deviennent nuls
à l’intérieur du volume V car il n’existe plus de sources. Si un conducteur parfait électrique

σ = ∞ est inséré et remplit V , rien n’est changé et on conserve Ē = H̄ = 0 dans V .
Ainsi, le remplissage du volume complet V par un conducteur électrique ne perturbe pas

les champs extérieurs. Pourtant, l’introduction du conducteur électrique force le courant
J̄ s total à devenir nul à son tour puisqu’apparâıtra un courant image J̄ s opposé sur le
conducteur. D’autre part, par dualité toujours, un conducteur parfait magnétique qui

occuperait tout le volume V produit le même comportement mais sur le courant M̄ s.
En conséquence, les modèles présentés sur la figure 7.4 sont équivalents car dans les 3

cas, les champs extérieurs au volume V restent identiques.

7.2.3 Équivalence à une ouverture

Avant tout, il convient d’éliminer les effets produits par la présence des conducteurs grâce

aux modèles équivalents montrés à la sous-section 7.2.2. Soit un plan infini conducteur
au travers duquel est perforée une ouverture S. Par cette ouverture passe une onde plane

ayant une distribution quelconque Ēa(u, v) et H̄a(u, v) avec H̄a(u, v) =
¯Ea(u,v)
ηo

et avec
(u, v) ∈ S.

• Les champs dans l’ouverture sont remplacés par des courants électrique et magnétique

de surface, J̄ sa(u, v) et M̄ sa(u, v), par l’équivalence de Love.

• En considérant un plan conducteur électrique, l’équivalence avec conducteur électrique
conduit l’équivalence de Love au modèle équivalent de la figure 7.5(b).

• La troisième étape consiste à retirer le plan conducteur électrique et le remplacer
par l’image, on obtient l’équivalence de la figure 7.5(c).
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an an

µ, ϵ µ, ϵ

M sa=Ea×an

σ → ∞ σ → ∞
µ, ϵ

M sa=Ea×an

Ea

σ → ∞ σ → ∞

σ → ∞ J sa = 0 J sa = 0

an

µ, ϵ

µ, ϵ

µ, ϵ

µ, ϵ

an

µ, ϵ

J sa = 0

image
M sa=Ea×an

µ, ϵ

M sa=2Ea×an

(a) (b) (c) (d)

Figure 7.5 – Étapes pour trouver les modèles équivalents à une ouverture dans un conducteur.

• Finalement, le problème initial d’une ouverture dans un conducteur, aboutit à
l’équivalence simple de la figure 7.5(d).

Ainsi donc, les champs dans l’ouvertures rayonnante sont remplacés par :

M̄ sa = 2 Ēa × an .

On aurait aboutit au même résultat si on avait procédé avec un plan conducteur

magnétique, les champs dans l’ouverture rayonnante auraient été remplacés par :

J̄ sa = 2an × H̄a .

Si on se limite à l’étape de l’équivalence de Love, il faudrait considérer les deux types
de courants simultanément avec cette fois :

M̄ sa = Ēa × an et J̄sa = an × H̄a .

7.3 Sources de type onde plane

Le traitement du rayonnement par une ouverture utilise les vecteurs potentiels retardés
électrique et magnétique définis en (3.24) et (3.37) dans le champ lointain avec l’équivalence

de Love seulement. Pour rester consistant avec des ouvertures, on doit les remanier en
considérant aussi l’équivalence à une ouverture :

Āouv = µ
e−jβr

4πr

∫

S′
az × H̄a(x

′, y′)ejβr
′ cosψdS ′ (7.3)

F̄ ouv = ϵ
e−jβr

4πr

∫

S′
Ēa(x

′, y′)× aze
jβr′ cosψdS ′ (7.4)

Le développement ressemble beaucoup à celui de la surface élémentaire vue à la section
4.2 avec la restriction du rapport J̄s = M̄s/ηo retrouvée dans la sous-section 4.2.2, mais
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sans celle de distribution uniforme car ici Jsa est une fonction de x′ et y′ et non une
constante Jso. On obtient :

Ēθ = −jωµ
e−jβr

4πr

(

N̄θ +
L̄φ
ηo

)

(7.5)

Ēφ = −jωµ
e−jβr

4πr

(

N̄φ −
L̄θ
ηo

)

(7.6)

K(θ, φ) =
ηo
8λ2

(
(

N̄θ +
L̄φ
ηo

)2

+

(

N̄φ −
L̄θ
ηo

)2
)

. (7.7)

Cependant, on obtiendrait le même résultat en prenant des équivalences avec plans conduc-

teurs électrique ou magnétique i.e. en annulant L̄ et doublant N̄ ou vice-versa. En effet,
on trouve assez facilement que le rapport J̄s = M̄s/ηo implique que N̄θ = L̄φ/ηo et

N̄φ = −L̄θ/ηo.

7.3.1 Ouverture élémentaire

Pour déterminer le rayonnement N̄ et L̄ produit par une ouverture, on pourrait découper

cette ouverture en petits éléments de surfaces ∆S au travers desquels on assume une
source onde plane uniforme. Mais l’analyse de l’ouverture élémentaire centrée mène à une
conclusion qui permettra de faire un passage plus rapide encore entre la distribution des

champs dans l’ouverture et les champs lointains sans passer par les potentiels vecteurs
retardés.

Soit une ouverture centrée dans le plan xy comme sur la figure 7.6 avec :

Ēa = Ēaxax et H̄a = H̄ayay =
Ēax

ηo
ay

donc les courants équivalents sont (voir équations (7.1) et (7.2)) :

J̄sax = −H̄ay = −Ēax/ηo (7.8)

M̄say = −Ēax . (7.9)

Connaissant les courants équivalents, le traitement de l’ouverture élémentaire revient
à celui d’une surface élémentaire fait à la sous-section 4.2.2 avec un rapport des courants

M̄sa/J̄sa = ηo puisque les signes respectaient les conditions aux limites données par (7.1)
et (7.2). Ainsi, en réorganisant les termes de (4.31) et (4.32), on débouche sur :

Ēθ = +jωµ
Ēax∆S

ηo

e−jβr

4πr
(1 + cos θ) cosφ (7.10)

Ēφ = −jωµ
Ēax∆S

ηo

e−jβr

4πr
(1 + cos θ) sinφ (7.11)
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7.3.2 Approximation pour grandes ouvertures

Dans la majorité des cas de rayonnement faisant appel à des ouvertures électriquement
grandes, la directivité est élevée de sorte que le lobe principal est contenu dans un angle

solide très petit. Ainsi, la région d’intérêt du diagramme de rayonnement se limite à
des valeurs de θ assez faibles de sorte que le terme cos θ peut être remplacer par l’unité
(approximation paraxiale). La conversion des équations (7.10) et (7.11) ramenées en co-

ordonnées rectangulaires considérant l’approximation paraxiale, donne :

Ē ≈ jωµ
2Ēax∆S

ηo

e−jβr

4πr
(cosφaθ − sin φaφ
︸ ︷︷ ︸

ax=aEa

) (7.12)

≈ j∆S
e−jβr

λr
Ēaxax . (7.13)

vers le point d’observation

plan infini

y

Js = Ms = 0

A

B

x

r′′

z

y′

dy′

dx′

r′

r

x′

Figure 7.6 – Géométrie d’un élément de surface dans une ouverture plane à z = 0.

On obtient le champ produit par un élément différentiel de surface dS ′ à la position (x′, y′)

• en remplaçant dans l’expression (7.13) :

– Ēaxax par la distribution du champ dans l’ouverture Ēa(x′, y′)= Ēaxax+Ēayay ;

– ∆S par l’élément différentiel dS ′ = dx′dy′ ;

– r par r′′ dans le terme de phase

• en tenant compte du déphasage du champ produit par chaque élément différentiel

par le biais de r′′, la distance entre l’élément et le point d’observation.

Pour une grande ouverture, il suffit d’intégrer sur toute l’ouverture avec la géométrie

reproduite à la figure 7.6 :

Ē(x, y, z) =
j

λr

∫

S′
Ēa(x

′, y′)e−jβr′′ dx′dy′ , (7.14)

Dans le champ lointain, la distance r′′ peut s’écrire1 :

r′′ =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + z2 ≈ r −
(xx′ + yy′)

r
(7.15)

1La démonstration utilise ∆r′ ≈ r′ar′ · ar conduisant à ∆r′ ≈ x′ cosφ sin θ + y′ sinφ sin θ (puisque
z′ = 0), et ensuite r cosφ sin θ = x et r sinφ sin θ = y.
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ce qui permet de modifier (7.14) pour devenir2 :

Ē(x, y, z) = j
e−jβr

λr

∫

S′
Ēa(x

′, y′)ejβ(xx
′+yy′)/rdx′dy′ . (7.16)

On reconnâıt par cette dernière équation, l’intégrale de Fourier bidimensionnelle.
Donc, le champ lointain dans la zone paraxiale, est la transformée de Fourier de la dis-
tribution du champ dans l’ouverture.

7.3.3 Expression de la directivité

Toujours avec une onde plane dans l’ouverture (les champs sont en phase partout dans
S ′) et avec l’approximation paraxiale, il est possible d’exprimer la directivité en fonction

des champs dans l’ouverture. Pour ce faire, on procède à partir de la définition première
de la directivité à savoir le rapport entre Kmax et Kmoy.

L’intensité de rayonnement s’écrit simplement comme (2.9) soit pour le cas présent :

K(θ, φ) =
1

2ηo
r2
(

1

λr

∫

S′
Ēa(x

′, y′)ejβ(xx
′+yy′)/rdx′dy′

)2

. (7.17)

L’intensité de rayonnement maximale est obtenue dans la direction z+ i.e. pour x = y = 0.

Ainsi :

Kmax =
1

2ηo
r2
(

1

λr

∫

S′
Ēa(x

′, y′)dx′dy′
)2

(7.18)

=
1

2ηoλ2

(∫

S′
Ēa(x

′, y′)dx′dy′
)2

. (7.19)

D’autre part, la détermination de Kmoy est simple puisqu’il ne s’agit que de calculer la
puissance totale émise <Pt> en intégrant le vecteur de Poynting sur toute l’ouverture et
de diviser le tout par les 4π stéradians de la sphère. D’où :

Kmoy =
1

4π

∫

S′

E2
a(x

′, y′)

2ηo
dx′dy′ (7.20)

=
1

8ηoπ

∫

S′
E2

a(x
′, y′)dx′dy′ . (7.21)

Finalement, on déduit que :

Douvop =
4π

λ2

(∫

S′ Ēa(x′, y′)dS ′
)2

∫

S′ E2
a(x

′, y′)dS ′ . (7.22)

2L’expression du module de E sur l’axe z s’écrit simplement E = 1
λr

∫

EadS. Si le champ Ea est
uniforme dans l’ouverture et l’efficacité d’ouverture εap est de 100%, alors E = EaAem

λr .
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7.3.4 Ouverture rectangulaire

Les expressions développées jusqu’ici s’appliquent à toutes formes d’ouvertures planes.
Cependant, on rencontre surtout des ouvertures rectangulaires ou circulaires.

Pour une ouverture rectangulaire plane

• centrée à l’origine ;

• dont la longueur est A (suivant l’axe x) et la largeur, B (suivant l’axe y) ;

• dont le champ dans l’ouverture est uniforme et constant Eaax :

Ēx(x, y, z) = jEa
e−jβr

λr

∫ A/2

−A/2

ejβxx
′/rdx′

∫ B/2

−B/2

ejβyy
′/rdy′

= jEa(AB)
e−jβr

λr
sinc

(
βAx

2r

)

sinc

(
βBy

2r

)

(7.23)

avec, en coordonnées sphériques pour tracer le diagramme de rayonnement :

x = r cosφ sin θ (7.24)

y = r sin φ sin θ . (7.25)
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Figure 7.7 – Diagramme de rayonnement typique d’une antenne à ouverture rectangulaire

(20λ × 10λ).

La figure 7.7 montre un exemple de diagramme de rayonnement obtenu dans les prin-
cipaux plans pour une ouverture de 20λ par 10λ.

Le calcul de la directivité est relativement simple. L’intensité de rayonnement maxi-
male est obtenue dans la direction θ = 0 (x = 0, y = 0) et vaut selon (2.9) et (7.23) :

Kmax =
r2E2

max

2ηo
=

E2
a(AB)2

2λ2ηo
. (7.26)

D’autre part, la puissance moyenne émise correspond à la puissance moyenne traversant
l’ouverture qui elle vaut :

<Pt>=<Pa> S =
E2

a

2ηo
(AB) , (7.27)
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i.e. le produit vectoriel de la densité de puissance moyenne dans l’ouverture <P a> par
la surface de l’ouverture S. D’où, selon (2.17), (2.20) et (2.30) :

D =
4π

λ2
(AB) (7.28)

Aem = (AB) = Ap (7.29)

Ωa =
λ2

(AB)
. (7.30)

On démontre que les 3 dernières équations touchant la directivité, la surface effective

maximale et l’angle solide du faisceau demeurent valides pour tous les genres d’ouvertures
en autant que le champ au travers cette ouverture soit constant et uniforme. L’efficacité
de l’ouverture atteint alors 100% et la directivité dans ce cas est notée Douvu (l’indice “u”

pour uniforme).

7.4 Cornet pyramidal

Le cornet est une antenne qui termine un guide d’onde et qui fait parti des antennes à
ouverture. Il augmente graduellement la surface d’émission de la dimension du guide à

celle voulue.

• Une large ouverture est souhaitable pour obtenir une bonne directivité ;

• un long cornet est souhaitable pour produire un rayonnement plus efficace par une

meilleure adaptation.

7.4.1 Analyse du rayonnement

L’analyse du rayonnement est similaire mais :

• l’angle d’ouverture du cornet (dans les deux plans pour un cornet rectangulaire) est
un paramètre qui s’ajoute pour le calcul du champ Ea dans l’ouverture ;

• la distribution du champ dans l’ouverture :

– n’est pas uniforme ;

– dépend du mode supérieur de propagation dans le guide d’alimentation.

L’étude présentée ne considérera que le mode fondamental TE10 avec un guide d’onde
rectangulaire (cornet pyramidal). Le cornet étudié apparâıt à la figure 7.8. Les relations
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a)

b) c)
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z
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B

Figure 7.8 – Géométrie du cornet pyramidal : (a) vue en 3D ; coupes (b) dans le plan xz (c)

dans le plan yz.

géométriques suivantes seront utilisées dans l’analyse subséquente :

ℓ2h = R2
1 +

(
A

2

)2

(7.31)

Rh =
A− a

A
R1 (7.32)

ℓ2e = R2
2 +

(
B

2

)2

(7.33)

Re =
B − b

B
R2 (7.34)

La distribution du champ dans le guide s’écrit :

Ēya(x
′, y′) = Ea cos

(
πx′

a

)

e−jβ10(z′+δ) (7.35)

H̄xa(x
′, y′) = −

Ēya

ηgTE10

(7.36)

où ηgTE10
est l’impédance transverse du guide en mode TE10. Le module du champ dans

le cornet est essentiellement une version élargie de la même distribution mais la constante
de phase passe progressivement de β10 à celle de l’onde plane en espace libre β.

Cependant, les ondes arrivant aux différents points de l’ouverture ne sont plus en phase
à cause de la différence de longueur des trajets δ chacun partant du sommet virtuel du cor-
net et s’en allant au centre de l’ouverture, d’une part, et à un point de coordonnées (x′, y′)
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Figure 7.9 – Courbes de directivité universelle : (a) dans le plan H ou xz, (b) dans le plan E

ou yz.
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dans l’ouverture, d’autre part. On doit déterminer le déphasage produit car l’intégration
des contributions du champ dans l’ouverture est vectorielle. Par géométrie et par approxi-

mations binomiales, on trouve :

δ ≈
x′2

2R1
+

y′2

2R2
.

La distribution du champ dans l’ouverture devient alors :

Ēya(x
′, y′) = Ea cos

(
πx′

A

)

e−j(
β10
2 )(x

′2
R1

+ y′2

R2
) (7.37)

laquelle est intégrable avec beaucoup de difficultés. Le résultat est d’ailleurs fort complexe
à transcrire.
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Figure 7.10 – Diagramme de rayonnement relatif normalisé : (a) dans le plan H ou xz, (b) dans

le plan E ou yz. Le facteur (1 + cos θ)/2 est non-inclus.

Heureusement, il existe une famille de courbes dans chacune des plans principaux,
reproduites à la figure 7.9 et à la figure 7.10, montrant :

• la directivité dite universelle selon les paramètres A, B, R1 et R2. La directivité du
cornet pyramidal est alors donnée par :

Dcornet =
π

32

(
λ

a
DE

)(
λ

b
DH

)

; (7.38)

• le diagramme de rayonnement relatif normalisé selon des paramètres géométriques,
t et s, définis sur la figure.

Sur les figures 7.9, on remarque que chaque courbe passe par un maximum. Ce sont

les valeurs optimales de A vs R1 ou B vs R2. Les valeurs optimales correspondent à :

Aopt =
√

3λR1 (7.39)

Bopt =
√

2λR2 . (7.40)
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On peut aussi réécrire les deux mêmes équations pour plutôt déduire R1opt et R2opt connais-
sant A et B respectivement. Dans les deux cas, on obtient un bon compromis entre direc-

tivité et dimension lorsqu’on utilise ces valeurs optimales.

Les largeurs du lobe principal à 3 dB dans les plans principaux sont déduites des valeurs
Aopt et Bopt :

ΘEHPBW−opt ≈ 0.94
λ

Bopt
(7.41)

ΘHHPBW−opt ≈ 1.36
λ

Aopt
. (7.42)

Exemple 7.1

Soient les deux antennes cornet dont les dimensions apparaissent ci-dessous :

a) A = 3λ, B = 2λ

b) A = 4λ, B = 1.25λ .

# Donnez les autres dimensions pour être dans le cas optimal.

Il suffit de prendre (7.39) et (7.40) d’où :

a) R1opt = 3λ, R2opt = 2λ

b) R1opt = 5.33λ, R2opt = 0.78λ .

# Calculez leur directivité et leur efficacité d’ouverture.

En regardant sur les courbes de directivité universelle de la figure 7.9, on lit :

a)
(
λ
aDE

)

≈ 16.3 et
(
λ
bDH

)

≈ 24.2

alors

D ≈
π

32
(16.3)(24.2) = 12.3π

D100% = Douvu =
4π

λ2
(3λ)(2λ) = 24π

Donc une efficacité d’ouverture de presque 50%.

b)
(
λ
aDE

)

≈ 10.2 et
(
λ
bDH

)

≈ 32.3

alors

D ≈
π

32
(10.2)(32.3) = 10.3π

D100% =
4π

λ2
(4λ)(1.25λ) = 20π

Encore et toujours une efficacité d’ouverture autour de 50%.
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Exemple 7.2

Une antenne cornet d’un certain fabriquant a les dimensions suivantes :

A = 4.8 cm, B = 4.8 cm

Re = Rh = 4.8 cm .

Le cornet s’adapte sur un guide d’onde WR-90 (0.9′′ × 0.4′′ ou 2.286 cm ×
1.016 cm) opérant en monomode (TE10) dans la bande X i.e. de 8 à 12 GHz.

Les expressions tenant compte de la géométrie d’un cornet pyramidal, four-
nissent les dimensions utiles pour les calculs soient R1 ≈ 9.2 cm, R2 ≈ 6.1 cm.

# Déterminez la directivité du cornet à la fréquence de 10 GHz soit en plein

centre de la bande d’opération.

À cette fréquence, λ = 3 cm. Ainsi, on a A/λ = 1.6, B/λ = 1.6, R1/λ = 3.07
et R2/λ = 2.03.

En extrapolant sur les graphiques de directivité universelle de la figure 7.9, on

voit que :
(
λ

a
DE

)

≈ 14.9

(
λ

b
DH

)

≈ 16.1 .

Donc :

D ≈
π

32
(14.9)(16.1) = 23.6

Le fabriquant en question indique dans les caractéristiques de l’antenne, qu’il
a mesuré une directivité de 26.

# Dites si le cornet est optimal et calculez l’efficacité d’ouverture.

En vérifiant avec (7.39) et (7.40), on s’aperçoit rapidement que les dimensions

ne sont pas optimales car avec une telle ouverture – i.e. en conservant A et
B – il faudrait que R1opt = 2.56 cm seulement et R2opt = 4.34 cm. Une telle

antenne ne serait pas réalisable mécaniquement.

Quant à l’efficacité, elle vaut :

εap =
D

4π

(

λ

A

)(

λ

B

)

soit

εap =
23.6

4π

1

1.6

1

1.6
= 0.73 .
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7.4.2 Efficacité d’ouverture

Pour une ouverture donnée, l’allongement du cornet i.e. prendre des valeurs de R1 et R2

plus grandes :

• conduit à une directivité de plus en plus élevée puisque les valeurs λ
aDE et λ

bDH

tirées des graphiques de directivité universelle croissent avec R2 et R1 respectivement
jusqu’à une certaine limite. Comme A et B sont fixées, il en résulte du même coup
une augmentation de l’efficacité d’ouverture.

• diminue le niveau des lobes secondaires par rapport au lobe principal selon les dia-
grammes de rayonnement relatif de la figure 7.10 : si R1 ↑ alors t ↓ ; similairement

avec R2 et s. Moins de puissance émise se perd dans les directions autres que pa-
raxiale. Ainsi, l’approximation de l’angle solide du faisceau Ωa donnée par (2.16)

devient de plus en plus valide. En fait, il faut considérer l’efficacité d’ouverture car
celle-ci indique, dans une certaine mesure, l’importance des lobes secondaires, d’où :

Ωacornet ≈
1

εap
(π/4)ΘEHPBWΘHHPBW . (7.43)

Pour un cornet ayant les dimensions optimales, quelques essais suffisent pour mon-
trer que l’efficacité se situe toujours aux alentours de 50% (en fait εapopt ≈ 0.51) ; que

le diagramme de rayonnement exhibe des lobes secondaires importants de sorte que la
vraie valeur de Ωa est plutôt le double de celui fourni par (2.16) en prenant les estimés
ΘEHPBW−opt et ΘHHPBW−opt .

En augmentant davantage A et B tout en conservant R1 et R2, les champs dans les
parties ajoutées de l’ouverture viennent plutôt contribuer de manière destructive au champ

lointain dans les directions paraxiales. Ainsi, on perd en directivité – en conséquence, en
efficacité – avec, en prime, plus d’encombrement.

L’efficacité d’ouverture augmente alors jusqu’à une valeur limite discutée dans la sous-
section 7.4.3. L’amélioration de l’efficacité se fait cependant au détriment de l’encombre-
ment i.e. la dimension physique dans les 3 dimensions de l’antenne.

7.4.3 Approximation onde plane

Il existe une manière approximative pour estimer le diagramme de rayonnement et la
directivité d’un cornet pyramidal. Cette approximation est particulièrement intéressante

pour des cornets électriquement longs car elle suppose une onde plane dans l’ouverture3

donc aucune variation de phase. On tend effectivement vers un front d’onde plan en

allongeant le cornet car l’onde sphérique dans l’ouverture AB a une courbure de plus en
plus faible.

L’intégrale de la distribution du champ dans l’ouverture s’écrit :

Ē(x, y, z) = j
e−jβr

λr

∫ B/2

−B/2

∫ A/2

−A/2

Ea cos

(
πx′

A

)

ejβ(xx
′+yy′)/rdx′dy′ (7.44)

3Ce qui devient de plus en plus vrai au fur et à mesure que le cornet s’allonge.
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donc

Ē(x, y, z) = j Ea
e−jβr

λr
(AB)

2

π

(
cos(βAx/2r)

1− (βAx/πr)2

)

sinc

(
βBy

2r

)

. (7.45)

À partir de l’équation (7.45), on vérifie aisément que Emax s’obtient lorsque x = y = 0
et qu’alors, l’intensité maximale vaut :

Kmaxcornet−op =
2E2

a(AB)2

ηoπ2λ2
.

Quant à l’intensité moyenne, elle s’exprime toujours comme <Pt>
4π avec cette fois

<Pt>=
1

2

E2
a(AB)

2ηo

à cause de la distribution non-uniforme du champ – mode TE10. La directivité obtenue
(qui correspond donc à la directivité maximale atteinte pour un très long cornet) vaut :

Dcornetmax =
4π

λ2

(
8AB

π2

)

(7.46)

ce qui procure une efficacité d’ouverture maximale de 8/π2 soit εapmax ≈ 0.81 (81%).
On arrive au même résultat en utilisant (7.22) qui suppose aussi une onde plane dans

l’ouverture.

7.4.4 Conception

La conception d’une antenne cornet exige la détermination des paramètres géométriques
compte tenue de la directivité désirée.

Pour permettre une réalisation physique, il faut prendre Rp = Re = Rh sur la figure
7.8 sinon on risque d’avoir des problèmes pratico-pratiques lors de l’usinage.

• Avec cette imposition, la géométrie permet d’écrire que R1 =
A

A−aRp et R2 =
B

B−bRp.

Dans le cas optimal, on a Rpopt = (B−b)
2λ B, ce qui donne la relation quadratique

B2 − bB − 2λRpopt = 0. Sachant de plus que Rpopt = (A−a)
3λ A, la seule solution

possible est :

B =
1

2

(

b+

√

b2 +
8A(A− a)

3

)

.

• D’autre part, la relation entre la directivité et les dimensions de l’ouverture dans le

cas optimal D = 4π
λ2 (0.51AB) (εapopt = 0.51) permet de remplacer B pour obtenir

une équation4 du quatrième ordre en A seulement :

A4 − aA3 +
3

2
b

(

Dλ2

0.51 · 4π

)

A −
3

2

(

Dλ2

0.51 · 4π

)2

= 0 . (7.47)

4J. F. Aurand, “Pyramidal Horns, Part 2 : A Novel Design Method for Horns of Any Desired Gain and
Aperture Phase Error”, IEEE-AP Newsletter, Vol. 31, pp. 33–34, June 1989. Prendre ensuite les valeurs
de t et s pour le cas optimal soit topt = 3/8 et sopt = 1/4 de la figure 7.10.
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Les étapes sont alors :

• trouver la valeur de A qui provoque l’égalité dans (7.47) ;

• de là, la dimension B est déduite de Dcornet =
4π
λ2 (0.51AB) ;

• les autres paramètres tels R1 et R2 s’obtiennent facilement sachant que les dimen-
sions sont optimales à partir de (7.39) et (7.40).

Pour la première étape, on peut prendre les racines de l’équation quartique mais il est par-

fois plus simple d’y aller par un algorithme de recherche des zéros (méthode de Newton).
Ce faisant, comme premier essai pour trouver A, il est conseillé de prendre :

A0 = 0.45λ
√
D . (7.48)

Exemple 7.3

On veut réaliser une antenne cornet dont la directivité serait de 22.1 dB à
la fréquence de 9.294 GHz (λ = 3.226 cm). Le cornet s’adapte sur un guide

d’onde WR-90 (0.9′′ × 0.4′′ ou 2.286 cm× 1.016 cm).

# Donnez toutes les dimensions requises dans le cas optimal.

La directivité doit être convertie sous forme linéaire, ce qui donne D = 162.2.

Il faut trouver A qui permet l’égalité de (7.47). La valeur de départ suggérée
par (7.48) pour commencer la recherche vaut :

Ao = 0.1850 m

À l’aide d’une fonction de recherche des zéros, on trouve une valeur plus

précise :
Aopt = 0.1825 m = 18.25 cm .

Il ne reste qu’à suivre les étapes indiquées soit

Bopt =
Dcornet

0.51

λ2

4π

1

Aopt
=

162.2

0.51

(3.226)2

4π

1

18.25
= 14.45 cm

R1opt =
(18.25)2

3(3.226)
= 34.38 cm

R2opt =
(14.45)2

2(3.226)
= 32.35 cm

et finalement

ℓh =
√

(34.38)2 + (18.25/2)2 = 35.57 cm

ℓe =
√

(32.35)2 + (14.45/2)2 = 33.14 cm .

Une petite vérification s’impose pour s’assurer que le cornet est réalisable
mécaniquement. Il faut obtenir Re ≈ Rh selon (7.34) et (7.32) sachant les
dimensions du guide d’onde.
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On trouve :

Re = 30.07 cm et Rh = 30.08 cm !

# Faites la vérification du résultat précédent.

On a :

R1/λ = 10.65 R2/λ = 10.02
A/λ = 5.65 B/λ = 4.48
(
λ
bDH

)

≈ 45.7
(
λ
aDE

)

≈ 36.5

d’où :

D =
π

32
(46.2)(36.7) = 163.7 .

On serait tenté d’essayer en passant par les largeurs du lobe principal à 3 dB

pour le cas optimal, pour ensuite obtenir l’angle solide du faisceau suivant
(2.16) et, de là, la directivité :

ΘEHPBW ≈ 0.94(1/4.48) = 0.21 rad

ΘHHPBW ≈ 1.36(1/5.65) = 0.24 rad

alors considérant une efficacité d’ouverture (1/εapopt ≈ 2)

Ωa ≈ 2(π/4)(0.21)(0.24) = 0.078 sr

Et finalement :

D ≈
4π

0.078
= 161.5 .

7.5 Réflecteur parabolique

Les caractéristiques de rayonnement d’une antenne peuvent être facilement améliorées
(grande directivité, diagramme de rayonnement avec lobe principal étroit et lobes secon-

daires faibles, etc.) si une structure supplémentaire comme un réflecteur :

• concentre les rayons ;

• modifie la distribution du champ dans l’ouverture.

Le réflecteur parabolique, en réception, est tout indiqué pour faire converger toute la

puissance d’une onde plane incidente vers un point appelé le point focal df . Il faut que
cette onde arrive d’une direction particulière sans quoi la convergence vers un seul point ne

sera pas possible. Par réciprocité, une source électromagnétique située au point focal verra
la partie de sa puissance capturée par le réflecteur, redirigée vers la direction privilégiée.
La figure 7.11 illustre les divers paramètres géométriques de ce type de réflecteur dans sa
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P

plan de 
l’ouverture

A

F (foyer)

an

θ̃
z

θ̃/2

df

a r̃ r′

z̃

Figure 7.11 – Géométrie d’un réflecteur parabolique.

version axisymétrique (symétrie par rapport à l’axe z contenant le foyer). On note que
les variables reliées au réflecteur sont surmontés d’un accent tilde (e.g. r̃) pour bien les

identifier et éviter une ambigüıté avec les variables de distribution dans l’ouverture (e.g.
r′) et celles de l’observateur (e.g. r).

Pour l’analyse, il convient d’utiliser le système de coordonnées apparaissant à la figure

7.12. On utilisera une méthode qui évite de faire des intégrales directement sur la surface
parabolique en appliquant les conditions frontières.

Le réflecteur parabolique étant une antenne à ouverture, son étude passe par l’expres-
sion des champs électromagnétiques dans le plan de l’ouverture. Il faut alors considérer

les trois points suivants :

• L’amplitude des champs dans l’ouverture dépend de la fonction caractéristique de la

source primaire (“feed ”) située au foyer. Mais cette distribution n’est pas identique
car elle implique une conversion des angles d’émission de la source primaire vers les
coordonnées du plan d’ouverture.

• La phase des champs dans l’ouverture est constante car la distance pour se rendre

du foyer au réflecteur parabolique et de là, à un point du plan de l’ouverture ne
change pas ; c’est d’ailleurs la caractéristique principale d’une parabole. Le terme

de phase peut donc être supprimé.

• L’orientation des champs dans l’ouverture dépend de la polarisation de la source

primaire mais la parabole cause une dépolarisation qu’il faudra considérer.

Si on visualise par la théorie de l’optique comme sur la figure 7.11, les rayons émis
puis réfléchis par la parabole émergeront en formation parallèle. La géométrie est telle
que dans le plan de l’ouverture sur la figure 7.11, les signaux émis du point focal vers le

réflecteur, reviennent tous en phase. Donc :

FP + PA = r̃ (1 + cos θ̃) = 2df . (7.49)

Plus le réflecteur sera grand (pour une même géométrie), plus grande sera la puissance
capturée donc la surface effective et la directivité.
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P

Fφ′

r′
ψ

r

x

y

z

(r, θ,φ)

θ̃
r̃

Figure 7.12 – Système de coordonnées pour l’analyse d’un réflecteur parabolique.

En assumant au départ une source primaire isotrope (Faf = 1), on trouve que les
champs dans le plan de l’ouverture réfléchis par le réflecteur Ēa(r′) sont inversement

proportionnels à r̃. En effet, partant de la géométrie de la parabole, on démontre que :

dθ̃

dr′
=

1

r̃
.

Ainsi, pour une source primaire non-isotrope dont la fonction caractéristique de rayonne-

ment est Faf (θ̃, φ̃), on obtient :

Ēa(r
′, φ′) = Ēoa

Faf (θ̃, φ̃)

r̃
aEa (7.50)

où aEa est un vecteur unitaire dans la direction du champ électrique dans l’ouverture (à

déterminer et dépendant potentiellement de r′ et φ′) et Ēoa est une constante.
Les coordonnées r′ et φ′ (θ′ = 90◦) sont plus appropriées pour décrire le champ dans

l’ouverture ; il faut donc convertir θ̃ et r̃ en terme des nouvelles coordonnées :

θ̃ = 2 arctan

(
r′

2df

)

(7.51)

φ̃ = φ′ (7.52)

r̃ = df +
r′2

4df
. (7.53)

Pour la polarisation, on procède comme suit. Comme :

• l’angle d’incidence et de réflexion sont égaux à θ̃/2 relativement à la normale à la
surface an au point considéré ;

• les champs électriques incident et réfléchi doivent respecter les conditions frontières
sur la surface parfaitement conductrice i.e. E∥i + E∥r = 0 ;

seule la composante normale du champ électrique total est non-nulle et vaut le double de
celle incidente :

Ēi + Ēr = 2(an · Ēi)an . (7.54)

De là, tenant compte des amplitudes identiques des champs incident et réfléchi ; en prenant

aEi = Ei/Ei et aEr = Er/Er, on obtient :

aEr = 2(an · aEi)an − aEi . (7.55)
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Pour définir complètement le vecteur aEr , il suffit de connâıtre les composantes θ̃ et φ̃ de
aEi du champ électrique rayonné par la source primaire car avec un réflecteur suffisamment

loin, la supposition d’une onde plane est possible ; il n’existe donc pas de composante en
ar̃. Quant au vecteur unitaire normal à la surface, il s’exprime ainsi :

an = − cos
θ̃

2
ar̃ + sin

θ̃

2
aθ̃ (7.56)

Le champ dans l’ouverture est essentiellement celui réfléchi d’où Ēoa = Ēr et aEa = aEr .

Tout est finalement en place pour trouver l’expression du champ électrique lointain.
En effet, le champ électrique dans l’ouverture se détermine en combinant (7.50), (7.55)

et les expressions des vecteurs unitaires. Cela fait, par le principe du courant magnétique
équivalent M̄ s dans le plan d’ouverture et de (3.37), il en résulte que56 :

L̄ =

∫ 2π

0

∫ a

0

az × Eoa

Faf (θ̃, φ̃)

r̃
aEa

︸ ︷︷ ︸

¯Ea

ejβr
′ sin θ cos(φ−φ′) r′dr′dφ′ (7.57)

Il faut répéter pour le courant électrique équivalent dans le plan d’ouverture, ce qui donne :

N̄ =

∫ 2π

0

∫ a

0

an × (−az × Eoa

Faf (θ̃, φ̃)

r̃
aEa)e

jβr′ sin θ cos(φ−φ′) r′dr′dφ′ (7.58)

Attention cependant en déterminant ces intégrales : il ne faut pas oublier que les variables
θ̃, φ̃ et r̃ dépendent des variables d’intégration r′ et φ′ selon les équations (7.51) à (7.53).

Ce sont les expressions (7.10) et (7.10) qui établissent la valeur des composantes trans-
verses du champ électrique dans la zone de Fraunhofer. Cette procédure semble très com-

pliquée mais, en fait, se réalise très bien numériquement. Cependant la solution analytique
est illusoire car même le problème le plus simple d’une source primaire isotrope, devient
rapidement un défi. Souvent, une technique ad-doc convient pour approximer la distribu-

tion du champ dans l’ouverture tout en simplifiant les intégrales de surfaces. Il en existe
une pour les paraboles circulaires.

7.5.1 Diagramme de symétrie circulaire

Souvent, dans la pratique, un réflecteur parabolique circulaire (comme ceux que l’on
rencontre sur le toit des maisons où vivent des télémaniaques) est éclairé via une source

primaire possédant un diagramme de rayonnement à symétrie circulaire. Cette source
peut être une antenne cornet circulaire par exemple. La fonction caractéristique Faf ne

dépend donc pas de φ̃.

Dans ce cas, il existe des approximations permettant de récupérer la nouvelle fonction

caractéristique de rayonnement non-normalisée.

5On démontre que cosψ = sin θ cos(φ− φ′)
6La normale au plan d’ouverture est −az
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D’abord, il faut reconnâıtre que l’intégrale en φ′ devient une intégrale de Bessel de
laquelle découle une fonction du même nom7 d’ordre zéro notée J0. La démonstration

apparâıt dans la note8 en bas de page. Il suffit (c’est un bien grand mot d’ailleurs) main-
tenant de faire cette intégration :

Facirc = 2π

∫ a

0

Ea(r
′) J0(βr

′ sin θ) r′dr′ . (7.59)

Ensuite, il faut connâıtre la distribution du champ dans le plan d’ouverture Ea(r′)

qui n’est fonction que de r′ puisque symétrique en φ′. Il existe plusieurs fonctions de base
pour l’éclairage par la source primaire. Celle uniforme Faf−uni

= 1 est celle qui simplifie au

maximum l’intégrale de (7.59) ; mais elle reste difficile. La distribution de Ea(r′) suit une
fonction parabolique 1

r̃ exprimée selon (7.53). Ceci fait en sorte que, après normalisation :

Eauni(r
′) =

(

1−
(

r′

2df

)2
)n

avec n = 1 . (7.60)

Cette distribution est appelée “parabolic taper ” d’ordre 1. On trouve alors avec une bonne
table de mathématiques :

Fauni = 8
J2(βa sin θ)

(βa sin θ)2
(7.61)

ΘHPBW = 1.27
λ

2a
(7.62)

SLL = −24.6 dB (7.63)

εap = 0.75 . (7.64)

7.5.2 Efficacité de la surface de réflexion

On utilise les antennes paraboliques à des fréquences très élevées, de l’ordre du GHz

jusqu’à plusieurs dizaines de GHz. Les longueurs d’onde sont donc petites et la rugosité
de la surface de la parabole affecte grandement la qualité de l’antenne.

On introduit un facteur d’erreur supplémentaire qui tient compte de l’erreur effective
de la surface δs laquelle correspond à l’écart-type de la surface par rapport à la para-
bole idéale ; δs a donc des unités de longueur. C’est l’efficacité de la surface de réflexion

aussi connue sous le nom d’erreur de granulation, εg. Il multiplie tous les autres facteurs
d’efficacité dans la détermination de l’efficacité de rayonnement globale.

Dans son article “Antenna Tolerance Theory – A Review” paru dans Proceedings of
the IRE en avril 1966, Ruze en arrive à :

εg = e−(4πδs/λ)
2

. (7.65)

7Il ne fallait pas s’étonner de retrouver une fonction de Bessel dans la solution car elles sont dans un
système circulaire, ce que les fonctions sinusöıdales sont dans un système cartésien.

8Au départ, il faut savoir par définition que
∫ 2π
0 e(k cosx)dx = 2πI0(k) où I0 est la fonction de Bessel

modifiée de première espèce d’ordre zéro. Or, il s’avère que In(k) = e−j nπ/2Jn(jk). Dans le cas qui
intéresse, on remplace k = jβr′ sin θ, x = φ′ et n = 0.
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Exercices

Question 1

Calculez la directivité en dB d’une ouverture rectangulaire dont les dimensions sont
de 20λ par 10λ si :

a) la distribution est uniforme soit E = E0ax ;

b) la distribution est cosinusöıdale dans la première dimension et uniforme dans l’autre
soit E = E0 cos(πx′/A)ax.

Question 2

La distribution du champ électrique au travers une ouverture rectangulaire dans la
plan z = 0 est cosinusöıdale dans les deux dimensions :

Ēo(x
′, y′) = E0 cos(πx

′/A) cos(πy′/B)ax ,

où A et B sont les dimensions de l’ouverture dans l’axe x et y respectivement.

a) Dérivez l’expression de la directivité ;

b) Trouvez l’efficacité de l’ouverture.

Question 3

Une antenne à ouverture opère à 150MHz. Elle a une dimension physique de 100m2,

un gain de 23 dB et une directivité de 23.5 dB. Calculez :

a) l’ouverture effective et l’ouverture effective maximale ;

b) l’efficacité d’ouverture ;

c) l’efficacité de rayonnement εr ;

d) le rapport D/Douvu.

Question 4

Une antenne cornet possède une ouverture de 28.85 par 21.39 cm. Les mesures de son
lobe principal à 6.3GHz, indiquent que les largeurs à 3 dB sont respectivement ΘEHPBW =

12◦ et ΘHHPBW = 13◦ ; que la directivité est de 22.1 dB. Dans ces conditions :

a) calculez l’efficacité d’ouverture ;

b) estimez la directivité en partant uniquement des mesures sur les largeurs du lobe
principal et en connaissant l’efficacité d’ouverture.
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Question 5

Une antenne cornet est connectée sur un guide d’onde WR-90 (0.9 × 0.4 pouce ou
2.286×1.016 cm) pour opérer en bande X (8 à 12GHz). Ses dimensions sont les suivantes :

A = 18.46 cm B = 14.55 cm
ℓe = 32.81 cm ℓh = 35.21 cm

Re = Rh = 29.75 cm

.

Déterminez ou approximez suivant le cas, à la fréquence de 9.3GHz :

a) la directivité ;

b) les largeurs du lobe principal à 3 dB dans les plans E et H ;

c) l’efficacité d’ouverture.

Question 6

Faites la conception complète d’une antenne cornet aux dimensions optimales, ayant
une directivité de 20 dB à 10GHz ; le cornet étant alimenté via un guide d’onde rectangu-

laire WR-90.

Réponses :

1. a) Du = 2513 ou 34.0 dB ; b) D = 33.1 dB.

2. a) D = 4π
λ2

64
π4AB ; b) εap = 0.657 .

3. a) Ae = 63.51m2 et Aem = 71.26m2 ; b) εap = 0.713 en rapport à Aem ;

c) εr = 0.89125 ; d) D/Douvu = 0.7126.

4. a) εap = 0.474 ; b) Dest ≈ 0.474 4π
π/4ΘEΘH

= 159.6 ou 22.0 dB.

5. a) D = 22.1 dB ; b) ΘEHPBW = 12.0◦, ΘHHPBW = 13.6◦ ; c) εap = 0.5.

6. A0 = 0.1350,

A = 13.40 cm, B = 10.48 cm, ℓe = 19.05 cm, ℓh = 21.04 cm,

Re = Rh = Rp = 16.54 cm.



Chapitre 8

Antennes microrubans

8.1 Introduction

Depuis peu, une nouvelle catégorie d’antennes apparâıt de plus en plus comme éléments

d’antennes-réseaux et ce, dans de nombreuses applications. Il s’agit des antennes microru-
bans, aussi connues sous l’appellation anglaise “patch-antenna”. L’antenne est constituée
une plaque conductrice profilée directement sur une surface diélectrique. La figure 8.1

illustre un exemple d’antenne microruban.

ligne de transmission

substrat

plan de masse

plaque

h

L

w

Figure 8.1 – Aspect d’une antenne microruban rectangulaire.

L’idée de l’antenne microruban remonte aux années 195012. L’apparition de premières

réalisations ne se fera qu’en 1970. Cependant, l’attention particulière qui leur est portée
de nos jours, est liée directement à la popularité croissante des antennes-réseaux. Cette

dernière découle du fait que les circuits numériques permettent une souplesse extraordi-
naire avec plusieurs degrés de liberté. On peut synthétiser le diagramme de rayonnement,
le rendre évolutif ou même adaptatif. Or ces circuits numériques deviennent de plus en

plus puissants, de moins en moins volumineux et surtout, à des coûts acceptables qui ne
cessent de diminuer. Malgré cela, des problèmes limitent la généralisation de l’emploi des

antennes-réseaux dont :

• l’alimentation compliquée de chacun des éléments ;

• l’encombrement spatial produit par l’ensemble des éléments.

1G.A. Deschamps, “Microstrip Microwave Antenna”, Third USAF Symp. on Antennas, 1953.
2H. Gutton, G. Baissinot, “Flat Aerial for Ultra High Frequencies”, French Patent No. 703 113, 1955.
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L’antenne microruban agissant comme élément s’avère un choix intéressant pour diverses
raisons.

• On peut acheminer les signaux RF sur la même surface diélectrique qui agit alors
comme substrat d’une ligne microruban, et les amener au point d’alimentation de

l’antenne.

• On peut aussi en profiter pour y graver les lignes des circuits de commandes numéri-

ques et y insérer les composantes discrètes pour amplification ou adaptation (tran-
sistors, diodes, capacités ...).

• On peut facilement jouer avec la disposition des éléments plaques sur la surface

diélectrique entière pour réaliser un réseau à 2 dimensions.

En plus, le prix de revient par unité demeure très abordable. La conception, elle, reste

onéreuse (les ingénieurs en développement RF/micro-onde vivent très bien car ils sont
recherchés).

Le rayonnement d’une plaque provient des effets de bord qu’on cherche ici à maximiser.
Pour ce faire, il convient de prendre un substrat le plus épais possible tout en restant bien
inférieur à la longueur d’onde (normalement 0.003λ < h < 0.05λ) ; avec une constante

diélectrique ϵr faible. Ces deux caractéristiques optimales des paramètres du substrat vont
à l’encontre des valeurs recherchées pour une ligne de transmission. Ainsi, pour améliorer

à la fois, le rendement des lignes de transmission et celui du rayonnement des plaques, il
faut faire un compromis ou utiliser deux substrats superposés de constantes diélectriques

différentes satisfaisant les besoins du rayonnement pour l’un, et de la transmission pour
l’autre.

(b) couplé par ouverture

ligne de transmission

ϵr1

plaque
plan de masse

ϵr2

ϵr1

plaque
fente

plan de masse

ligne de transmission

ϵr1

plaque

ϵr2 plan de masse

ligne de transmission

(a) ligne directe

(c) couplé par proximité

Figure 8.2 – Alimentations usuelles d’une antenne microruban.
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L’alimentation de la plaque dépend grandement du type et de l’arrangement du ou
des substrats employés. Comme une image vaut mille mots, les alimentations les plus

usuelles apparaissent à la figure 8.2. La manière la plus simple utilise un seul substrat
avec une ligne de transmission microruban. Dans ce cas, la ligne se rend directement à la

plaque sans plus. Si la ligne de transmission est coaxiale, on préfère arriver par derrière le
substrat et joindre la plaque de l’autre côté par une sonde traversant le diélectrique. Avec

deux substrats, l’alimentation se réalise par couplage au travers une ouverture fait dans
le plan de masse commun mitoyen ; ou encore par proximité si le substrat de la plaque n’a
pas de plan de masse et est directement apposé par dessus l’autre substrat du côté de la

gravure des lignes de transmission. Des considérations de conception – largeur de bande,
efficacité, facilité d’adaptation, etc. – influencent aussi le choix du type d’alimentation.

Quoique l’analyse du rayonnement se généralise pour toutes formes de plaques, on
se limitera ici aux plaques rectangulaires car les fonctions trigonométriques suffisent à

l’analyse.

Il existe au moins 3 façons de voir le rayonnement d’une antenne microruban :

• le modèle par cavité résonnante ;

• le modèle par ligne de transmission ;

• le modèle onde-pleine (“full-wave”) impliquant les équations intégrales et la méthode
des moments.

On ne procédera ici en utilisant le modèle qui assure une meilleure compréhension pour

l’application désirée. Par exemple, la cavité résonnante simplifie de manière toute relative,
les mécanismes de rayonnement alors que la ligne de transmission facilite la tâche de la
détermination de l’impédance d’entrée.

On recommande la lecture du texte de Balanis pour ceux ou celles qui aimeraient avoir

plus de détails sur la compréhension des antennes microrubans.

8.2 Modèle par cavité

Au départ, on assume que le champ dans le diélectrique est limité par l’espace entre

directement sous la plaque, entre la plaque et le plan de masse. On traite donc cet espace
comme une cavité rectangulaire

• remplie d’un diélectrique ϵrJeff

dont les 6 parois sont :

• les 2 conducteurs électriques de la plaque et du plan de masse (parfaits conducteurs
électriques) ;

• les 4 murs magnétiques qui simulent le circuit-ouvert, à la périphérie de la plaque
(parfaits conducteurs magnétiques).
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Les murs magnétiques se comportent sur le champ magnétique comme un conducteur avec
le champ électrique ; ceci découle de la réciprocité où on crée des charges et des courants

magnétiques. Malheureusement, si l’antenne microruban est traitée comme une cavité
résonnante avec murs magnétiques, aucun rayonnement n’est possible puisque l’impédance

d’entrée vue devient purement réactive. Le facteur Q tend vers l’infinie d’où une largeur
de bande nulle. Il faut ajouter des mécanismes de pertes sur les parois magnétiques pour

obtenir du rayonnement.

8.2.1 Champs dans la cavité

En fait, les champs ne sont pas tout-à-fait circonscrits à l’intérieur de la cavité. Ainsi, une

faible quantité de la puissance incidente est rayonnée à travers les ouvertures latérales que
sont les murs magnétiques. Les antennes microrubans possèdent donc une faible efficacité

de rayonnement, d’où la validité du modèle.
À cause de la faible épaisseur du diélectrique, l’onde dans l’espace entre la plaque

et le plan de masse subit une forte réflexion lorsqu’elle arrive aux extrémités vis-à-vis
les murs magnétiques. Le diagramme d’onde stationnaire produit par les réflexions avec
l’onde incidente, suit donc assez bien une forme cosinusöıdale (comme un circuit-ouvert).

On sait que cette même forme cosinusöıdale décrit aussi l’amplitude du champ électrique
dans un mode transverse-magnétique avec composante nulle de H suivant l’axe de la

hauteur z, soit TMz – H doit être tangentiel au niveau du plan de masse et de la plaque.
De plus, comme le diélectrique est mince, l’amplitude du champ E selon z est considérée

constante, soit TMz
mn0.

L

w

h

x

y

z

Figure 8.3 – Géométrie pour analyse d’une antenne microruban.

Si on conserve uniquement la cavité, la géométrie pour l’analyse d’une antenne mi-

croruban apparâıt sur la figure 8.3. La configuration des champs dans la cavité est décrit
à partir de l’approche utilisant le potentiel vecteur. Dans le mode transverse en z, le

potentiel vecteur Az doit satisfaire l’équation d’onde homogène :

∇
2Āz + β2Āz = 0 (8.1)

dont la solution générale s’obtient par la technique de séparation des variables :

Āz =
(

C̄1 cos(βxx)+ S̄1 sin(βxx)
)(

C̄2 cos(βyy)+ S̄2 sin(βyy)
)(

C̄3 cos(βzz)+ S̄3 sin(βzz)
)

.

(8.2)
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Les constantes de propagation βx,y,z, ainsi que les constantes C̄k et S̄k sont déterminées
en appliquant les conditions aux limites. Les diverses composantes des champs sont ainsi

reliées à Āz :

Ēx = −j
1

ωµϵ

∂2Āz

∂x∂z
(8.3)

Ēy = −j
1

ωµϵ

∂2Āz

∂y∂z
(8.4)

Ēz = −j
1

ωµϵ

(
∂2

∂z2
+ β2

)

Āz (8.5)

H̄x =
1

µ

∂Āz

∂y
(8.6)

H̄y =
1

µ

∂Āz

∂x
(8.7)

H̄z = 0 (8.8)

avec les conditions aux limites suivantes :

Ēx(z
′ = 0, h) = 0

H̄x(y
′ = 0, w) = 0

H̄y(x
′ = 0, L) = 0 .

Les coordonnées x′, y′, z′ sont utilisées pour représenter les champs dans la cavité.

L’application de chacune des conditions aux limites donne respectivement :

• S̄3 = 0

βz = pπ
h pour p = 0, 1, 2 . . .

• S̄2 = 0
βy = nπ

w pour n = 0, 1, 2 . . .

• S̄1 = 0
βx = mπ

L pour m = 0, 1, 2 . . . .

La forme finale de l’expression du potentiel vecteur Āz dans la cavité, devient :

Āz = C̄mnp cos(βxx
′) cos(βyy

′) cos(βzz
′) (8.9)

où C̄mnp, le coefficient d’amplitude du mode mnp, dépend du niveau de puissance associée

au mode en question.

Puisque les projections de la constante de propagation dans chacun des axes, sont

sujets à la contrainte :

β2
x + β2

y + β2
z =

(mπ

L

)2
+
(nπ

w

)2
+
(pπ

h

)2
= β2

r = ω2µϵ (8.10)
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alors la fréquence de résonance de la cavité pour le mode mnp vaut :

(fr)mnp =
1

2π
√
µϵ

√
(mπ

L

)2

+
(nπ

w

)2

+
(pπ

h

)2

. (8.11)

On peut maintenant exprimer les champs dans la cavité en substituant (8.9) dans les

équations de (8.3) à (8.8). D’où :

Ēx = −j
βxβz
ωµϵ

C̄mnp sin(βxx
′) cos(βyy

′) sin(βzz
′) (8.12)

Ēy = −j
βyβz
ωµϵ

C̄mnp cos(βxx
′) sin(βyy

′) sin(βzz
′) (8.13)

Ēz = −j
(β2 − β2

z )

ωµϵ
C̄mnp cos(βxx

′) cos(βyy
′) cos(βzz

′) (8.14)

H̄x = −
βy
µ
C̄mnp cos(βxx

′) sin(βyy
′) cos(βzz

′) (8.15)

H̄y =
βx
µ
C̄mnp sin(βxx

′) cos(βyy
′) cos(βzz

′) (8.16)

H̄z = 0 . (8.17)

TMz
020

TMz
100

TMz
010

TMz
200

w

h

L

w

L

w

h h

L

w

h

L

Figure 8.4 – Distribution du champ électrique dans la cavité selon le mode : a) mode TMz
100,

b) mode TMz
010, c) mode TMz

200, d) mode TMz
020.

On retrouve, à la figure 8.4, l’allure de la distribution du champ électrique dans la

cavité résonnante pour les principaux modes. Le champ est indépendant de z dans tous
les cas (p = 0) ; la longueur de la flèche indique l’amplitude. Habituellement, on opère

l’antenne microruban à la plus basse fréquence de résonance i.e. dans le mode dominant.
Pour déterminer ce mode dominant, une analyse de l’équation (8.11) suffit pour voir que la

plus basse fréquence est obtenue avec un seul des paramètres m, n ou p égal à 1 et les deux
autres à 0 (les trois paramètres ne peuvent être à 0 simultanément). Celui correspondant
à la plus grande dimension habituellement L, est celui qui vaut 1.
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En conséquence, le reste de la démonstration suppose le mode TMz
100 pour

lequel on a βx = π
L , βy = βz = 0.

8.2.2 Rayonnement par les ouvertures

Dans le mode TMz
100, les seules composantes non-nulles des champs dans la cavité sont

Ēz = −jEo cos(
πx′

L
)

H̄y =
Eo

ηd
sin(

πx′

L
)

avec Eo =
β2

ωµϵ C̄100 = ωC̄100 et ηd, l’impédance intrinsèque du diélectrique.

Il suffit maintenant de combiner les champs rayonnés à grande distance, produits par
chacune des 4 ouvertures connaissant la distribution des champs dans les ouvertures res-

pectives. On doit donc revenir aux notions sur les antennes à ouverture pour comprendre
le fonctionnement des antennes microrubans. D’ores et déjà, on vérifie que deux ouvertures
opposées rayonnent mais leurs contributions s’annulent dans la direction du lobe princi-

pal i.e. dans les plans principaux de rayonnement alors que les deux autres ouvertures
forment les ouvertures dites rayonnantes car ce sont elles qui produiront des contributions

constructives. Pour éviter des calculs inutiles, on admet que :

• les ouvertures latérales avant et arrière (x = 0 et x = L) constituent les ouvertures

rayonnantes effectives ;

• celles latérales gauche et droite (y = 0 et y = w) rayonnent des champs s’éliminant
dans la direction optimale3.

Pour favoriser une meilleure efficacité, la distance entre les deux ouvertures rayonnantes
approchera L = λg/2 (λg = λx est la longueur d’onde guidée suivant l’axe x dans le

diélectrique) de sorte que les champs lointains issus de chacune des ouvertures soient en
construction maximale. De cette manière les polarisations du champ Ēa dans les ouver-

tures rayonnantes sont en complètes opposition de phase mais les courants magnétiques
M̄ sa, eux, seront en phase.

L’examen de la distribution des champs dans les ouvertures rayonnantes pour le mode

TMz
100, montre que cette distribution est uniforme dans les deux ouvertures. Toutefois,

il n’est malheureusement pas possible d’utiliser l’équation (7.23) puisque l’approximation

paraxiale ne tient pas. Il faut remonter aussi loin qu’aux équations (7.1) et (7.2) combinées
avec (7.5) et (7.6). On doit faire gaffe aux angles car la normale aux ouvertures est ±ax

et non plus az.

3En appliquant les conditions limites du champ électrique en mode TM100 sur ces parois magnétiques,
on obtient des densités de courants magnétiques de même amplitude mais de directions opposées dans le
plan E (xz) et déphasées de 180◦ dans le plan H (yz).
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Avant tout, il convient d’éliminer les effets produits par la présence des conducteurs
grâce aux modèles équivalents montrés à la section 7.2. Ainsi donc, avec les conducteurs

retirés et l’équivalence simple, les champs dans les ouvertures rayonnantes sont remplacés
par :

M̄ sak = 2 Ēak × ank

où l’indice k vaut 1 ou 2 selon l’ouverture choisie.

• Pour celle en avant (k = 1), on a :

Ēa1 = Eoaz

an1 = ax .

• Pour celle en arrière (k = 2), on a :

Ēa2 = Eo(−az)

an2 = −ax .

Ce qui donne :

M̄ sa1 = M̄ sa2 = 2Eoay . (8.18)

Pour déterminer les expressions4 de L̄1 et L̄2, il faut tenir compte de l’emplacement

des ouvertures. En fait, on pourrait voir les deux ouvertures comme 2 éléments d’une
antenne-réseau dont les courants d’alimentation sont identiques et en phase produisant

un rayonnement transversal. Autrement, ce sont les expressions des termes r′1 et r′2 qui
diffèrent. On vérifie que :

r′′1 =

√

(x−
L

2
)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 (8.19)

≈
√

x2 − xL+ y2 − 2yy′ + z2 − 2zz′) =
√

r − (xL+ 2yy′ + 2zz′) (8.20)

≈ r

(

1−
xL+ 2yy′ + 2zz′

2r2

)

(8.21)

≈ r −
xL+ 2yy′ + 2zz′

2r
︸ ︷︷ ︸

r′1

(8.22)

r′′2 ≈ r −
−xL+ 2yy′ + 2zz′

2r
︸ ︷︷ ︸

r′2

. (8.23)

Le passage de (8.20) à (8.21) est rendu possible grâce à l’approximation binômiale. Si on

considère que l’épaisseur h est faible de sorte que βh ≪ 1 alors on néglige le terme de
phase zz′ car l’intégrale en z′ sur h assumera une variation trop fine.

Ainsi, les intégrales sur les ouvertures conduisent à ceci.

4Les N̄k n’existent pas parce-qu’il y a absence de courant électrique.
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• Pour k = 1, on a :

L̄1 ≈
∫ w

2

−w
2

∫ h
2

−h
2

(2Eoay) e
jβ xL+2yy′

2r dz′dy′ (8.24)

≈ 2Eoay e
jβxL/2rh

∫ w
2

−w
2

ejβ
yy′

r dy′ (8.25)

≈ 2Eo e
jβxL/2rhw sinc

(

β
yw

2r

)

ay . (8.26)

Comme :
x = r cosφ sin θ

y = r sinφ sin θ

on arrive à :

L̄1 = 2Eo hw sinc
(

β
w

2
sinφ sin θ

)

ejβ
L
2 cosφ sin θay . (8.27)

• Pour k = 2, on a sensiblement la même chose, exception faite du signe de l’argument

du phaseur car l’ouverture se situe en x′ = −L/2 :

L̄2 = 2Eo hw sinc
(

β
w

2
sin φ sin θ

)

e−jβ L
2 cosφ sin θay . (8.28)

Il devient évident selon (8.27) et (8.28) que la direction et le module des L̄k sont identiques.
L’addition des deux contributions met en évidence le facteur de réseau :

L̄ = L̄1 + L̄2 = 2 Eoh
︸︷︷︸

Vo

w sinc
(

β
w

2
sin φ sin θ

)

2 cos

(

β
L

2
cosφ sin θ

)

︸ ︷︷ ︸

fr(θ,φ)

ay (8.29)

La suite des opérations utilise les équations (7.5) et (7.6) pour trouver les champs
électriques en fonction des composantes transverses de L̄ seulement (on rappelle que N̄

est nul). Or, les composantes transverses s’expriment comme :

L̄θ = L̄y sin φ cos θ

L̄φ = L̄y cos φ

de sorte que selon (3.40) et (3.41), le champ électrique lointain devient :

Ēθ = −jβ
e−jβr

4πr
4Vow sinc

(

β
w

2
sin φ sin θ

)

cos

(

β
L

2
cosφ sin θ

)

cosφ (8.30)

Ēφ = jβ
e−jβr

4πr
4Vow sinc

(

β
w

2
sinφ sin θ

)

cos

(

β
L

2
cosφ sin θ

)

sin φ cos θ . (8.31)

La fonction caractéristique non-normalisée s’exprime ainsi :

Fa = sinc
(

β
w

2
sin φ sin θ

)

cos

(

β
L

2
cos φ sin θ

) √

1− sin2 φ sin2 θ . (8.32)
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8.2.3 Diagrammes de rayonnement

Les équations (8.30), (8.31) et (8.32) permettent difficilement l’interprétation du rayon-

nement. Le plus simple consiste à analyser la fonction caractéristique dans les deux plans
principaux. Encore faut-il déterminer quels sont ces deux plans. Revenant en arrière, il
fut remarqué que le facteur de réseau induit un rayonnement transversal. Donc, les plans

contenant l’axe z i.e. le plan xz et le plan yz sont les plans recherchés.
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Figure 8.5 – Diagramme de rayonnement d’une antenne microruban avec L = 0.45λ, w = 0.35λ

et h = 0.05λ.

Les fonctions caractéristiques s’expriment ainsi dans chacun des plans principaux :

• valeur maximale obtenue à θ = 0 soit

Emax(r) =
βVow

πr
; (8.33)

• plan xz ou plan φ = 0 :

Ēθ(φ = 0) = −j
βVow

πr
e−jβr cos

(

β
L

2
sin θ

)

Ēφ(φ = 0) = 0

d’où :

Fa(φ = 0) = cos

(

β
L

2
sin θ

)

; (8.34)
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• plan yz ou plan φ = 90◦ :

Ēθ(φ = 90◦) = 0

Ēφ(φ = 90◦) = j
βVow

πr
e−jβr sinc

(

β
w

2
sin θ

)

cos θ

d’où :

Fa(φ = 90◦) = sinc
(

β
w

2
sin θ

)

cos θ . (8.35)

En examinant la direction du champ électrique, on déduit que le plan xz devient le plan
E tandis que celui yz, le plan H . En effet, avec Eφ = 0, le champ électrique est contenu

dans le plan xz ; avec Eθ = 0, le champ électrique est par contre, perpendiculaire au plan
yz.

La figure 8.5 illustre bien un diagramme de rayonnement typique d’une antenne micro-
ruban rectangulaire. On y observe le rayonnement principal suivant l’axe z soit perpendi-
culairement à la plaque. Un nul existe dans la direction des ouvertures non-rayonnantes

alors qu’un minimum seulement (et non un nul) se situe du côté des ouvertures rayon-
nantes. Le lobe principal est relativement large, ce qui, à l’avance, laisse entrevoir que la

directivité est plus ou moins élevée comparativement à des antennes à ouverture. Il faut
comprendre que les ouvertures rayonnantes de l’antenne microruban sont très petites car

limitées par l’épaisseur du substrat.

8.3 Directivité

Le calcul de la directivité implique que la fonction caractéristique :

• doit d’abord être normalisée,

• mise au carré,

• puis intégrée sur l’hémisphère5 qui contient les champs rayonnés.

On convient que l’intégrale à faire n’est pas de tout repos ; certaines rotations du système
de coordonnées parviennent à simplifier surtout lorsqu’on ne tient compte que du facteur

d’élément i.e. chaque ouverture.

On arrive à l’expression suivante de la directivité pour le rayonnement d’une seule

ouverture :

Dmicro1−ouv = (βw)2
1

I1
(8.36)

I1 = −2 + cos(βw) + βwSi(βw) + sinc(βw) (8.37)

où la fonction Si est appelée l’intégrale du sinus soit
∫ x

0 sinc(x)dx, laquelle est tabulée

dans toutes bonnes tables de mathématiques.

5L’antenne microruban ressemble au monopôle à cause de la présence du plan de masse. La rayonne-
ment se fait donc dans l’hémisphère supérieure (0 ≤ θ ≤ π/2).
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Asymptotiquement, les valeurs de la directivité d’une seule ouverture sont :

Dmicro1−ouv ≈
{

3 w ≪ λ

4w
λ w ≫ λ

(8.38)
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Figure 8.6 – Directivité pour une seule ouverture obtenue à partir de l’équation (8.36) selon w

pour L = 0.35λ.
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Figure 8.7 – Directivité obtenue numériquement selon w pour quelques valeurs de L.

Avec le facteur de réseau i.e. avec les deux ouvertures rayonnantes, il n’existe pas

d’expressions analytiques ; la seule manière de parvenir à une réponse consiste à passer par
l’intégration numérique. Pour un rayonnement transversal comme ici, et pour une distance
inter-élément de λ/2 à la résonance, la directivité double environ à cause du facteur de

réseau (voir figure 8.6). Pour quelques valeurs de L et selon w exprimées toutes deux en
terme de longueurs d’onde dans le vide, on obtient les courbes de directivités tracées à

la figure 8.7 avec une épaisseur h = 0.05λ. Tant que l’épaisseur demeure faible devant la
longueur d’onde, les courbes restent les mêmes. Il ne faut pas oublier que L = λg/2 à la

résonance. Le cas L = λ/2 serait optimal si et seulement si, cette longueur correspond
aussi à la résonance de la cavité ce qui présuppose que le diélectrique a une constante
proche de l’unité !
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8.3.1 Facteur de qualité et efficacité

Dans le modèle par cavité, la fréquence d’opération est celle de résonance dans l’un des
modes supérieurs. La cavité agit donc comme un crystal dans un circuit électrique. On

verra plus tard que l’analogie se prête bien car à la résonance, l’impédance d’entrée de
l’antenne microruban devient purement active comme celle d’un crystal à sa fréquence
propre.

• La connaissance du facteur de qualité Q d’un circuit résonnant permet de déterminer

la largeur de bande à mi-puissance (ou 3 dB) B ; par conséquent ici, celle de l’an-
tenne. En effet, on a :

Q =
fo
B

(8.39)

où fo = f correspond à la fréquence d’opération i.e. celle de résonance choisie.

• D’autre part, le facteur de qualité Q tend vers l’infini dans le cas sans perte –

R = 0 en circuit. À cause du rayonnement, le facteur chute. Il chutera davantage
en combinant les pertes dans le diélectrique et dans le conducteur. On peut donc
déduire l’efficacité de rayonnement par le rapport entre le facteur de qualité final Q

et celui dû uniquement aux pertes par rayonnement Qr :

εr =
Q

Qr
. (8.40)

La relation entre les facteurs de qualité pour chacun des types de pertes s’écrit :

1

Q
=

1

Qr
+

1

Qd
+

1

Qc
(8.41)

où Qd est reliée aux pertes dans le diélectrique et Qc, aux pertes de conduction.
Pour une cavité, le facteur Q s’établit via le rapport entre l’énergie emmagasinée Uem

et l’énergie dissipée par cycle. Cette dernière énergie est aussi reliée à la puissance moyenne
dissipée <Pdis> de sorte que le facteur de qualité équivaut à :

Q = 2πfo
Uem

<Pdis>
. (8.42)

Il s’avère (des détails supplémentaires sont disponibles dans Balanis) que pour des sub-

strats très minces h ≪ λ :

Qd =
1

tan δ
(8.43)

Qc = h
√

πfµσc (8.44)

et, pour des plaques rectangulaires dans le mode TMz
100 :

Qr =
4πf ϵr Rriw

h

L

4
. (8.45)

Dans ces 3 dernières équations, tan δ représente la tangente de pertes du diélectrique i.e.
le rapport σd/ωϵ avec σd, la conductivité du diélectrique ; σc est la conductivité finie des
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plaques conductrices ; Rri représente toujours la résistance de rayonnement à l’entrée et
sa détermination sera vue dans la prochaine section.

Lorsque tous les paramètres sont connus, on peut facilement rechercher les facteurs
de qualité associés au rayonnement Qr, aux pertes Qd et Qc pour trouver ensuite Q de

l’antenne selon (8.41). De là, on déduit la largeur de bande disponible (8.39) et l’efficacité
de rayonnement (8.40). Bien vite, on comprend que dans la conception, des compromis

doivent être faits car l’amélioration de l’efficacité passe par un Qr élevé devant les autres
ce qui rend la largeur de bande encore plus étroite – en gardant les autres constants. Si
on tente de maximiser l’efficacité en optant pour un meilleur substrat et des meilleurs

conducteurs, même chose, le facteur Q résultant sera encore ici plus élevé d’où une plus
faible largeur de bande.

8.4 Modèle par ligne de transmission

La plaque peut être vue comme le prolongement d’une ligne de transmission avec une
impédance caractéristique différente mais aussi avec pertes puisqu’une partie de la puis-

sance incidente est rayonnée selon Rri et une autre est perdue dans le diélectrique selon
Rdi. Ces deux résistances diminuent le facteur Q de la cavité et ainsi, élargissent la largeur

de bande. Le modèle par ligne de transmission permet non seulement la détermination de
l’impédance vue à l’entrée de la plaque, mais aussi explique pourquoi les dimensions phy-
siques de la plaque ne conviennent pas tout-à-fait aux calculs prévus des champs rayonnés

à cause des effets de bord.

8.4.1 Effets de bord

Évidemment, comme on cherche à produire du rayonnement, une partie du flux électrique
se retrouve dans le substrat de la plaque et une autre partie dans l’air. Il faut donc

considérer non-pas la constante diélectrique du substrat seul mais plutôt de celui effectif
ϵreff . Le même phénomène était considéré dans le traitement des lignes microruban en

supposant un mode quasi-TEM. Une bonne approximation valide lorsque w/h > 1 est :

ϵreff ≈
ϵr + 1

2
+
ϵr − 1

2

(

1 + 12
w

h

)−1/2
(8.46)

À cause des effets de bord importants, la plaque donne l’impression d’être plus grande
électriquement. Il importe d’en tenir compte dans les calculs par le biais des dimensions

effectives plutôt que de prendre les dimensions physiques. On rajoute donc une longueur
extra ∆L de chaque côté, à la longueur physique Lp pour obtenir L effectif :

Leff = Lp + 2∆L . (8.47)

Si le rapport w/h est élevé – ce qui est souvent le cas – on a :

∆L

h
= 0.412

(ϵreff + 0.3)
(
w
h + 0.264

)

(ϵreff − 0.258)
(
w
h + 0.8

) . (8.48)
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Cette dernière équation (8.48), quoique empirique6, reste la plus populaire actuellement.
Ce sont les valeurs effectives de ϵr et de L données par (8.46) et (8.47) qui doivent

être utilisées dans les équations précédentes développées avec le modèle par cavité.

8.4.2 Impédance d’entrée

Pour déterminer l’impédance d’entrée de l’antenne microruban, on doit savoir que :

• seules les ouvertures avant et arrière contribuent au rayonnement dans le champs
lointain ;

• les champs dans ces ouvertures possèdent une distribution identique de même valeur

et peuvent être vues comme les éléments d’une antenne-réseau à 2 éléments avec
alimentation identique en phase ;

• la puissance fournie à l’entrée de la plaque vaut :

<Pin>=
V 2
o

2Rri
. (8.49)

Yin

B2

G1 G2

B1

Lp
Lp

Figure 8.8 – Équivalent circuit de l’antenne microruban pour la détermination de l’impédance

d’entrée.

Les deux premiers items servent à démontrer qu’au point de vue impédance, la plaque
s’assimile à deux admittances en parallèles identiques Ȳouv et espacées de la distance Lp

comme sur la figure 8.8. Ainsi, :

Ȳin = Ȳ1ouv + Ȳ1ouv(d = Lp) (8.50)

où Ȳ1ouv(d = Lp) correspond à l’admittance généralisée vue à une distance d étant donnée

l’impédance caractéristique ZTMmicro du bout de ligne de transmission de longueur Lp avec
la constante diélectrique ϵreff dans un mode supérieur – i.e. non-TEM. Pour simplifier la

chose au maximum, disons qu’au moment de la résonance lorsque7 Lp ≈ λg
2 , la partie

imaginaire de l’admittance – la susceptance – d’une ouverture vue au niveau de l’autre

ouverture, équivaut exactement à l’opposé de la susceptance de cette autre ouverture i.e. :

B1ouv(d = Lp) = −B1ouv . (8.51)

6E.O. Hammerstad, “Equations for Microstrip Circuit Design”, Proc. Fifth EuropeanMicrowave Conf.,
1976, pp. 632-636.

7En fait, à cause des effets de bord, la longueur effective de la plaque est légèrement plus grande que
la longueur physique ; ainsi, on a en pratique 0.48λ < Lp < 0.49λ.



! 8-182 Antennes microrubans

Ainsi, à l’entrée de la plaque les susceptances s’annulent mutuellement ne laissant ap-
parâıtre qu’une impédance purement réelle :

Z̄in =
1

Ȳin
= Rri . (8.52)

Quant à la partie réelle de l’impédance d’entrée, la seule qui demeure non-nulle, elle

peut être déduite facilement en exprimant la puissance totale émise en fonction de V 2
o

puis en se servant de (8.49). On suppose que toute la puissance fournie est émise, ce qui

est bien justifiable. Dans le cas contraire, une résistance de pertes est simplement ajoutée
faisant en sorte que l’efficacité soit moindre que 100%.

L’intégrale du calcul de la puissance totale émise <Pt> ressemble beaucoup à celle du

calcul de la directivité à la différence que l’expression du champ électrique s’utilise directe-
ment plutôt que de prendre celle normalisée de la fonction caractéristique Fa. Comme avec

la directivité, on peut commencer par obtenir la conductance de chacune des ouvertures
prises individuellement G1ouv. Dans le calcul de la puissance émise par une ouverture, on

se sert

• du résultat donné par (8.36) pour la détermination de l’angle solide Ωa1ouv = 4π
D1ouv

;

• du champ électrique maximal donné par (8.33) divisé par 2 (une ouverture seule-

ment) pour la détermination de Kmax1ouv =
E2

max1ouv
2ηo

r.

D’où :

<Pt1ouv>= Kmax1ouvΩa1ouv =
V 2
o

2πηo
I1 =

V 2
o

2
G1ouv (8.53)

avec I1 tel qu’exprimé en (8.37). Ainsi, on déduit que :

G1ouv =
I1

120π2
≈

{
1
90

(
w
λ

)2
w ≪ λ

1
120

(
w
λ

)

w ≫ λ
(8.54)

Si on tient compte des deux ouvertures et du couplage entre les deux ouvertures
rayonnantes, la résistance de rayonnement à l’entrée s’écrit :

Rri =
1

2(G1ouv ±G12)
(8.55)

où le signe (+) est utilisé pour les modes de résonance impairs i.e. la distribution en

tension entre les ouvertures est anti-symétrique ; le signe (-), pour les modes de résonance
pairs. Le facteur 2 apparâıt parce que la conductance en parallèle de la seconde ouverture
est équivalente à celle de la première ouverture et que les conductances en parallèle s’ad-

ditionnent. La conductance mutuelle G12 est définie par l’inter-dépendance des champs E
et H lointains produits par chacune des ouvertures notées avec l’indice inférieur 1 ou 2,

soit :

G12 =
1

V 2
o

Re

{∮

S

Ē1 × H̄
∗
2 · dS

}

. (8.56)

Quelques essais avec des paramètres typiques montrent que déjà à la première fréquence

de résonance (anti-symétrique), la conductance mutuelle est nettement plus faible que la
conductance propre à une seule ouverture. Cela devient encore plus vrai aux fréquences
de résonances supérieures. Dons Rri ≈ 0.5/G1ouv.
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8.4.3 Efficacité de rayonnement

La longueur L de la plaque permet à l’antenne d’entrer en résonance comme il vient d’être
vu. Cependant, la largeur de la plaque w n’affecte en réalité que la constante diélectrique

effective et la valeur de la conductance de chacune des ouvertures selon (8.46) et (8.54)
respectivement.

En réalité, w joue aussi une rôle sur l’efficacité de rayonnement. Selon le classique

livre8 de Bahl et Bhartia, la largeur w pratique qui donne de bons rendements est donnée
par :

w =
c

2(fr)100

√

2

ϵr + 1
(8.57)

8.4.4 Adaptation

Rri(x = xo)/Rri

L

w

xowo

xo/L

0.25

0

0.5

0.75

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 8.9 – Alimentation d’une antenne microruban avec retrait pour adaptation.

La résistance de rayonnement trouvée avec (8.55) correspond l’impédance vue au ni-

veau de la première ouverture soit x = L ou encore x = 0. On peut ramener l’impédance
vue à une distance x = L−xo en alimentant la plaque en un point interne ; ceci se réalise

par l’entremise d’un retrait dans le dessin de la plaque comme sur la figure 8.9. Ainsi,
il faut maintenant déterminer l’impédance vue au nouveau point d’alimentation avec un
déplacement vers la “charge” d’une distance xo sur la ligne d’alimentation – d’impédance

caractéristique Zo. L’impédance caractéristique de la ligne d’alimentation peut être ap-
proximée par une équation empirique9 :

Zomicro =

⎧

⎨

⎩

60√
ϵreff

ln
(

8h
wo

+ wo
4h

)
wo
h ≤ 1

120π√
ϵreff

1

(wo
h +1.393+0.667 ln(wo

h +1.444))
wo
h > 1

(8.58)

où wo est la largeur de la ligne microruban d’alimentation. Si l’alimentation se fait au

moyen d’un autre type de ligne, on emploie évidemment, l’impédance caractéristique de
cette autre ligne.

En appliquant la théorie des lignes de transmission en régime sinusöıdal permanent, il
faudrait :

8I.J. Bahl et P. Bhartia Microstrip Antennas, Artech House, Dedham, MA, 1980.
9Une ligne microruban est traitée dans un mode quasi-TEM avec un constante diélectrique effective.
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• déterminer le coefficient de réflexion de la “charge” Γ̄r ;

• déduire le coefficient de réflexion vue en se déplaçant de xo vers la “charge” Γ̄r(xo)

– le module reste constant et l’argument augmente d’une valeur égale à 2βxxo ;

• retrouver la charge ayant ce nouveau coefficient Z̄r(xo) = Zo
1+Γ̄r(xo)
1−Γ̄r(xo)

.

Cependant, une expression plus simple est possible si : G1ouv/Yo ≪ 1 et B1ouv/Yo ≪ 1.
Dans ces conditions, le tout se réduit à :

Rri(xo) ≈ Rri cos
2
(π

L
xo

)

. (8.59)

Le terme cos(πxo/L) apparâıt à cause de la variation du champ électrique en x dans le
mode TMz

100. Comme la fonction cosinus au carré est toujours inférieure (ou égale à la

limite) à l’unité, il devient possible d’abaisser la résistance vue de l’antenne pour l’adapter
à la ligne d’alimentation. Dans les cas pratiques en effet, l’antenne microruban présente

souvent une impédance très élevée en comparaison avec celle caractéristique de la ligne
d’alimentation ; cette technique offre donc une opportunité d’adaptation simple et peu

coûteuse. On mentionne cependant dans Balanis deux inconvénients :

• le retrait provoque une capacitance de jonction supplémentaire qui modifie la fréquen-
ce de résonance de l’ordre de 1% ;

• la fonction cosinus au carré varie rapidement dans la zone intéressante de sorte
qu’une tolérance faible est requise à la construction.

8.5 Réseautage

La mise en réseau d’antennes microrubans implique :

• des effets mutuels – couplage entre les différentes plaques ;

• de l’adaptation à chaque embranchement de la distribution du signal.

En ce qui concerne le deuxième item, la théorie est bien connue et relève entièrement

des techniques utilisées en transmission des ondes électromagnétiques. On peut aisément
faire les calculs qui s’imposent et rajouter, par exemple, des transformateurs λ/4 aux

embranchements afin d’assurer la distribution du signal à chacune des plaques. La figure
8.10 illustre bien un exemple où l’impédance d’entrée de l’antenne microruban est de 100Ω

tandis que la ligne de transmission a une impédance caractéristique de 50Ω. Ce type de
géométrie, très classique, fonctionne bien si le nombre d’éléments est une puissance de 2
(i.e. 2n soit 2, 4, 8, 16 . . . ).

Le premier item exige cependant une bonne expérience : c’est véritablement de l’art.

Il faut fouiller dans les articles scientifiques sur le sujet pour comprendre ce qui se passe ;
puis, essayer différentes configurations, noter les résultats obtenus et en tirer des leçons.
En bref, le découplage est favorisé par :
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λ/4

λ/4
50Ω100Ω100Ω 70Ω70Ω
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Entrée 50Ω
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70Ω
λ/4Z̄a = 100Ω

Figure 8.10 – Transformateurs λ/4 pour adaptation dans la distribution du signal avec réseau

d’antennes microrubans.

• un espacement plus grand entre les éléments, jusqu’à une certaine limite toutefois ;

• la juxtaposition des éléments dans le plan H i.e. aligner les éléments dans l’axe du
champ H .

Il faut savoir que le couplage se fait par l’intermédiaire des ondes qui rampent à la surface
du diélectrique.

Le couplage se détermine par l’intermédiaire du paramètre S12
10, lequel détermine le

rapport entre le signal transmis au port #2 et le signal injecté au port #1 lorsque les
entrées et sorties sont adaptées. Ici, les ports sont constitués par chacun des éléments du

réseau. En activant une antenne microruban (port #1), on mesure le signal aux bornes
d’une autre antenne microruban adjacente (port #2). On préfère, dans le cas des antennes,

définir le couplage en fonction de la densité de puissance émise qu’importe la relation de
phase de sorte que le paramètre utilisé devient plutôt |S21|2.

10Pour une jonction passive sans ferrite, le théorème de réciprocité oblige S12 = S21.





Chapitre 9

Antennes à large-bande

9.1 Introduction

Dans plusieurs applications, l’antenne doit opérer sur une bande de fréquence relativement

large. On n’a qu’à penser au débit de plus en plus important du flot binaire ou à la quantité
croissante des usagers en télécommunication.

Le terme large-bande (“broadband”) est une mesure relative de la largeur de bande

qui fait référence à la fréquence centrale, aussi appelée fréquence porteuse fc. Soient fu
et fl, les fréquences maximales et minimales d’opération qui satisfont aux critères de

performance ; la largeur de bande peut être définie comme :

• en pourcentage autour de la fréquence centrale pour les antennes à bande étroite :

fu − fl
fc

× 100% ; (9.1)

• en rapport pour les antennes à large-bande :

fu
fl

: 1 . (9.2)

Un dipôle λ/2 est une antenne à bande étroite car sa largeur de bande tourne autour
de 15% (avec un fil de 0.005m de rayon, à 300MHz) si on accepte un taux d’ondes

stationnaires TOS de 2 au maximum. On remarque ici que la largeur de bande dépend
de la variation de l’impédance d’entrée en fonction de la fréquence.

Quoique très arbitraire, on dit qu’une antenne est classifiée large-bande lorsque l’impé-
dance et le diagramme de rayonnement ne change pas de manière significative sur plus
d’un octave (fu/fl ≥ 2).

9.2 Antenne bicônique

9.2.1 Bicônique infinie

La figure 9.1 montre une antenne bicônique infinie. Chacune des moitiés de l’antenne
est un cône infini conducteur dont le sommet forme un point d’alimentation. Lorsqu’une
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V̄

Ī
θ

θh

Ēθ

H̄φ

Ī

Figure 9.1 – Géométrie d’une antenne bicônique infinie.

tension variable est appliquée, un courant circule radialement en s’éloignant. Ce courant
génère un champ magnétique Hφ et de là, un champ électrique perpendiculaire (mode

TEM) Eθ.
Dans la région entre les cônes, la loi d’Ampère se réduit à :

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ H̄φ) = jωϵĒr = 0 (9.3)

−
1

r

∂

∂r
(r H̄φ) = jωϵĒθ . (9.4)

On vérifie qu’une solution à l’équation (9.3) est

H̄φ = H0
e−jβr

4πr

1

sin θ
, (9.5)

qui, substituée dans (9.4), donne :

Ēθ = ηoH0
e−jβr

4πr

1

sin θ
. (9.6)

Cette dernière est conforme à supposition de départ, à savoir une onde TEM.
La fonction caractéristique de rayonnement normalisée s’écrit :

Fa(θ,φ) =

⎧

⎨

⎩

sin θh
sin θ

θh < θ < π − θh

0 ailleurs
. (9.7)

Pour calculer l’impédance d’entrée :

• on intègre le champ électrique sur un parcours à rayon constant allant d’un cône à
l’autre pour trouver V̄ (r) ;

• on applique la condition frontière à l’interface conducteur d’un cône pour trouver
Ī(r) ;
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• on fait le rapport de la tension sur le courant en tout point r et on fait tendre r vers
0.

D’où :

Z̄0(r) = Z̄in =
ηo
π
ln

(

cot
θh
2

)

. (9.8)

Cette impédance est indépendante de la fréquence, ce qui confirme que l’antenne bicônique
infinie posséderait une largeur de bande aussi infinie. Il faut aussi noter que la version

monopôle est possible.

9.2.2 Bicônique finie

Évidemment, l’antenne bicônique infinie est irréalisable : les cônes doivent être tronqués

par une sphère de rayon l (hauteur totale de l’antenne : h = 2l). Des modes supérieurs
autres que le mode TEM apparâıtront. De plus, les extrémités des cônes causeront des
réflexions et une onde stationnaire s’établira ; l’impédance d’entrée devient complexe. Sans

jeu de mots, l’analyse se complexifie...

9.3 Antenne spirale

9.3.1 Principe de Babinet

Le principe de Babinet, physicien français, a été formulé vers 1870 d’abord en optique
pour l’étude de la diffraction. Ce principe énonce que l’addition (même polarisation)

• du champ derrière un écran percé d’une ouverture Ēouv

• au champ derrière une structure complémentaire (on remplace l’ouverture par la

structure et on retire l’écran) Ēdiff

résulte en un champ correspondant à celui en espace libre Eo. Ainsi, on a :

Eo =
∣
∣Ēouv + Ēdiff

∣
∣ . (9.9)

Le principe de Babinet peut être étendu aux antennes pour trouver les impédances
complémentaires :

Z̄airZ̄
∗
métal =

η2o
4

(9.10)

où :

• Z̄métal représente l’impédance d’entrée d’une antenne quelconque en métal ;

• Z̄air représente celle de l’antenne complémentaire formée en remplaçant l’air par du
métal, et le métal par l’air.
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Figure 9.2 – Antennes spirales de type équi-angulaire et d’Archimède.

Ainsi, si l’antenne et son complément ont une forme identique, l’antenne est dite auto-

complémentaire, et :

Z̄in = Z̄air = Z̄métal =
ηo
2

≈ 60π . (9.11)

Les figures 9.2 montrent des antennes spirales bien connues : la spirale équi-angulaire et
la spirale d’Archimède. Ces antennes planaires sont facilement construites sur des circuits

imprimés. La technique de conception se limite essentiellement à s’assurer que le rayon
de la spirale soit égale au quart de la longueur d’onde pour toutes les fréquences dans la
bande d’opération. Le rayon de départ est fixé par la fréquence supérieure fu et le grand

rayon, par la fréquence inférieure fl.

Dans la forme équi-angulaire auto-complémentaire, chacune des 4 arêtes du métal
décrit une courbe. Les 4 courbes suivent la même expression à une rotation de π/2 près :

rk = r0e
aθ−(k−1)π/2 (9.12)

r0 = λu/4 (9.13)

rmax = λl/4 (9.14)

aopt = 0.221 (9.15)

pour k allant de 1 à 4. Des spirales conçues pour la même bande de fréquences, mais

ayant de 0.5 à 3 tours, ont été testées expérimentalement. Il s’est avéré que l’optimum du
facteur d’expansion a semble se situer autour d’une valeur 0.221.

Des largeurs de bande aussi importantes que 8 :1 sont courants. Du 20 :1 peut être
obtenue !

9.4 Log-périodique

L’antenne log-périodique à dipôles que l’on rencontre souvent sur le toit des maisons pour
capter la télévision VHF, découle d’un processus de transformation établi dans les années
1950 à 60, et apparaissant sur les figures 9.3. Une antenne auto-complémentaire du nom
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Figure 9.3 – Évolution des antennes log-périodiques.

de log-périodique dentelée avait été initialisée à partir d’une antenne papillon (l’équivalent
planaire de l’antenne bicônique), laquelle est auto-complémentaire si θh = π/8. On est

ensuite passé à l’antenne trapézöıdal log-périodique dentelée, puis à sa version filée. De
cette dernière à l’antenne log-périodique à dipôles (plus simplement log-périodique ou
LPDA), la ressemblance est nette.

9.4.1 Géométrie

ligne de transmission
d’alimentation des
éléments

Rk+1

Rk

dk

hk

N = 5

2ak

k = 2

α

Figure 9.4 – Géométrie de l’antenne log-périodique LPDA.

La géométrie de l’antenne log-périodique apparâıt à la figure 9.4. Elle consiste en
une séquence de dipôles de différentes longueurs placés côte-à-côte. Chacun des dipôles
est alimenté comme sur la figure 9.4, une différence importante en comparaison avec

l’antenne Yagi-Uda. Le point de contact entre la ligne d’alimentation et l’antenne se situe
au niveau du plus court dipôle. La distance de la ligne de transmission d’alimentation

entre un dipôle et le précédent, est ajustée pour tenir compte du déphasage du signal à
la fréquence résonante du dipôle.

La connexion de l’antenne avec l’extérieur est simple si la ligne de transmission est

balancée : chaque fil de la ligne de transmission d’alimentation joint un fil de la ligne de
transmission externe. Avec un cable coaxial, la connexion se fait en reliant (voir figure
9.5) :
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points
d’alimentation

2ak

s

Figure 9.5 – Connexion d’une ligne coaxiale de transmission sur un antenne log-périodique.

• le conducteur central de la ligne de transmission avec le conducteur extérieur d’un
bras d’alimentation ;

• le conducteur extérieur de la ligne de transmission avec le conducteur extérieur de

l’autre bras ;

• les deux conducteurs intérieurs des bras d’alimentation.

Les deux conducteurs extérieurs des bras d’alimentation forme la ligne de transmission
d’alimentation des dipôles.

La figure 9.4 montre aussi que l’accroissement de la longueur des dipôles hk et leur
position Rk sont tels que les extrémités des dipôles sont délimitées par un coin avec angle
au sommet α. Le facteur d’accroissement de la longueur et le facteur d’accroissement de

la position des dipôles doivent être identiques à τ , le rapport géométrique :

τ =
Rk+1

Rk
=

hk+1

hk
< 1 . (9.16)

Les fréquences de résonance de deux dipôles voisins changent donc avec le même rapport.
Il en va de même pour l’espacement, qui tient compte du changement de la fréquence de

résonance. Ainsi :

τ =
frk
frk+1

=
dk+1

dk
. (9.17)

Un petit peu de mathématiques pour déduire la valeur de l’angle au sommet :

α = 2 arctan

(
1− τ

4σ

)

(9.18)

σ =
dk
2hk

. (9.19)

On sait que l’impédance de chacun des dipôles varie selon la fréquence. À une fréquence
donnée, l’un des dipôles présente une impédance minimale car la fréquence correspond à

sa fréquence de résonance ou presque. Les autres ont alors des impédances d’entrée plus
élevées en module. Le courant à l’entrée de la LPDA Iin se distribue au travers les dipôles
en privilégiant les dipôles à faible impédance car la tension Vin est la même pour tous
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Figure 9.6 – Distribution du courant d’entrée dans les éléments d’une LPDA selon la fréquence.

les dipôles. Une partie seulement du LPDA est active. Les dipôles dont la fréquence de
résonance est loin de la fréquence d’opération reçoivent très peu de courant et sont, pour

ainsi dire, inactifs. Ils agissent comme éléments parasites d’une manière semblable aux
éléments parasites d’une antenne Yagi-Uda : directeurs ou réflecteurs selon qu’ils soient
plus petits ou plus grands que celle en résonance. La figure 9.6 montre la distribution de

courant dans chacun des dipôles selon la fréquence d’opération. La LPDA de l’exemple
est conçue pour opérer de 200 à 600MHz avec un gain de 10 dB. C’est par une méthode

numérique, la méthode des moments (MoM), qu’on a pu arriver aux résultats montrés.

9.4.2 Conception

Pour faire le lien entre la géométrie et les paramètres d’antenne dans le cas d’une log-

périodique, il est préférable d’utiliser des graphiques car les expressions mathématiques
deviennent très compliquées.

Le graphique de la figure 9.7 donne la directivité en fonction des paramètres τ et σ.
Il provient du travail original sur les LPDA de la thèse de doctorat de R.L. Carrel1 en

1Malheureusement, une erreur s’est glissée sur l’expression du champ dans le plan E, conduisant à
une surestimation de la directivité de l’ordre de 0.5 à 2 dB. Il fut suggéré de soustraire 1 dB à la valeur
de chaque courbe, ce qui est déjà fait sur la figure 9.7.
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Figure 9.7 – Contours de directivité constante d’une LPDA en fonction de τ et σ (voir Carrel).

1961. On s’aperçoit que pour directivité donnée, il existe une valeur optimale de σ avec

un encombrement minimum (plus petite dimension possible). On trouve que :

σopt ≈ 0.258τ − 0.066 . (9.20)

Connaissant la directivité désirée, la première étape sera de déterminer à la fois τ et σ
d’après la figure 9.7. Il n’est pas nécessaire de choisir la valeur optimale de (9.20). L’angle

au sommet α sera facilement déduit de (9.18).
La longueur du plus long dipôle dépend directement de la fréquence fl. En effet, on

a hmax = h1 = 0.5λl. Partant de cette longueur, on ajoute des dipôles intermédiaires de
longueur hk, k = 2, 3, . . ., grâce à (9.16). On continue jusqu’à ce que hN < 0.5λu ; N
représentera le nombre total de dipôles. Un bonne approximation du nombre de dipôles

requis, est donnée par :

N ≈ 1 +
ln(fu/fl)

ln(1/τ)
. (9.21)

Avant de se lancer tête première dans les calculs, il vaut mieux s’assurer que le nombre ne
sera pas trop grand. Dans le cas contraire, prendre un rapport géométrique τ plus petit

serait la solution.
L’impédance d’entrée du LPDA Z̄a = Rin + jXa se détermine difficilement surtout en

ce qui a trait à la partie imaginaire. On sait qu’à une fréquence dans la bande passante,

un des éléments rayonne plus que les autres car il est accordé ; l’impédance d’entrée de
cet élément Z̄e est purement réelle alors que celles des autres – placées en parallèle – ont

un module beaucoup plus élevé. La meilleure chose possible serait d’avoir Zo = Rin i.e. la
partie réelle de l’impédance d’entrée du LPDA égale à l’impédance caractéristique de la

ligne entre l’émetteur et du LPDA, laquelle est connue.
Il faut ensuite ajuster l’impédance l’impédance de la ligne qui alimente les dipôles Zof .

Cette est vue comme une ligne bifilaire dont l’impédance dépend du rayon des fils ao et
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Figure 9.8 – Impédance caractéristique relative de la ligne d’alimentation des éléments (voir

Carrel).

l’espacement entre les fils s :

Zof = 120 cosh−1

(
s

ao

)

. (9.22)

C’est le graphique de la figure 9.8 qui aide à l’évaluation des paramètres où Ze est

l’impédance caractéristique moyenne des éléments et σ′ est l’espacement relatif moyen :

Ze = 120

(

ln

(
hk

ak

)

− 2.25

)

(9.23)

σ′ = σ/
√
τ . (9.24)

Pour une conception idéale, on maintient constant le rapport hk/ak. En pratique, les
éléments sont divisés en quelques groupes (2 à 4) où les éléments d’un même groupe

possèdent des bras de même rayon mais non de même longueur.

9.4.3 Conclusion

Après tout ce qui vient d’être écrit, rien n’explique le terme “logarithmique”. En prenant

le logarithme à gauche et à droite de la première égalité de (9.17), on obtient :

log frk+1
= log frk + log(1/τ) , (9.25)

i.e. une progression logarithmique constante des fréquences de résonance.
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Exercices

Question 1

Calculez l’impédance d’entrée d’une antenne bicônique infinie dont l’angle d’ouverture
des cônes 2θh vaut :

a) 0.2◦ ;

b) 20◦ ;

c) 100◦.

Question 2

Concevez une antenne spirale équi-angulaire qui opère dans la bande complète du UHF

en télévision (450 à 900MHz).

Question 3

Une antenne LPDA a une bande passante allant de 84 à 200MHz avec une directivité
de 8 dB. Décrivez la géométrie de l’antenne et les paramètres optima qui ont servi.

Question 4

Une antenne log-périodique à dipôles est fait de dipôles dont la longueur varie entre
2.78m et 0.58m. Le tout forme une structure dont la longueur totale est de 3.68m. À

partir de ces seules données, obtenez :

a) l’angle au sommet α que fait la structure ;

b) le gain moyen de l’antenne dans le cas d’un dimensionnement optimal ;

c) la largeur de bande d’opération de l’antenne ;

d) le nombre de dipôles.

Question 5

Une antenne LPDA couvre la bande VHF en télévision (54 à 216MHz). La directivité

désirée est de 8 dB ; la ligne d’alimentation. Déterminez :

a) le nombre d’éléments, en première approximation, qui devraient être présents ;

b) le nombre exact d’éléments (sans extra) ;

c) l’espacement entre les fils conducteurs de la ligne d’alimentation des dipôles, dont le
rayon est de 1.9 cm) si l’impédance d’entrée de l’antenne est de 50Ω, et si le rapport
hk/ak est maintenu constant à 145.8.
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Réponses :

1. a) (845.3 + j0)Ω ; b) 208.2Ω ; c) 91.5Ω.

2. avec a = 0.221 : rmin = r0 = 8.3 cm, rmax = 16.7 cm, un demi-tour de spirale.

3. τ = 0.865, σ = 0.158 ; hmax = 1.786m, hmin = 0.75m;

k hk(m) dk(m)

1 1.786 0.564
2 1.545 0.488

3 1.336 0.422
4 1.156 0.365
5 1.000 0.316

6 0.865 0.273
7 0.748

4. a) α = 33.3◦ ; b) τ = 0.822, σ = 0.149 donc G = 7.5 dB ; c) de 54MHz à 258MHz ;
d) N = 9.

5. τ = 0.865, σ = 0.158

a) 10 à 11 éléments ; b) 11 éléments sans extra ; c) σ′ = 0.169, Ze = 328Ω, Zo ≈ 60Ω,
s = 3.13 cm.





Chapitre 10

Méthode des moments

10.1 Introduction

La méthode des moments (MoM) est une méthode numérique qui a permis initialement

de déterminer la distribution du courant sur une structure par l’application des condi-
tions aux limites sur des conducteurs parfaits. Elle est capable d’atteindre des précisions
remarquables en autant que nous soyons en mesure d’en payer le prix – la quantité de

calculs exigés est énorme même pour les ordinateurs d’aujourd’hui. Elle a aussi trouvé de
nombreuses autres applications dont certaines en génie civil.

Son utilité pour le rayonnement provient du fait qu’il faut absolument connâıtre la
distribution du courant sur une antenne pour déterminer ensuite :

• l’impédance présentée aux bornes (côté circuit) ;

• le diagramme de rayonnement et tout ce qui en découle (côté environnement).

Il est connu depuis longtemps que les problèmes de rayonnement électromagnétique s’écri-
vent toujours sous la forme d’une intégrale égalant un terme de source inhomogène :

∫∫∫

V ′
J̄(x′, y′, z′)F (x, y, z : x′, y′, z′)dx′dy′dz′ = −Ēi(x, y, z) . (10.1)

Malheureusement, elle est souvent si compliquée qu’il devient impossible de la solutionner
même pour des cas simples. Ce n’est que depuis le début des années 60 que les scientifiques

possèdent les moyens de résoudre numériquement ce type d’équation. Beaucoup d’efforts
ont alors été mis pour numériser le traitement. On se contentera ici que des bases les plus

simples :

• équation de Pocklington ;

• modélisation de source par espacement (“delta-gap”) ;

• fonctions de base rectangulaires.

De plus, on n’appliquera la MoM que :

• sur des antennes filiformes centrées sur l’axe z dont le rayon des fils (section circu-

laire) est a.
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10.2 Principe de base

Soit une onde plane incidente sur un fil conducteur Ēi(rc,φ, z). Si ce fil est une antenne,

le champ incident est produit par l’espacement aux points d’alimentation. Une partie
du champ sera incident ailleurs sur la structure et induira un courant de surface de
densité J̄ s(r′c,φ

′, z′). En segmentant la structure, on peut dire que chaque segment est

un élément de courant, lequel rayonnera un champ électromagnétique référé comme étant
le champ diffusé Ēs(rc,φ, z). La méthode des moments discrétise et génère les équations

pour solutionner le problème suivant : déterminer J̄ s étant donné Ēi. L’évaluation en un
point d’un segment (“point-matching”) de l’ensemble des contributions du champ diffusé
par tous les autres segments permet de déterminer le courant qui sera induit sur ces autres

points de la structure. Cet élément de courant servira à son tour à estimer la contribution
de ce segment sur les autres segments.

En gros, il faut donc connâıtre toutes les inter-relations entre les segments de courant
sous la forme d’une matrice carrée Z̄ de dimension N × N . Ces inter-relations font in-

tervenir les valeurs du champ électrique incident ou du potentiel scalaire que l’on place
dans le vecteur v̄ de dimension N × 1. Les valeurs du courant aux points d’observation
situés sur la surface de la structure pour chaque segment, le vecteur ī de dimension N×1,

deviennent les inconnues d’un système linéaire :

Z̄ ī = v̄ (10.2)

dont la solution est bien connue :
ī = Z̄

−1
v̄ . (10.3)

Pour appliquer la MoM, la matrice Z̄ est obtenue à partir de l’équation de Pocklington
tandis que le vecteur v̄ est modélisé selon la source d’alimentation. Puisque les relations
entre les segments ne dépendent que de la position relative de l’un par rapport à l’autre, la

matrice Z̄ possède une forme Toeplitz à symétrie non-hermitienne i.e. les éléments d’une
même diagonale sont égaux avec Z̄ij = Z̄ji.

À cause de l’analogie évidente avec les équations en circuits électriques, Z̄ est souvent
référée comme la matrice des impédances généralisées. De même pour les vecteurs de

tension généralisée v̄ et de courant généralisé ī. L’analogie s’arrête là car les unités ne
sont nullement ceux rencontrées en circuits – sauf pour celle du courant généralisé.

10.3 Équation de Pocklington

Avant de procéder à la dérivation, on simplifie le problème :

• On tient compte uniquement d’un courant dans la direction az ce qui fait que les
composantes x et y de tous les vecteurs ne sont plus nécessaires.

• Les champ incident et diffus sont symétriques en φ, ce qui est d’autant plus vrai

lorsque le fil est mince.

À cela, il convient d’ajouter deux énoncés reliés à la nature conductrice du matériau :
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• Il n’existe que des courants de surface J̄ s = J̄szaz sur la structure. Ainsi le courant
circulant sur un segment différentiel dz′ situé à la coordonnée z′ vaut :

Ī(z′) = 2πa J̄sz(z
′) . (10.4)

• En tout point de l’espace, le champ total Ēt est la somme des champs incident Ēi

et diffus Ēs. L’application des conditions aux limites sur la surface de la structure,
soit en rc = a, dit que la composante tangentielle du champ électrique Ētz, est nulle.

Donc :
Ēsz(rc = a) = −Ēiz(rc = a) . (10.5)

10.3.1 Dérivation générale

Pocklington en 1897 suggéra alors une dérivation des équations de rayonnement basées

sur la jauge de Lorenz. Cette dernière devient :

∂Āz

∂z
= −jωϵoµoΦ (10.6)

où Φ est le potentiel scalaire.
D’autre part, l’équation (3.3) qui donne le champ diffus généré par une densité de

courant, s’écrit :

Ēsz = −
∂Φ

∂z
− jωĀz (10.7)

ce qui conduit à :

Ēsz =
1

jωµoϵo

(

β2Āz +
∂2Āz

∂z2

)

. (10.8)

Finalement, on connâıt aussi la solution du potentiel vecteur retardé soit (3.18) qu’on

réécrit ici en ne conservant que les composantes en z :

Āz = µ

∫∫

S′

J̄sz(z′)e−jβr′′

4πr′′
ds′ = µ

∫ +ℓ

−ℓ

∫ 2π

0

J̄sz(z′)e−jβr′′

4πr′′
a dφ′dz′ (10.9)

= µ

∫ +ℓ

−ℓ

(
1

2πa

∫ 2π

0

Ī(z′)e−jβr′′

4πr′′
a dφ′

)

dz′ (10.10)

= µ

∫ +ℓ

−ℓ
Ī(z′)

(
1

2π

∫ 2π

0

e−jβr′′

4πr′′
dφ′
)

dz′ (10.11)

avec

r′′ =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2 (10.12)

=
√

r2c + r′2c − 2rcr′c cos(φ− φ′) + (z − z′)2 . (10.13)

Le passage de (10.9) à (10.10) provient de la relation entre la densité de courant de
surface uniforme et le courant total soit (10.4). Quant au passage (10.10) à (10.11), il

devient automatique puisque Ī(z′) est indépendant de φ′. On remplace alors le segment
cylindrique avec courant surfacique par un segment liné̈ıque de courant qui est placé
parallèlement à l’axe z aux coordonnées (r′c = a, φ′).
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Évidemment, à cause de la symétrie, le champ observé devrait être indépendant de φ.
On choisit donc, par commodité, l’observation à φ = 0. De plus, on cherche à connâıtre

le courant de surface, on évaluera donc la fonction à rc = a induit par une source liné̈ıque
de courant située en (r′c = a, φ′). Les équations (10.11) et (10.13) se réduisent à ceci :

Āz(rc = a) = µ

∫ +ℓ

−ℓ
Ī(z′)Gz(z : z′) dz′ (10.14)

Gz(z : z′) =
1

2π

∫ 2π

0

e−jβr′′

4πr′′
dφ′ (10.15)

r′′(rc = a) =
√

4a2 sin2(φ′/2) + (z − z′)2 . (10.16)

On rappelle que la fonction Gz(z : z′) est la fonction de Green de la sous-section 3.3.1.
Ainsi, des observations faites sur la surface rc = a, il est maintenant possible de déduire

le champ incident produit par l’ensemble des segments :

− Ēiz(rc = a) =
1

jωϵo

(

β2 +
d2

dz2

) ∫ +ℓ

−ℓ
Ī(z′)Gz(z : z′) dz′ (10.17)

ou encore, en inversant l’ordre des opérations linéaires de différenciation et d’intégration :

− jωϵoĒiz(rc = a) =

∫ +ℓ

−ℓ
Ī(z′)

((

β2 +
d2

dz2

)

Gz(z : z′)

)

dz′ . (10.18)

Cette dernière équation est connue sous le nom d’équation intégro-différentielle de
Pocklington. Elle permet de déterminer la source de courant liné̈ıque équivalente, de là,

la densité de courant surfacique sur le fil, étant donné le champ incident à la surface du
fil, ou vice-versa.

10.3.2 Supposition d’un fil mince

Avec un fil de plus en plus mince devant la longueur d’onde i.e. a ≪ λ, l’observation peut
être faite à rc = 0 mais en étant toujours fonction du champ incident à rc = a. Donc

maintenant :
r′′ =

√

a2 + (z − z′)2 . (10.19)

On ne modifie en rien le système si on déplace le repère cartésien de manière à faire
cöıncider la source équivalente Ī(z′) directement sur l’axe z. Ainsi, l’observation se fait à
rc = a en fonction du champ incident à rc = 0. Les deux solutions sont bonnes.

On remarque qu’avec la supposition d’un fil mince, r′′ dans (10.19) devient indépendant
de φ′. Ainsi, la fonction de Green Gz(z : z′) se réduit à celle en espace libre donnée en

(3.13) :

Gz(z : z′) ≈ Gz(r
′′) =

e−jβr′′

4πr′′
. (10.20)

Dans cette condition, l’équation de Pocklington se simplifie davantage jusqu’à s’écrire :

− jωϵoĒiz(rc = a) ≈
∫ +ℓ

−ℓ
Ī(z′)

e−jβr′′

4πr′′5
(

(1 + jβr′′)(2r′′2 − 3a2) + (βar′′)2
)

︸ ︷︷ ︸

K̄e(z : z′)

dz′ . (10.21)
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C’est cette dernière expression (10.21) qui est souvent programmée dans les algo-
rithmes de MoM car il suffit alors d’intégrer numériquement le noyau Ke(r′′) sur chaque

petit segment de la structure (de z′−∆z/2 à z′+∆z/2) en assumant un courant constant
sur le segment – donc le terme Ī(z′) sort de l’intégrale. Le résultat de cette intégrale

partielle fournit l’élément Z̄m,n de la matrice des impédances généralisées. L’intégrale
complète est obtenue en sommant la contribution de tous les segments modulée par la

valeur du courant associé sur le segment :

V̄ (z) = −jωϵoĒiz(rc = a) (10.22)

≈
N∑

n=1

Ī(z′n)

∫ z′+∆z/2

z′−∆z/2

K̄e(z : z′) dz′

︸ ︷︷ ︸

Z̄(z : z′)

. (10.23)

Écrit sous forme discrète avec l’usage courant des indices pour identifier chacun des seg-

ments, on a que :

V̄ (zm) =
N
∑

n=1

Ī(z′n) Z̄(zm : z′n) (10.24)

V̄m =
N
∑

n=1

Īn Z̄mn (10.25)

d’où on reconnâıt le produit matriciel v̄ = Z̄ ī avec le vecteur colonne v̄ = [V̄1 V̄2 . . . V̄N ]⊤ ;

de même pour ī = [Ī1 Ī2 . . . ĪN ]⊤.

10.4 Modélisation de source

Le dipôle doit être alimenté en son milieu de manière symétrique par une source tension.
La modélisation de la source permettra d’exprimer Ēi

z(rc = a). Typiquement, il existe

deux méthodes pour représenter l’excitation :

• la modélisation par espacement (“delta-gap”) ;

• la modélisation par le générateur “magnetic frill”.

La modélisation par source “delta-gap” reste la plus simple et la plus utilisée. Ce-
pendant, elle est moins précise, surtout pour l’estimation des impédances d’entrée. Ici,

on assume une tension d’excitation V̄in = 1 au niveau des deux points d’alimentation de
l’antenne filiforme qui sont espacés par une distance dz. La tension demeure nulle ailleurs.

Ainsi, le champ électrique incident vaut :

Ēiz(rc = a, 0 ≤ φ < 2π,−ℓ ≤ z ≤ ℓ) =

{
Vin
∆z

pour − dz
2 ≤ z′ ≤ dz

2

0 ailleurs .
(10.26)

Si on choisit un pas d’échantillonnage sur l’axe z tel que dz = ∆z alors seul l’élément
central du vecteur v̄ est non-nul.
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10.5 Solution de la MoM

Soit une expression de la forme :

F (g) = h (10.27)

où F est un opérateur linéaire, h, une fonction d’excitation et g, la réponse. L’objectif

consiste à déterminer g étant connues F et h. Il s’agit d’un problème inverse qui devient
souvent insoluble sauf de manière numérique à cause de la linéarité de F . La méthode des

moments (MoM) est l’une de ces techniques.
La MoM exige que la réponse – la fonction inconnue – puisse être exprimée comme

une combinaison linéaire de N termes :

g(z′) ≈ a1g1(z
′) + a2g2(z

′) . . .+ aNgN(z
′) =

N
∑

n=1

angn(z
′) . (10.28)

Les gn(z′) sont des fonctions de base orthogonales entre elles sur le domaine d’entrée D

qui est le même que celui de g(z′). Quant aux an, ils représentent les poids respectifs
assignés à la fonction de base ; ils correspondent aux produits scalaires i.e. projections de
la fonction g sur les fonctions de base gn.

Substituant (10.28) dans (10.27), on obtient :

N
∑

n=1

anF (gn) = h . (10.29)

Il suffit maintenant d’estimer les valeurs des poids an qui deviennent nos inconnues.

10.5.1 Projection sur fonctions de test

Malheureusement la dernière équation (10.29) n’est pas suffisante car pour rechercher N

inconnues, il fautM équations avecM ≥ N ... Pour y arriver, on doit formulerM équations
indépendantes à partir de (10.29). C’est possible en égalisant les projections des termes

de gauche et de droite sur M fonctions de test wm indépendantes sur le domaine d’entrée
D.

N∑

n=1

an <wm, F (gn)>=<wm, h> (10.30)

Ainsi, ce sont les projections qui sont égales et non les fonctions F (g) et h. L’erreur

possible entre les deux est cependant orthogonale, ce qui implique que la MoM est une
optimisation du deuxième ordre.

Comme les fonctions de test sont linéairement indépendantes sur D alors l’égalité de

(10.30) est satisfaite pour les M fonctions de test, soit :

a1 <w1, F (g1)> +a2 <w1, F (g2)> + . . .+ aN <w1, F (gN)> = <w1, h>

a1 <w2, F (g1)> +a2 <w2, F (g2)> + . . .+ aN <w2, F (gN)> = <w2, h>
...

a1 <wM , F (g1)> +a2 <wM , F (g2)> + . . .+ aN <wM , F (gN)> = <wM , h> .
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On facilite davantage les choses, quoique en rendant l’erreur potentiellement élevée
à certains endroits, en prenant des dirac comme fonctions de test δ(z − zm) car elles

respectent la règle d’indépendance pour zm1 ̸= zm2 . Les projections se résument alors à
l’évaluation des fonctions en M points différents sur le domaine D (“point matching”) de

sorte que
<δ(z − zm), F (gn)>= Fm(gn)

<δ(z − zm), h>= hm

où Fm(gn) représente le résultat de l’opérateur linéaire F appliqué sur la fonction gn et
évalué au point zm ; hm représente la fonction h évaluée au point zm.

10.5.2 Application au rayonnement

Les projections apparaissent plus claires si on les transcrit sous forme matricielle. Le lien
est aussi plus évident avec (10.25). Il suffit de remplacer, avec “point matching” :

• Z̄mn =<wm, F (gn)>= Fm(gn)

• Īn = an

• V̄m =<wm, h>= hm

En examinant attentivement (10.18) ou encore (10.21), on s’aperçoit que l’opérateur
linéaire F correspond à la combinaison intégro-différentielle ou l’intégrale tout simplement

selon que l’on choisisse la première ou la seconde des versions de l’équation de Pocklington.

10.5.3 Fonctions de base

Une des étapes importantes dans l’élaboration d’un calcul numérique consiste au choix des

fonctions de bases gn(z). En général, les critères de sélection sont leur ressemblance avec
la solution attendue et leur simplicité. Les fonctions trigonométriques constituent la base

de la théorie de Fourier alors que les fonctions de Bessel auraient bien pu faire l’affaire.
Essayez donc de trouver un générateur “besselois” ! Dans les intégrales numériques, on

utilise soit des rectangles par soucis de simplicité ; soit des polynômes pour une meilleure
ressemblance ; ou soit, par compromis, des trapèzes.

Il s’agit en fait, de déterminer les coefficients des fonctions de base produisant les

valeurs recherchées du courant aux points d’observations.
La plus simple – et la plus commune – est la fonction porte rectangulaire définie comme

suit :

gn(z) =

{

1 zn−1 ≤ z ≤ zn
0 ailleurs .

(10.31)

Ainsi, la valeur assignée à la position n du vecteur ī correspond tout simplement à la

valeur du courant sur le segment n de la structure Ī(z′n) plutôt que de décrire le vecteur
ī d’une manière plus complexe comme :

N
∑

n=1

Īn gn(z
′) = Ī(z′n) . (10.32)
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10.6 Paramètres obtenus

Une fois que la solution ī est trouvée grâce à l’équation (10.3), la distribution du courant
sur la structure est maintenant connue. Théoriquement, il suffit de poursuivre pour déduire
numériquement le diagramme de rayonnement via la fonction caractéristique fa(θ,φ), puis

la directivité. Donc tous les paramètres du côté environnement peuvent être évalués.

Reste à déterminer les paramètres du côté circuit. Un seul ne peut être obtenu, soit
l’impédance d’antenne Z̄a. D’une part, la tension à l’entrée est connue puisqu’il s’agit de

la tension d’excitation fixée à V̄in = 1. D’autre part, le courant à l’entrée Īin correspond
tout simplement au courant en z′ = 0 i.e. la valeur de l’élément au milieu du vecteur ī.

10.7 Stabilité numérique

Comme dans tous les calculs numériques, une attention particulière doit être apportée

à la manière de s’y prendre pour assurer la qualité du résultat. Les erreurs produites
par les arrondies (les valeurs numériques sont tronquées) ou par les dimensions finies

et non infinitésimales, conduisent parfois à des résultats invalides. Il faut remanier les
algorithmes pour éviter, par exemple, d’additionner une petite valeur à une grande valeur
pour ensuite soustraire une tierce valeur de grandeur comparable à la seconde ; dans ce cas,

il vaudrait mieux inverser l’ordre des opérations i.e. soustraire les deux valeurs similaires
avant d’ajouter la petite valeur.

Dans la MoM, on fait quelques suppositions qui font en sorte que le choix de certaines

variables soit judicieux. Ainsi, le nombre d’éléments structuraux – les segments ou N– ne
peut être quelconque. En mettre beaucoup rend la somme plus proche de l’intégrale donc

plus précise. Mais cela implique que la longueur de chaque segment ∆z diminue au point
de rendre de moins en moins stable l’intégrale du noyau K̄e(r′′) de z′ −∆z/2 à z′ +∆z/2,

ce qui signifie que les éléments de Z̄ deviennent de plus en plus corrompus.

Selon la structure de l’algorithme programmé, la précision des nombres dans le calcu-
lateur et le choix des algorithmes d’intégration et d’inversion matricielle, il existe souvent
une relation toute simple à respecter entre les données du problème. Cette relation est du

genre :
L

N
= ∆z ≈ Ka (10.33)

oùK est un facteur à déterminer. Un programme performant aura une valeur de K élevée,
réduisant le nombre de segments nécessaire.

Exemple 10.1

Pour les besoins de la cause, on prend un exemple simple : celui d’un dipôle
court d’une longueur h = 0.1λ fait d’un fil conducteur donc le rayon est

de 0.005λ. Par commodité, on choisit N = 5. De plus, toutes les distances
s’exprimeront en terme de longueurs d’onde ; on assume donc directement
λ = 1m sans que cela fausse les résultats.
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# Récupérez le vecteur montrant la distribution du courant sur la structure pour
une source “delta-gap”.

La première ligne de la matrice d’impédance généralisée vaut :

Z̄1,: = [1132.6∠−179.99◦ 487.7∠−0.03◦ 55.1∠−0.27◦ 16.3∠− 0.91◦ 7.1∠−2.08◦] .

Comme la matrice Z̄ est Toeplitz à symétrie non-hermitienne, la connaissance
de cette première ligne suffit car :

Z̄ =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1132.6∠−179.99◦ 487.7∠−0.03◦ 55.1∠−0.27◦ 16.3∠−0.91◦ 7.1∠−2.08◦

487.7∠−0.03◦ 1132.6∠−179.99◦ 487.7∠−0.03◦ 55.1∠−0.27◦ 16.3∠−0.91◦

55.1∠−0.27◦ 487.7∠−0.03◦ 1132.6∠−179.99◦ 487.7∠−0.03◦ 55.1∠−0.27◦

16.3∠−0.91◦ 55.1∠−0.27◦ 487.7∠−0.03◦ 1132.6∠−179.99◦ 487.7∠−0.03◦

7.1∠−2.08◦ 16.3∠−0.91◦ 55.1∠−0.27◦ 487.7∠−0.03◦ 1132.6∠−179.99◦

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Avec la modélisation par source “delta-gap”, on obtient :

v̄ = −jωϵo

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0

1/∆z

0

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0

0.8345∠−90◦

0

0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

car ω/c = 2π/λ donc ωϵo = 0.01669.

Résolvant (10.3), on trouve :

ī = 10−3

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.520∠89.543◦

0.982∠89.643◦

1.633∠89.763◦

0.982∠89.643◦

0.520∠89.543◦

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

On note que la distribution du courant s’en va croissant en s’approchant du

centre de l’antenne. À cause du faible nombre de segments (N = 5), cette
distribution n’est pas tout-à-fait triangulaire.

# Estimez l’impédance d’entrée de la structure.

La théorie dit que la résistance d’entrée d’un dipôle court infiniment mince
et d’une longueur de 0.1λ serait de 1.974Ω. Quant à la partie imaginaire, il
n’existe pas de manière simple afin d’approximer analytiquement sa valeur.

Or, l’impédance d’entrée estimée par la MoM vaut :

Z̄in ≈
1.0

1.633∠89.763◦
= (2.53− j612)Ω .

En prenant le choix optimal de segments avec un fil extrêmement mince (K = 5
dans le programme utilisé écrit sous Matlab, N = 2001 et a = 0.00001λ), on

obtiendrait plutôt Z̄in = (1.85− j3240)Ω !





Chapitre 11

Propagation, Introduction

11.1 Introduction

La propagation d’une onde dans l’espace libre fait intervenir plusieurs facteurs dont ceux
reliés aux antennes, les paramètres électriques du milieu, la distance et la fréquence de

l’onde. Comme il n’existe aucune discontinuité (sauf au niveau des antennes), les lois de
Maxwell se résument à l’équation d’onde plane, en supposant que la distance entre les an-

tennes soit telle que l’antenne de réception soit dans la zone de Fraunhofer. En présence du
sol, d’une variation de la constante diélectrique, on se doit d’appliquer les conditions aux
frontières partout où cela est nécessaire, et de sommer toutes les contributions. Le calcul

devient si compliqué qu’on préfère fragmenter le problème selon la fréquence d’opération
et l’application désirée. En effet, des fréquences spécifiques ont été allouées par les orga-

nismes gouvernementaux en tenant compte des avantages et inconvénients.

L’étude technique d’un problème de propagation exige de l’ingénieur une bonne connais-

sance des fréquences utilisables pour l’application, du niveau du signal minimum nécessaire
à la réception pour assurer la qualité demandée et d’une foule d’autres paramètres dont le

type d’environnement, les conditions atmosphériques ou les contraintes physiques. Pour
connâıtre le niveau du signal à la réception, il faudra évaluer les pertes qui s’ajoutent
celles dues à la propagation dans l’espace libre (ou plus simplement, propagation libre).

D’entrée de jeu, il faut se rendre à l’évidence que plusieurs méthodes sont empiriques i.e.
qu’elles reposent sur un modèle construit à partir de mesures, à cause de la complexité

des mécanismes impliqués.

On présentera dans ce chapitre, les notions de bases utiles pour comprendre les divers

modes de propagation. Le chapitre suivant développe les équations régissant la propaga-
tion en espace libre. Les principes de diffraction par des obstacles (franges d’ombre) et

l’effet de réfraction troposphérique (courbure des ondes) suivront. Tous les outils seront
alors disponibles pour permettre l’élaboration des autres modes de propagation dans les
chapitres subséquents : liens microondes, ondes d’espace, de surface et ionosphériques.
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11.2 Modes de propagation

Il existe différents moyens de transmettre de l’information entre deux points T (trans-

mission ou émission) et R (réception) dans l’environnement terrestre. On doit alors tenir
compte du fait qu’il existe un sol et un atmosphère. En se référant à la figure 11.1, on

constate alors qu’il y a quatre façons principales d’atteindre théoriquement le point R à
partir de T . Ce sont :

• l’onde directe avec ou sans réfraction troposphérique (1 et 1′ respectivement) ;

• l’onde réfléchi (2) ;

• l’onde de surface (3) ;

• l’onde de réflexion ionosphérique ou l’onde de ciel (4).

On regroupe l’onde directe et l’onde réfléchie dans ce qui est communément appelé onde

d’espace. L’onde d’espace et de l’onde de surface proviennent de l’équation d’onde solu-
tionné en présence de deux matériaux (l’air et le sol) avec les conditions aux limites. Le

développement se retrouve plus loin dans le chapitre.

2
3

1’

1

d

T R

4

Figure 11.1 – Modes de propagation électromagnétique.

Chaque façon représente un mode particulier de propagation qui existe ou pas selon
divers critères. On devra tenir compte des modes dominants pour faire les choix qui s’im-

poseront lors de la conception du système de communication dont celui de l’emplacement
stratégique des antennes, leur type, la polarisation, etc. . Il faudra déterminer la présence
ou l’absence d’un mode dépendamment de :

• la fréquence d’opération f ;

• la distance entre antennes émettrice et réceptrice d ;

• le type d’antenne et la polarisation ;

• la nature du sol.
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Bien sûr, un mode n’apparâıt pas ou ne disparâıt pas brusquement en fonction des critères
et en particulier de la fréquence et des paramètres électriques du sol. Il existe des zones

grises dans lesquelles plusieurs modes sont présents simultanément. Encore une fois, une
certaine attention est de rigueur à défaut d’expériences, pour obtenir des résultats satis-

faisants.
Il est assez évident de réaliser, dès le départ, que l’on ne peut combiner vectoriellement

les ondes (les champs électriques et magnétiques sont des vecteurs) si leur inter-relation
de phase est inconnue. Or cette phase varie rapidement à raison de 360◦par longueur
d’onde de trajet. La complexité des trajets de certains modes, les ondes de surface et

ionosphériques particulièrement ; la complexité des mécanismes en jeu, réfraction, diffrac-
tion et physique des plasmas, font en sorte que, seule l’amplitude est considérée.

11.3 Ondes d’espace et de surface

Pour retrouver les équations qui formeront les ondes d’espace et de surface, il faut utiliser
l’équation d’onde en appliquant les conditions aux limites à la surface du sol dont le plan

d’interface est z = 0. Avec une propagation dans une direction quelconque dans l’air1,
cette équation s’écrit :

∇
2Ē + β2Ē = S̄(r′) . (11.1)

Dans le milieu #1 en z < 0, l’équation devient :

∇
2Ē1 + β2

1Ē1 = 0 . (11.2)

Les conditions aux limites imposent que les champs électriques tangentiels et les vi-

tesses de phase tangentielles soient continus au plan de séparation des milieux en z = 0.
Ceci implique que :

[Ē∥]z=0+ = [Ē1∥]z=0− (11.3)

βz=0+ = β1z=0− . (11.4)

Sans perte de généralité, on suppose que la source est de type filiforme orienté suivant l’axe
z (pour une polarisation verticale) et est située aux coordonnées (0, 0, z′). Pour trouver la
solution, il est préférable de passer par la transformée de Fourier de la fonction de Green

de la sous-section 3.3.1 qui satisfait l’équation d’onde inhomogène :

(

∇
2 + β2

)

Gz(r : r′) = −δ(x)δ(y)δ(z − z′) . (11.5)

La fonction de Green ne comprend que la composante en z à cause du type et de l’orien-
tation de la source mais la généralisation 3D reste valable. Par souci de simplification,

l’écriture de la fonction se limite à G(r : r′) = Gz(x, y, z : 0, 0, z′) ≡ Gz(z : z′). Ainsi,
l’équation (11.5) devient après transformation de Fourier en x et en y :

d2Gz

dz2
+ β2

zGz = −δ(z − z′) (11.6)

1L’air est considéré comme un milieu à très faibles pertes comme il sera vu plus tard.
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avec β2
z = β2−β2

x−β2
y . Du point de vue mathématique, l’espace réel (x, y) a été transformé

en l’espace complexe (βx, βy). De par une transformation similaire de Fourier, on obtient

dans le milieu #1 :
d2G1

dz2
+ β2

z1G1 = 0 . (11.7)

Les racines positives de βz et β1z sont choisies pour s’assurer d’une solution finie aux

équations (11.1) et (11.2). De plus, les conditions aux limites issues de (11.4) ne changent
pas après la transformation de l’espace.

Ainsi, la fonction de Green dans l’espace transformé s’écrit :

Gz(βx, βy, z) =
j

2βz

(

e−jβzz′′ +Rv,he
−jβzz′′′)

)

(11.8)

où z′′ = |z − z′|, z′′′ = z + z′ et Rv,h = 1− Uv,h qui peut être perçu comme le coefficient

de réflexion à l’interface air/sol R̄v,h dans l’espace transformé. Son expression fait appel
aux paramètres électriques et de propagation du sol.

La transformation inverse de Fourier pour revenir dans l’espace régulier donne :

Gz(z : z′) =
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

j

2βz
e−j(βxx+βyy+βzz′′)dβxdβy (11.9)

+
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

j

2βz
e−j(βxx+βyy+βzz′′′)dβxdβy

−
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

j

2βz
Uv,he

−j(βxx+βyy+βzz′′′)dβxdβy .

Les deux premières intégrales de la fonction de Green sont identifiées comme les intégrales
de Sommerfeld ; elles valent respectivement e−jβdd

4πdd
et e−jβdr

4πdr
avec dd donnant la longueur

du trajet direct et dr, la longueur du trajet réfléchi, soit :

d2d = x2 + y2 + z′′ 2

d2r = x2 + y2 + z′′′ 2 .

La primitive de la troisième intégrale est beaucoup plus complexe à obtenir car il faut
faire une intégrale dans le plan complexe en utilisant le théorème des résidus aux pôles de

la fonction. Elle se décompose en deux termes, Φp et φs, dont le dernier est une correction
d’une soustraction à l’un des pôles contournés, pe ; il est petit en comparaison avec l’autre.

Cet autre Φp, plus important, fait appel à une variable complexe ϖ dans une fonction
dite de Sommerfeld F̄ .

Ainsi, la fonction de Green pour un champ produit par une source filiforme placée
proche au dessus d’un sol, s’écrit de manière générale :

Gz(z : z′) ≈
e−jβdd

4πdd
+

e−jβdr

4πdr
+ Φp (11.10)

avec

Φp =
(

F̄ (ϖ)− 1
)

Ūv,h
e−jβdr

4πdr
(11.11)
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et Ūv,h = 1−R̄v,h. En réorganisant les termes, on trouve que le champ électrique résultant
est proportionnel à :

Ē ∝

(
e−jβdd

4πdd
+
(

R̄v,h + (1− R̄v,h) F̄ (ϖ)
) e−jβdr

4πdr

)

.

Une expression simplifiée peut être obtenue en sachant que :

• les distances dd et dr sont presque identiques de sorte que leur différence affecte peu

le dénominateur dd ≈ dr ≈ d ;

• le premier terme représente le trajet direct i.e. l’onde en espace libre notée Eo.

Ē = Eo

(

e−jβdd + R̄v,he
−jβdr

)

︸ ︷︷ ︸

Eesp

+Eo(1− R̄v,h) F̄ (ϖ)e−jβdr

︸ ︷︷ ︸

Esurf

. (11.12)

On sépare les deux contributions au champ électrique résultant, à savoir : l’onde d’espace

et l’onde de surface. Chacune de ces deux formes de propagation sera couverte séparément
dans des chapitres distincts.

11.4 Applications et modes

Les applications et les modes de propagation considérés principalement, sont décrits ici

pour chaque bande de fréquence. Encore une fois, il est bon de répéter que le passage
d’une bande à l’autre ne signifie pas une coupure nette dans les modes dominants. Il faut
remarquer aussi que les basses fréquences voyagent mieux que les hautes fréquences dans

l’atmosphère terrestre. Elles sont donc utilisées pour les communications impliquant de
grandes distances. En contrepartie, elles offrent une maigre largeur de bande.

Voici les principales utilisations des bandes de fréquences avec leur acronyme selon
l’“Union internationale des télécommunications” (UIT) dont la section radiocommunica-

tions (UIT-R) formait anciennement le “Comité consultatif international pour la radio”
(CCIR).

• VLF (3-30 kHz) et LF (30-300 kHz)

– Utilisation du sol et de l’ionosphère comme conduit à la manière d’un guide
d’onde à plaques parallèles car le sol et l’ionosphère agissent comme de très
bons conducteurs ;

– Polarisation verticale seulement à cause des conditions aux limites à respecter
sur le sol et l’ionosphère ;

– Atténuation faible car la dispersion se limite à l’horizontal seulement ( 1√
r ) et

l’absorption est pratiquement nulle, donc propagation sur de longues distances

(radio-navigation) ;

– Largeur de bande très étroite des canaux étant donnée des fréquences porteuses
à très basse fréquence ;
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– Antennes très larges physiquement mais électriquement petites à cause des lon-
gueurs d’onde impliquées.

• MF (300 kHz-3MHz)

– Ondes de surface sur courtes et moyennes distances car l’onde réfléchie est en
opposition de phase par rapport à l’onde directe dû à une réflexion totale sur
un bon conducteur et des trajets de mêmes longueurs électriques ;

– Ondes ionosphériques possibles (1 bond et surtout la nuit) lorsque l’une des
couches de l’ionosphère particulièrement atténuante à ces fréquences, s’efface

pendant la nuit ;

– dispersion plus grande mais sans absorption et avec électronique de puissance
facilement réalisable permettent une radiodiffusion régionale à largeur de bande

moyenne suffisante pour la voix (radio AM)(< 200 km).

– Toujours polarisation verticale seulement à cause de la condition aux limites

sur le sol conducteur.

• HF (3-30MHz)

– Ondes ionosphériques à un ou plusieurs bonds car l’ionosphère produit une
excellente réflexion et le sol demeurent suffisamment réfléchissant ;

– Sol de moins en moins conducteur à ces fréquences de sorte que l’onde de

surface très atténuée sauf sur la mer ;

– Polarisations verticale et horizontale, cette dernière est maintenant possible

selon le mode envisagée (pas question encore pour l’onde de surface sur la
mer) ;

– Radiodiffusion à longue portée (ondes courtes) si on favorise les multiples bonds

ionosphériques ;

– Ondes de surface sur la mer encourage le communications côtières ;

• VHF (30-300MHz) et UHF (300MHz-3GHz)

– Ondes d’espace comprenant l’onde directe et souvent, l’onde réfléchie sur sol

qui interfèrent l’une avec l’autre ;

– Tenir compte de :

∗ Diffraction par des obstacles si la ligne de vue directe est obstruée par des

obstacles ;

∗ Courbure des ondes sur des grandes distances à cause de le réfraction

troposphérique ;

– Largeur de bande assez grande des canaux, suffisante pour audio de qualité ou
vidéo (TV, radio FM) ;
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– Couverture locale (< 50 km) à cause de l’interférence entre l’onde directe et
réfléchie qui s’annule à grande distance ou encore, ligne de vue de plus en plus

obstruée.

• SHF (3-30GHz)

– Ondes directes seules (relais microondes) car les antennes peuvent être électriquement
grandes donc très directives et parfois ondes réfléchies (radar en mode sur-

veillance) ;

– Tenir compte de :

∗ Absorption atmosphérique produit par les gaz constituants rendant non-

nulle la constante d’atténuation ;

∗ Fouillis diffus dûs aux brouillards, pluies, neige, ...

∗ Réflexions multiples sur les obstacles environnants car tout objet (y com-

pris le feuillage) devient opaque et réfléchi les ondes à ces fréquences.
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Exercices

Question 1

Indiquez les modes de propagations prédominants pour les situations suivantes :

a) signal modulé en fréquence à 2MHz puis émis à partir d’un monopôle vertical au sol ;

b) onde polarisée verticalement ayant une fréquence de 3MHz produit par une antenne
peu élevée au dessus de l’eau de mer émettant horizontalement ;

c) onde polarisée verticalement ayant une fréquence de 3MHz produit par une antenne
isotrope ;

d) signal modulé en amplitude (bande latérale unique supérieure) à 50MHz par un dipôle
vertical placé sur le toit d’un grand édifice ;

e) onde polarisée circulairement ayant une fréquence de 10GHz par une antenne à ou-

verture circulaire d’un rayon de 1m ;

f) onde à 900MHz émis à partir d’un véhicule dans un centre ville par un monopôle

quart-d’onde vertical et capté par une antenne à l’extérieur en banlieue ;

g) signal modulé en amplitude à 200 kHz par un modulant ayant une largeur de bande

de 1 kHz puis émis avec une polarisation verticale.

Réponses :

1. a) onde de surface ; b) onde de surface ;

c) onde ionosphérique et onde de surface ;

d) onde d’espace i.e. onde directe et onde réfléchie ;

e) onde directe seulement ; f) ondes réfléchies sur les édifices ;

g) onde guidée par le sol et l’ionosphère.



Chapitre 12

Espace libre

12.1 Introduction

On appelle “espace libre”, un canal de transmission formé d’un milieu homogène uniforme

sans frontières. Ce milieu est caractérisé par les trois paramètres électriques : permittivité
ϵ (ou constante diélectrique ϵr), perméabilité µ et conductivité σ.

Des paramètres électriques découlent les deux paramètres de propagation de l’onde :

la constante de propagation γ̄ et l’impédance intrinsèque du milieu de propagation η̄.

γ̄ =
√

(jωµ)(σ + jωϵ) = α + jβ (12.1)

η̄ =

√

jωµ

σ + jωϵ
= ηejζ . (12.2)

Dans la solution des équations de Maxwell pour une onde plane uniforme, les phaseurs

des champs (onde en +z seulement) s’expriment ainsi :

Ē = Ē+
︸︷︷︸

E+ejξ+

e−γ̄z aE

H̄ = H̄+e−γ̄z aH

=
Ē+

η̄
e−γ̄z aH

qui, ramenées dans le domaine temporel, s’écrivent maintenant :

E(z, t) = E+e−αz cos(ωt− βz + ξ+)aE

H(z, t) =
E+

η
e−αz cos(ωt− βz + ξ+ − ζ)aH .

Les deux dernières expressions démontrent bien que :

• α, la partie réelle de la constante de propagation, cause une diminution de l’ampli-
tude des champs d’où le nom de constante d’atténuation ;

• β, la partie imaginaire de la constante de propagation, est liée à la vitesse de pro-

pagation de l’onde vp ; elle s’appelle la constante de phase.

β =
ω

vp
=

2π

λ
. (12.3)
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De plus, on relève les caractéristiques suivantes reliées à l’onde plane :

• le champ électrique est orthogonal au champ magnétique et tous deux sont orthogo-

naux à la direction de propagation de l’onde (aE ⊥ aH ⊥ aP ) comme sur la figure
12.1 selon la règle de la main droite soit aE × aH = aP .

• le rapport du niveau du champ électrique et du champ magnétique demeure constant

et est égal à l’impédance intrinsèque du milieu de propagation η et le déphasage entre
les champs électrique et magnétique correspond à ∠η̄.

H

λ

E

direction de
propagation

aβ

Figure 12.1 – Orientation des composants de l’onde plane.

Ainsi, la puissance reçue par l’antenne réceptrice dépend, dans un milieu de propaga-
tion sans perte :

• de la puissance émise <Pt> ;

• de la directivité de l’antenne d’émission Dt et de la surface effective maximale de

l’antenne de réception Aemr (laquelle est reliée à la fréquence de l’onde et à la direc-
tivité de l’antenne de réception Dr) – il faut considérer les directivités respectives

des antennes dans les directions d’observation du trajet direct seulement ;

• de la distance séparant les deux antennes d.

12.2 Pertes de dispersion et d’absorption

L’onde dans un milieu homogène se déplace à vitesse identique et constante dans toutes les
directions. Émis par l’antenne, le front d’onde est sphérique centré sur l’antenne émettrice
et il le reste en s’éloignant à cause de la vitesse de propagation identique et constante

dans toutes les directions dans un milieu homogène. Cependant, il devient de plus en plus
plan localement. On peut visualiser ainsi le principe de l’onde plane : à grande distance de

l’antenne d’émission, la sphère est si énorme qu’elle devient localement plane, du moins
sur toute la surface de l’antenne de réception. Par analogie, les gens avant Christophe

Colomb croyaient que la terre était plane parce-qu’il ne voyait qu’une partie de sa surface
à la fois. Dans la zone de Fraunhofer, on peut donc utiliser les caractéristiques de l’onde
plane.
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Malgré tout, l’onde dans la zone de Fraunhofer ne peut être plane uniforme car la
densité de puissance décrôıt en 1/d2 même dans un milieu sans perte, comme il a été

démontré au second chapitre (voir section 2.3). Les champs électromagnétiques varient,
quant à eux, en 1/d. Ce sont les pertes par dispersion.

Un milieu est dit sans perte lorsque la constante d’atténuation est nulle i.e. σ = 0.
Dans un tel milieu, une onde plane uniforme conserverait toujours la même amplitude.

Avec un milieu à pertes i.e. σ ̸= 0, la constante d’atténuation α (qui s’exprime en Np/m
équivaut à α∗ en dB/km avec le rapport de 8.686 dB/Np) devient non-nulle. Des pertes
d’absorption par effet joule s’ajoutent. Ces pertes dépendent, bien sûr, de la distance d et

de la valeur de α.
On comptabilise ces pertes en dernier car l’air est, la majorité du temps, un

milieu à très faibles pertes i.e. ωϵ ≫ σ par un facteur beaucoup plus grand que 10.
Du coup, la vitesse de propagation (ou la longueur d’onde), l’impédance intrinsèque se

calculent comme dans un diélectrique parfait. Ainsi, pour l’air :

• la vitesse de propagation vp ≈ c (et λ ≈ λo) car

βair ≈ βo ;

• le rapport du champ électrique sur le champ magnétique est constant et correspond

à l’impédance intrinsèque de l’air laquelle est égale à

ηair ≈ ηo = 120πΩ (377Ω) ;

du même coup, cela implique que les champs électrique et magnétique sont prati-
quement en phase.

En intégrant les deux types de pertes, le champ électrique en fonction de la distance
– de la même manière, le champ magnétique – s’exprime :

E(d) ∝
(
1

d

)

︸ ︷︷ ︸

dispersion

(

e−αd
)

︸ ︷︷ ︸

absorption

. (12.4)

12.3 Équation de Friis

L’équation de Friis détermine le niveau de puissance reçue en espace libre dans la zone de
Fraunhofer. C’est une équation fondamentale en communication sans fil car elle est à la

base de tous les calculs de propagation libre sans perte. La géométrie du système apparâıt
sur la figure 12.2. Pour commencer, il faut savoir que :

• Le vecteur de Poynting P représente la densité de puissance instantanée, et sa direc-
tion correspond à celle de propagation de l’onde. Le vecteur complexe de Poynting P̄

défini en (2.7) permet plus rapidement de déduire la densité de puissance moyenne
lorsqu’on connâıt les phaseurs des champs électromagnétiques :

<P >= Re

{
1

2
Ē × H̄

∗

︸ ︷︷ ︸

¯P

}

; (12.5)
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antenne RX

antenne TX

Aemr(Ψt)

Ψt = (θt,φt)

<Pi(Ψr, d)>
Ψr = (θr,φr)

d

<Pt>
Dt(Ψr)

Figure 12.2 – Géométrie pour établir l’équation de Friis d’un système de communication sans

fil.

• La puissance totale émise, en supposant que le milieu ne produise aucune perte,
correspond à l’intégrale sur toute surface fermée enveloppant l’antenne, du vecteur

complexe de Poynting :

<Pt>=

∮

S

Re {<P > ·dS} . (12.6)

En supposant une antenne émettrice isotrope, la densité de puissance à une distance

d, correspond à <Pt> /(4πd2) car <P > de (12.6) demeure constant sur toute la sphère.
On peut donc sortir ce dernier terme de l’intégrale.

Pour tenir compte de la directivité de l’antenne d’émission dans la direction du

récepteur Dt(Ψr), il suffit de multiplier la densité de puissance isotropique par la directi-
vité et obtenir <Pi(Ψr, d)>, la densité de puissance incidente sur l’antenne de réception :

<Pi(Ψr, d)>=
<Pt> Dt(Ψr)

4πd2
. (12.7)

La puissance reçue par une antenne de réception placée à cette distance dépend directe-
ment de la surface effective maximale présentée dans la direction de l’émetteur Aemr(Ψt) :

<Pr>=<Pi(Ψr, d)> Aemr(Ψt)
︸ ︷︷ ︸

λ2Dr(Ψt)

4π

(12.8)

d’où découle tout naturellement l’équation de Friis :

<Pr>=<Pt>
Dt(Ψr)Dr(Ψt)
(
4π
λ

)2
d2

. (12.9)

À cause du principe de réciprocité existant avec les antennes, on peut inverser transmis-

sion et réception pour obtenir le même résultat. Ceci apparâıt clairement dans l’équation
de Friis, car on peut interchanger les indices de réception et de transmission et l’équation
ne change pas (commutativité).
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12.4 Champ incident du signal direct

Le niveau du champ électrique incident sur l’antenne de réception Ei provenant du signal

direct, noté plus souvent Eo en propagation, se calcule facilement lorsque l’antenne de
réception se trouve dans la zone de Fraunhofer de l’antenne d’émission et vice-versa (il ne
faut pas oublier le principe de réciprocité). On préfère calculer le champ électrique incident

plutôt que la puissance car, avec plusieurs ondes possibles (signal direct, réflexions, etc),
les champs électriques se somment vectoriellement mais pas les puissances (à moins que

les signaux soient indépendants, ce qui n’est pas le cas ici) !
Ainsi, de par les équations (12.5) et (12.7) :

<Pi(Ψr)>=
E2

o(Ψr)

240π
=

<Pt> Dt(Ψr)

4πd2
, (12.10)

d’où

Eo(Ψ, d) [Vrms/m] =

√

30Dt(Ψ) <Pt>

d
(12.11)

[mVrms/m] = 173.2

√

Dt(Ψ) <Pt> [kW ]

d[km]
. (12.12)

La dernière équation utilise des unités plus pratiques en propagation. Le terme sous le

radical correspond à la puissance isotropique rayonnée équivalente PIRE . La PIRE est
définie comme étant la puissance qu’une antenne isotrope devrait émettre pour avoir la

même densité de puissance, ou encore pour avoir le même niveau du champ incident, que
ce qui est fourni par l’antenne directive dans sa direction optimale :

PIRE = Dt <Pt> . (12.13)

Si on choisit la direction où le gain est maximal, ce qui est souvent le cas, on écrit

alors :

Eo[mVrms/m] = FM

√

<Pt> [ kW]

d[ km]
(12.14)

où FM est la figure de mérite de l’antenne vue à l’équation (2.22). Une antenne isotrope

a une figure de mérite de 173.2. Pour les autres types d’antennes, il suffit de savoir que la
figure de mérite varie comme la racine carrée de la directivité...

Une attention particulière doit être portée ici.

Seule l’atténuation par dispersion est considérée dans les équations de Friis
(12.9) et du signal direct (12.14). L’atténuation par absorption devra être

évaluée distinctement par le biais de α puis insérée selon (12.4).
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12.5 Décibels et unités logarithmiques absolues

Dans un lien de communication, les pertes et les gains sont comptabilisés en unités loga-

rithmiques par soucis de commodité. Il est, en effet, plus pratique de sommer ou soustraire
que de multiplier ou diviser avec un mélange de très petits et de très grands nombres.
Les décibels sont donc privilégiés. Cependant, le décibel étant un rapport, on cherchera

à définir des unités absolues en échelle logarithmique qui respectent les conventions des
décibels ; cela, pour que tous les calculs se fassent sous forme de logarithmes. Les unités

logarithmiques absolues les plus courantes sont :

• dBm - unité de puissance moyenne référencée par rapport à 1mW selon la conversion

10 log(<P[W ]> /10−3) ;

• dBmW/m2 - unité de densité de puissance moyenne référencée par rapport à 1mW/m2

selon la conversion 10 log(<P [W/m2]> /10−3) ;

• dBµ - unité de champ électrique efficace référencée par rapport à 1µVrms/m selon
la conversion 20 log(E[Vrms/m]/10−6) ;

• dBi - unité d’antennes par rapport à l’antenne isotrope 10 log(D) ;

• dBm2 (dBsm) ou dBλ2 - unité de surface référencée par rapport à 1m2 ou λ × λ
respectivement selon la conversion 10 log(S[m2]/1) ou 10 log(S[m2]/λ2).

Avec des décibels, on travaille indépendamment autant en puissance, densité de puis-
sance, en tension ou courant pourvu que ceux-ci soient aussi exprimés dans une échelle

logarithmique. Par exemple, un gain G = 20 dB s’applique en tension comme en puis-
sance car il s’agit d’une augmentation d’un facteur 10 en tension mais d’un facteur 100 en

puissance. Il y a ici un usage particulier concernant les affaiblissement exprimées en dB.
Malgré qu’il s’agisse d’une diminution, on obtient la valeur d’un affaiblissement en dB

par l’opération suivante : L[dB] = −10 log(L). On comprend ainsi que l’affaiblissement
en dB est un nombre positif et se soustrait pour tenir compte de son effet.

La conversion des équations vers celles avec unités logarithmiques, est relativement

simple. Celle du champ incident donnée par (12.14) devient :

Eo[dBµ] = 20 log(1000Eo[mVrms/m])

= 20 log(1000) + 20 log(173
√
D)

︸ ︷︷ ︸

104.77 +D[dBi]

+ 10 log(<Pt> [mW ]/106)
︸ ︷︷ ︸

<Pt> [dBm]− 60

−20 log(d[km])

= 44.77 + D[dBi] + <Pt> [dBm] − 20 log(d[km]) . (12.15)

Exemple 12.1

On mesure un champ électrique du signal direct de 100mVrms/m à 2 km d’une

station émettrice utilisant une antenne parabolique. Le milieu étant formé de
gaz et d’hydrométéores, la constante d’atténuation du milieu est non nulle et
est estimée à α = 0.0001 Np/m.
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# Dites à combien de dB s’élève l’atténuation par le milieu seulement à 50 km.

Simplement :

Lmilieu = −20 log(e−0.0001(50000)) = 43.43 dB .

On pourrait procéder en convertissant α en Np/m à α∗ en dB/km. Ce qui
donne :

α∗d[km] = 8.686(1000α)
︸ ︷︷ ︸

α∗=0.8686

d[km] = 43.43 dB .

# Déterminez le niveau du champ électrique du signal direct à 50 km.

Le champ électrique, tout comme le champ magnétique d’une onde, s’atténue
en 1/d à cause de la dispersion ; et en e−αd à cause de l’absorption du milieu.

Donc :

E50km = E2km
2000

50000

e−0.0001(50000)

e−0.0001(2000)

= 100(0.04)(0.00823) = 0.03292 mVrms/m .

Pour résoudre avec unités logarithmiques absolues, on convertit d’abord E2km :

E2km = 20 log(1000mVrms/m) = 100.0 dBµ .

Les pertes de dispersion pour passer de 2 km à 50 km s’élèvent à Ldex =

20 log(50/2) = 27.96 dB. Il faut ajouter les pertes d’atténuation dans le milieu
considérant seulement les 48 km en extra soit Lmilieuex = α∗(48) = 41.69 dB.

Ainsi :

E50km = 100.0 dBµ − 27.96 dB − 41.69 dB = 30.34 dBµ ou 32.91µVrms/m .

12.6 Affaiblissement de liaison

câble
émetteur

câble récepteur
Ltx

ϵrtx
Lrx

<Pin>

Aemrx

d ϵrrx

Dtx

<Pout>

<Pt> <Pr>

Figure 12.3 – Schéma simplifié d’une liaison.
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On définit le rapport entre la puissance reçue < Pr > et celle émise < Pt > comme
étant l’affaiblissement de liaison en espace libre sans perte Lℓ.

En pratique, dans une liaison, tant du côté de l’émetteur que du récepteur ou dans
le canal entre les antennes, il existe des pertes supplémentaires. La figure 12.3 montre

un schéma simplifié d’une liaison. En utilisant les concepts de gain plutôt que directi-
vité, on tient compte de l’efficacité des antennes. Pour les autres pertes (désadaptation,

dépolarisation, câbles, duplexeurs ou ailleurs), il vaut mieux réécrire l’équation de Friis
et de travailler en dB.

On obtient alors :

LT [dB] = Ls[dB] − Dt[dB] − Dr[dB]
︸ ︷︷ ︸

Lℓ

+Ltx[dB] + Lrx[dB] + Lex[dB] (12.16)

Ls[dB] = 10 log

(
4πd

λ

)2

(12.17)

= 32.44 + 20 log d[km] + 20 log f [MHz] , (12.18)

avec

• LT est l’affaiblissement total de liaison ;

• Lℓ, l’affaiblissement de liaison en espace libre sans perte ;

• Ls, l’affaiblissement de parcours (ou pertes par dispersion) entre antennes isotropes ;

• Ltx, les pertes d’émission entre l’émetteur et l’antenne d’émission ;

• Lrx, les pertes de réception entre l’antenne de réception et le récepteur ;

• Lex, les pertes supplémentaires de toutes sortes provoquées par le canal de trans-
mission.

Il faut toujours être conscient de la présence de ces pertes donc chercher à les di-
minuer autant que possible. Le coût de production d’une puissance microonde déjà très

élevé, monte très rapidement pour gagner chaque dB de plus. Par exemple, il vaut mieux
raccourcir la distance séparant l’équipement des antennes et bien adapter les différents

composants pour limiter les pertes Ltx ou Lrx car ce sont les seules facilement modifiables.
Il faut bien comprendre que le niveau du signal reçu joue sur l’efficacité du système

de transmission via :

• la sensibilité du récepteur ;

• le niveau du bruit (température d’antenne, figure de bruit du récepteur, etc.)

Pour décrire le principe, il est plus simple d’employer le langage numérique. À un certain

rapport signal-à-bruit qui fixe un seuil, on assure le client d’une fiabilité d’un maximum
de x erreurs par bloc de bits. Si le signal est plus fort, le rapport signal-à-bruit augmente
et le taux d’erreurs diminue par le fait même d’où une meilleure fiabilité. A l’opposé, un
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signal reçu plus faible provoque plus d’erreurs à la sortie du récepteur. Parallèlement,
si le niveau du signal descend en dessous du seuil de quelques dB sur un pourcentage

du temps faible, le peu d’erreurs supplémentaires entrâıneront une dégradation légère du
taux d’erreurs alors qu’un niveau inférieur de plusieurs dB sur une longue période fait

apparâıtre des salves d’erreurs souvent incorrigibles. Il faut donc bien estimer le niveau du
signal moyen et sa variation temporelle (connâıtre à la fois les statistiques en amplitude

et en temps du signal reçu) pour avoir la meilleure estimation de l’efficacité du système.
C’est à ce niveau que le rôle de l’ingénieur est primordial.

12.7 Absorption dans le milieu

Un milieu homogène peut être avec pertes. Les différents constituants de l’air absorbent

ou diffusent une partie de l’énergie électromagnétique incidente. En règle générale, on
doit en tenir compte dès que la fréquence d’opération se situe au delà de quelques GHz.

L’atténuation provoquée est proportionnelle à la longueur du trajet traversé dans le milieu
en question. Le taux s’exprime donc en dB/km pour des unités pratiques.

Quoique l’atténuation demeure faible sur de courte distance, l’effet du milieu doit être

traité dans l’optique du degré de fiabilité du système. Les quelques petits dB perdus
prennent un tout autre sens.

12.7.1 Gaz

Le gaz de l’atmosphère ont des fréquences de résonances moléculaires à lesquelles ils

absorbent une partie appréciable de l’énergie incidente. Les raies d’absorption les plus im-
portantes sont celles de l’oxygène et de la vapeur d’eau ; l’azote n’ayant aucune raie d’ab-
sorption dans les bandes de fréquences radios. La figure 12.4 montre l’atténuation liné̈ıque

α∗
g provoquée par l’oxygène et la vapeur d’eau. On remarque que l’atténuation liné̈ıque

de l’oxygène est relativement constante en deça de 14GHz, autour de 0.0065 dB/km.

Des approximations semi-empiriques dûes à Van Vleck et Weisskopf donnent à 20◦C :

α∗
O2
[dB/km] =

⎧

⎪
⎪
⎨

⎪⎪
⎩

(
6.6

f2[GHz]+0.33 +
9.8

(f [GHz]−57.5)2+2.2

)

f 2[GHz]×10−3
f<57.5GHz

14.7 57.5<f<62.5GHz
(

4.13
(f [GHz]−62.5)2+1.1 +

0.19
(f [GHz]−118.7)2+2

)

f 2[GHz]×10−3
62.5<f<350GHz

(12.19)

et

α∗
H2O[dB/km] =

(

0.067 + 2.4
(f [GHz]−22.3)2+6.6

+ 7.33
(f [GHz]−183.5)2+5 +

4.4
(f [GHz]−323.8)2+10

)

ρ[g/m3]f 2[GHz]×10−4 (12.20)

où ρ est la densité de vapeur d’eau. Dans (12.20), il ne faut prendre que les deux premiers
termes lorsque la fréquence est en dessous de 100GHz.
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Figure 12.4 – Atténuation liné̈ıque des gaz de l’atmosphère p : 1013.6mbar ; T : 20◦ ; vapeur

d’eau : 7.5g/m3.

Il semble évident que communiquer en onde hertzienne à 60 GHz tient de l’incompétence
car les pertes d’absorption par l’oxygène seraient alors énormes. Par contre, on pourrait

facilement mesurer le taux d’humidité (vapeur d’eau) en opérant à 22 GHz avec un radar
météo.

12.7.2 Hydrométéores

Les hydrométéores regroupes toutes les particules d’eau présentes dans l’atmosphère.

Ces particules, selon leur taille par rapport à la longueur d’onde, affectent différemment
les ondes électromagnétiques. On considère principalement comme hydrométéores : les
nuages, la brume, le brouillard, la pluie et la neige.

Tant que les gouttes ont un diamètre bien inférieur à la longueur d’onde (c’est le cas

des nuages, de la brume, du brouillard et d’une pluie très fine), l’atténuation liné̈ıque est
fonction de la fréquence et proportionnelle à la quantité d’eau par unité de volume i.e.

g/m3. Une approximation valable entre 2 et 50GHz et une température entre -10 et 25◦,
est :

α∗
h1
[dB/km] = (1− T [◦C]/40) ρ[g/m3]f 2[GHz]× 10−3 . (12.21)

La pluie est un cas plus pathétique (sous-entendre compliqué). Les paramètres qui

entrent en jeu sont multiples : distribution de la tailles et forme des gouttes, répartition
spatiale des gouttes dans la cellule de pluie, déplacement temporelle de la cellule de pluie,

etc. La figure 12.5 montre l’atténuation liné̈ıque des hydrométéores, dont celle causée par
la pluie selon l’intensité. Pour obtenir ces courbes, on a utilisé une formulation empirique
du type

α∗
pluie[dB/km] = kRa (12.22)
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— affaiblissement par une pluie de A : 0.25mm/hre (bruine)

B : 1.0mm/hre (pluie fine)

C : 4.0mm/hre (pluie)

D : 16mm/hre (pluie forte)

E : 100mm/hre (pluie torrentielle)

- - - affaiblissement par le brouillard de F : 0.032 g/m3 (visibilité de plus de 600m)

G : 0.32 g/m3 (visibilité de 120m)

H : 2.3 g/m3 (visibilité de 30m).

Figure 12.5 – Atténuation liné̈ıque des hydrométéores (UIT-R).

où R correspond au taux de précipitation en mm/hre. Les deux coefficients k et a, fonction

de la fréquence et de la polarisation, dépendent de la distribution du diamètres des gouttes
de pluie. Souvent, c’est le modèle de Laws et Parsons qui est employé. Le tableau 12.1

donne quelques valeurs.
Finalement, la neige a un effet quasi négligeable sur l’affaiblissement des ondes électro-

magnétiques. Cependant, les cristaux dépolarisent les ondes.

Exemple 12.2

Un lien de communication opère à 12 GHz en polarisation verticale. Il transmet

alors que tombe une pluie de 4 mm/hre.

# Calculez le taux d’affaiblissement produit par la pluie seulement selon le modèle

de Laws et Parsons.

Les valeurs lues dans le tableau 12.1 donnent k = kv = 0.0168 et a = av = 1.2.

Selon (12.22), on obtient :

α∗
pluiev = 0.0168(4.0)1.2 = 0.0887 dB/km .

α∗
pluieh

= 0.0188(4.0)1.217 = 0.1016 dB/km .
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f [GHz] kh kv ah av
1 0.0000387 0.0000352 0.912 0.880

2 0.000154 0.000138 0.963 0.923
4 0.000650 0.000591 1.121 1.075
6 0.00175 0.00155 1.308 1.265

8 0.00454 0.00395 1.327 1.310
10 0.0101 0.00887 1.276 1.264

12 0.0188 0.0168 1.217 1.200
15 0.0367 0.0335 1.154 1.128

20 0.0751 0.0691 1.099 1.065
25 0.124 0.113 1.061 1.030
30 0.187 0.167 1.021 1.000

35 0.263 0.233 0.979 0.963
40 0.350 0.310 0.939 0.929

50 0.536 0.479 0.873 0.868
60 0.707 0.642 0.826 0.824

Table 12.1 – Coefficients k et a avec modèle de Laws et Parsons.

La courbe correspondante de l’UIT-R à la figure 12.5 fournit une valeur assez
proche de celle obtenue (≈ 0.09 dB/km).

Exemple 12.3

Un relai microonde utilise 2 antennes paraboliques identiques ayant une ou-
verture physique de 0.1m2 et une efficacité d’ouverture de 50%. L’efficacité de

rayonnement est assumée à 100% de part et d’autre du relai, sans pertes dans
les câbles. Le système émet à la fréquence de 30 GHz avec une puissance de

10 W. La distance séparant les antennes est de 20 km.

Une bonne journée pluvieuse, le taux de précipitation atteint 4 mm/hre.

# Déterminez l’intensité du champ électrique incident du signal direct sur l’an-

tenne réceptrice.

On débute par le calcul de la directivité de l’antenne émettrice :

D =
4π

λ2
Aem =

4π

(0.01)2
(0.05) = 6280 ou 37.98 dB .

En prenant (12.14) et l’expression de la figure de mérite d’une antenne, on

trouve la valeur du champ électrique incident en espace libre exprimé en
mVrms/m :

Eo = 173.2

√

(6280)(0.01)

20
= 68.6mVrms/m ou 96.73 dBµ .
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Il aurait été équivalent de trouver directement le champ électrique incident en
dBµ grâce à (12.15) soit :

Eo = 44.77 + 37.98 + 10 log(1000× 10)− 20 log(20) = 96.73 dBµ .

Cette valeur ne tient pas compte des pertes dans le milieu mais uniquement

des pertes par dispersion. On doit ajouter les pertes causées par les gaz et la
pluie. Celles-ci s’établissent en dB en se référant sur la figure 12.4 pour les

gaz :

α∗
g = α∗

O2
+ α∗

H2O

= 0.018 + 0.07 = 0.088 dB/km

soit

Lg = (0.088 dB/km)(20 km) = 1.76 dB .

De même pour les pertes par la pluie en se référant à la courbe C de la figure
12.5 ou en utilisant la valeur moyenne selon le modèle de Laws et Parsons

α∗ = 0.5(0.187(4)1.021 + 0.167(4)1.0) = 0.72 dB/km :

Lpluie = (0.72 dB/km)(20 km) = 14.4 dB .

En tout, des pertes non-négligeables totalisant Lex = 16.16 dB (0.1556).

Le champ électrique incident en espace libre, est de :

Eo = 96.73dBµ − 16.16 dB = 80.57 dBµ ou 10.68mVrms/m .

# Déterminez la puissance reçue.

On connâıt déjà le champ électrique incident donc la densité de puissance au
niveau de l’antenne de réception :

<Pi>= (10.68× 10−3)2/377 = 3.03× 10−7W/m2 ;

il serait facile de déterminer la puissance reçue en multipliant simplement cette

densité de puissance par l’ouverture effective (Ae = 0.05m2).

On démontre que le calcul suivant arrive à la même valeur en passant par
(12.18) :

Ls = 32.44 + 20 log(20) + 20 log(30× 103) = 148.00 dB

Lℓ = 148.00 − 37.98− 37.98 = 72.04 dB

LT = 72.04 + Lex = 72.04 + 16.16 = 88.20 dB .

Il faut abaisser la puissance émise par un facteur de 88.20 dB (soit un facteur
1.5136× 10−9) pour obtenir la puissance reçue i.e. :

<Pr>= 10 log(10000) dBm − 88.20 dB = −48.16 dBm ou 15.28× 10−9W .
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# Si le taux de précipitation augmente à 10 mm/hre, déduisez rapidement à quel
niveau est rendu le champ électrique incident et la puissance reçue.

Le plus simple est de mesurer la différence en dB de l’atténuation causée par
la pluie à 10 et à 4 mm/hre et de soustraire cette différence directement de

Eo[dBµ] et de <Pr> [dBm] trouvés précédemment.

α∗
10 = 0.5(0.187(10)1.021 + 0.167(10)1.0) = 1.82 dB/km

ce qui cause une atténuation supplémentaire de

Lpluie10 − Lpluie10 = (1.1 dB/km)
︸ ︷︷ ︸

1.82−0.72

(20 km) = 22.0 dB .

Cette situation pourrait devenir catastrophique selon le rapport signal-à-bruit

exigé au récepteur, puisque maintenant :

Eo = 80.57 dBµ − 22.0 dB = 58.57 dBµ

<Pr> = −48.16 dBm − 22.0 dB = −70.16 dBm .

Il convient de dire, toutefois, que les bons récepteurs peuvent opérer jusqu’à
-80 dBm et certains même jusqu’à -115 dBm.

12.7.3 Végétation, édifices

• Végétation

Lorsque les antennes sont entourées d’une végétation modérément dense, des pertes
s’ajoutent car les signaux doivent passer aux travers. C’est ce genre de pertes conte-

nues dans le terme Lex. À cause de sa distribution particulière (la végétation n’est
pas un milieu homogène), le calcul de l’atténuation produite ne se fait pas par le

biais de la constante d’atténuation liée aux paramètres électriques du matériau.

Une formulation empirique a été obtenue en 1982 par Weissberger à partir de

mesures expérimentales. Ceci a conduit aux modèles à décroissance exponentielle
(MED) de l’IUT-R :

Lveg[dB] = 1.33(f [GHz])0.284(e[m])0.588 pour 14 < e < 400 m (12.23)

= 0.45(f [GHz])0.284(e[m]) pour e < 14 m (12.24)

où e est l’épaisseur du bosquet que le rayon doit traverser. Il y a cependant des
limitations à ces modèles :

– fréquences comprises entre 230 MHz et 90 GHz ;

– distance maximale à parcourir dans la végétation de 400 m.
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Par contre d’autres séries de mesures faites par Palud et Ravard en 1996, ont plutôt
démontré que ces modèles MED étaient pessimistes et surévaluaient les pertes no-

tamment pour les distances supérieures à 14 m en fonction de la fréquence. Pour
diminuer l’effet de la distance, il fut proposé de modifier ainsi le modèle MED :

Lveg[dB] = 1.66(f [GHz])0.284(e[m])0.466 pour 14 < e < 400 m . (12.25)

• Édifices

Les édifices sont considérés comme étant relativement transparents aux ondes radios
de fréquences HF ou moindre, mais deviennent de plus en plus opaques en SHF. Ils

doivent alors être considérés

– comme des obstacles causant de la diffraction à la manière d’un écran ;

– comme des surfaces réfléchissantes causant des interférences telle l’onde d’es-
pace vue dans un prochain chapitre.

Ce dernier phénomène est particulièrement sensible car en grand nombre, il pro-
voque un éparpillement des ondes (les interférences s’additionnent toutes de manière

vectorielle), grand responsable de l’affaiblissement spatial des signaux (“fading”).
D’ailleurs, pour permettre d’avoir des cellules indépendantes entre deux pièces conti-

guës en radio-mobile intérieur, il est proposé de travailler autour de 35GHz de sorte
que les signaux ne quittent pas la pièce. Ce sont les stations fixes, une par pièce,
qui se communiquent l’information par une ligne dure si elle doit se rendre dans une

autre pièce.
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Exercices

Question 1

En plaçant les unités appropriées dans l’affaiblissement spatial de la première égalité,
démontrez la seconde (1 mi=1.609344 km).

Ls =

(
4πd

λ

)2

=⇒ Ls[ dB] = 96.58 + 20 log d[mi] + 20 log f [GHz]

Question 2

Calculez le niveau du champ électrique Eθ, le niveau du champ magnétique Hφ, et la

densité de puissance moyenne à la distance d = 2 km d’un élément isotrope émettant une
puissance de 1 kW à la fréquence de 900 MHz dans un milieu sans perte.

Question 3

Une certaine station émettrice opère à la fréquence f = 1MHz et émet une puissance

<Pt >= 10 kW avec un monopôle vertical au sol d’une hauteur h = 50m. Évaluez le
champ électrique incident en espace libre au niveau d’une antenne réceptrice Yagi-Uda

dont la directivité vaut Drx = 9, située à d = 1 km .
Si on interchange les antennes, donnez la valeur du nouveau champ électrique incident

en espace libre au niveau de l’antenne réceptrice (même puissance émise).

Question 4

Une antenne située sur la Terre émet avec une puissance de 100W . Son faisceau ayant
un angle solide de (π/2) srad est dirigé vers la Lune (d ≈ 3.8× 105 km). Trouvez :

a) la valeur du champ électrique incident à la surface de la Lune ;

b) la densité de puissance moyenne à la surface de la Lune ;

c) la nouvelle densité de puissance si on assume des pertes moyennes dues à l’atmosphère

de α∗ = 0.06 dB/km sur 50 km.

Question 5

Un monopôle vertical au dessus d’un plan de masse a une hauteur ℓ = h/2 de 50m et
est alimenté par une source de courant de 50.33Arms à sa base. L’efficacité de rayonnement
εr est estimée à 80%.

Évaluez la puissance rayonnée et la valeur du champ électrique non-atténué à 1 km si
la fréquence d’opération est de 300 kHz.

Question 6

Une émission de télévision est retransmise via satellite géostationnaire au-dessus de
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l’océan Atlantique (placé à 35786 km au-dessus de l’équateur) ; à une fréquence porteuse
de 12.5 GHz et avec une puissance de 0.2 kW.

Pour atteindre la région de Québec, le signal doit parcourir une distance totale de
près de 38 000 km. Environ 100 km de cette distance totale se trouve dans une région de

l’atmosphère où les gaz provoquent une atténuation liné̈ıque moyenne de 0.015 dB/km.
Estimez la densité de puissance incidente en dBmW/m2 dans la région de Québec si la

directivité de l’antenne dans la direction de la ville atteint de 32.23 dB avec une efficacité
de rayonnement de 100%.

Question 7

Un champ électrique de 22.5 dB au-dessus de 2µVrms/m est mesuré à 12 km d’une

antenne émettrice caractérisée par une fréquence porteuse de 900MHz, une puissance
émise de 10W et une directivité de 17 dB par rapport à l’antenne isotrope.

Déterminez :

a) la PIRE ;

b) le champ électrique en espace libre en dBµ à 12 km ;

c) les pertes supplémentaires de la propagation Lex en dB.

Question 8

Un champ électrique de 2.5mVrms/m est mesuré à 5 km d’une antenne parabolique
émettrice à une fréquence de 24.2 GHz (ISM). Estimez le niveau du champ électrique en

mVrms/m à 30 km dans une période ensoleillée.

Réponses :

2. Eθ = 86.6mVrms/m ; Hφ = 0.23mArms/m ; <Pi>= 19.9µW/m2.

3. Eθ = 950mVrms/m ; Eθ = 1643mVrms/m ;

4. a) Eθ = 4.07× 10−4mVrms/m ;

b) <Pi>= 4.4× 10−16W/m2 ; c) <Pi>= 2.2× 10−16W/m2.

5. <Pt>= 2000W; E1 = 424mVrms/m ;

6. <Pi>= −77.35 dBmW/m2 − 1.5 dB = −78.85 dBmW/m2.

Pour trouver la hauteur géostationnaire :
msatv2

R = GmTerremsat

R2 avec G = 6.6742× 10−11m3kg−1s−2, mTerre = 5.9736× 1024kg
et v = 2πR

T (la Terre fait un tour complet en T = 23h56m04s).

7. a) PIRE = 500W; b) Eo = 80.18 dBµ ; c) Lex = 80.18− 28.5 = 51.68 dB.

8. E30km ≈ 20 log(2500/(30/5))− 25(0.1 + 0.012) = 49.6 dBµ soit 0.302mVrms/m.





Chapitre 13

Diffraction

13.1 Introduction

Outre la réflexion sur une surface, il existe deux autres phénomènes importants pour le

comportement des ondes électromagnétiques :

• la diffusion ;

• la diffraction.

Θ

source
secondaire

source
principale

Figure 13.1 – Principe de Huygens.

Il est bien connu, suite aux travaux de Huygens en optique, que le comportement d’une
onde électromagnétique est modifié par la présence d’obstacles. On se souvient que, sous

sa forme la plus élémentaire, le principe de Huygens établit que chaque point sur un front
d’onde sphérique est lui-même une source secondaire d’émission (ondelette) telle que sur

la figure 13.1.
Le principe explique pourquoi une onde plane ne se disperse pas dans toutes les direc-

tions. L’effet des ondelettes secondaires s’annule partout sauf dans la direction originale
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du front d’onde. Pour obtenir cet effet, les ondelettes doivent avoir une amplitude relative
non-uniforme selon la direction d’intérêt Θ ; elle varie selon1(1 + cosΘ).

En ajoutant un obstacle sur le chemin de l’onde, la cancellation dans une gamme de
directions n’est pas complète et il se produit un éparpillement des ondes. Ce phénomène

de diffraction explique la facilité toute relative avec laquelle les longues ondes contournent
les obstacles. La figure 13.2 illustre la diffraction.

diffraction

champ
incident

seulement

interférences

Figure 13.2 – Diffraction autour d’un obstacle.

L’analyse démontre que la diffraction provoque :

• l’existence d’un signal dans la zone d’ombre apparente (obstruction) ;

• le renforcement ou l’affaiblissement du signal, dépendant de la phase de l’onde dif-
fractée, dans la zone de visibilité (interférences).

Comme cette analyse devient rapidement compliquée lorsque les obstacles prennent des
formes quelconques, on se limitera à la diffraction causée par des écrans transversaux

dont les bords sont infiniment minces (demi-plans) et dont le matériau est parfaitement
absorbant.

13.2 Zones de Fresnel

13.2.1 Définition

Il faut se rappeler que l’équation de Friis supposait un milieu isotrope homogène sans

obstruction ou interférence aucune. Fresnel, partisan de l’optique ondulatoire, a étudié
les phénomènes d’interférences qui nécessitent la connaissance des déphasages entre les

différents rayonnements captés. Il a donc recherché les lieux géométriques des points de
réflexion tels que la différence des trajets réfléchi et direct δr−d entre deux points T et R,

sont des multiples entiers de λ/2 :

δr−d = TAR
︸ ︷︷ ︸

dr

− TR
︸︷︷︸

d

= k
λ

2
(13.1)

1Il faut absolument que le front d’onde progresse dans la direction de propagation et s’annule vers
l’arrière.



13.2 Zones de Fresnel ! 13-237

T

A

R

Figure 13.3 – Ellipsöıde de Fresnel délimitant une zone de Fresnel.

Les signaux sont alors alternativement hors-phase et en-phase. Ces lieux correspondent

à une famille d’ellipsöıdes de révolution autour de l’axe de propagation directe, une pour
chaque valeur entière de k, dont les foyers sont justement T et R comme le montre la

figure 13.3. On définit la k-ème zone de Fresnel comme étant la région interne délimitée
par l’ellipsöıde correspondante. La coupe de l’ellipsöıde de révolution par un plan donne,
en se référant aux figures 13.4 et 13.5 :

• des zones circulaires dans un plan perpendiculaire à l’axe de propagation directe ;

• des zones elliptiques dans tout autre plan dont la réflexion sur le sol 2.

ellipse

ellipse

cerclerk

Figure 13.4 – Coupes d’une zone de Fresnel transversalement et longitudinalement.

ellipse
empreinte au sol de la réflexion

image

Figure 13.5 – Empreinte au sol de la zone de Fresnel d’une réflexion.

2l’endroit de réflexion n’est pas un point unique mais une surface beaucoup plus grande
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Les zones circulaires en élévation permettent de donner une explication à l’intérêt
des zones de Fresnel. De par le principe de Huygens, les sources secondaires de la source

au point T qu’on retrouve à l’intérieur de chacune des surfaces entre zones consécutives
contribuent à leur façon au champ reçu en R. On désigne par E1, le champ produit par

les sources secondaires sur la surface S1 à l’intérieur de la première zone, E2, celui produit
par les sources secondaires sur la surface S2 entre la seconde et la première zone, etc.

Comme :

• le déphasage moyen entre sources secondaires d’une surface à l’autre est environ π ;

• les aires des surfaces sont environ équivalentes S1 = S2 = Sk ;

• la longueur des trajets passant par chacune des surfaces augmente progressivement

d’une façon linéaire (approximation binômiale) ;

alors le champ reçu peut s’exprimer comme une série géométrique alternée infinie qui
converge vers une valeur légèrement plus grande que E1/2 :

Er = E1 −E2 + E3 − . . .

= E1 −E1a+ E1a
2 − . . . = E1

∞
∑

k=1

(−a)(k−1) =
E1

1 + a
avec a → 1 . (13.2)

Cette observation confère donc un statut particulier à la première zone de Fresnel car une
grande partie de la puissance captée passe en fait par une ouverture correspondant à la
première zone de Fresnel.

13.2.2 Dimensions

T R
ellipsoïde
de Fresneld2d1

rk

kème

Figure 13.6 – Rayon des zones de Fresnel selon la distance.

On peut dériver des expressions simples pour les rayons des ellipsöıdes de Fresnel à

une distance connue (voir figure 13.6). De manière générale, on peut écrire de (13.1) :

dr = d + k
λ

2
(

d21 + r2k
)1/2

+
(

d22 + r2k
)1/2

= d1 + d2 + k
λ

2
(13.3)
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avec rk est le rayon de la k-ème ellipsöıde aux distances d1 et d2 des antennes T et R
respectivement.

En assumant (rk/d1 ≪ 1, rk/d2 ≪ 1) et en prenant l’approximation binômiale, (13.3)
devient :

d1

(

1 +
r2k
2d21

)

+ d2

(

1 +
r2k
2d22

)

= d1 + d2 + k
λ

2
(13.4)

d’où

rk =

√

kλ
d1d2

d1 + d2
. (13.5)

Le dégagement de la première zone de Fresnel est, comme il fut mentionné auparavant,
le critère de base qui conduit à l’établissement d’une liaison de bonne qualité. Le rayon

de cette première zone avec des unités pratiques, est :

r1[m] = 31.623

√

λ[m]
d1[km]d2[km]

d1[km] + d2[km]
. (13.6)

13.2.3 Points particuliers de la 1ère zone

D’après la définition même des ellipsöıdes de Fresnel, la distance entre le foyer et le sommet

le plus proche de la première ellipsöıde vaut λ/4. À haute-fréquence, cette distance est
extrêmement faible ce qui explique pourquoi on confond graphiquement ces deux points.

À la verticale de T ou R, le rayon de la première ellipsöıde de Fresnel est pratiquement
égal à λ/2. Quoique cette distance soit encore assez faible, elle risque d’apparâıtre sur un
profil de propagation parce que l’axe vertical est nettement moins comprimé que l’axe

horizontal.
À proximité du point d’émission T , i.e. avec d1 ≪ d2 mais en conservant r1 ≪ d1, le

rayon de la première l’ellipsöıde de Fresnel devient :

r1[m] ≈
√

λd1 , (13.7)

donc indépendant de la distance totale d1 + d2. Cette règle s’applique, bien sûr, proche
de l’antenne de réception R, en remplaçant d1 par d2.

13.3 Diffraction par un écran

On peut calculer la perte de signal par rapport au signal qui serait reçu en espace libre

lorsqu’un écran transversal est introduit. Cet écran

• occupe tout le demi-plan inférieur perpendiculaire à la direction de propagation ;

• a une arête infiniment mince ;

• est fait d’un matériau parfaitement absorbant.

Las figures 13.7 et 13.8 montrent la géométrie utilisée pour l’étude de la diffraction
causée par un écran. On remarque que le paramètre ! représente la distance qui sépare
l’arête de l’écran du trajet direct (distance entre deux droites). Lorsque :
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T R

dx

d1 d2

x
!

Figure 13.7 – Géométrie des écrans transversaux (! > 0).

d2d1

!

Figure 13.8 – Géométrie des écrans transversaux (! < 0).

• ! > 0 alors le trajet en ligne directe est obstrué par l’écran, seul le signal diffracté

existe ;

• ! < 0 alors le trajet en ligne directe passe au dessus de l’écran, les signaux direct et

diffracté s’interfèrent.

On normalise la hauteur ! par rapport au rayon de la première ellipsöıde de Fresnel r1,

là où est l’écran.
La solution exacte de la perte supplémentaire par rapport au signal reçu en espace

libre Eo selon la valeur de !/r1, nécessite le passage par les intégrales de Fresnel qui est

à l’origine de ces travaux3.

13.3.1 Intégrales de Fresnel

Le calcul de la diffraction est très complexe et conduit à la théorie géométrie de diffraction
(GTD) puis à la théorie uniforme de diffraction (UTD). Reprenant la géométrie de la figure

13.7, le signal reçu en R, Ēdiff , est la somme des contributions de tous les signaux d’une
onde plane passant par les unités infinitésimales de surface dxdy. Ils forment les sources

secondaires. Il faut, bien sûr, tenir compte du déphasage et de l’atténuation causés par la
différence des parcours δxy, et de la variation de Θ dans la théorie de Huygens. Avant de
procéder, on définit Cd comme une constante qui sera ensuite déterminée spécifiquement

en considérant Ēo comme le champ en espace libre i.e. lorsque ! → ∞.

3Fresnel, contrairement aux gens de son époque, croyait à la nature ondulatoire de la lumière après
avoir observé des franges de lumière derrière une fente.
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Ainsi, le champ reçu avec la diffraction est :

Ēdiff = Cd

∫ ∞

!

∫ ∞

−∞
(1 + cosΘ)

e−jβ(d+δxy)

4π(d+ δxy)
adE dydx . (13.8)

Au départ, il faut savoir que les contributions majeures proviennent des sources secon-
daires situées entre −yo et yo ; entre ! et une valeur quelconque xo telles que xo et yo
demeurent faibles devant d1 ou d2. Les autres sources secondaires ont un effet négligeable

à cause de l’angle Θ qui tend de plus en plus vers 180◦ ; et de la grande différence des
parcours. Ainsi, pour les contributions majeures :

• Θ tend vers zéro donc cosΘ ≈ 1 ;

• δxy reste suffisamment petit devant d pour que l’on puisse l’omettre dans le terme
affectant le module du champ mais non dans le terme de phase ; par l’expansion

binomiale (i.e. x et y ≪ d1 ou d2) :

δxy =
√

d21 + x2 + y2
︸ ︷︷ ︸

≈d1

(

1+x2+y2

2d21

)

+
√

d22 + x2 + y2
︸ ︷︷ ︸

≈d2

(

1+x2+y2

2d21

)

− d

≈ δx + δy

δx =
x2

2

(
d1 + d2
d1d2

)

= x2 λ

2r21

δy = y2
λ

2r21

• l’orientation de chaque contribution des champs est toujours la même soit aE .

Sans entrer dans les détails, voici les étapes d’intégration :

Ēdiff ≈ Cd
e−jβd

4πd
aE

∫ ∞

x=!

∫ ∞

−∞
(1 + cosΘ)
︸ ︷︷ ︸

2

e−jβδxe−jβδy dydx (13.9)

≈ 2Cd
e−jβd

4πd
aE

∫ ∞

−∞
e
−jβy2 λ

2r21 dy

︸ ︷︷ ︸
√

π
2r21
jβλ

∫ ∞

!

e
−jβx2 λ

2r21 dx (13.10)

≈ 2Cdr1e
−jπ/4 e

−jβd

4πd
aE

∫ ∞

!

e
−jβx2 λ

2r21 dx . (13.11)

Pour solutionner cette intégrale, le mieux est de procéder à la substitution u = kx avec

k =
√
2

r1
, ce qui donne :

Ēdiff ≈ 2Cd
r21√
2
e−jπ/4 e

−jβd

4πd
aE

∫ ∞

ν

e−j(π/2)u2
du

︸ ︷︷ ︸

(13.12)

∫ ∞

ν

cos((π/2)u2)du
︸ ︷︷ ︸

0.5− C(ν)

− j

∫ ∞

ν

sin((π/2)u2)du
︸ ︷︷ ︸

0.5− S(ν)

.
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Figure 13.9 – Spirale de Cornu et détail.

où

ν =

√
2

r1
! . (13.13)

Les fonctions C(ν) et S(ν) sont connues comme les intégrales de Fresnel.

Le niveau du champ sans écran, i.e. lorsque ! → −∞, correspond au champ en espace
libre soit

Ēo = 2Cd
r21√
2
e−jπ/4 e

−jβd

4πd
(1− j) = 2Cdr

2
1e

−jπ/2 e
−jβd

4πd
.

L’effet de diffraction peut alors être déduit ainsi :

Ēdiff

Ēo
=

ejπ/4√
2

∫ ∞

ν

e−j(π/2)u2
du . (13.14)

13.3.2 Intensité du champ

Quoique les intégrales de Fresnel soient tabulées, il existe un outil graphique qui permet

d’obtenir rapidement la valeur de l’intégrale de l’équation (13.14) : la spirale de Cornu
porte C(ν) en abcisse et S(ν) en ordonnée, comme sur la figure 13.9. On montre sur la
figure 13.10 que le rapport entre la longueur du segment en trait pointillé à celui en trait

plein est l’affaiblissement supplémentaire de diffraction par rapport à l’espace libre soit

Ediff

Eo
=

[P (ν)− P (∞)]

[P (−∞)− P (∞)]
.

En faisant varier ! de −∞ à +∞, on découvre que l’amplitude de l’onde diffractée

oscille autour de la valeur en espace libre puis subit une décroissance monotone. On voit
bien les phénomènes d’interférences et d’obstruction sur la figure 13.11. Chose intéressante
et tout-à-fait logique à remarquer : les positions des maxima et minima dans la zone
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P (∞)

P (−∞)

P (ν)

Figure 13.10 – Exemple d’un calcul de diffraction avec la spirale de Cornu et ν ≈ 0.5.
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Figure 13.11 – Atténuation causée par la diffraction d’un écran transversal selon la hauteur.

d’interférence, correspondent exactement aux rayons des ellipsöıdes de Fresnel en autant

que l’argument des coefficients de réflexion soit de -180◦.

Un calcul approché de l’atténuation causée par la diffraction, peut être fait. La formule

recommandée par l’UIT-R est valide lorsque !/r1 > −0.55 – sinon on considère aucune
atténuation par diffraction Ldiff = 0 dB car la zone de Fresnel est dégagée – et néglige les
oscillations de l’interférence :

Ldiff [ dB] = 6.9 + 20 log(
√
w2 + 1 + w) (13.15)

w = ν − 0.1 =
√
2
!

r1
− 0.1 . (13.16)

L’analyse faite jusqu’à présent est discutable lorsque, d’une part, le matériau réfléchit
assez bien les ondes, d’autre part, lorsque l’écran a un sommet arrondi. On parle d’un som-
met assimilable à un écran mince lorsque les premières zones de Fresnel sont complètement
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la zone de Fresnelvers T
vers R

A

Figure 13.12 – Sommet considéré comme arrondi plutôt que mince.

dégagées aux abords du sommet alors considéré comme un point d’émission ou réception.

La figure 13.12 illustre la cas d’un sommet qui doit être considéré comme arrondi plutôt
que mince. Des pertes supplémentaires s’ajoutent à l’atténuation par un écran mince.

Sous réserve que l’angle de diffractionΘ soit inférieur à 1 rad, les pertes supplémentaires
sont liées à deux causes dépendant du rayon du cercle osculateur du sommet Rs :

• la hauteur apparente du sommet :

Ldiffx1 [ dB] = 7.2ρ− 2ρ2 + 3.6ρ3 − 0.75ρ4 (13.17)

ρ =
(λ2Rs)1/3

π1/6r1
, (13.18)

• l’absorption d’énergie par la surface comprise entre les deux horizons lorsque ! > 0 :

Ldiffx2 [ dB] = 166

(√

1 +
χ

8
+
χ2

80
− 1

)

(13.19)

χ =
!(λ2Rsπ)1/3

r21
. (13.20)

Exemple 13.1

Un obstacle à mi-parcours masque complètement un lien de communication à

2.45 GHz (λ = 0.12245 m) utilisant le protocole IEEE-802.11 entre 2 antennes
distantes de 20 km. Le trajet direct passe 30 m sous le sommet.

# En assumant que l’obstacle se comporte comme un écran avec une arête vive,
estimez la perte supplémentaire produite par l’obstacle.

Le signal capté ne provient que de la diffraction. On connâıt ! = 30 m (! > 0
puisque le trajet direct est obstrué), il manque r1 car le rapport !/r1 est
déterminant. Suivant (13.6) :

r1 = 31.623

√

0.12245
(10)(10)

20
= 24.74 m .
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L’approximation de la diffraction donnée par (13.15) est valable :

w =
√
2

30

24.74
− 0.1 = 1.615

d’où

Ldiff = 6.9 + 20 log(
√

(1.615)2 + 1 + 1.615) = 17.82 dB .

On peut lire sur le graphique 13.11 que l’atténuation par diffraction lorsque
!/r1 ≈ 1.2, comme c’est le cas ici, vaut environ 17 dB.

Exemple 13.2

Un lien de communication à 1 GHz (λ = 0.3 m) utilise 2 antennes identiques
de directivité D = 100 séparées de 50 km. Une montagne se dresse à l’horizon

à 20 km de l’une des antennes ; elle dépasse le signal direct par environ 30 m.
La puissance d’émission vaut 30 W.

# Déterminez le niveau du champ électrique à l’antenne de réception si la mon-
tagne est considérée comme un écran transversal.

Sans la montagne, l’intensité du champ électrique incident en espace libre, Eo,
serait selon (12.14) :

Eo = 173.2
√
100

︸ ︷︷ ︸

FM

√
0.03

50
= 6mVrms/m ou 75.56 dBµ .

Il faut soustraire la perte par diffraction causée par la montagne. En prenant

(13.6) et (13.15), on déduit :

r1 = 31.623

√

0.3
(20)(30)

50
= 60 m

w =
√
2
30

60
− 0.1 = 0.6071

Ldiff = 6.9 + 20 log(
√

(0.6071)2 + 1 + 0.6071) = 11.9 dB .

Sur le graphique 13.11, on lit une atténuation par diffraction d’environ 12 dB !

Ainsi, le champ électrique incident devient :

Ei = 75.56 − 11.9 = 63.66 dBµ ou 1.524mVrms/m .

On trouve la même chose si on procède en convertissant le facteur d’atténuation
sous forme linéaire i.e. Ldiff = 10−Ldiff [dB]/20 ≈ 0.25 et en le multipliant par

le champ en espace libre.
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Figure 13.13 – Principe de calcul de la diffraction par deux écrans.

13.4 Diffraction par deux écrans

En appliquant le principe de Huygens à deux demi-plans espacés, Millington débouche vers

une double intégrale de Fresnel (voir figure 13.13). Malgré les changements de variables, les
approximations et suppositions faites, dont des écrans opaques et parfaitement absorbants,
la résolution demeure bonne. Malheureusement, les calculs sont très lourds. Avec le temps,

sont apparues des méthodes de calculs approchées. Parmi celles-ci, les plus connues sont
la méthode de Bullington et la méthode de Deygout.

13.4.1 Méthode de Bullington

T R

!′

d′1 d′2

Figure 13.14 – Géométrie pour la méthode de Bullington.

Sans entrer dans les détails, Bullington suggéra, en 1947, une solution très simple

consistant à prolonger les droites s’appuyant sur les horizons ; puis calculer l’affaiblisse-
ment comme s’il s’agissait d’un seul écran virtuel placé à la distance d′1 (d

′
2) et de hauteur

!′ correspondant au point d’intersection. La géométrie employée apparâıt sur la figure
13.14. La prévision s’avère trop optimiste dans plusieurs situations sans qu’il soit possible
de trouver des facteurs correctifs.
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RT
d1 d12 d2

!1

!′2
!2

nouveau trajet direct
pour le second obstacle

Figure 13.15 – Géométrie pour la méthode de Deygout.

13.4.2 Méthode de Deygout

Deygout en 1959, chercha donc une méthode plus proche de la réalité. Le raisonnement
physique de base s’appuie sur celui de Huygens et la géométrie apparâıt à la figure 13.15.

Les étapes sont :

• rechercher d’abord l’écran ayant la plus grande importance au regard du calcul de
Fresnel i.e. celui qui offre le plus grand rapport !k/r1k (k = 1, 2) obtenu comme si
chaque écran était isolé ;

On suppose pour le reste des étapes que l’écran principal est le premier. Alors :

• calculer l’atténuation provoquée par cet écran seul Ldiff1 comme dans la section

précédente;

• si l’écran principal masque le trajet direct (!1 > 0), on entreprend l’étude du
second écran Ldiff2 ̸= 0 dB ; sinon, on considère que le second écran n’aura aucune
contribution Ldiff2 = 0 dB.

• prendre, cette fois, le trajet partant du sommet du premier écran vers le point
de l’autre côté comme étant le nouveau trajet direct ; en conséquence la hauteur

effective du second écran !′
2, devient la distance séparant son sommet du nouveau

trajet direct ; les distances deviennent d′1 = d12, d′2 = d2 ; et il faut calculer un

nouveau rayon de l’ellipsöıde de Fresnel r′12 ;

• calculer l’atténuation provoquée par ce second écran sur le nouveau trajet direct

(appelé sous-trajet) comme dans la section précédente ;

• additionner directement les deux atténuations (en dB) pour obtenir l’atténuation

causée par les deux écrans.

Lorsque les écrans sont d’importances presque égales, un terme correctif est prévu :

Ldiffc2 [ dB] =

(

20 log

(
2

1− ξ/π

)

− 12

)(
!2/r12
!1/r11

)2
√
2!1/r11

(13.21)

ξ = arctan

(√

d12d

d1d2

)

. (13.22)
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Évidemment, si l’écran principal était le second, il suffit d’intervertir les indices k, 1
et 2, depuis la seconde étape. On vérifie, de plus, que la procédure complète respecte le

principe de réciprocité du canal de propagation.

Si le parcours passe par plusieurs écrans pouvant produire de la diffraction, les cal-
culs se compliquent. À chaque itération, on détermine l’écran principal. On calcule alors
l’atténuation qu’il produit comme s’il était seul. On s’intéresse ensuite à chacun des sous-

trajets de chaque côté de cet écran et on répète l’opération : détermination de l’écran
principal sur le sous-trajet et calcul de son atténuation. On répète jusqu’à épuisement de

tous les écrans.

Malheureusement, dans une région urbaine, la diffraction multiple est quelque chose

de courant pour des fréquences relativement basses. Au fur et à mesure que la fréquence
augmente, les rayons des ellipsöıdes de Fresnel s’amenuisent et les conditions de validité

deviennent plus facile à satisfaire. La méthode de Deygout peut se généraliser via plusieurs
itérations en commençant par les écrans les plus importants.

Exemple 13.3

d12 = 10km

!1 = 200m !2 = 200m

d1 = 25km d2 = 15km

Figure 13.16 – Profil de propagation pour l’exemple 13.3.

Soit le profil de propagation apparaissant sur la figure 13.16 pour un lien à
900 MHz (λ = 0.333 m).

# Estimez les pertes par diffraction en utilisant les méthodes de Bullington et de

Deygout.

Bullington

Avec un peu de géométrie, l’emplacement de l’écran équivalent est :

!
′ = (200/25) d′1 = (200/15)(50− d′1) =⇒ d′1 = 31.25 km

et d’une hauteur de :

!
′ = (200/25)(31.25) = 250 m .
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On travaille maintenant comme s’il n’y avait qu’un seul écran :

r1 = 31.623

√

0.333
(31.25)(18.75)

50
= 62.5 m .

Selon (13.15) :

w =
√
2
250

62.5
− 0.1 = 5.56

d’où

Ldiff = 6.9 + 20 log(
√

(5.56)2 + 1 + 5.56) = 27.89 dB .

Deygout

On commence par déterminer lequel des 2 obstacles est le plus important :

r11 = 31.623

√

0.333
(25)(25)

50
= 64.54 m

r12 = 31.623

√

0.333
(35)(15)

50
= 59.16 m

puis

!1/r11 = 200/64.54 = 3.10

!2/r12 = 200/59.16 = 3.38 .

Donc l’obstacle de droite (#2) est plus important que celui de gauche (#1).

En prenant seulement celui de droite (#2), on obtient une première atténuation

par diffraction :

w =
√
2(3.38) − 0.1 = 4.68

Ldiff2 = 6.9 + 20 log(
√

(4.68)2 + 1 + 4.68) = 26.42 dB .

On calcule l’effet de l’obstacle de gauche (#1). Sa hauteur effective devient :

!
′
1 = 200 − (200/35) d1 = 57.14 m .

Ainsi :

r′11 = 31.623

√

0.333
(25)(10)

35
= 48.8 m

w =
√
2
57.14

48.8
− 0.1 = 1.56

Ldiff1 = 6.9 + 20 log(
√

(1.56)2 + 1 + 1.56) = 17.55 dB .
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A cela, on ajoute le facteur de correction pour des écrans d’importances égales :

ξ = arctan

(√

(10)(50)

(25)(15)

)

= 0.86

Ldiffc2 =

(

20 log

(
2

1− 0.86/π

)

− 12

)(
3.10

3.38

)

︸ ︷︷ ︸

0.917<1

2
√
2(3.38)

= −1.4 dB .

La perte de diffraction vaut :

Ldiff = 26.42 + 17.55 − 1.4 = 42.57 dB .

On remarque que l’estimé de la perte de diffraction selon Bullington semble
plutôt optimiste.
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Exercices

Question 1

Pour des liaisons de 40 km aux fréquences de 80MHz, 400MHz et 2GHz ; calculez le
rayon du premier, deuxième, troisième et quatrième ellipsöıdes de Fresnel à mi-parcours.

Question 2

Une antenne circulaire reçoit un signal autour d’une fréquence porteuse de 400MHz.
La directivité de l’antenne est de 50. L’onde est polarisée horizontalement.

Tracez la première ellipsöıde de Fresnel dans les environs de l’antenne.

Question 3

Deux antennes agissent dans un lien microonde à une fréquence de 2GHz. Elles sont
placées à 100m et 75m respectivement au dessus du sol moyen ; et sont espacées de 12 km.

Déterminez le rayon des trois premières ellipsöıdes de Fresnel en élévation aux distances
suivantes :

a) au quart du parcours ;

b) à mi-parcours ;

c) au trois-quarts du parcours.

Question 4

Une arête vive séparant deux stations opérant à 775MHz, est considérée comme un

écran transversal mince et absorbant. La puissance émise par le dipôle λ/2 située à 100m
de hauteur par rapport au niveau de la mer, atteint 75W. Le dipôle récepteur à 30 km de
l’autre en ligne droite, est lui, à 160m de hauteur.

Trouvez la valeur de l’affaiblissement provoqué par la diffraction et le niveau du champ
électrique incident sur l’antenne de réception si :

a) l’arête est à 10 km du site d’émission et a une hauteur de 120m ;

b) l’arête est à 5 km du site d’émission et a une hauteur de 120m ;

c) l’arête est à 10 km du site d’émission et a une hauteur de 100m ;

d) l’arête est à 10 km du site d’émission et a une hauteur de 170m.

Question 5

Deux obstacles assimilables à des écrans minces et absorbants, s’interposent dans une
liaison de 100 km. Les deux obstacles ont une hauteur identique (mais leurs importances
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ne sont pas comparables) de 228m au dessus du trajet direct. Un premier est situé à
5.4 km de l’antenne d’émission, tandis que le second est à 84 km de l’antenne de réception

(soit 16 km de l’antenne d’émission).
Par calculs approchés, estimez l’affaiblissement de diffraction à 450MHz selon :

a) la méthode de Bullington ;

b) la méthode de Deygout.

Sachez que l’intégrale double de Millington donnerait Ldiff = 38 dB.

Question 6

Sur un parcours de 50 km, deux écrans minces et absorbants gênent la communication.
Le premier, à 25 km de l’une des antennes, est 200m plus haut que la trajet direct. Le
second se situe à 10 km plus loin.

Suivant Deygout, déduisez l’affaiblissement de diffraction à 900MHz si le second écran
a :

a) 75m de hauteur au-dessus du trajet direct.

b) 150m de hauteur au-dessus du trajet direct.

c) 200m de hauteur au-dessus du trajet direct ;

d) 250m de hauteur au-dessus du trajet direct ;

e) 350m de hauteur au-dessus du trajet direct.

Utilisez les termes de correction si nécessaire (surtout celui pour importances égales).

Réponses :

1.

f [MHz] r1 r2 r3 r4
80 193.6 273.9 335.4 387.3
400 86.6 122.5 150 173.2
2000 38.7 54.8 67.1 77.5

2.

0.375m

0.1875m

3. a) r1 = 18.37m; r2 = 25.98m; r3 = 31.82m; b) r1 = 21.21m; r2 = 30.00m;
r3 = 36.74m;

c) r1 = 18.37m; r2 = 25.98m; r3 = 31.82m.
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4. Elibre = 2.027mVrms/m ;

a) Ldiff = 6 dB, Ei = 1.013mVrms/m ;

b) Ldiff = 9.07 dB, Ei = 0.7135mVrms/m ;

c) Ldiff = 1.54 dB, Ei = 1.697mVrms/m ;

d) Ldiff = 16.34 dB, Ei = 0.309mVrms/m.

5. a) Ldiff.Bull = 28.35 dB ; b) Ldiff.Dey = 37.7 dB.

6. Ldiff = Ldiff1 + Ldiff2 − Ldiffc2

a) Ldiff = (25.67 + 0− 0) dB ; b) Ldiff = (25.67 + 13.6− 0.55) dB ;

c) Ldiff = (17.54 + 26.4− 1.4) dB ; d) Ldiff = (11.24 + 28.36− 0.08) dB ;

e) Ldiff = (0 + 31.3− 0) dB.





Chapitre 14

Réfraction troposphérique

14.1 Introduction

Dans les profils de propagation, il est plus simple de considérer :

• la terre comme étant plane ;

• la propagation des ondes en ligne droite.

Malheureusement, ces suppositions ne tiennent plus lorsque la distance entre deux postes
prend de l’importance. Il ne faut pas oublier que sur un profil de propagation, l’échelle

verticale est beaucoup plus fine que celle horizontale, plus compressée.

Du moment que la courbure terrestre devient non-négligeable, un autre facteur doit
être pris en compte : la courbure des ondes radio dans la troposphère est, en effet com-
parable à celle de la terre. Ce phénomène s’appelle la réfraction troposphérique i.e.

un changement d’orientation progressif et faible des ondes (rien de comparable à la
réflexion). Les mécanismes responsables du phénomène sont étroitement liés à la variation

de l’indice de réfraction selon l’altitude1 causée par les irrégularités atmosphériques. La
réfraction change la valeur de l’horizon tel que vu par l’onde radio. On parle donc d’horizon

géométrique (par une extension malheureuse, horizon optique) et d’horizon radio.

La situation devient plus complexe avec la courbure des ondes car le système met en
présence deux arcs de cercles de rayons différents : celui de la terre R, de 6370 km ; celui

des ondes Ro (voir figure 14.2).

Avant de commencer l’étude, il importe de dire que l’effet troposphérique est considéré
négligeable lorsque celui de la courbure de la terre l’est aussi. Or, on démontre que la
supposition d’une terre plane tient tant que :

dterre plane[ km] ≤
100

f 1/3[MHz]
. (14.1)

1La loi de Snell-Descartes utilise les indices de réfraction nk pour prédire l’angle de transmission étant
donné l’angle d’incidence à la jonction de deux milieux.
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14.2 Indice et cöındice de réfraction

14.2.1 Variables climatiques

La troposphère est l’une des 4 couches bien définies qui forment l’atmosphère ; les trois
autres étant la stratosphère, la mésosphère et la thermosphère. C’est la plus basse des

couches s’étendant sur 6 km d’altitude à partir du sol aux pôles, et jusqu’à 14 km à
l’équateur. On y retrouve des phénomènes météorologiques importants dûs à l’évaporation,

à la chaleur et à la gravité. Il y a variation des 3 facteurs climatiques présents, en fonction
de l’altitude h :

• de la température T (h)[K] ;

• du degré d’humidité quantifié à partir de la pression hydrométrique e(h)[mbar] ;

• de la pression atmosphérique p(h)[mbar].

Ces paramètres influencent directement la permittivité ϵ, car les paramètres électriques du

matériau dans lequel l’onde se propage, varient. La permittivité change donc en fonction
de l’altitude h d’où l’explication à la courbure des ondes dans la troposphère lorsqu’on

applique la loi de Snell-Descartes.

14.2.2 Relation de Smith-Weintraub

On démontre que la permittivité relative, ou constante diélectrique, dans la troposphère
s’exprime ainsi :

ϵr = ϵr(T (h), p(h), e(h)) (14.2)

= 1 +
155.1× 10−6

T

(

p+
4810e

T

)

. (14.3)

Puisque les variables dépendent toutes de l’altitude alors la constante diélectrique est une

fonction de h si les relations T (h), p(h) et e(h) sont connues.
D’autre part, comme la vitesse de propagation vp = c/

√
ϵr, l’indice de réfraction n,

est préféré :
n =

√
ϵr. (14.4)

On assume aussi que n demeure un nombre réel sauf aux fréquences micro-ondes (centi et

millimétriques) où il y a absorption2. Par l’approximation binômiale de l’équation (14.3),
on obtient :

n ≈ 1 +
77.6

T

(

p+ 4810
e

T

)

× 10−6. (14.5)

En choississant des valeurs possibles pour les variables climatiques à différentes alti-
tudes, on remarque que l’indice de réfraction est à peine supérieur à l’unité au sol ; et qu’il

décrôıt graduellement vers l’unité au fur et à mesure que l’on s’élève dans la troposphère.
À preuve :

2La partie imaginaire de la constante diélectrique complexe est liée aux pertes par effet joule dans le
milieu de propagation.
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• avec T = 290K, p = 1013mbar et e = 10mbar, l’indice de réfraction de l’air est de
1.000315 ;

• en altitude, la température descend par exemple, à T = 280K, et les pressions à
p = 900mbar, e = 7mbar ; l’indice vaut alors 1.000283.

L’écart même faible, va jouer un rôle significatif.
Avec des nombres si proches de l’unité et des gradients si faibles, on introduit un

cöındice de réfraction noté N , défini comme :

N = 106(n− 1). (14.6)

L’équation (14.5) placée dans (14.6) donne la relation de Smith-Weintraub :

N ≈
77.6

T

(

p+ 4810
e

T

)

(14.7)

14.2.3 Modèle de troposphère standard

Pour trouver la façon dont varie l’indice de réfraction selon l’altitude, il faut connâıtre

les relations entre les variables climatiques et l’altitude h. Des modèles mathématiques
simples de la troposphère sont généralement employés en terme du cöındice de réfraction.
Il existe une version répandue pour la troposphère standardisée i.e. une tropospère (avec

h < 2.5 km) où les variables climatiques T , p et e suivent :

T (h)[K] = 290 − 6.5h[ km] (14.8)

p(h)[mbar] = 1013 − 117h[ km] (14.9)

e(h)[mbar] = 10 − 3.5h[ km] . (14.10)

De ces équations, on obtient No = 315.45 au sol et N(0.1 km) = 311.55 (et N(1km) ≈ 276)
d’où un gradient de N(h) au sol pour la troposphère standard équivalent à :

[
dN(h)

dh

]

h=0

= −39 km−1 . (14.11)

On peut simplifier davantage les équations pour parvenir à deux modèles de base :

• modèle linéaire :

N(h) = No − 39h[ km] (14.12)

• modèle exponentiel :
N(h) = Noe

−ah[km] (14.13)

où a = 39/No pour avoir un gradient de −39 km−1 au sol

• modèle exponentiel amélioré (DG)

N(h) = No + Na(1− e−ah[km]) (14.14)

où a = 39/Na pour avoir un gradient de −39 km−1 au sol et Na = 615 pour avoir un
gradient de −44 km−1 à h = 2 km avec les variables climatiques de la troposphère
standard.
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Dans tous les modèles, le choix de No dépend de l’emplacement géographique : de 280
dans le Sahara, à 380 dans l’océan Indien. La variable a s’ajuste pour donner le gradient

au sol désiré.

14.3 Courbure des ondes et facteur K

dh dhnk+1

nk

nk−1

θk

θk+1

θk−1 dψ
k

Ro

dψ
k

dsk

ψk

Figure 14.1 – Loi de Snell-Descartes appliquée à des strates et rayon de courbure de l’onde.

Le changement d’orientation des ondes électromagnétiques passant au travers d’un
milieu à un autre dont la permittivité ou indice de réfraction diffère, est gouvernée par la

loi de Snell-Descartes. Pour l’étude de la réfraction troposphérique, il s’agit de stratifier
la troposphère en fines couches horizontales comme illustré à la figure 14.1, puis de faire

tendre l’épaisseur des couches vers zéro. La loi de Snell-Descartes est appliquée à chaque
interface :

nk sin θk = nk+1 sin θk+1 = constante. (14.15)

Comme l’indice de réfraction diminue normalement lorsque l’altitude augmente (nk >
nk+1), les ondes courbent normalement dans le même sens que la courbure de la terre
comme il est montré i.e. en s’éloignant de la normale au plan horizontal (θk < θk+1).

l’onde radio

équivalentréel

parcours de

R̃ = KR
R = 6370 km

Ro

Figure 14.2 – Courbures des ondes et de la terre ; courbure équivalente.
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Une façon simple de tenir compte de la courbure terrestre et des ondes simultanément,
consiste à :

• modifier le rayon terrestre réel R (6370 km) par un facteur appelé facteur K ;

• utiliser une propagation rectiligne des ondes.

Cela apparâıt sur la figure 14.2. Par exemple, une courbure des ondes radios dans la

troposphère suivant le même sens que celle de la terre, équivaut à prendre un rayon
terrestre plus grand K > 1 avec une propagation en ligne droite. Le rayon terrestre

équivalent R̃ devient simplement :
R̃ = KR . (14.16)

Le concept de rayon de courbure terrestre équivalent permet une simplification des tracés
(donc des calculs à faire) car les ondes voyagent suivant une droite au dessus d’un terre

plus ou moins courbée.
En fait, l’opération mathématique revient à trouver la courbure équivalente qui est

simplement la différence des courbures : celle de la terre moins celle des ondes. Or la
courbure est inversément proportionnelle au rayon de courbure. On trouve alors le rayon
de courbure équivalent terrestre R̃, directement du rayon de courbure terrestre réelle R,

et de celui des ondes dans la troposphère Ro :

1

R̃
=

1

R
−

1

Ro
. (14.17)

Il faut maintenant déterminer K en fonction des variables climatiques, ou plus direc-
tement, de N(h). En fait, on a besoin d’exprimer Ro. Pour ce faire, on utilise d’abord la
relation bien connue entre la longueur d’arc et le rayon i.e. ds = Ro dψ en référence à la

figure 14.1. Donc :
1

Ro
=

dψk

dsk
(14.18)

Avec l’angle complémentaire ψk, et en différenciant chaque côté de l’équation (14.15)
par rapport à s, on obtient ensuite :

d(nk cosψk)

ds
= cosψk

dnk

ds
− nk sinψk

dψk

ds
= 0 . (14.19)

d’où on tire, en remarquant que sinψk = −dh/dsk sur la figure 14.1 :

1

Ro
=

cosψk
dnk
ds

nk sinψk
= −

cosψk(
dnk
dh )

nk
. (14.20)

En utilisant (14.20) dans (14.17), puis dans (14.16), on aboutit finalement à l’expression
du facteur K :

R̃ =
nk

nk − R
(

cosψk(−dnk
dh )
)

︸ ︷︷ ︸

K

R . (14.21)

Les expressions du rayon terrestre équivalent R̃, et du facteur K en particulier, se simpli-
fient considérablement lorsqu’on assume que :
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• nk ≈ 1

ce qui importe ce n’est pas tant la valeur de nk mais la différence entre nk et nk+1

dans la loi de Snell-Descartes ;

• cosψk ≈ 1

les liaisons dans la troposphère se font sur de grandes distances horizontales mais

sur de faibles écarts en altitude ;

• R = 6370 km .

K ≈
1

1 + 6370(dndh [ km
−1])

(14.22)

≈
1

1 + 6.370× 10−3 dN
dh [ km

−1]
. (14.23)

Il est impossible d’utiliser la troposphère en réflexion : au mieux, lorsque les ondes se
propagent horizontalement3, la troposphère ne parvient qu’à faire courber les ondes d’où

le terme réfraction. La courbure infligée aux rayons par la troposphère devient nulle (rayon
infini) avec un angle complémentaire tendant vers 90◦. L’utilisation de la troposphère se
limitera donc aux longs trajets entre deux postes au sol.

On voit, à partir de (14.23), que la connaissance de la variation de l’indice de réfraction
selon l’altitude, suffit. Si cette variation est uniforme alors le facteur K est constant quelle

que soit l’altitude. Dans le cas contraire, le facteur K peut varier et l’analyse se complique.
Avec le modèle linéaire d’une troposphère standard, le gradient du cöındice de réfraction

vaut −39 km−1 d’où :

Kstd =
4

3
(14.24)

R̃std = 8490 km . (14.25)

Pour différentes conditions climatiques, la facteurK peut prendre des valeurs très diverses.

Le tableau 14.14 résume quelques cas possibles. On note que K peut devenir négatif si la
courbure des ondes devient plus grande que celle de la terre ; ou devenir infini si les deux

courbes sont parallèles.
Ainsi à mesure que K diminue, l’effet de courbure équivalente de la terre se fait de

plus en plus sentir. Dans une représentation à trajectoire rectiligne avec rayon terrestre
équivalent, le tableau 14.1 correspond aux situations de la figure 14.3.

14.4 Types de réfraction

Parmi la gamme de valeurs très étendue que peut prendre K, on a défini des régions
spécifiques de réfraction. Le gradient du cöındice dN/dh, permet aussi l’interprétation de

3La liaison horizontale est celle ou l’effet de la troposphère est maximum.
4Ct est la courbure de la terre (1/R) ; Co, celle des ondes (1/Ro) et ∆C est la différence de courbure

(1/R̃)
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Hypothèse ∆C K

Co = 1
4Ct

3
4R

4
3

Co = Ct 0 ∞

Co = 2Ct
−1
R −1

Co = −1
2Ct

3
2R

2
3

Table 14.1 – Facteurs K résultant de quelques hypothèses sur les courbures.

direct
trajet

K = 1

K = −1

K = 4/3

K = 1/2

K → ∞

Figure 14.3 – Effets des courbures équivalentes dans quelques hypothèses ; propagation recti-

ligne.

certains types de réfraction (voir l’équation (14.23)). La figure 14.4 montre que le type de

réfraction dépend finalement du rayon terrestre équivalent.

• Pour K = 1, le cöındice de réfraction est constant. Le trajet du rayon est rectiligne.
Il n’y a pas de réfraction.

• Pour une troposphère standard, le gradient du cöındice est d’environ −39 km−1.

La région (1 < K < 4/3) est considérée normale.

• Lorsque K > 4/3, les rayons sont plus courbés qu’en troposphère standard mais

leur courbure reste plus faible que celui de la terre. On parle de superréfraction.

• Avec un gradient du cöındice de −157 km−1, K devient infini. Dans ces circons-
tances, un rayon émis horizontalement suivrait la courbure de la terre et serait

guidé.

Le terme propagation guidée désigne une propagation dans les régions où dN/dh ≤
−157 km−1, soit K ≤ 0. Comme la courbure des ondes est plus grande que celle de

la terre, l’onde revient sur la terre et se réfléchit sur cette dernière. Ceci donne lieu à
un phénomène de guidage entre la troposphère à l’altitude où se déroule l’inversion,

et le sol. Le guidage est montré sur la figure 14.5.

• En cas d’infraréfraction (0 < K < 1), les rayons qui se propagent horizontalement
sont déviés vers le haut. Ce phénomène se traduit par une augmentation de l’affai-

blissement de propagation car le dégagement au-dessus du sol du trajet radio réel
est inférieur à celui obtenu par le calcul en espace libre comme sur la figure 14.6.
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Figure 14.4 – Rayon terrestre équivalent et type de réfraction versus le gradient du cöındice.

14.5 Horizon et portée

Une transmission radio en ligne de vue entre deux postes situés à la surface du sol d’une

terre sphérique, est limitée en portée par la courbure équivalente terrestre. La portée radio
tout comme la portée géométrique, dépend de :

• la hauteur des antennes ;

• la distance séparant les postes.

Pour la portée radio, l’influence de la troposphère se fait via le facteur K qui modifie le
rayon terrestre. Le rayon de courbure équivalent de la terre R̃, vient donc qu’à limiter

la transmission entre deux points. La diffraction causée par une surface courbe sera le
mécanisme de propagation trans-horizon.

La portée maximale est maintenant donnée par :

dmax =
√

2R̃
(√

ht +
√

hr

)

(14.26)

où ht et hr sont respectivement les hauteurs des antennes d’émission et de réception.

Quant à l’horizon, il se calcule en prenant une hauteur nulle pour l’une des antennes :

dhort,r =
√

2ht,rR̃ . (14.27)
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R = 6370 km
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dN/dh < -157

= -157
ondes descourbure dN/dh

Figure 14.5 – Réfraction avec guidage.

infraréfraction
courbure des ondes dN/dh > 0

R = 6370 km

Figure 14.6 – Infraréfraction.

Exemple 14.1

On veut utiliser le modèle exponentiel donné par (14.13) pour mesurer la
courbure des ondes dans la troposphère. Le modèle prend a = −1/3 et No =

300. Deux antennes de communication se situent à 25 m au-dessus du sol
moyen.

# Selon ce modèle, déterminez le rayon de courbure des ondes au niveau du sol

pour une propagation horizontale.

On utilise l’équation (14.20) dans laquelle

- l’indice de réfraction au sol nk ≈ 1 ;
- la variation de l’indice de réfraction est estimée à hk → 0 ;
- l’angle complémentaire ψ ≈ 0.

Il ne reste qu’à trouver dnk/dh au sol pour le modèle exponentiel :
[
dNk

dh

]

h=0

= No(−a) [e−ah]h=0
︸ ︷︷ ︸

1

= (300)(1/3)(1) = 100 km−1

alors de (14.6) :
[
dnk

dh

]

h=0

=

[
dNk

dh

]

h=0

/106 = 10−4 .

Finalement :
Ro ≈ −

1

dn/dh
= −

1

10−4
= −104 km
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ce qui indique que les ondes courbes vers le haut.

# Déterminez la distance maximale de visibilité entre les deux antennes.

L’expression (14.26) exige la connaissance au préalable du rayon de courbure

terrestre équivalent R̃, lequel est déduit de (14.17) :

1

R̃
=

1

6370
−

1

−104
=

1

3885.7
.

On trouve le même résultat directement avec le facteur K de (14.23) soit

K ≈
1

1 + 6.37× 10−3(100)
=

1

1 + 0.637
= 0.611

et R̃ = 0.611(6370) = 3885 km.

Donc, on a à partir de (14.26) :

dmax =
√

2(3885700)(
√
25 +

√
25) = 27900 m .

La comparaison avec la distance maximale de visibilité avec une troposphère
standard qui vaut 42 km, montre que la courbure des ondes est ici néfaste.

# En supposant une distance fixe de 27.9 km entre les deux antennes, donnez

l’ensemble des valeurs de K pour lesquelles les antennes sont en visibilité.

On a trouvé précédemment que K = 0.611 permet aux antennes de se voir. Un
rayon terrestre équivalent R̃ encore plus grand permettra toujours aux deux

antennes de rester en visibilité selon (14.26). Donc K ≥ 0.611 répond à la
demande.

Cependant, la propagation guidée améliore aussi la visibilité car la courbure

équivalent de la terre devient alors négative. Ainsi K < 0 (strictement négatif,
l’égalité n’est pas permise) doit aussi faire partie de l’ensemble des valeurs.

14.6 Représentation terre plane

L’approche alternative au problème de la réfraction troposphérique est :

• de considérer une terre plane ;

• d’altérer la courbure de l’onde radio.

Cette façon permet de mieux examiner les conduits troposphériques qui apparaissent

avec le phénomène de guidage par exemple. Cette représentation est aussi plus appropriée
lorsque le gradient de l’indice de réfraction n’est pas constant dans la zone d’intérêt ; ce

qui implique que le rayon terrestre équivalent change selon l’altitude où se propagent les
ondes. Ainsi, il devient impossible de tracer un profil avec rayon terrestre équivalent, ce
dernier changeant continuellement avec l’altitude.
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14.6.1 Indice et cöındice de réfraction modifiés

R2 = R + h2

ψ2

θ2

θ1
n2

h2

θ′1

n1

n0
dh

θ′0ψ0

ψ1

θ0

R0 = R

R1 = R + h1

Figure 14.7 – Loi de Snell appliqué à un milieu stratifié sphériquement.

Dans la représentation terre plane, on utilise une stratification qui superpose des

couches sphériques. De la figure 14.7, on tire que (règle des sinus) :

Rk+1

sin(π − θk)
=

Rk+1

sin θk
=

Rk

sin θ′k
. (14.28)

La loi de Snell-Descartes au niveau des interfaces, est :

nk sin θ′k = nk+1 sin θk+1 (14.29)

d’où, par élimination de θ′k+1 grâce à (14.28) et les angles complémentaires, on obtient

une version modifiée pour milieu sphérique de la loi de Snell-Descartes :

nkRk cosψk = nk+1Rk+1 cosψk+1 = constante. (14.30)

Bien sûr, la valeur de Rk pour k = 0 est le rayon terrestre réel R.

Pour une altitude h donnée, l’indice de réfraction correspondant nh peut s’écrire en
fonction de celui au niveau du sol no comme :

no cosψo =
(R + h)

R
nh cosψh = n∗

h cosψh (14.31)

ce qui ressemble beaucoup à la version terre plane de la loi de Snell-Descartes à condition
de prendre :

n∗ =
(R + h)

R
n ≈ n +

h

R
. (14.32)

L’indice de réfraction modifié n∗, est donc l’indice n auquel s’additionne un terme correctif

(h/R) qui traduit comment la courbure terrestre affecte le rayon réfracté. L’étude de la
réfraction troposphérique se ramène donc à celle d’une troposphère modifiée qui s’étend
au-dessus d’une terre plane.
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La nouvelle courbure du trajet de propagation de l’onde radio au dessus d’une terre
plane R̃o (en remplacement de Ro dans (14.20)), s’exprime maintenant en fonction de

l’indice de réfraction modifié. En assumant que cosψh → 1, alors :

1

R̃o

≈ −
dn∗

dh
. (14.33)

Le cöındice de réfraction modifié, noté malheureusement M , est déduit de n∗ de la
même façon que N de n :

M = 106(n∗ − 1) . (14.34)

Avec un modèle linéaire de la troposphère, les expressions pour l’indice et le cöındice

de réfraction modifiés sont maintenant :

n∗ = no + h
dn

dh
︸ ︷︷ ︸

n

+
h

R
= n + 157× 10−6 h[ km] (14.35)

M = 106(n− 1) + 157 h[ km] = N + 157 h[ km] (14.36)

De même pour le gradient :

dM

dh
= 106

(

dn

dh
+

1

R

)

=
dN

dh
+ 157[ km−1] . (14.37)

Les valeurs d’une troposphère standard donnent :

n∗ = no + 118× 10−6 h[ km]

M = No + 118 h[ km]

d’où

• Mo = 315 (comme No) ;

• dM/dh = 118[ km−1] ;

• C̃o = 1/R̃o = −118× 10−6[ km−1].

courbure équivalente
des ondes

Ro = 8490 km

Figure 14.8 – Propagation des ondes courbées sur un modèle terre plane.

La valeur de R̃o indique bien un rayon de 8490 km, comme sur le modèle à rayon

terrestre équivalent en prenant K = 4/3, mais la courbure est maintenant vers le haut
(signe négatif). La figure 14.8 illustre le principe. Le schéma de la figure 14.3 devient celui
de la figure 14.9.
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terre plane
K=1/2

K=−1

K→∞

K=4/3

K=1

Figure 14.9 – Effets des courbures équivalentes pour quelques cas ; modèle terre plane.

14.6.2 Types de réfraction

La représentation avec rayon terrestre équivalent ne s’applique facilement que si le gradient
dM/dh (ou dN/dh) reste constant selon l’altitude ; ce qui fournit une certaine valeur de
K fixe. Dans la majorité des cas, la situation est plus complexe et le type de réfraction

troposphérique est déterminé par M(h).
La représentation terre plane qui procède à partir de l’indice de réfraction modifié,

permet d’interpréter plus aisément plusieurs phénomènes associés à la propagation tro-
posphérique lorsque dM/dh devient une fonction de l’altitude. Il faut alors changer la

courbure du trajet de propagation de l’onde au fur et à mesure que l’onde progresse.
De (14.16) et (14.37), on trouve que :

K ≈
157

dM
dh [ km

−1]
(14.38)

d’où le rayon apparent de la terre est inversément proportionnel au gradient dM/dh.
Selon le gradient dM/dh, les situations suivantes surviennent :

• dM/dh > 0 : les ondes courbent vers le haut et s’éloignent du sol ;

• dM/dh = 0 : le rayon de courbure est infini et les ondes suivent le contour de la
terre ;

• dM/dh < 0 : les ondes courbent vers le bas.

Une analyse rapide du gradient dM/dh suffit pour diriger la progression des rayons vers

le haut ou vers le bas.
On peut essayer de faire correspondre les différents types de réfraction décrits précé-

demment, du gradient dM/dh :

• absence de réfraction (dM/dh = 157, K = 1) ;

• réfraction normale (118 < dM/dh < 157, 1 < K < 4/3) ;

• infraréfraction (dM/dh > 157, K < 1) ;

• superréfraction (0 < dM/dh < 118 ; K > 4/3) ;

• guidage (dM/dh ≤ 0).
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14.6.3 Conduits troposphériques

Un conduit troposphérique est le résultat d’un guidage qui rend l’onde prisonnière entre

deux altitudes. L’épaisseur d’un conduit peut varier de quelques mètres à peine, à plusieurs
centaines de mètres et permettre ainsi un ou plusieurs modes de propagation selon la

fréquence. Comme pour un guide d’onde, la fréquence de coupure5 fait que le mode se
propage ou non. L’intensité des champs reçus dépasse largement celle calculée pour la

propagation en espace libre car l’atténuation en 1/d2 ne tient plus.

L’onde peut alors se propager sur de très grandes distances tant et aussi longtemps

que les conditions atmosphériques lui ayant donné naissance, persistent. Elles sont relati-
vement stables et sont favorisées par :

• les climats chauds et humides ;

• les inversions de température provoquées par le refroidissement nocturne ;

• l’air marin : couche d’air humide surmontée d’une couche d’air sec et chaud ;

• les augmentations de température et chutes du taux d’humidité au-dessus des nuages.

La mer est un milieu particulièrement propice à la formation de conduits.

cas limite

cas limite

cas limite

Mo

Mo

Mo

h

h

h

Figure 14.10 – Formations de conduits troposphériques.

Il existe deux types de conduits troposphériques. La figure 14.10 montre la formation
de conduits selon le profil de M(h).

• Dans le premier type, le trajet de propagation de l’onde est tel que l’onde revient sur
la terre pour y être réfléchie. Le guidage se fait entre le sol et une certaine altitude

qui délimite la hauteur du conduit.

5La fréquence de coupure se détermine avec un seul indice car la largeur est considérée infinie, plusieurs
centaines de kilomètres.
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• Dans le second type, le conduit est surélevé. L’onde émise à une certaine altitude est
dirigée vers la bas à une altitude supérieure ; ou dirigée vers le haut à une altitude

inférieure. La hauteur du conduit correspond à la différence entre ces deux altitudes.

h

hh

MoMo

Mo

Figure 14.11 – Effets de l’angle d’attaque et de la position de l’antenne émettrice par rapport

au conduit.

Quel que soit le type de conduit, il faut que l’angle d’attaque ψo, permette au signal

de rester dans le conduit. Plusieurs possibilités s’offrent comme sur la figure 14.11. Seules
des méthodes d’analyses numériques arrivent à estimer, selon le cas, l’intensité du signal

reçu. L’une d’elles, appelée “Split-Step-Fourier”, utilise une approximation parabolique
de l’équation d’onde différentielle :

∂2Ē

∂r2
+

∂Ē

r∂r
+
∂2Ē

∂z2
+ β2(r, z)Ē = 0 (14.39)

avec β = n∗(r, z)βo et, où on pose :

Ē(r, z) =

√

1

βor
ejβor ū(r, z) . (14.40)



! 14-270 Réfraction troposphérique

Exercices

Question 1

Une antenne émettrice de télévision est placée à une hauteur de 300m au dessus du

niveau moyen du sol. Calculez la distance approximative de ligne de vue radio si la hauteur
typique de l’antenne de réception est de 10m au dessus du sol moyen et que la réfraction
troposphérique équivaut à K = 0.7, 4/3, 2.0.

Question 2

Un lien radio utilise 2 antennes paraboliques de 1m de rayon opérant à 35GHz. L’an-
tenne émettrice est à une hauteur de 500m au-dessus du sol moyen, et est ajustée pour

que le lobe principal soit horizontal i.e. tangentiel à la surface terrestre locale.

Évaluez la hauteur de l’antenne de réception se trouvant à 42 km pour que le signal
reçu soit maximal (direct dans le lobe principal de l’antenne d’émission) en supposant des

conditions troposphériques standards.

Question 3

En se référant à la définition du facteur K, déterminez la valeur du facteur K pour
chacune des trajectoires des ondes dans la troposphère. Vous avez le choix parmi les

valeurs suivantes : -1, 1/2, 3/4, 1, 4/3, 4 et ∞.

radio
parcours 

modele trajectoire courbe
               rayon terrestre reel

courbure terrestre
(K = 1)

K4

K3

K2

K1

radio
parcours

               rayon terrestre equivalent
modele trajectoire rectiligne

courbure terrestre equivalente

K5

K = 1K8

K7

K6

Question 4

Exprimez la variation en altitude de l’indice de réfraction (dn/dh) en termes séparés
des variations en altitude des paramètres qui l’influencent soit température, pression et

taux d’humidité.

Question 5

Retrouvez le rayon terrestre équivalent pour une onde radio si les conditions cli-
matiques sont telles que la variation en altitude de l’indice de réfraction (dn/dh) vaut
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−78× 10−6/ km.

Question 6

Lorsque le gradient du cöındice de réfraction dN/dh[ km−1] est de -39, 0, +39 et -157,

trouvez :

a) le rayon de courbure des ondes dans la troposphère Ro ;

b) le rayon de courbure équivalent des ondes dans le modèle terre plane R̃o au sol et à
une altitude h = 300 m.

Réponses :

1. d = 61.17 km, 84.42 km, 103.39 km.

2. hr = (103.86 + 500)m = 603.86m.

3.

radio
parcours 

courbure terrestre

K4 = ∞

(K = 1)

K1 = 1/2

K2 = 1

K3 = 4

radio
parcours

K7 = 4/3

K = 1

K5 = −1

K6 = ∞

K8 = 3/4

4. dn/dh = −
(

77.6×10−6 P
T 2 + 0.7465 e

T 3

)
dT
dh ;

dn/dh = 77.6×10−6

T
dP
dh ; dn/dh = 0.3733

T 2
de
dh .

5. R̃ ≈ 12660.5 km.

6. a) Ro = 25480 km, ∞, −25480 km, 6370 km ;

b) R̃o = −8490 km, −6370 km, −5100 km, ∞.

Même résultat quelle que soit l’altitude car dn∗/dh = dn/dh+ 1/R.





Chapitre 15

Liens micro-ondes

15.1 Introduction

Maintenant que les outils fondamentaux sont présentés, il devient possible d’étudier en

détail l’établissement de liens de communication par voie hertzienne à des très hautes
fréquences (quelques GHz et plus) : les liaisons micro-ondes.

Dans un lien micro-onde, les antennes ont une directivité très grande à cause du rapport

élevé entre les dimensions de l’antenne (souvent des antennes paraboliques) et la longueur
d’onde dans les deux plans, horizontal et vertical. Cette directivité élevée implique un lobe

principal très étroit qui justifie, jusqu’à un certain point, la négligence de toutes ondes
autres que celle directe ou celle diffractée. Les ondes émises et reçues ailleurs que dans

la direction du trajet direct sont fortement atténuées car les gains des antennes dans ces
directions sont nettement plus faibles si les antennes sont alignées convenablement. Le
seul mode de propagation susceptible de relier les deux postes est le signal direct. C’est

pourquoi :

• on recherche toujours un profil de propagation assez dégagé ;

• on tient compte de la courbure terrestre et de celle des ondes

entre les deux postes. D’ailleurs, on place souvent les antennes du lien sur des endroits

élevés : montagnes, mats, etc. pour avoir la meilleure ligne de vue radio.

15.2 Profil de propagation

Il était d’usage, à cause de la simplicité et des moyens disponibles, de prendre les données

topographiques du terrain au-dessus duquel la liaison est envisagée et de les reporter sur
un papier graphique adapté à divers facteurs K. Celui de la figure 15.1 en est un exemple.

On obtenait directement le profil terrestre radio équivalent avec propagation rectiligne.
Ce papier existait particulièrement avec un rayon 4/3 et le choix d’échelles verticales est

assez vaste.
Avec l’ordinateur, on peut tracer plus facilement le profil de propagation radio. Les

calculs procèdent par un réajustement des données topographiques fonction du rayon de
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Figure 15.1 – Papier 4/3.
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Figure 15.2 – Profil de propagation radio avec hauteurs effectives.

courbure terrestre équivalent et du déplacement. Le résultat donne le profil tel que vu par
l’onde radio comme sur la figure 15.2.

On peut toutefois résumer le profil en ne prenant que les points d’obstacles importants
du profil de propagation i.e. ceux susceptibles d’avoir une influence (arbres élevés, edifices,

collines, montagnes ou autres). La hauteur effective de chacun de ces obstacles heq, est
ensuite déterminée par (15.1) avant d’être reportée sur du papier quadrillé usuel :

heq[m] = h[m] +
0.0785

K
︸ ︷︷ ︸

1
2KR[km]×(103)

(d1[ km]d2[ km]) (15.1)

= h[m] + ∆hR̃ (15.2)

∆hR̃ =
0.0785

K
(d1[ km]d2[ km]) . (15.3)
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Figure 15.3 – Géométrie pour calculs de hauteurs effectives.

Cette expression (15.1) s’obtient à partir de la géométrie du cercle. Un théorème dit

que le triangle △AEG est similaire au triangle △FBG de la figure 15.3. La hauteur
ajoutée ∆hR̃ à la hauteur de l’obstacle par rapport au niveau de la mer1 varie selon la
position relative de l’obstacle entre les deux antennes du liens (d1 ou d2). Il faut donc

calculer une nouvelle valeur de ∆hR̃ pour chacun des obstacles.

15.3 Dégagement du lien

Le meilleur critère pour évaluer le dégagement d’un lien micro-onde, reste les zones de
Fresnel sur un profil de propagation utilisant le rayon terrestre équivalent. Normalement, le

dégagement de la première zone de Fresnel suffit. En effet, en se référant à la figure 13.11,
avec une antenne émettrice isotrope, la perte de puissance par diffraction est presque

nulle lorsque l’obstacle n’entre pas dans la première zone ; une antenne plus directive
diminuera davantage cette perte. De plus, une fois la première zone dégagée, on s’assure

d’aucune obstruction (les divers signaux qui se réfléchissent sur ou les obstacles entrent
en interférence avec le signal direct mais leurs amplitudes sont très faibles).

Lorsque la première zone de Fresnel ne peut être complètement dégagée, une perte

d’obstruction s’additionne à la perte en espace libre. Si l’obstacle obstrue de plus en
plus la ligne de vue radio, la perte augmente mais un signal peut être capté à cause du

phénomène de diffraction. En conclusion, il suffit, avec des antennes très directives comme
celles employées dans un lien micro-onde, de dégager la première zone de Fresnel. Dans la
pratique cependant, on considère que le dégagement aux 2 tiers (!/r1 < −2/3) convient

car ce dégagement plus faible suffit pour assurer aucune perte de diffraction et permet
des mâts d’antenne plus courts donc des coûts d’installation inférieurs.

On ajoute donc le rayon de l’ellipsöıde de Fresnel à la hauteur équivalente des points
importants du profil de propagation pour visualiser l’altitude où le dégagement est obtenu.

Encore ici, la position de l’obstacle entre les deux antennes modifie le rayon de l’ellipsöıde.

1On rencontre aussi le terme “hauteur au-dessus du sol moyen” dans les cahiers de charge ; cela revient
au même car seule la référence change.
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Figure 15.4 – Dégagement de la première zone de Fresnel pour un lien micro-onde.
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Figure 15.5 – Effet de la courbure terrestre pour le dégagement du lien.

Tout rayon rectiligne passant au-dessus de l’ensemble des hauteurs heq + rk permet le
dégagement du lien avec les conditions troposphériques spécifiées. Pour ce faire, on ajuste

la hauteur des antennes comme cela apparâıt sur la figure 15.4. Lorsque les conditions
changent, il se peut que le dégagement ne se fasse plus (voir figure 15.5).

Dans une région où le facteur K peut prendre une panoplie de valeurs, le pire cas doit
être considéré. Celui-ci correspond à la valeur la plus faible de K car la courbure terrestre

équivalente est alors plus prononcée et les antennes devront être plus élevées pour assurer
le dégagement. En pratique, selon les statistiques, on s’assure que le dégagement sera
suffisant avec une certaine probabilité.
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15.4 Principe

Lors de la conception du lien micro-onde, plusieurs paramètres doivent être considérés

dont certains sont directement dépendants de la fréquence d’opération choisie et du profil
de propagation du terrain entre les deux extrémités du lien :

• la directivité des antennes ;

• la hauteur des antennes pour déterminer l’atténuation par diffraction des obstacles
potentiels ;

• l’affaiblissement du signal qui comprend la dispersion en espace libre, les pertes
d’absorption par les gaz de l’atmosphère, des hydrométéores et de la végétation.

En fait, tout dépend d’un paramètre essentiel dans un système de communication, à
savoir le niveau de puissance minimal à la réception qui produit un rapport signal-à-bruit
SNR suffisant pour assurer la qualité de service avec la fiabilité exigée. Sans entrer dans

les détails, la qualité de service se résume en gros au taux d’erreurs maximal dans une
transmission numérique alors que la fiabilité, plus subjective, concerne la clarté minimale

requise du signal pendant un certain pourcentage de temps. Par exemple, la fiabilité d’un
interphone pourrait être une qualité sonore meilleure que 4 sur 5 pendant au moins 95%

du temps.

15.4.1 Rapport signal-à-bruit

La qualité de service ou la fiabilité fait intervenir des notions de processus stochastiques

reliées :

• au bruit électronique N produit par l’électronique du système de réception ;

• a l’amplitude du signal reçu S à la sortie du récepteur.

Le bruit électronique est un signal parasite que l’on retrouve inévitablement dans
tous les circuits électroniques. Ce signal a une amplitude et une fréquence qui varient

aléatoirement selon des densités de probabilité différentes selon leur source. Le bruit ther-
mique (qui est celui le plus considéré) et le bruit de grenaille sont inhérents à toutes les

composantes ; le bruit thermique est souvent dit Gaussien blanc en ce sens que son ampli-
tude suit une loi Gaussienne de moyenne nulle et de variance égale à sa puissance, que son
spectre est uniforme sur une grande largeur de bande. Les autres types de bruits (bruit de

scintillation, bruit en créneaux, bruit d’avalanche) sont produits par les semi-conducteurs
et dépendent principalement de leur qualité.

Quant au signal reçu, il fluctue aussi à cause des conditions climatiques environnantes
variables lesquelles influencent à la fois le facteur K (donc éventuellement les pertes par
diffraction) et les pertes dues aux hydrométéores.
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15.4.2 Calculs de pertes

Dans un système de communication, on assume la puissance du bruit connue et fixe. Seule

l’amplitude du signal reçu devient une variable dépendante des conditions météorologiques.
On peut trouver une valeur Kseuil qui garantie que K(t) > Kseuil pendant un pourcentage

du temps répondant aux critères exigés. De même pour les précipitations : les pertes dues
aux hydrométéores plus faibles que Lh [ dB] se retrouvent normalement dans tel pourcen-

tage du temps.

Une fois déterminées les valeurs de Kseuil et Lh dans les pires conditions pour une
qualité de service et une fiabilité données, les étapes à suivre sont :

• reporter sur papier quadrillé la hauteur physique (i.e. la hauteur par rapport au

niveau de la mer ou par rapport au “sol moyen”) de tout les obstacles susceptibles
de nuire au lien ;

• ajouter le ∆hR̃ selon le facteur Kseuil de réfraction troposphérique pour obtenir la

hauteur effective ;

• ajouter à la hauteur effective de ces obstacles, le rayon de la première zone de Fresnel
(ou d’une zone supérieure) r1 (rk) ;

• ajuster si possible, la hauteur d’une ou des antennes pour passer via une propagation
rectiligne au dessus des obstacles avec le dégagement nécessaire ;

• calculer l’affaiblissement de liaison en espace libre Lℓ, qui ne dépend que de la

longueur du trajet ;

• additionner à cet affaiblissement, l’effet de la diffraction par des écrans transversaux,
lequel devient important si la première zone de Fresnel n’est pas complètement

dégagée.

On obtient l’affaiblissement total de liaison LT en dB.

L’équation de Friis peut servir, dès lors, au calcul de la puissance délivrée par l’émetteur

sachant le niveau de puissance minimum requis au récepteur.

Exemple 15.1

R

200m

0 25km 75km

400m

200m

T

Figure 15.6 – Profil de propagation pour l’exemple 15.1.
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Un lien microonde à la fréquence de 1.2GHz (λ = 0.25 m) est conçu pour une
courbure terrestre équivalente telle queK = K1 = 0.9. Le profil de propagation

est reproduit sur la figure 15.6. De chaque côté du lien, on souhaite placer les
antennes sur des mâts ayant une même hauteur hmatt = hmatr = hm. Les 2

antennes sont des réflecteurs paraboliques identiques ayant une directivité de
26 dB en polarisation verticale.

# Estimez la hauteur des mâts pour que la première zone de Fresnel soit complè-
tement dégagée.

Sur le profil, il faut ajouter à la hauteur de l’obstacle hobs :

- la hauteur correspond à la courbure terrestre équivalent ∆hR̃=0.9R selon

(15.3) ;

- et le rayon de la première ellipsöıde de Fresnel r1 selon (13.6).

Les calculs sont les suivants :

r1 = 31.623

√

0.25
(25)(50)

75
= 64.55 m

∆h0.9R =
0.0785

0.9
(25)(50) = 109.03 m

hdirect = 200 + 64.55 + 109.03 = 373.6 m .

Avec un peu de géométrie et l’équation d’une droite h = md+ b, on arrive à :

- à d = 0 km
200 + hm = b

- à d = 75 km

400 + hm = m(75) + b

- à d = 25 km
373.6 = m(25) + b .

De ces 3 dernières expressions découlent m = 200/75 puis hm = 106.9m.

# Par une certaine journée pluvieuse, les conditions troposphériques font que la

courbure des ondes accentue la hauteur équivalente de l’obstacle. On établit
que les pertes par diffraction se chiffrent à 4.2 dB . Déterminez le nouveau

facteur K, notée K2.

Une perte par diffraction de 4.2 dB correspond à un !/r1 = −0.154 selon

(13.15), soit !K2 = −10.0 m. Puisque la hauteur du trajet direct au niveau de
l’obstacle sur le profil de propagation hdirect n’a pas changé, le nouveau ∆hK2R

vaut :

∆hK2R = hdirect + !K2 − hobs

= 373.6 + (−10.0)− 200.0 = 163.6 m
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Il faut faire attention avec la hauteur ! car elle est positive si le trajet direct
passe en dessous du sommet de l’obstacle i.e. hdirect + ! = hobs +∆hK . Pour

obtenir la valeur du ∆hK = 163.6m, le facteur K doit être égal à environ
K2 = 0.6 selon (15.3).

# Quelle est la puissance émise s’il faut au moins 0.5µW au récepteur lors de

cette journée de pluie avec R = 3mm/hre.

Les pertes dans le milieu s’élèvent à :

Lgaz = (0.0065
︸ ︷︷ ︸

α∗
O2

+ 0
︸︷︷︸

α∗
H2O

)[dB/km] (75)[ km] ≈ 0.5 dB

Lpluie ≈
(

0.00005(3)0.888
)

[dB/km](75)[ km] = 0.01 dB donc négligeable .

Avec l’affaiblissement usuel par dispersion (12.18), les pertes totales de liaison
atteignent :

LT = 32.44 +20 log(75) +20 log(1200)
︸ ︷︷ ︸

Ls = 131.6

−(26)
︸︷︷︸

Dt

−(26)
︸︷︷︸

Dr

+(4.2)
︸︷︷︸

Ldiff

+(0.5)
︸︷︷︸

Lgaz

= 84.3 dB.

La puissance émise doit être 84.3 dB de plus que celle reçue i.e. environ 2.7×108

fois plus élevée :

<Pt>≥ (2.7× 108)(0.5× 10−6) = 135 W .

On aurait pu procéder comme dans le chapitre sur les paramètres d’antenne.
Sachant que Aem = (0.25)2

4π (400) = 1.99m2 car Dr = 400, la densité de puis-

sance incidente vaut <Pi>= 0.5/1.99 ≈ 0.25µW/m2 d’où une puissance émise
sans perte < Pto >= 0.25 4π(75×103)2

400 = 45 × 106µW = 45W car r = 75 km
et Dt = 400. Il faut maintenant considérer les pertes qui se chiffrent à 4.7 dB

soit un facteur de 2.95. Ainsi, la puissance émise par ce temps de pluie vaut
au moins <Pt>≥ (45)(2.95) ≈ 135W .
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Exercices

Question 1

Déterminez la hauteur équivalent maximale d’un obstacle de 100m de haut, situé
au tiers d’un parcours de 50 km d’une liaison micro-onde à 3.5GHz. Les conditions tro-

posphériques de la région sont telles que le facteur K se situe entre 0.7 et 1.5.

Question 2

Un système micro-onde à 6GHz est employé pour une liaison entre deux stations
distantes de 50 km. Si le niveau du sol est considéré plat entre les deux stations :

a) calculez le rayon de la première zone de Fresnel à mi-parcours ;

b) tracez le profil topographique radio pour K = 4/3 ;

c) déterminez la hauteur des antennes requises pour dégager la première zone de Fresnel
en prenant ht = hr.

Question 3

On désire relier le point A au point B avec une liaison micro-ondes à 4.0GHz suivant

le profil du terrain représenté ci-dessous.

50

10 20 30 40 50 60 km

25
50
75

125
150
175
200
225
250
275

100
75
100
125
150
175
200
225
250
275

m

m

25

Faites les, dans les conditions standards de facteurs climatiques :

a) le profil de propagation radio et le dégagement de la première zone de Fresnel ;

b) les hauteurs d’antennes requises (paraboles de 2.5m de diamètre, D = 26dB).
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Question 4

Une liaison en ligne de vue UHF à 800MHz est réalisée entre deux antennes dis-

tantes de 30 km. L’antenne émettrice a une puissance isotropique rayonnée équivalente de
100 kW ; une directivité de 50 ; et une hauteur au-dessus du sol moyen de 300m. L’antenne

réceptrice est un dipôle λ/2 à 120m au-dessus du sol moyen. Sur le parcours, à 25 km du
site émetteur, l’onde directe rencontre une obstruction d’une hauteur de 150m assimilable
à un écran mince et absorbant. À cet endroit, l’effet troposphérique varie 0.6 < K < 2.0 .

Déterminez :

a) la puissance effective émise ;

b) la hauteur équivalent totale de l’obstacle et du dégagement de la première zone ;

c) le niveau du champ électrique incident sur l’antenne de réception dans le pire cas.

Réponses :

1. heqmax = 162.3m (heqmin = 129m).

2. a) r1 = 25.0m;

b)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0

5

10

15

20

25

30

35

40

d (km)

h 
(m

)

c) ht = hr = 61.8m.

3. a) h1eq = 200 + 39.74m, h2eq = 175 + 52.98m, h3eq = 175 + 47.10m;

r1,1 = 29.05m, r1,2 = 33.54m, r1,3 = 31.62m;
b) plusieurs solutions. celle passant par 2 sommets (1 et 2) avec somme minimale

des hauteurs :
hA ≈ 276− 175 = 101m, hB ≈ 247− 150 = 97m

hA = hB ≈ 100m.

4. a) <Pt>= 2 kW ; b) 194.4m < heq + r1 < 205.9m

c) Ldiff = 10.96 dB ; Ei = 84.265 dBµ = 16.34mVrms/m.



Chapitre 16

Ondes d’espace

16.1 Introduction

Lorsque le milieu de propagation contient des surfaces de séparation capables de réfléchir

ou guider une partie de l’énergie incidente, on considère des nouvelles contributions : l’onde
réfléchie et l’onde de surface. Ces contributions s’additionnent vectoriellement à celle de
l’onde directe (ce sont les champs qui s’additionnent). Leurs déphasages respectifs font

que le champ reçu est parfois plus faible, parfois plus fort que celui auquel on s’attendait
de recevoir dans l’espace libre. Dans le jargon des communications, le terme “fading”

désigne ce phénomène d’évanouissements locaux du signal reçu.
Cependant, il est difficile de connâıtre avec exactitude la relation de phase entre l’onde

de surface et l’onde d’espace, cette dernière étant formée de :

• l’onde directe ;

• de l’onde réfléchie.

On isole donc la composante de surface de celle d’espace en cherchant à rendre négligeable
l’une par rapport à l’autre à l’intérieur de la région d’intérêt. Ceci se réalise par l’in-
termédiaire de :

• un choix de la fréquence d’opération ;

• la hauteur des antennes et la distance entre elles selon la nature du sol...

L’onde d’espace nécessite autant que possible, un lien non obstrué (i.e. en ligne de

vue) entre les antennes sans quoi on doit faire intervenir les mécanismes de diffraction.
Elle est donc une région d’interférences.

16.2 Expression analytique

L’extrapolation des lois de l’optique (principe de Fermat, 1650) au spectre radio s’appelle
la méthode des rayons, faisant allusion aux rayons lumineux. Par la méthode des rayons, on
peut aisément exprimer analytiquement le champ électrique reçu à l’antenne de réception
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pour une onde d’espace comme la somme des phaseurs du champ électrique direct et de
celui réfléchi que l’on retrouve dans le premier item de droite de l’équation (11.12). Une

situation plus générale considère le diagramme de rayonnement de l’antenne d’émission1

et la dispersion respective des composantes :

Ēesp = IinCa

(

Fa(Ψd)
e−jβdd

4πdd
+ R̄v,h(θ)Fa(Ψr)

e−jβdr

4πdr

)

. (16.1)

Dans la grande majorité des cas, la distance séparant les antennes est de l’ordre de la

dizaine de kilomètres et plus, alors que les positions verticales des antennes sont de l’ordre
de la centaine de mètre tout au plus. Ainsi :

• Ψd et Ψr sont très proche l’un de l’autre, de sorte que Fa(Ψr) = Fa(Ψd) = Fa(Ψ) ;

• les distances dd et dr sont considérées égales à d pour le terme du module seulement ;
la différence des distances δr−d = dr − dd joue un rôle important au niveau du
déphasage entre les deux composantes.

En faisant les mises en évidence, et en posant Eo = IinCaFa(Ψ)/(4πd), on simplifie donc
(16.1) pour trouver :

Ēesp =

(
E1

dk

)

︸ ︷︷ ︸

Eo

e−jβd( 1
︸︷︷︸

directe

+ R̄v,h(θ)e
−jϕ

︸ ︷︷ ︸

réfléchie

) , (16.2)

où

• Ēesp = phaseur du champ électrique incident sur l’antenne de réception ;

• Eo = niveau du champ électrique en espace libre (voir la section 12.4 et la note en

bas de page) ;

• E1 = niveau du champ électrique reçu en espace libre à une distance unitaire de

l’antenne d’émission ;

• R̄v,h(θ) = coefficient de réflexion du sol au point d’incidence selon la polarisation

verticale ou horizontale et selon l’angle d’incidence θ ;

• ϕ = déphasage engendré par la différence des longueurs des trajets des signaux

réfléchi et direct δr−d :

ϕ = βδr−d =
2π

λ
δr−d . (16.3)

On note aussi que, pour ce qui est des unités :

• les unités de Ēesp sont les mêmes que celles employées pour E1 ou Eo sur échelles
linéaires (non pas en dB) (ex : Vrms/m, mVrms/m, etc.) ;

1Il faudrait aussi tenir compte du diagramme de rayonnement de l’antenne de réception dans le calcul
de la puissance reçue.
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• dk, la distance relative entre les deux antennes, est sans unité ; elle représente un
multiple de la distance unitaire à laquelle est mesuré E1 ;

• les autres termes à l’intérieur de la seconde parenthèse n’ont pas d’unité.

Pour résoudre entièrement l’équation (16.2), il suffit de connâıtre deux paramètres

géométriques et les paramètres électriques du sol. De l’angle d’incidence θ, et des ca-
ractéristiques du sol, on tire R̄v,h ; de la différence des longueurs des trajets réfléchi et

direct δr−d, on tire le déphasage ϕ.
D’après (16.2), l’onde réfléchie diffère de l’onde directe de la manière suivante :

• en amplitude :

– par le module coefficient de réflexion Rv,h, seulement :

la différence des trajets parcourus par les deux signaux δr−d étant trop courte

pour causer une atténuation significative ;

• en phase :

– par l’argument du coefficient de réflexion, ∠R̄v,h ;

– par le déphasage ϕ produit par la différence des trajets parcourus par les deux
signaux δr−d selon (16.3).

16.3 Coefficient de réflexion

Le sol est ici, responsable de l’apparition de la composante réfléchie. Or, les caractéristiques

d’un matériau sont décrites à partir des trois paramètres électriques suivant :

• la permittivité ϵ (ou encore la constante diélectrique ϵr) ;

• la perméabilité µ ;

• la conductivité σ.

16.3.1 Nature du sol

Il est bien connu qu’il existe diverses catégories de matériaux non-magnétiques (µ =

µo) dont le vide, le diélectrique parfait, le diélectrique imparfait (ou à pertes), le bon
conducteur et le conducteur idéal.

Aux fréquences radios, le sol, qu’il soit de la terre ou de l’eau, se situe entre le
diélectrique imparfait et le bon conducteur ; le sable n’étant pas le principal constituant
des semi-conducteurs ! Le sol ne conduit pas comme le cuivre mais n’est pas non plus,

un bon isolant. C’est un diélectrique partiellement conducteur pour lequel on associe une
permittivité complexe ϵ̄ s’écrivant :

ϵ̄ = ϵ +
σ

jω
, (16.4)
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Figure 16.1 – Paramètres électriques de différents types de sol ; A : eau de mer (salinité moyenne,

20◦C ; B : terre humide ; C : eau douce 20◦C ; D : terre moyennement sèche ; E :

terre très sèche ; F : eau distillé, 20◦C ; G : glace d’eau douce (UIT-R).

On peut aussi définir la constante diélectrique complexe et même l’indice de réfraction

complexe ; ce dernier étant particulièrement utile lorsqu’arrive le temps d’appliquer les
lois de Snell-Descartes :

ϵ̄r =
ϵ̄

ϵo
= ϵr − j 60σλ (16.5)

n̄ =
√
ϵ̄r . (16.6)

La fréquence modifie le comportement du sol. Il est considéré comme :

• conducteur lorsque 60σλ≫ ϵr ;

• diélectrique lorsque 60σλ≪ ϵr ;

• matériau mixte dans les autres cas.

Boithias, après une série de mesures expérimentales, a publié des valeurs typiques des
paramètres électriques ϵr et σ, pour différents types de sol selon la fréquence de l’onde
incidente. Il a regroupé ses résultats dans un graphique montré à la figure 16.1.

Afin de se fixer les idées, le tableau 16.1 donne les caractéristiques électriques des sols
usuels pour une fréquence inférieure à 30MHz.
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terre eau

très sèche - E sèche moy. sèche -D humide - B douce - C mer - A

ϵr 3 7 15 30 80 70
σ S/m 0.0001 0.0003 0.001 0.01 0.003 5

Table 16.1 – Caractéristiques de sols usuels pour f < 30MHz.

16.3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites servent pour déterminer l’expression du coefficient de réflexion.
Ici, les deux milieux sont respectivement l’air (ou le vide), milieu #1, et le sol, milieu #2 ;

l’incidence est oblique et le second matériau est à pertes de sorte que :

• la loi de Snell-Descartes est appliquée en prenant le rapport des vitesses de propa-
gation i.e. en gardant identiques les vitesses de phase dans le plan de séparation
pour les deux milieux, ce qui équivaut à se servir de la partie réelle de l’indice de

réfraction complexe n̄ ;

• la permittivité complexe ϵ̄, doit être utilisée dans les lois de Maxwell ;

• l’onde du second milieu est une onde non-uniforme2 ;

• la polarisation horizontale ou verticale doit être considérée.

Les conditions aux limites qui peuvent être applicables lorsque le second matériau est
ni conducteur, ni diélectrique, sont3 :

Ē∥1 = Ē∥2 (16.7)

H̄∥1 = H̄∥2 . (16.8)

On applique ces conditions au plan de séparation pour le deux polarisations possibles

qu’on appelle, en termes de d’ingénieur/physicien :

• horizontale/perpendiculaire : champ électrique perpendiculaire au plan d’incidence
(formé par les vecteurs β de l’onde incidente et l’onde réfléchie) donc parallèle au
plan de séparation lequel est horizontal pour le sol ;

• verticale/parallèle : champ électrique parallèle au plan d’incidence.

Les orientations des champs de l’onde incidente autant que l’onde réfléchie et de l’onde

transmise, sont définies telles que montrées sur la figure 16.2.

2Le terme “non-uniforme” vient du fait que les plans d’équiphase et d’équi-amplitude ne sont pas
parallèles i.e. le vecteur β pointe dans une direction différente vecteur α.

3On pourrait aussi prendre les 2 autres conditions aux limites sur D̄⊥ et sur B̄⊥ qui permettent
d’arriver à un résultat équivalent.
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Figure 16.2 – Orientation des champs pour une réflexion entre 2 milieux de séparation.

16.3.3 Expressions

Les indices suivants sont utilisés :

• ∥ et ⊥ indiquent respectivement tangente et normale ;

• 1 et 2 identifient un des deux milieux ;

• i, r et t correspondent aux ondes incidente, réfléchie et transmise respectivement.

16.3.3.1 Polarisation horizontale

Les conditions aux limites :

Ēi + Ēr = Ēt (16.9)

(H̄i − H̄r) cos θ1 = H̄t cos θ2 (16.10)

combinées au rapport des champs électromagnétiques d’une onde plane :

Ēi

H̄i
=

Ēr

H̄r
= η̄1 (16.11)

Ēt

H̄t
= η̄2 (16.12)

aboutissent à l’expression du coefficient de réflexion en polarisation horizontale R̄h (d’après

Jordan et Balmain) :

R̄h =
Ēr

Ēi
=

√
ϵo cos θ1 −

√
(

ϵ+ σ
jω

)

− ϵo sin
2 θ1

√
ϵo cos θ1 +

√
(

ϵ+ σ
jω

)

− ϵo sin
2 θ1

. (16.13)

Il est plus commode dans les calculs de propagation d’introduire :

• l’angle complémentaire, appelé ici angle d’attaque ψ, tel que ψ[◦] = 90◦ − θ1[◦] ;
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• la tangente de pertes X :

X =
σ

ωϵ0
= 18× 103

σ[ S/m]

f [MHz]
(16.14)

On peut alors réduire l’expression du coefficient de réflexion à :

R̄h =
sinψ −

√

(ϵr − jX) − cos2 ψ

sinψ +
√

(ϵr − jX) − cos2 ψ
. (16.15)

16.3.3.2 Polarisation verticale

De la même façon, on obtient le coefficient de réflexion en polarisation verticale, R̄v. Les

conditions aux limites sont, cette fois :

(Ēi − Ēr) cos θ1 = (Ēt) cos θ2 (16.16)

H̄i + H̄r = H̄t . (16.17)

D’où :

R̄v =
Ēr

Ēi

=
(ϵr − jX) sinψ −

√

(ϵr − jX) − cos2 ψ

(ϵr − jX) sinψ +
√

(ϵr − jX) − cos2 ψ
. (16.18)

Une attention particulière doit être portée ici.

Sur la figure 16.2 de droite, on remarque que le champ électrique est inversé

de 180◦ lorsque θ1 = 0. Le coefficient de réflexion en polarisation verticale
tient compte de la géométrie des champs apparaissant sur la figure ; il est

opposé de 180◦ par rapport à celui défini en électromagnétisme (qui respecte
la compatibilité entre les polarisations à incidence normale). En propagation,
on préfère la nouvelle géométrie car, à de faibles angles d’attaque, les champs

électriques direct et réféchi sont pareillement orientés.

16.3.4 Comportement du coefficient de réflexion

Les coefficients R̄v,h étant complexes, leur module et leur argument doivent être déterminés.
Pour éviter de longs calculs, il existe des représentations graphiques de R̄v,h pour les si-

tuations les souvent rencontrées. Les graphiques montrent le coefficient de réflexion en
fonction de l’angle d’attaque ψ, et sont disponibles pour :

• certains types de sol ;

• les deux polarisations ;

• quelques fréquences radios.
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Figure 16.3 – Coefficient de réflexion R̄v (–), R̄h (- -) sur terre moyennement sèche - D.
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Figure 16.5 – Coefficient de réflexion R̄v (–), R̄h (- -) sur eau de mer - A.
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Il faut extrapoler pour des fréquences intermédiaires. Mais, pour un sol dont les pa-
ramètres électriques ne sont pas ceux indiqués, il faut se montrer prudent, surtout pour

la polarisation verticale.

Le coefficient de réflexion sur deux types de terre et sur la mer s’obtient directement à
partir des graphiques des figures 16.3, 16.4 et 16.5. On constate d’après ces figures, que :

• en polarisation horizontale :

– le déphasage entre l’onde réfléchie et l’onde incidente est presque de 180◦ quel

que soit l’angle d’attaque (∠Rh ≈ −180◦) ;

– pour des angles d’attaque relativement faibles, l’amplitude de l’onde réfléchie

est pareille à celle de l’onde incidente (Rh ≈ 1) ;

• en polarisation verticale :

– pour de très faibles angles d’attaque :

∗ l’onde réfléchie et l’onde incidente sont complètement en opposition de

phase (∠R̄v ≈ −180◦) ;

∗ l’amplitude de l’onde réfléchie est presque pareille à celle de l’onde incidente

(Rv ≈ 1) ;

– il existe un angle pseudo-Brewsterien à lequel il y a peu de réflexion tandis que

le déphasage passe par −90◦ ;

• à incidence normale (ψ ≈ 90◦) :

– les modules des coefficients de réflexion sont identiques malgré la polarisation ;

– les arguments sont respectivement de −180◦ et de 0◦ pour les polarisations
horizontale et verticale ; cette différence4 provient de la définition même de
l’orientation des champs pour chacune des polarisation.

16.3.5 Surfaces rugueuses

La méthode des rayons avec coefficient de réflexion sur le sol, suppose une surface de

séparation lisse. En fait, le sol semble plutôt rugueux mais l’appréciation du poli de la
surface est une question de longueur d’onde.

Soit une surface “rugueuse” constituée de deux niveaux comme sur la figure 16.6.
L’onde qui se réfléchit sur les sommets de cette surface, se trouve en avance de phase ∆φ

sur celle qui se réfléchit sur les creux. Cette avance a une valeur égale à :

∆φ =
4π

λ
∆h sinψ . (16.19)

4Normalement, on s’attendrait à avoir un coefficient de réflexion indépendant de la polarisation car le
champ électrique est toujours parallèle au plan de séparation.



! 16-294 Ondes d’espace

fronts d’onde1

22’

∆h

ψ

ψ
ψ

Figure 16.6 – Surface rugueuse à deux niveaux.

L’aspérité est considérée négligeable si la variation de phase est plus faible que π/4. Cette

condition définit le critère de Rayleigh sur la hauteur maximale :

∆h <
λ

16 sinψ
. (16.20)

Le mieux reste l’emploi d’un facteur qui multiplie directement le module du coefficient
de réflexion. Ce facteur de rugosité ρr, réel et toujours inférieur à l’unité, s’exprime ainsi :

ρr =

{

e−(∆φ)2/2 sur la terre
I0((∆φ)2/2)e−(∆φ)2/2 sur la mer,

(16.21)

où ∆φ est préalablement obtenu de (16.19) et I0(x) est la fonction de Bessel modifiée
d’ordre zéro. On utilise maintenant R̄′

v,h = ρrR̄v,h dans les formulations de l’onde d’espace

pour tenir compte de la rugosité de la surface de réflexion.

Exemple 16.1

Des petites vagues de mer atteignent une amplitude crête-crête de 30 cm.
Une communication à la fréquence de 3 GHz (λ = 10 cm) est établie entre 2

bateaux. L’angle d’attaque est de 2◦ et la polarisation est verticale.

# Dites si la surface de mer doit être considérée rugueuse.

L’expression (16.20) indique si oui ou non la surface est rugueuse. Dans le cas
présent :

0.30 = ∆h >
0.10

16 sin 2◦
= 0.18 m

ce qui confirme que les vagues sont suffisamment hautes pour en tenir compte.

# Estimez le coefficient de réflexion qui doit être utilisé dans le calcul de l’onde
d’espace.

Sur la figure 16.5, on lit par extrapolation :

R̄v ≈ 0.53∠− 165◦ .
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Le module du coefficient est affecté par le facteur de rugosité ρr des vagues
selon (16.21) lequel demande la connaissance de ∆φ déduit de (16.19). Avec

des tables de mathématiques, on trouve :

∆φ =
4π

0.10
(0.30) sin 2◦ = 1.315 rad

ρr = I0((1.315)
2/2

︸ ︷︷ ︸

0.865

) e−(1.315)2/2

≈ (1.20)(0.42) = 0.505

d’où
R̄′

v = (0.505)(0.53∠− 165◦) = 0.268∠− 165◦ .

16.4 Approximation terre plane

image

RX

TX

ψ

ht

ht

dd

dr

d

hr

ψ

Figure 16.7 – Géométrie du système pour onde d’espace avec terre plane.

On peut assumer une terre plane lorsque :

d[ km] <
100

f 1/3[MHz]
. (16.22)

Dans le cas d’une terre plane, la géométrie du système avec la méthode des rayons,
est réduite à sa plus simple expression. Le signal réfléchi sur le sol provient de l’image de
l’antenne d’émission.

La différence des longueurs des trajets réfléchi et direct δr−d, devient, selon la figure
16.7 :

dd = d

√

1 +

(
ht − hr

d

)2

(16.23)

dr = d

√

1 +

(
ht + hr

d

)2

. (16.24)
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Or, dans la majorité des situations pratique, la distance d est de beaucoup supérieure à
la hauteur de chacune des antennes d’où, par expansions binômiales :

dd ≈ d

(

1 +
1

2

(
ht − hr

d

)2
)

(16.25)

dr ≈ d

(

1 +
1

2

(
ht + hr

d

)2
)

(16.26)

et de là :

δr−d = dr − dd ≈
2hthr

d
. (16.27)

Le déphasage électrique qu’occasionne la différence de longueur des trajets parcourus

par les deux ondes, découle directement :

ϕ ≈
4π hthr

λd
(16.28)

ϕ[◦] ≈
720 hthr

λd
= 2.4× 10−3hthr

f [MHz]

d[ km]
. (16.29)

Quant à l’angle d’attaque, il est déduit du triangle rectangle dont les deux extrémités
de l’hypothénuse sont formées par l’image de l’antenne émettrice et l’antenne réceptrice,

d’où :

ψ = arctan

(
ht + hr

d

)

. (16.30)

L’expression de l’onde d’espace (16.2) devient :

Eesp =

(
E1

dk

) ∣
∣
∣1 + |R′

v,h|ej (∠R̄v,h−ϕ)
∣
∣
∣ (16.31)

avec les mêmes unités, en prenant séparément le module et l’argument du coefficient de
réflexion. La valeur de ce dernier à l’angle ψ peut être calculée à l’aide des expressions

(16.15) et (16.18) selon la polarisation employée ; ou en se servant des graphiques 16.3 à
16.5 si cela est possible. L’indice supérieur (′) apparaissant pour le module du coefficient

de réflexion, signifie celui en tenant compte ou non du facteur de rugosité.

Exemple 16.2

Un dipôle court vertical émet une puissance de 10 W. L’antenne émettrice
se situe à une hauteur de 400 m au dessus d’une plaine d’un sol dont les

caractéristique électrique sont les suivantes : σ = 1 mS/m et ϵr = 15 (sol D).
Une antenne réceptrice capte le signal à 5 km de là ; elle se trouve à 214 m de

hauteur.

# Estimez le niveau du champ électrique incident à l’antenne de réception aux
fréquences de 1 MHz et 3 MHz.
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D’abord, il faut s’assurer que l’approximation terre plane tient. C’est le cas
car (16.22) donne une distance maximale de 100 km pour f = 1 MHz et 69 km

pour f = 3 MHz.

Le champ reçu en espace libre aurait été de (on oublie les pertes dans le milieu

qui sont négligeables) :

Eo = 212

√
0.01

5
= 4.24mVrms/m .

Cette valeur correspond au signal direct seul. On doit maintenant déterminer

le phaseur du signal réfléchi. Pour ce faire, on doit connâıtre le coefficient
de réflexion. Ce dernier dépend de l’angle d’attaque qu’on évalue en prenant

(16.30) :

ψ = arctan

(
400 + 214

5000

)

= 7◦ .

Tout est en place pour continuer selon chacune des fréquences demandées.

• f = 1 MHz (λ = 300 m)

Le coefficient de réflexion lu sur le graphique 16.3 pour terre moyennement
sèche (ce type de sol a les mêmes paramètres électriques) et pour une polari-

sation verticale5 est estimé à :

R̄v ≈ 0.33∠−142◦

Quant au déphasage dû à la différence des parcours, il vaut selon (16.29) :

ϕ ≈ 2.4× 10−3(400)(214)
1

5
= 41.09◦ .

On aurait obtenu ϕ = 40.92◦ sans faire les approximations binomiales !

Le champ reçu en onde d’espace s’obtient en prenant la formulation générale

de (16.2) – la formulation plus spécifique (16.31) fonctionne aussi. On trouve :

Eesp = 4.24
∣
∣
∣1 + 0.33∠(−142◦ − 41◦)

︸ ︷︷ ︸

≈−0.33

∣
∣
∣

≈ 4.24 (0.67) = 2.84mVrms/m ou 69.07 dBµ

• f = 3 MHz (λ = 100 m)

Cette fois, le coefficient de réflexion lu sur le graphique 16.3 est estimé à :

R̄v ≈ 0.341∠−166◦

5Un dipôle suivant l’axe z émet un champ électrique lointain ayant une composante Eθ seulement. Le
champ électrique a donc une polarisation verticale dans le plan xy si l’axe z pointe verticalement.
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Le déphasage dû à la différence des parcours vaut :

ϕ ≈ 2.4× 10−3(400)(214)
3

5
= 123◦ .

Le champ reçu en onde d’espace à cette fréquence est :

Eesp = 4.24
∣
∣
∣1 + 0.341∠

−289
◦

︷ ︸︸ ︷

(−166◦ − 123◦)
︸ ︷︷ ︸

1.115 + j0.321
︸ ︷︷ ︸

1.16∠16.1
◦

∣
∣
∣

≈ 4.24 (1.16) = 4.92mVrms/m ou 73.84 dBµ .

16.4.1 Incidence rasante

L’incidence rasante est un cas intéressant qui se rencontre souvent dans la propagation
VHF avec des distances relativement grandes à comparer avec les hauteurs des antennes.

L’angle d’attaque devient suffisamment petit pour écrire :

R̄v,h ≈ 1∠− 180◦ .

Selon cette hypothèse, l’expression (16.2) ou (16.31) se réduit à :

Eesp.ras ≈
(
E1

dk

)
∣
∣1 − e−jϕ

∣
∣

︸ ︷︷ ︸

|2 sin(
ϕ

2
)|

(16.32)

≈ 2

(
E1

dk

) ∣
∣
∣
∣
sin

(
2πhthr

λd

)∣
∣
∣
∣
. (16.33)

Le champ devient maximum lorsque :

2πhthr

λd
=

π

2

ce qui correspond exactement au dégagement de la première zone de Fresnel (ou des zones
impaires). En effet, la différence des longueurs des trajets et l’argument du coefficient
de réflexion provoquent chacun un déphasage de π rad de sorte que les ondes directes

et réfléchies tombent en phase. Il y a donc moyen d’obtenir un gain de 6 dB dans ces
conditions.

De la même façon, un minimum apparâıt lors du dégagement des zones de Fresnel
paires car les deux ondes, qui ont des amplitudes voisines, sont en opposition de phase.

Cette remarque vaut particulièrement pour des incidences très rasantes où l’argument de
la fonction sinus de (16.33) devient extrêmement faible.

L’expression de l’onde d’espace à incidence rasante en dB s’écrit :

Eespace[ dBµ] ≈ E1[ dBµ] + 6 − 20 log10 dk + 20 log10 |sin(ϕ/2)| (16.34)
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16.4.2 Interfranges

Le fait de rajouter un surface réfléchissante, le sol, produit une onde réfléchie qui interfère
avec l’onde directe. Les deux ondes produisent des franges d’interférences : l’intensité du

signal résultant oscillant autour de la valeur en espace libre.
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1000

1250

1500

Eesp [dBµ]

h r [m
]

f = 120MHz 

f = 80MHz 

Figure 16.8 – Interfrange verticale de l’onde d’espace à deux fréquences différentes pour montrer

à la fois la diversité d’espace et de fréquence ; R̄h ≈ −1 (-) et R̄v (- -).

L’interfrange verticale représente la figure d’interférence produite par les deux ondes
d’espace à une distance, une fréquence et une hauteur d’antenne d’émission données pour
différentes hauteurs de l’antenne de réception. Si plusieurs fréquences sont employées,

l’interfrange verticale change de sorte qu’il est possible d’avoir un signal là où il y avait
un minimum d’intensité. C’est la diversité de fréquence couramment employée en radio

mobile. Seul le premier minimum situé au niveau du sol reste fixe, les autres minima
ou maxima, se déplacent en fonction de la fréquence. La figure 16.8 montre un exemple

d’interfrange verticale aux fréquences 80 et 120MHz, avec les paramètres de l’exemple
16.3.

Exemple 16.3

Une antenne émettrice se situe à une hauteur de ht = 25m au dessus du

sol moyen considéré comme une terre moyennement sèche (sol D) avec σ =
1 mS/m et ϵr = 15. Le signal émis produit un champ en espace libre E1 =

90 dBµ à 1 km. On place une antenne de réception à une distance d = 10 km.

# Trouvez la hauteur hrmin où se situe le second minimum de l’interfrange verti-

cale (le premier étant directement au sol) à la fréquence de 80MHz en assumant
une incidence rasante.

Le second minimum est obtenu lorsque le signal réfléchi subit un déphasage
de 180◦ à cause de l’argument du coefficient de réflexion à incidence rasante
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plus un 360◦ à cause de la différence des trajets. D’où :

360 = 720
hthrmin

λd

soit

hrmin = 360
(3.75)(10000)

(720)(25)
= 750 m .

# Calculez le niveau du signal à la hauteur du maximum de l’interfrange verticale.

Le champ électrique incident en espace libre à 10 km, i.e. dk = 10, est de :

Eo[dBµ] = 90 − 20 log 10 = 70 dBµ .

Il suffit maintenant d’ajouter 6 dB car à incidence rasante, les champs direct
et réfléchi ont même amplitude et s’additionne en phase. Le signal incident est

donc le double de celui en espace libre :

Eespmax
= 70 + 6 = 76 dBµ .
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Figure 16.9 – Interfrange horizontale de l’onde d’espace ; R̄h ≈ −1 (-) et R̄v (- -).

Il en va de même lorsqu’on modifie la distance séparant les antennes pour produire

l’interfrange horizontale. Au loin, le premier minimum correspond à l’incidence très ra-
sante. Les minima suivants se rapprochent de plus en plus comme le montre la figure 16.9.

On reconnâıt la droite sur un graphique log-log (les dB sont une échelle logarithmique),
symbolisant l’atténuation en 1/d du champ en espace libre. Ici, un avion reçoit le signal
de 120MHz à 1000m d’altitude ; les données ht, E1 et le type de sol restant les mêmes.
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Figure 16.10 – Géométrie du système pour l’onde d’espace avec terre courbe.

16.5 Terre courbe

Quand le tracé devient suffisamment long, il convient de tenir compte de la courbure
terrestre et de celle des ondes dans la troposphère pour l’évaluation des paramètres de

l’équation (16.2). La distance entre les antennes ne respecte plus la limite imposée pour
une terre plane, à savoir l’équation (16.22). On prend alors la géométrie de l’onde d’espace
représentée sur la figure 16.10.

16.5.1 Calculs des paramètres

Les calculs de l’angle d’attaque et de la différence des longueurs des deux trajets se

compliquent. Il faut connâıtre le point de réflexion lequel ne peut plus être déterminé en
prenant l’image miroir de l’antenne d’émission. La solution passe par une équation du

troisième degré et la définition des facteurs suivants :

b =
d1 − d2
d1 + d2

(16.35)

c =
h1 − h2

h1 + h2
= b + bm(1− b2) (16.36)

m =
d2

4R̃(h1 + h2)
(16.37)

Les facteurs c et m sont connus ; par contre b doit être récupéré. Mathématiquement, on
trouve :

b = 2

√

m+ 1

3m
cos

(

π

3
+

1

3
cos−1

(

3c

2

√

3m

(m+ 1)3

))

. (16.38)

Enfin, les tripeux en géométrie concluront avec quelques approximations (qui suppose
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seulement un petit angle d’attaque ψ dans le calcul de δr−d), que :

d1 =
d

2
(b+ 1) (16.39)

ψ = arctan

(
h1

d1
−

d1

2R̃

)

(16.40)

≈
h1 + h2

d

(

1−m(1 + b2)
)

(16.41)

δr−d ≈
2ψ2d1d2

d
. (16.42)

Exemple 16.4

Deux petits avions au dessus de l’océan communique ensemble par un lien

hertzien (sans fil) en polarisation verticale à 300 MHz. L’un des avions a une
altitude de 400 m et l’autre de 800 m. La puissance émise produit un champ
non atténué de 90 dBµ à 1 km.

# Estimez le niveau du champ électrique reçu en onde d’espace lorsque la distance

entre les avions est de 100 km et que la réfraction troposphérique entrâıne des
courbures équivalentes K = 2/3, 4/3 et ∞.

Un petit calcul rapide montre que l’on doit tenir compte de la courbure de la
Terre et des ondes car :

100 >
100

(300)1/3
= 14.94 km .

On doit utiliser l’ensemble des facteurs (16.37), (16.35), (16.36) puis (16.41),

(16.42) dans cet ordre. Le tableau ci-dessous regroupe les valeurs obtenues
pour chacun des facteurs K.

K = 2/3 K = 4/3 K → ∞
m 0.4906 0.2453 0
b -0.2275 -0.2716 -0.3333
c -0.3333 -0.3333 -0.3333

ψ[◦] 0.3328 0.5065 0.6875
R̄v 0.852∠−173◦ 0.785∠−169◦ 0.721∠−165◦

δr−d[m] 1.60 3.62 6.40
ϕ[◦] 576 (216) 1303 (223) 2304 (144)

En espace libre, le champ reçu atteindrait :

Eo =
31.6

100
= 0.316mVrms/m
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puisqu’on a 90 dBµ – soit presque 31.6mVrms/m – à 1 km. Finalement, le
champ reçu de l’onde d’espace obtenue selon la formulation générale (16.2),

est estimé à :

Eesp2/3 = 0.316 |1.80∠− 13◦| = 0.568mVrms/m

Eesp4/3 = 0.316 |1.72∠− 14◦| = 0.543mVrms/m

Eesp∞ = 0.316 |1.56∠21◦| = 0.489mVrms/m .

16.5.2 Divergence

Ss

Sp

Figure 16.11 – Divergence du rayon réfléchi sur une surface sphérique.

La courbure sphérique équivalente de la surface de la terre provoque aussi une dis-
persion de l’énergie sur une surface plus grande comme le montre la figure 16.11. Cette

divergence de l’onde réfléchie est dûe au plan convexe de réflexion. La densité de puis-
sance de l’onde réfléchie décrôıt selon le rapport des surfaces. Cet effet peut être inclus

dans l’équation du champ reçu de l’onde d’espace (16.2) par l’addition d’un facteur de
divergence ρd, qui diminue le module du coefficient de réflexion (ρd ≤ 1) :

ρd =

√

Sp

Ss
(16.43)

=

√

1 − m(1 + b2)

1 + m(1− 3b2)
(16.44)

et
R̄′

v,h = ρdR̄v,h . (16.45)

Cependant, l’UIT-R recommande d’utiliser le facteur de divergence uniquement pour

des angles d’attaque plus élevés que :

ψ[mrad] > ψmin =
12.8

f 1/3[MHz]
. (16.46)

Il faut aussi modifier le module du coefficient de réflexion par le facteur de rugosité ρr
si nécessaire, avant de se servir des équations calculant le niveau du champ électrique de

l’onde d’espace. Les deux facteurs ρr et ρd agissent de la même façon i.e. en diminuant le
module du coefficient de réflexion sans en changer la phase. Ils enlèvent de l’importance

à la réflexion d’où des évanouissements moins profonds. Bien sûr, ils peuvent se combiner
par multiplication.
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Exemple 16.5

Soit la même communication entre 2 avions que celle de l’exemple 16.4.

# Déterminez le coefficient de réflexion effectif lorsque K = 2/3.

On doit vérifier si la divergence sur terre sphérique est importante. Si oui,

alors on doit trouver le facteur de divergence qui multiplie le coefficient de
réflexion afin d’obtenir le coefficient de réflexion effectif. Il s’avère que pour le
cas K = 2/3 ψ = 0.3328◦ (soit 5.81mrad) est supérieur à ψmin = 12.8

(300)1/3
=

1.9 mrad. On doit considérer le facteur de divergence qui, selon (16.44) vaut :

ρd =

√

1 − (0.4906)(1 + (−0.2275)2)

1 + (0.4906)(1− 3(−0.2275)2)
=

√

0.484

1.4144
= 0.585 .

Ainsi, il faudrait utiliser le coefficient de réflexion suivant :

R̄′
v = (0.585)(0.85∠− 172◦) = 0.497∠− 172◦ .
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Exercices

Question 1

Le niveau du champ électrique incident sur une antenne de réception s’exprime en

utilisant des phaseurs complexes comme :

Eesp =

(
E1

dk

)

(1 + R̄v,he
−jϕ)

avec

R̄v,h = Rv,he
jγ .

Obtenez, l’expression du niveau du champ électrique issu de l’onde d’espace Eesp en

utilisant séparément le module et l’argument des phaseurs.

Question 2

Obtenir les coefficients de réflexion (module et phase, polarisation horizontale et ver-
ticale) selon l’angle d’attaque ψ, d’une onde à 10.5GHz sur un panneau de bois (bouleau)

dont les caractéristiques électriques sont les suivantes :

• ϵr = 1.95 ;

• σ = 3.19× 10−2S/m.

Question 3

Dérivez l’expression donnant le niveau du champ électrique en dBµ produit par un
dipôle λ/2 rayonnant une puissance de 1 kW à une grande distance de l’antenne si la
surface du sol est plane et l’incidence dite rasante. L’expression doit entre autres faire

intervenir la fréquence en MHz et la distance en km.

Question 4

Un dipôle λ/2 est localisé à 30m au dessus du sol et est alimenté par une sources
courant débitant 1Arms à 50MHz avec une efficacité de rayonnement de 100%. Une antenne

de réception, aussi un dipôle λ/2, est placée à 5km de l’antenne émettrice, à une hauteur
de 30m également. Les caractéristiques du sol sont uniformes avec ϵr = 15 et σ = 12 ×
10−3 S/m.

Calculez le niveau du champ électrique incident à l’antenne de réception lorsque les

dipôles sont orientés

a) verticalement ;

b) horizontalement.
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Question 5

Une antenne émettrice est placée sur un terrain plat à une hauteur de 50m. La puis-
sance d’émission est telle que le niveau du champ électrique en espace libre à 500m est de

200mVrms/m. Une autre antenne, à 10 km de la première et à une hauteur de 5m, capte
les signaux.

Si les caractéristiques électriques du sol sont uniformes et correspondent à celles d’une
terre moyennement sèche (ϵr = 15, σ = 1mS/m), évaluez, pour les deux polarisations
possibles, l’amplitude du champ électrique issu de l’onde d’espace lorsque la fréquence

porteuse est de :

a) 0.3MHz ;

b) 10.0MHz ;

c) 1.0GHz.

L’approximation de R̄v ≈ 1∠180◦ n’est valable que dans le dernier cas ; elle est pos-
sible pour R̄h dans tous les cas. Les résultats montrés, cependant, ont été obtenus sans
approximation.

Question 6

Deux antennes servent pour établir une communication en polarisation verticale à la
fréquence de 50MHz sur une distance de 10 km. L’une d’elle se dresse à une hauteur de

75m alors que l’autre est à 125m. Le champ reçu en espace libre serait de Eo = 5mVrms/m
lors d’une belle journée.

a) Si le coefficient de réflexion sur le sol lorsque sec à l’angle d’incidence prévu vaut
R̄v = 0.6∠ − 160◦, déterminez le niveau du champ électrique de l’onde d’espace

|Eesp| ;

b) Si la pluie se met de la partie de sorte que α∗
pluie = 0.6 dB/km, que vaut maintenant le

niveau du champ électrique de l’onde d’espace |Eesp| en supposant que le coefficient
de réflexion n’a pas trop changé ;

c) Si le sol trempé après la pluie (ne plus considérer l’atténuation par les hydrométéores),

a maintenant un coefficient R̄v = ρt0.6∠ − 150◦ avec ρt un facteur de trempage
réel inférieur à 1 ici, comment se comporte le niveau du champ électrique de l’onde

d’espace |Eesp| ;

d) Si le coefficient de trempage est maintenant complexe ρ̄t (i.e. que la phase du coefficient

de réflexion est aussi affectée pouvant aller de 0 à −180◦à cause de l’eau sur le sol)
avec un module de 0.83, donnez les valeurs extrêmes possibles du niveau du champ
électrique de l’onde d’espace |Eesp|.
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Question 7

Une antenne de transmission est située à une hauteur de 200m au-dessus d’un sol plan

dont le coefficient de réflexion approche −1. La fréquence de l’émission est de 100MHz.
Tracez le diagramme d’interfrange verticale du niveau du champ électrique reçu de

l’onde d’espace par une antenne de réception située 10 km plus loin en fonction de la
hauteur de cette même antenne de réception. Prenez hr =0, 10, 20, 30, 40, 50 et 60m.

Question 8

Un avion voyage à 1000m au dessus d’un sol relativement conducteur (ϵr = 4 et

σ = 10mS/m) vers un aéroport dont l’antenne réceptrice est placée à 25m au dessus
du sol. Son émetteur opère à la fréquence de 120MHz avec une puissance suffisante pour

produire un champ E1 (dk = 1 km) de 87 dBµ. Assumez une terre plane et l’argument du
coefficient de réflexion proche de -180◦ pour des angles d’incidence inférieurs à 20◦.

a) Déterminez la position des maxima successifs du niveau du champ électrique au-delà

de 3 km ;

b) Répétez pour les minima.

c) Esquissez grossièrement le diagramme d’interfrange horizontale du niveau du champ
électrique entre 3 km et 100 km.

Question 9

Deux bateaux distancés de 40 km communiquent entre eux à la fréquence de 2 GHz.

Leurs antennes sont des dipôles courts placés horizontalement à des hauteurs respectives
de h1 = 75m et h2 = 50m. En supposant une troposphère normale, évaluez approximati-
vement (la formulation exacte donne les mêmes résultats pour ainsi dire) :

a) l’angle d’attaque ψ ;

b) la différence de distance δr−d ;

c) le coefficient de réflexion à appliquer.
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Réponses :

1. |Eesp| =
E1

dk
︸︷︷︸

Eo

√

1 + 2Rv,h cos(γ − ϕ) +R2
v,h ;

2.
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3. E[ dBµ] = 19.37 + 20 log(hthr) + 20 log f [MHz] − 40 log d[ km].

4. a) R̄v = 0.9075∠− 179.3◦, Eev = 4.286mVrms/m ;

b) R̄h = 0.9938∠179.9◦, Eeh = 4.5mVrms/m ;

5. a) Eev = 0.836mVrms/m, Eeh = 0.0031mVrms/m (exact : Eeh = 0.016mVrms/m) ;

b) Eev = 0.439mVrms/m, Eeh = 0.110mVrms/m ;

c) Eev = 9.785mVrms/m, Eeh = 9.986mVrms/m.

6. a) ϕ = 112.5◦, |Eesp| = 5(1.188) ≈ 6mVrms/m.
b) Lpluie = 6 dB donc Eopluie = 2.5mVrms/m, |Eesp| = (2.5)(1.188) ≈ 3mVrms/m.

c) La contribution constructive de la réflexion devient moins importante donc |Eesp| →
5mVrms/m.

d) La question qui peut être résolue plus facilement en regardant ce qui se passe dans
le plan complexe.

Lorsque arg{R̄v} = −68.5◦ alors |Eesp| = Emin = 5 (1 + (0.83)(0.6)∠− 180◦) =

2.5mVrms/m.

Par contre, lorsque arg{R̄v} = −180◦ alors le champ de l’onde d’espace atteint
|Eesp| = 5 |1 + (0.83)(0.6)∠67.5◦| = 5(1.28) = 6.4mVrms/m

7. Ehr=0 = 0 ; Ehr=10 =
E1
10 0.813 ; Ehr=20 =

E1
10 1.486 ; Ehr=30 =

E1
10 1.902 ;

Ehr=40 =
E1
10 1.989 ; Ehr=50 =

E1
10 1.732 ; Ehr=60 =

E1
10 1.176...
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8. a) dEmax = 40.0, 13.33, 8.0, 5.71, 4.44, 3.64, 3.08 km ;

b) dEmin = 20.0, 10.0, 6.67, 5.0, 4.0, 3.33 km ;

c)
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9. a) ψ = 1.922 mrad = 0.11◦ ;

b) δr−d = 0.0723m;
c) ψmin = 1.016 mrad = 0.0582◦ donc considérer la divergence qui fournit ρd =
0.6744 pour obtenir R̄h ≈ −0.674 .





Chapitre 17

Environnement complexe

17.1 Introduction

L’environnement complexe est caractérisé par de nombreux obstacles importants dis-

tribués ci et là entre les antennes ou autour de ces antennes qu’elles soient émettrice
ou réceptrice. N’oublions pas la réciprocité du canal de propagation. Un obstacle est
considéré important lorsqu’il est susceptible d’affecter le signal reçu. Il devient alors dif-

ficile d’évaluer le niveau du signal dans de tels environnements de manière déterministe
car :

• il peut y avoir beaucoup d’ondes réfléchies sur les obstacles qui se combinent au

récepteur ;

• les obstacles ne permettent pas toujours de dégager la première zone de Fresnel
causant ainsi de la diffraction.

En fait, il y a quatre phénomènes physiques à considérer : les réflexions sur des objets

lisses, des dispersions sur des objets rugueux, des réfractions sur des objets non opaques,
et des diffractions sur les coins ou pointes. La sommation des signaux reçus doit cependant
tenir compte de :

• de l’amplitude de chacun qui varie selon l’importance de l’obstacle, son orientation
spatiale, la nature de ses surfaces, la disposition des arêtes ;

• de leur phase qui dépend surtout de la différence de longueur des trajets ;

• leur orientation vectorielle car les champs sont des vecteurs et les phénomènes phy-
siques mentionnés ci-dessus entrainent souvent une dépolarisation.

Aux basses fréquences, la plupart des obstacles sont relativement transparents ou sont

de faibles importance étant donnée la longueur d’onde. Il en va autrement aux hautes
fréquences, là où se trouve l’intérêt pour l’essentiel des télécommunications. S’il s’agit

d’une communication point-à-point fixe, on dégage le lien et la directivité élevée des
antennes élimine tout sauf le signal direct. Pour des communications mobile ou point-à-
multipoint, toutes les contributions doivent être considérées.



! 17-312 Environnement complexe

Comment donc réussir à donner l’expression du champ reçu dans de tels environne-
ments puisque la manière déterministe ne peut y arriver. Il faut recourir à des

modélisations statistiques par des processus stochastiques, ou des modélisations
empiriques à partir de mesures expérimentales.

ombrage

E[dB  ]

d(échelle logarithmique)

µ

affaiblissement de parcours

évanouissements

Figure 17.1 – Affaiblissement du champ électrique dans un canal avec environnement complexe.

On regroupe les effets dans trois types d’affaiblissement d’un signal montrés sur la

figure 17.1 :

• l’affaiblissement de parcours (“path loss”) dû à la dispersion par éloignement, lequel

peut se calculer de manière déterministe, par science exacte ou avec un modèle
empirique lorsque l’environnement se complique ;

• l’ombrage (“shadowing”) lequel est une variation lente de l’amplitude due aux

atténuations successives produites par de gros obstacles locaux qui causent de la
diffraction ; selon le nombre et le type d’obstacles, on calcule l’ombrage de façon
déterministe ou, ce qui est plus souvent le cas, par le biais d’une variable aléatoire.

• l’évanouissement (“fading”), aussi appelé évanouissement rapide, est une variation

brusque de l’amplitude due à l’addition constructive ou destructive des signaux qui
ne peut être modéliser que par un processus stochastique.

La figure 17.2 montre comment se comporte le rapport du niveau du signal reçu par
un mobile qui se déplace, comparativement à celui en espace libre. Il s’agit d’un signal

de téléphonie cellulaire à 1.8 GHz. On y remarque la présence de fluctuations rapides
superposées à une variation plus lente produite par l’ombrage qui est aussi tracée. Un
zoom plus fort fait voir les évanouissements qui ont une période minimale de l’ordre de la

demie-longueur d’onde du signal (ici λ ≈ 16.6 cm).
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Figure 17.2 – Niveau du signal reçu par rapport à celui en espace libre dans un canal radiomobile

en fonction de la distance entre la station de base et le mobile ; zoom sur une

portion des courbes.

17.2 Processus stochastiques reliés à la propagation

Il a été mentionné que l’ombrage et l’évanouissement sont des phénomènes si complexes
qu’il vaut mieux les modéliser par des processus stochastiques à partir de variables

aléatoires. Les processus stochastiques impliqués ne sont pas quelconques mais bien spécifi-
ques à ce qu’ils doivent représenter physiquement. Il est donc fortuit d’introduire les

notions de processus stochastique en se limitant aux plus utiles d’entre eux pour la pro-
pagation.

Un processus stochastique représente l’évolution temporelle d’une variable aléatoire

(laquelle est toujours identifiée par un caractère majuscule tel que X). Cette variable
aléatoire possède une fonction de répartition définie comme étant la probabilité de l’évène-

ment {X ≤ x} soit :

FX(x) = P [X ≤ x] pour −∞ < x < ∞ . (17.1)

On rappelle que 0 ≤ FX(x) ≤ 1, que limx→∞ FX(x) = 1, que limx→−∞ FX(x) = 0 et que,

pour a < b alors FX(a) ≤ FX(b).
La fonction de densité de probabilité (pdf) de X , notée fX(x), représente la “densité”

de probabilité au point x dans le sens qu’elle indique la probabilité de X dans un petit
intervalle autour de x :

fX(x) =
dFX(x)

dx
= lim

∆x→0
P [x < X ≤ x+∆x] . (17.2)
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Donc, on a :

P [a ≤ x ≤ b] =

∫ b

a

fX(x)dx = FX(b)− FX(a) . (17.3)

Supposons maintenant une fonction de variables aléatoires

Z = g(X1, X2, . . . , XN) . (17.4)

La variable Z est elle-même une variable aléatoire avec une fonction de répartition qui se
calcule ainsi :

FZ(z) = P [X ∈ Rz]

=

∫

x∈Rz

· · ·
∫

fX1,...,XN(x1, ..., xN ) dx1...dxN (17.5)

où Rz est l’ensemble correspondant à l’évènement {Z ≤ z}, ce qui revient à écrire que

Rz = {x = (x1, . . . , xN ) | g(x) ≤ z}.

17.2.1 Théorème central limite, pdf gaussienne

Le théorème central limite montre que le somme d’un grand nombre de variables aléatoires

converge vers la loi normale (densité de probabilité gaussienne) en autant que ces variables
aléatoires soient iid, c’est-à-dire :

• indépendantes – chaque variable aléatoire Xk exerce aucune influence sur les autres ;

• et identiquement distribuées – les variables aléatoires ont la même densité de pro-
babilité.

La démonstration de ce théorème se réalise de plusieurs manières mais on dit que Laplace
est le premier à l’avoir fait en 1812.

Ayant :

S =
N
∑

k=1

Xk (17.6)

tel que les N → ∞ variables aléatoires Xk sont iid, alors

fS(s) =
1√

2Nπσx
e−(s−Nµx)2/(2Nσ2x) (17.7)

=
1√
2πσs

e−(s−µs)2/(2σ2s ) (17.8)

où µx est la moyenne (moment du premier ordre) de chacune des variables iid Xk, et σ2
x

est leur variance (moment central du second ordre). On remarque que la moyenne de S
devient µs = Nµx puisque le moment du premier ordre d’une somme de variables aléatoires

correspond à la somme des moments du premier ordre de chacune des variables ; les Xk

étant ici iid (donc de même moyenne), le résultat était prévisible. De plus, la variance
augmente aussi selon σ2

s = Nσ2
x. La résultante en (17.8) est bien une densité gaussienne.
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La fonction de répartition s’écrit :

FS(s) = 0.5

(

1 + erf

(
s− µs√

2σs

))

. (17.9)

où erf(·) est la fonction d’erreur1 définie ainsi :

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−u2
du . (17.10)

Il existe une autre fonction créée spécifiquement pour faciliter les calculs de probabilité
avec une densité gaussienne (moyenne nulle, écart-type unitaire) :

Q(x) = P [XGauss > x] = 1− FX(x) =

∫ ∞

x

1√
2π

e−u2/2du

= 0.5

(

1− erf

(
x√
2

))

. (17.11)
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Figure 17.3 – Densités de probabilité de la somme de N variables aléatoires iid (–) et densités

de probabilité gaussiennes de même moyenne et de même variance (- -) pour

N = 2, 3 et 10.

La figure 17.3 montre comment la variable aléatoire S =
∑

k Xk variables aléatoires iid
Xk ayant une densité de probabilité indiquée dans la figure de gauche, converge rapidement

vers une densité gaussienne en augmentant N . Les densités gaussiennes ont été dessinées
en prenant une moyenne de µ = N(1/6) (la moyenne des Xk vaut 1/6) et une variance

de σ =
√

N(35/36) (le moment du second ordre non-centré des Xk vaut exactement 1).

17.2.2 Pdf log-normale, de Rayleigh, et de Rice

On a vu à la sous-section précédente, qu’une somme de variables aléatoires iid converge

rapidement vers une variable aléatoire de pdf normale (gaussienne). Le produit de ces
mêmes variables aléatoires iid, quant à lui, converge vers une loi log-normale car :

P = X1X2 · · ·XN (17.12)

S = log(P ) = logX1
︸ ︷︷ ︸

Y1

+ logX2
︸ ︷︷ ︸

Y2

+ . . .+ logXN
︸ ︷︷ ︸

YN

. (17.13)

1Notez que erf(0) = 0 et que erf(∞) = 1.
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où les variables aléatoires Yk sont iid. En conséquence, la variable S suit la loi normale
selon (17.7) et P suit la loi log-normale (P = eS) de moyenne µp = eµs−σ2s/2 et de variance

σ2
p = (eσ

2
s − 1)e2µs+σ2s ; cette loi s’écrit :

fP (p) =
1√
2πσs

e−(ln p−µs)2/(2σ2s )

p
. (17.14)

La fonction de répartition de la densité log-normale s’écrit :

FP (p) = 0.5

(

1 + erf

(
ln(p)− µs√

2σs

))

. (17.15)

Pour définir les densités de probabilité de Rayleigh et de Rice, il est intéressant de
passer par les signaux analytiques qui sont en fait des phaseurs dans le plan complexe.

La somme de phaseurs Z̄k = Xk + jYk donne un nouveau phaseur :

I + jQ =
N
∑

k=1

Z̄k (17.16)

Z =
√

I2 +Q2 (17.17)

tel que I et Q suivent des lois normales si les Xk et Yk sont iid et N grand. On suppose

maintenant que la moyenne de chacune des variables aléatoires gaussiennes I et Q est
nulle, avec même variance pour devenir iid. Le module Z de I + jQ suit alors une loi de

Rayleigh de moyenne µz = σi
√

π/2 et de variance σ2
z = (2− π/2)σ2

i qui s’écrit :

fZ(z) =
z

σ2
i

e−z2/(2σ2i ) . (17.18)

La fonction de répartition de la densité de Rayleigh s’exprime plus facilement que celle

pour la densité gaussienne :

FZ(z) = 1− e
− z2

2σ2
i . (17.19)

Par contre, si l’une des variables I et Q n’a pas une moyenne nulle (ou même les deux,
mais restons simple), alors le module Z suit maintenant une loi de Rice. En supposant

que µi ̸= 0 (en conservant toujours µq = 0), on a :

fZ(z) =
z

σ2
i

e−(z2+µ2
i )/(2σ

2
i ) I0

(
zµi

σ2
i

)

(17.20)

où I0(·) est la fonction de Bessel modifiée de premier espèce et d’ordre 0. La loi de Rice

se trouve donc à être une généralisation de la loi de Rayleigh. Sa moyenne et sa variance
s’expriment difficilement ; il faut faire appel aux polynômes de Laguerre ! Si on s’intéresse

au module au carré soit Z2 = I2 +Q2, alors la pdf suit une loi du χ2.
Une manière sympathique de visualiser les pdf de Rayleigh et de Rice pour mieux les

comprendre, apparâıt sur les figures 17.4 et 17.5.
Sur la figure 17.4, on montre un plan qui représente par un point une paire de variables

aléatoires gaussiennes de moyenne nulle en x et en y ; les 50 points correspondent à 50
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Figure 17.4 – Densités de probabilité de Rayleigh comme étant le module Z de I + jQ avec les

variables aléatoires I et Q de densités de probabilité gaussiennes iid de moyenne

nulle.

événements de chaque paire de variables sur les 5000 qui ont servi a dessiner les densités

de probabilité ; on remarque qu’elles sont proches de gaussiennes à moyenne nulle. Or,
en traçant la distribution des longueurs des vecteurs partant du centre du système de
coordonnées jusqu’à chacun des points (la distribution s’est faite sur les 5000 points et

non sur les 50 visibles seulement), on obtient la pdf dessinée à droite ; cette pdf respecte
clairement la loi de Rayleigh.

La figure 17.5 montre la même procédure en prenant cette fois la longueur partant du
point (−m, 0) à chacun des points d’un événement à moyenne nulle. Ceci est équivalent

à rajouter une moyenne µi = m à la variable I.

Exemple 17.1

Une variable aléatoire X(n) représente le signal à la sortie d’un étage du
récepteur au temps tn = nT . Elle possède une densité de probabilité fX(x)
gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type 1V.

# Trouvez la probabilité que les signaux Y dépasses le seuil de 1 V pour les
fonctions suivantes de la variable aléatoire X .

Il faut faire l’intégrale de fY (y) de 1 jusqu’à l’infini ou, de manière équivalente,
obtenir 1− FY (y = 1).

• La sortie elle-même Y = X(n) :

On part de (17.8) et de (17.9) pour trouver :

P [Y > 1] =

∫ ∞

1

1√
2π

e−x2/2dx = Q(1) = 0.5
(

1− erf(1/
√
2)
)

.
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Figure 17.5 – Densités de probabilité de Rice comme étant le module Z de (I+m)+jQ avec les

variables aléatoires I et Q de densités de probabilité gaussiennes iid de moyenne

nulle.

Dans les bonnes tables de mathématique, on obtient erf(1/
√
2) ≈ 0.6826

et donc P [Y > 1] ≈ 0.1587.

• Le module de X soit Y = |X(n)| :
Cette fois, Y a toujours une densité gaussienne mais il faut intégrer la

partie négative i.e. x ∈ (−∞,−1]. Par symétrie, on a P [X < −1] =
P [X > 1] donc P [Y > 1] = 2(0.1587) = 0.3174.

• Le module de la somme de la sortie à deux temps différents soit Y = |S|
avec S = X(n1) +X(n2) et n1 ̸= n2 :

Comme X(n1) et X(n2) sont des variables gaussiennes iid de moyenne

nulle, leur somme S est aussi une variable gaussienne de moyenne nulle
mais dont l’écart-type a augmenté pour atteindre σs =

√
2σx =

√
2 :

P [Y > 1] = 2P [S > 1] = 2

∫ ∞

1

1√
4π

e−s2/4ds = (1− erf(0.5)) = 0.48 .

• Le module de la somme de X(n1) et X(n2) en quadrature avec n1 ̸= n2 :

Si X(n1) et X(n2) sont en quadrature, alors Y =
√

X(n1)2 +X(n2)2. La
variable aléatoire Y suit la loi de Rayleigh donnée en (17.18), de moyenne

µy =
√

π/2 et de variance σ2
y = (2 − π/2). La fonction de répartition

donnée en (17.19) donne :

P [Y > 1] =

∫ ∞

1

y

1
e−y2/2dy = 1− (1− e−

1
2 ) = 0.61 .
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17.3 Modèles empiriques de l’affaiblissement de par-

cours

Dans les chapitres sur la propagation, différents modèles physiques ont été considérés car
on supposait un environnement simple avec un ou deux écrans diffractant, une réflexion

unique sur le sol et en considérant un seul phénomène physique à la fois.

Dans un centre urbain, tous les mécanismes se retrouvent en même temps. Comme
l’affaiblissement de parcours n’est pas vraiment aléatoire, il convient de procéder par une

modélisation empirique. L’inconvénient des modèles empiriques provient surtout de leur
domaine de validité. Ces modèles ne sont effectivement valables que pour un ensemble

limité de paramètres. De plus, ces modèles ne montrent pas réellement comment chacune
des variables intervient de sorte qu’il devient difficile d’extrapoler si on se retrouve dans
une situation entre deux états considérés.

Différents modèles ont été proposés mais on se limitera ici à quelques uns.

17.3.1 Modèle par ajustement du coefficient de puissance

On a vu que dans le champ lointain, la puissance reçue décrôıt normalement en 1/d2. Le
coefficient de puissance γp de l’atténuation selon la distance vaut donc γp = 2.

Ce coefficient varie cependant selon la nature du canal. Par exemple, pour une inci-

dence rasante sur le sol comme à la sous-section 16.4.1, il atteint γp = 4 car le champ
électrique s’atténue en 1/d2 à cause de la dispersion et en 1/d2 également de par la réflexion

rasante. Dans une zone urbaine, il faut ajouter à cela les phénomènes de diffraction et
d’interférences multiples qui produisent des fluctuations rapides selon la distance allant

jusqu’à γp = 6 et même davantage. Dans les bandes VLF et LF, le sol et l’ionosphère
agissent comme les parois d’un guide d’onde à plaques parallèles. La dispersion ne se fait
qu’en azimut ; la puissance décrôıt alors en 1/d par effet de guidage, d’où un coefficient

γp = 1. Il suffit donc d’ajuster la valeur du coefficient de puissance selon les mesures
expérimentales faites sur le canal considéré. On obtient :

<Pr>

<Pt>
=

C0Fp

dγp
(17.21)

où C0 = d
γp
0 10−L0/10 est une constante multiplicative à une distance de référence d0 de

l’émetteur ; L0 = Ls(d0) est l’affaiblissement de parcours à la distance de référence.

On ajoute au modèle une variable aléatoire Xp pour considérer un effet d’ombrage.

Il sera montré à la section 17.4 que l’ombrage sur une échelle logarithmique, possède les
statistiques d’une densité normale de moyenne nulle et variance σp. Ainsi Fp = 10−Xp/10

suit une densité log-normale. Sinon, on remplace Xp = 0 et Fp = 1.

Ce modèle est souvent exprimé en dB de cette manière :

Ls(d) [ dB] = Ls(d0) [ dB] + 10γp log

(
d

d0

)

+ Xp (17.22)
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Des mesures effectuées pour une propagation intérieure fournissent les valeurs de γp
et de σp du tableau2 17.1.

Édifice f [MHz] γp σp [dB]

Vide, espace libre 2.0 0
Magasin aux détails 914 2.2 8.7

Marché d’alimentation 914 1.8 5.2
Bureau densément rempli 1500 3.0 7
Bureau dégagé 900 2.4 9.6

Bureau dégagé 1900 2.6 14.1
Industrie textile ou chimique 1300 2.0 3.0

Industrie textile ou chimique 4000 2.1 7.0 à 9.7
Métallurgie 1300 1.6 5.8

Table 17.1 – Paramètres des coefficients de la loi de puissance selon le type d’édifice.

Exemple 17.2

Un système de communication à 1 GHz doit fournir un taux de réussite des
appels de 90% à l’intérieur de sa zone de couverture. L’antenne émettrice
est placée à 30 m du sol tandis que celle de réception est à 2 m. Pour ce

faire, l’affaiblissement de parcours maximal ne doit pas dépasser 150 dB. Des
mesures montrent que :

• l’affaiblissement atteint déjà 102.5 dB à la distance de 1 km ;
• la puissance décroit en 1/d5 ;
• avec un effet d’ombrage ayant un écart-type de 8 dB.

# Déterminez la distance de couverture.

Il faut utiliser le modèle par ajustement du coefficient de puissance en prenant

d0 = 1 km, Ls(d0) = 102.5 dB, γp = 5 et σp = 8 dB. Selon (17.22), on a que :

150.0 ≥ 102.5 + (10)(5) log(d[km]) +Xp .

On doit déterminer la valeur du seuil que la variable aléatoire Xp ne dépasse

pas dans 10% des essais :

P [Xp > xp] = 0.1 =⇒ Q(xp/8) = 0.1 .

On trouve que xp/8 = 1.281 soit xp = 10.25 dB.

En conséquence

d ≤ 10
150.0−102.5−10.25

50 = 5.56 km .

2T. S. Rappaport, Prentice-Hall, 2002.
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17.3.2 Modèle de Okumura

Le modèle de Okumura3 a été produit à la fin des années 1960 à partir d’une grande
quantité de mesures faites à Tokyo au début de cette décennie.

Ce modèle incorpore autant que possible les effets de diffraction, de réflexion et de diffu-
sion provenant des structures d’une ville sans toutefois prendre en considération l’ombrage
ou l’évanouissement par le biais de processus stochastiques. Un moyennage est plutôt fait

donnant ainsi un affaiblissement de parcours médian (50-ème percentile). Pour être plus
fidèle aux mesures, le modèle s’ajuste en fonction d’une variété d’environnement :

• allant de la zone urbaine dense qui comprend beaucoup d’obstacles importantes ;

• en passant par la banlieue dans laquelle il n’y a que peu d’obstacles importantes et
des habitations ;

• à la zone ouverte qui, comme son nom l’indique, est dégagée d’obstacles comme à
la campagne.

Les conditions de validité sont les suivantes :

• fréquence d’opération f entre 150 MHz et 1.920 GHz ;

• hauteur de la station de base hb entre 30 à 200 m ;

• hauteur du mobile hm entre 1 et 10m par rapport au sol moyen ;

• distance séparant les antennes d entre 1 et 100 km.
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Figure 17.6 – Courbes de Amu du modèle de Okumura au dessus d’un terrain assez plat.

3Y. Okumura et al. “Field Strength and its Variability in VHF and UHF Land-Mobile Radio Service”.
Rev. Elec. Comm. Lab. pp. 825 - 873, 1968.
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Figure 17.7 – Courbes de Garea du modèle de Okumura selon l’environnement.

C’est un modèle bien adapté au calcul d’affaiblissement de parcours dans les villes. Il

s’exprime ainsi :

LOku[dB] = Ls + Amu(f, d)−G(hb)−G(hm)−Garea(f, env) (17.23)

G(hb) = 20 log(hb/200) (17.24)

G(hm) =

{

10 log(hm/3) hm < 3 m
20 log(hm/3) 3 m < hm < 10 m

(17.25)

où Ls est l’affaiblissement de parcours en espace libre tel que donné par l’équation (12.18).

Les fonctions Amu (atténuation médiane relative à l’espace libre) et Garea (gain dû à
l’environnement) ont été mises sous forme des graphiques qui sont reproduits aux figures

17.6 et 17.7. De plus, Okumura s’est aperçu que la hauteur des antennes affectaient les
mesures selon des taux de 10 ou 20 dB/décade d’où les expressions pour G(hb,m).

17.3.3 Modèle de Okumura-Hata

Le défaut du modèle de Okumura est qu’il faut avoir accès à deux graphiques pour extraire
certaines valeurs. Le modèle de Okumura-Hata fait suite au modèle de Okumura qui a été

mis en équations par Hata4 pour donner le modèle largement utilisé en communication
sans-fil pour prédire le comportement dans une transmission de téléphonie cellulaire. Mais

il est aussi utilisé pour les transmissions de radiodiffusion et de télédiffusion.
Il y a cependant des conditions de validité, lesquelles sont un peu plus limitées sur

certains paramètres comparativement à celles prévues pour le modèle de Okumura :

• fréquence d’opération f entre 150 MHz et 1.5 GHz ;

• distance séparant les antennes d entre 1 et 20 km.

L’expression obtenue est très complexe mais peut se résumer plus facilement en définissant

des variables intermédiaires :

LOH[dB] = AOH + BOH log d[km] − aOH(hm) + COH (17.26)

4M. Hata, “Empirical Formula for Propagation Loss in Land Mobile Radio Services”. IEEE Trans.
Vehicular Technology, VT-29, pp. 317 - 325, 1980.
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avec

AOH = 69.55 + 26.16 log f [MHz] − 13.82 log hb (17.27)

BOH = 44.9 − 6.55 log hb (17.28)

aOH(hm) =

⎧

⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

8.29
(

log(1.54hm)
)2 − 1.1 grandes villes, 150<f [MHz]<300

3.2
(

log(11.75hm)
)2 − 4.97 grandes villes, 300<f [MHz]<1500

(1.1 log f [MHz]−0.7)hm

−(1.56 log f [MHz]−0.8) zone ouverte, banlieues, moyennes villes.

(17.29)

COH =

⎧

⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎩

0 moyennes et grandes villes

−2
(

log(f [MHz]/28)
)2 − 5.4 banlieues

−4.78
(

log f [MHz]
)2

+18.33 log f [MHz] − 40.94 zone ouverte

(17.30)

17.3.4 Modèle de COST-Hata

Le modèle COST-Hata est plus souvent connu sous le nom de modèle COST231. Il s’agit

d’une extension du modèle de Okumura-Hata couvrant une bande plus haute en fréquence
soit

• fréquence d’opération f = 1.5 GHz à 2.0 GHz.

L’acronyme COST provient de “COopération européenne dans le domaine de la recherche

SCientifique et Technique”.
Le modèle est applicable dans des zones urbaines de villes seulement. Outre, la fréquence

d’opération, le modèle reprend les mêmes conditions de validité que le modèle Okumura-

Hata énumérées dans la sous-section précédente. Cependant, le modèle requiert de plus
que la station de base soit aussi plus haute que les toitures environnantes.

Le modèle COST-Hata est formulé de cette manière :

LC231[dB] = AC231 + BC231 log d[km] − aC231(hm) + CC231 (17.31)

avec BC231 = BOH de l’équation (17.28), aC231 = aOH de l’équation (17.29), et

AC231 = 46.3 + 33.9 log f [MHz] − 13.82 loghb (17.32)

CC231 =

{

0 dB pour moyennes villes et banlieues
3 dB pour grandes villes.

(17.33)

Pour f = 1.5 GHz, on trouve que AC231 = AOH.
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17.4 Modèle statistique de l’ombrage

La modélisation statistique du phénomène d’ombrage se réalise assez bien par N atténua-

tions successives Lshk
. L’atténuation totale de l’ombrage Lsh correspond donc au produit

des atténuations successives donc :

• Lsh suit une loi log-normale donnée en (17.14) ;

• Lsh exprimée en dB, suit la loi normale donnée en (17.7).
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Figure 17.8 – Effet de l’ombrage seulement en fonction d’un déplacement local de l’une des

deux antennes.

Le principal paramètre à ajuster dans la loi normale (en dB) est l’écart-type σsh.

Cet écart-type donne une idée de la variabilité locale ; il dépend de la fréquence, de la
directivité des antennes et, évidemment, de la densité de l’environnement autour des

antennes. Plus les édifices proches de l’une ou l’autre des antennes seront imposants, plus
la variation sera énorme d’où un écart-type élevé. La moyenne doit aussi être ajustée

selon la perte produite par les multiples diffractions. Dans un système de communication
cellulaire, c’est l’environnement autour du mobile qui importe car normalement, la station
de base élevée permet de dégager correctement la première zone de Fresnel.

L’ombrage contribue à une chute parfois importante du signal reçu ce qui oblige à avoir
des frontières floues quant aux zones assurant un rapport signal-à-bruit (SNR) minimal.

Sur la figure 17.8, un écart-type de σsh = 3.5 dB et une moyenne µsh = −13 dB ont été
utilisés pour produire la densité gaussienne (le signal reçu est exprimé en dB).

Exemple 17.3

Un système de téléphonie cellulaire utilise une station de base émettant une
puissance <Pt>= 50 W à 1.8 GHz avec une antenne omnidirectionnelle ayant

un gain de 3 dB placée à 30 m au dessus du sol moyen. On vise un rayon de
la cellule de 10 km en ville avec un mobile à 1.5 m de hauteur. Pour assurer

une bonne communication, il faut que le signal reçu soit de −110 dBm avec
un dipôle court bien adapté (efficacité de rayonnement εr = 100%). Le co-
dage et la modulation compensent l’évanouissement du signal car les erreurs
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de transmission se produisent en salve suffisamment courte que le codage et
la modulation parviennent à les corriger. L’ombrage cependant produit une

variation statistique du signal avec un écart-type de 6 dB.

# Déterminez l’affaiblissement produit par le canal de propagation.

L’affaiblissement de parcours d’une onde d’espace (trajet direct et réflexion

sur le sol) pourrait correspondre à une zone ouverte i.e. sans phénomènes
de diffraction et de réflexions/diffusions multiples. L’incidence rasante est la

pire situation dans une telle zone, ce qui fournit un coefficient de puissance
γp = 4. Selon les équations développées dans le chapitre sur l’onde d’espace, on

découvre que l’affaiblissement de parcours Ls s’obtient en combinant (12.18)
avec (16.33) pour donner :

Lsras [ dB] = 10 log

(
4πd

λ

1

2

λd

2πhthr

)2

(17.34)

= 32.44 + 20log d[ km] + 20log f [MHz]

+ 87.58 + 20log d[ km]− 20log f [MHz]− 20log(hthr)

= 120 + 40 log d[km] − 20 log ht − 20 log hr . (17.35)

Selon (17.35) obtient alors :

Lsras = 120 + 40 log(10)− 20 log(30)− 20 log(1.5) = 127.0 dB .

Avec le modèle Okumura-Hata pour une zone ouverte, on trouve selon (17.26)
ou (17.31) une valeur assez proche de celle trouvée à incidence rasante :

AOH = 69.55 + 26.16 log(1800)− 13.82 log(30) = 134.3 dB

BOH = 44.9− 6.55 log(30) = 35.2 dB

aOHouv =
(

1.1 log(1800)−0.7
)

(1.5) −
(

1.56 log(1800)−0.8
)

= 0.04 dB

COHouv = −4.78
(

log(1800)
)2

+ 18.33 log(1800)−40.94 = −31.9 dB

LOHouv = 134.3 + 35.2 log(10)− (0.04) + (−31.9) = 137.5 dB .

Dans une ville moyenne, les modèles Okumura-Hata et COST-Hata considèrent
l’ombrage moyen ainsi que les réflexions/diffusions multiples. Il a été vu à
la sous-section 13.4 que l’atténuation par la diffraction de deux écrans était

supérieure à celle produite par un seul écran virtuel de plus grande hauteur. On
peut imaginer que la situation empire avec plusieurs écrans. L’affaiblissement

de parcours serait plutôt de (BC231 =BOH =35.2 dB, aC231 =aOHville
=aOHouv =

0.04 dB, et CC231=COHville
=0) :

AC231 = 46.3 + 33.9 log(1800)− 13.82 log(30) = 136.3 dB

LOHville
= 134.3 + 35.2 log(10)− (0.04) + 0 = 169.5 dB

LC231 = 136.3 + 35.2 log(10)− (0.04) + 0 = 171.4 dB .

On voit bien qu’un écart important existe avec le résultat en zone ouverte.
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# Déterminez le pourcentage de chance que le signal soit bien capté à la frontière
de la cellule selon le modèle COST-Hata.

La puissance moyenne reçue prévue par ce modèle, est de :

<Pr> = 10 log(50× 103) dBm − 172.6 dB + (10 log(1.5) + 3) dB
︸ ︷︷ ︸

gain des antennes= −120.4 dBm .

Ainsi, le signal reçu par le mobile aurait une puissance moyenne de plus de

−120.4 dBm dans 50% des emplacements situés à 10 km de la station de base.
Or le signal subit une fluctuation due à l’ombrage différent d’un emplacement à

un autre. Il faut donc trouver la probabilité que S =<Pr> dépasse −110 dBm.

Puisque S suit une loi gaussienne exprimée en dBm, alors :

P [S > −110] = 1 − 0.5

(

1 + erf

(
−110− (−120.4)√

2(6)

))

= 0.5− 0.5 erf(1.226)
︸ ︷︷ ︸

0.9171

= 0.042 (4.2%) .

Il faudra soit diminuer le rayon de la cellule par 2, soit augmenter la puissance
par 4, ou soit améliorer la sensibilité du récepteur de 10 dB environ, pour avoir

mieux que 50%.

# Répétez le calcul de l’affaiblissement du canal en opérant plutôt à 300 MHz.

Pour l’affaiblissement de parcours de l’onde d’espace, rien ne change car la

fréquence n’intervient pas, à moins de considérer d’éventuelles pertes par hy-
drométéores ou par les gaz de l’atmosphère à plus de 3 GHz :

Lsras = 130.5 dB .

Par contre, pour le modèle Okumura-Hata (le modèle COST-Hata n’est plus

valide à cette fréquence), on obtient :

LOH = 113.9 + 35.2 log(10)− (−1.04) + 0 = 150.2 dB .

On se rend compte que la diffraction multiple n’affecte pas autant à la fréquence

de 300 MHz qu’à 1800 MHz : l’affaiblissement estimé avec le modèle Okumura-
Hata se rapproche de celui de l’onde d’espace, lequel ne considère pas le

phénomène de diffraction multiple. Le rayon du premier ellipsöıde de Fres-
nel est bien plus grand à 300 MHz selon (13.6), de sorte que les rapports !/r1
diminuent, de là Ldiff selon (13.15).



17.5 Évanouissement ! 17-327

17.5 Évanouissement

L’évanouissement est produit par la somme de plusieurs copies plus ou moins retardées
du signal ; ces copies sont issues des réflexions5 ou des diffusions6 sur tous les objets
environnants. Le canal est dit multitrajet (“multi-path”). Or, les signaux s’additionnent

comme autant d’interférences dans le plan complexe i.e. en tenant compte de leur retard,
leur décalage en fréquence, leur amplitude et leur phase. La complexité de l’environnement

rend l’expression déterministe trop difficile (voire même impossible) à obtenir. De plus,
sur des déplacements très courts, la somme peut passer de constructive (tant mieux)
à destructive (tant pis) car il suffit d’une différence d’une demi-longueur d’onde. C’est

pourquoi on retrouve dans certains manuels, le terme d’évanouissement à court terme par
opposition à l’évanouissement à long terme de l’ombrage.

τ6(to)τ3(to)
τ5(to)τ4(to)

Re{h̄(τ ; to)}

Im{h̄(τ ; to)}

τ1(to) τ2(to) τ

Figure 17.9 – Réponse impulsionnelle typique d’un canal h̄(τ, t = to) avec ligne de vue (K = 6).

tn

t1

t

τ

τ

τh(τ ; t)

to

Figure 17.10 – Évolution de la réponse impulsionnelle typique d’un canal h(τ ; t) avec ligne de

vue (K = 6) à des temps t différents.

De manière générale, le signal résultant y(t) pour un canal de propagation linéaire

5L’onde électromagnétique est incidente sur une surface lisse de grandes dimensions par rapport à la
longueur d’onde e.g. sol, bâtiments.

6L’onde rencontre un obstacle dont l’épaisseur et ses dimensions sont comparables à la longueur d’onde ;
la densité de puissance est dispersée dans diverses directions et non dans une direction spéculaire.
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variant temporellement, on écrit :

y(t) =

∫ ∞

−∞
h(τ ; t) s(t− τ)dτ + n(t) (17.36)

=

∫ ∞

−∞

(
K
∑

k=1

hk(τ ; t)

)

s(t− τ)dτ + n(t)

=
K
∑

k=1

γk(t) s(t− τk(t)) + n(t) (17.37)

hk(τ ; t) = γk(t)δ(τ − τk(t)) (17.38)

où K est le nombre de signaux reçus ; s(t), le signal émis ; τk(t), le retard de la k-ème

composante au temps t ; n(t), un bruit additif souvent blanc et gaussien ; et finalement
hk(τ ; t) est la réponse impulsionnelle du canal au temps t pour la k-ème composante.

La réponse impulsionnelle globale du canal fait intervenir les variables γk(t), chacune
dépendante des coefficients des réflexions subies par cette k-ème composante pendant son
parcours et la fonction de Dirac retardée selon la longueur de son parcours.

Comme dans la très grande majorité des systèmes de communication, on suppose que
s(t) est un signal modulé autour d’une porteuse à fréquence fc élevée, ce qui permet de

travailler avec des phaseurs (h̄(τ ; t), s̄(t), n̄(t), γ̄k(t), etc.) dans (17.37). La figure 17.9
illustre une réponse impulsionnelle d’un canal à un temps déterminé t = to. Chacune
des K = 6 flèches représente une impulsion correspondante à une composante k selon

son retard et son amplitude |γ̄k(to)|. L’inclinaison des flèches sert à montrer l’argument
de γ̄k(to). La même réponse impulsionnelle de ce canal est ensuite montrée à des temps

différents sur la figure 17.10) pour bien faire voir l’évolution de cette réponse. Il y a même
une composante qui s’ajoute au fil du temps.

Le modèle du canal correspond donc à un filtre à réponse impulsionnelle finie (“Finite
Impulse Response” – FIR) évolutif à moins que rien ne bouge (aucune mobilité).

17.5.1 Types de canaux

On doit d’abord montrer comment peut varier un canal de propagation en des temps

différents ou à des fréquences différentes. C’est le but des fonctions de Bello comprenant
les fonctions d’autocorrélation7 dans le domaine du temps/retards et dans le domaine du

temps/fréquences de la figure 17.11 :

Rhh(τ, ∆t) = Rhh(τ1, τ2; t1, t2) = E {h(τ1; t1)h∗(τ2; t2)} (17.39)

RHH(∆f , ∆t) = RHH(f1, f2; t1, t2) = E {H(f1; t1)H
∗(f2; t2)} (17.40)

= Fτ {Rhh(τ, ∆t)} . (17.41)

avec H(f ; t) = Fτ{h(τ ; t)}. L’écriture des fonctions d’autocorrélation du canal selon

(17.39) et (17.40) suppose les deux hypothèses suivantes :

7P.A. Bello a exprimé pour la première fois une série de fonctions avec leurs inter-relations dans
“Characterization of randomly time-variant linear channels”, IEEE Trans. on Comm. Syst., vol .12, 1963.
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Figure 17.11 – Fonctions de Bello regroupant les fonctions d’autocorrélation.

• Stationnarité au sens large (“Wide Sense Stationary” – WSS) en temps qui fait

que l’autocorrélation Rhh ne dépend que de la différence de temps ∆t = t2 − t1
(corrélation nulle dans le domaine transformé t ↔ ν, donc δ(ν1−ν2) ⇒ ν1 = ν2 = ν) ;

• Indépendance des trajets (“Uncorrelated Scattering” – US) qui fait que hk1(τ ; t) est

indépendant de hk2(τ ; t) si k1 ̸= k2. Cette indépendance des trajets rend le canal
WSS en fréquences i.e.RHH ne dépend que de la différence de fréquences∆f = f2−f1
(corrélation nulle dans le domaine transformé f ↔ τ , donc δ(τ1−τ2) ⇒ τ1 = τ2 = τ).

L’importance des évanouissements dépendra de la largeur de bande de cohérence Bc

et du temps de cohérence Tc qui sont comparés à la largeur de bande occupé par le signal
Bs et la durée d’un symbole Ts respectivement. Ces deux facteurs s’obtiennent à partir
des fonctions d’autocorrélation comme suit :

• largeur de bande de cohérence Bc

Bc = ∆f tel que
RHH(∆f , 0)

RHH(0, 0)
= 0.5 ou 0.9 (17.42)

• temps de cohérence Tc

Tc = ∆t tel que
RHH(0,∆t)

RHH(0, 0)
= 0.5 ou 0.9 (17.43)
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f f

Bc

Bs < Bc Bs > Bc

H(f ; to) H(f ; to)

Figure 17.12 – Types de canal : à bande étroite et large-bande.

t t

Tc

Ts < Tc Ts > Tc

H(fo; t) H(fo; t)

Figure 17.13 – Types de canal : variations lentes et rapides.

Il convient de définir quatre types de canaux et deux types de propagation :

• Canal non-sélectif en fréquence (à bande étroite) :

La largeur de bande de cohérence Bc dépasse largement la largeur de bande du
signal émis Bs (Bs ≪ Bc). On dit que le canal est plat en fréquence car les diverses
composantes spectrales du signal sont affectés de la même manière. On voit bien

que le canal est non-sélectif en fréquence dans cette condition à la figure 17.12.

Pour une modulation numérique, la largeur de bande du signal est liée à la durée

d’un symbole Ts par Bs ≈ 1/Ts. Ainsi le canal est à bande étroite dès que la durée
d’un symbole est grande par rapport aux délais de propagation.

• Canal sélectif en fréquence (large-bande) :

Lorsque le décalage temporel entre la première et dernière composante devient re-
lativement grand, on a que Bs > Bc. Le canal devient sélectif en fréquence car la

densité spectrale de puissance du signal reçue Y (f) n’a plus la même forme que celle
du signal émis S(f) ; la fonction de transfert H(f ; t) n’est plus plane sur la largeur
de bande occupée de s(t).

• Canal non-sélectif en temps (lent)

Le temps de cohérence Tc dépasse largement la durée d’un symbole (ou même d’une
centaine de symboles) émis Ts (Ts ≪ Tc). Ainsi pendant que l’on capte le symbole

à la réception, celui-ci “voit” toujours un signal dont ses caractéristiques ne varient
pas car le canal ne change pas. La figure 17.13 montre un canal non-sélectif en
temps.
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Figure 17.14 – Types de propagation : avec ligne de vue (LOS) et ligne de vue obstruée (NLOS).

Pour une modulation numérique, le canal est lent dès que la durée d’un symbole

est petite face aux variations du canal provenant de la mobilité des obstacles, mais
surtout de l’émetteur ou du récepteur (canal radio-mobile).

• Canal sélectif en temps (rapide)

Si les mobiles se déplacent rapidement, la fonction de transfert du canal risque de
changer rapidement de sorte qu’il est possible que Ts > Tc. Le canal devient sélectif

en temps et le signal capté pendant la durée d’un symbole varie.

• Propagation avec ligne de vue – LOS (“Line-of-sight”) :

Lorsque le récepteur “voit” l’émetteur comme sur la figure 17.14 de gauche, un signal

direct de forte puissance peut être capté.

• Propagation sans ligne de vue – NLOS (“Non-line-of-sight”) :

Dans le cas où un obstacle obstrue complètement le lien direct entre le récepteur et
l’émetteur comme sur la figure 17.14 de droite, seuls les signaux réfléchis ou diffusés

peuvent être captés.

17.5.2 Largeur de bande de cohérence

La largeur de bande de cohérence Bc est directement liée au délai qui sépare la première
composante reçue et les suivantes. Si ce délai dépasse la durée d’un symbole, cela signifie

que de le symbole précédent risque de chevaucher le symbole actuellement reçu à cause des
longs délais de propagation qui séparent les échos captés. Il y aura donc de l’interférence

entre symboles (IES) comme il apparâıt sur la figure 17.15, ce qui n’est pas souhaitable
on s’en doute bien.

La détermination de la largeur de bande de cohérence Bc devient donc importante pour
limiter l’IES. Elle peut se faire par le bais de la fonction d’autocorrélation RHH (ou RTT )
selon (17.42) en théorie. En pratique, il est préférable d’observer la réponse impulsionnelle
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Figure 17.15 – En haut : Interférence entre symboles (adjacents) se produisant lorsque Ts < Tm

mais, en bas : absente dans une portion importante de Ts lorsque Ts > Tm.

h(τ ; to)

τµτ

Tm = ∆τmax

τrms = στ

Figure 17.16 – Différentes définitions du délai dans la réponse impulsionnelle du canal.

h(τ ; to) directement comme sur la figure 17.16. On pourrait se servir du délai maximal

entre la première et la dernière ∆τmax pour estimer Tm. Cependant, souvent plusieurs
composantes ayant subies plusieurs réflexions/diffusions deviennent non significatives avec
un retard important puisqu’elles ont parcouru de grandes distances. Il convient donc

de considérer un délai effectif moyen τrms qui prend en considération l’importance des
composantes :

τrms =

√
∑

K γ
2
k(τk − µτ )2
∑

K γ
2
k

(17.44)

µτ =

∑

K γ
2
kτk

∑

K γ
2
k

. (17.45)

On utilise habituellement cette approximation pour une corrélation à 50%, ce qui
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donne avec ∆τmax ≈ 2πτrms :

Bc ≈
1

Tm
≈

1

2πτrms
. (17.46)

Si la corrélation doit être meilleure que 90%, c’est plutôt cette approximation :

Bc ≈
1

16πτrms
. (17.47)

Environnement τrms [µs]

Pièces 0.01 à 0.05
Immeuble à bureaux 0.02 à 0.08
Centre commercial 0.04 à 0.1

zone ouverte <0.1
zone sub-urbaine 0.2 à 2

zone urbaine 1 à 5

Table 17.2 – Délais effectifs moyens selon l’environnement.

Le tableau 17.2 dresse quelques valeurs typiques de délais effectifs moyens.

Exemple 17.4

Soit un lien hertzien à fc = 148 MHz avec modulation BPSK dont le taux
binaire est de 10 Mb/s. Deux signaux sont captés dont l’un est le signal direct

tandis que l’autre provient d’une réflexion dont la longueur du trajet est plus
long de δr−d par rapport au trajet direct de 10 km environ.

# Vérifiez s’il y a de l’IES si δr−d = 6 m.

À la vitesse de la lumière, le délai (donc Tm) vaut :

Tm =
6

3× 108
= 20ns

tandis qu’à 1 bit par seconde par Hertz pour une modulation BPSK :

Ts =
1

10× 106
= 100ns .

Il est clair que Tm < Ts, donc pas d’IES : le canal est non sélectif en fréquence.

# Qu’en est-il de l’IES et du nombre de symboles affectés si δr−d = 150 m.

On trouve ici que Tm = 500ns alors que la durée d’un symbole n’a pas changé

Ts = 100ns. Ce délai correspond donc à la durée de 5 symboles i.e. il y aura
IES d’un symbole sur le cinquième qui le suit.

Mais s’il y avait plusieurs réflexions dont la plus retardée aurait un trajet de

150 m plus long, alors les 5 prochains symboles seraient affectés par le symbole
reçu actuel.
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Pour combattre l’IES :

• On se sert d’un égaliseur ; une sorte de filtre qui cherche à compenser les réflexions
pour obtenir à nouveau un spectre plat.

• On utilise aussi une modulation qui opère sur différentes sous-porteuses (pour un

même message) avec des sous-bandes étroites, plus étroites que la largeur de bande
de cohérence appelée modulation à porteuses orthogonales (OFDM).

17.5.3 Temps de cohérence

Pour un lien hertzien entre un mobile et une station de base (communications radio-
mobiles), il faut aussi considérer l’effet Doppler8 produit par le mouvement relatif de

l’émetteur et du récepteur. Il n’est pas important de savoir lequel de l’émetteur ou du
récepteur se déplace à vitesse v. Il y a dissymétrie pour une onde sonore car il y a un

support à l’onde mais ce n’est pas le cas des ondes électromagnétiques. L’effet Doppler
génère un décalage de la fréquence νd tel que :

νd =
v

λ
cos θ = f

v

c
︸︷︷︸

νdmax

cos θ . (17.48)

La variable νdmax est le décalage maximal doppler tandis que θ est l’angle entre le trajet
direct et la direction de v.

νdmax

νd

RSS(0; ν)

νdk
νrms = σν

Figure 17.17 – Étalement du spectre doppler par les dopplers différents de chacune des com-

posantes.

Comme chaque composante du multitrajet subit l’effet Doppler avec un décalage

différent puisque l’angle θk changent, donnant ainsi les différents νdk de la figure 17.17.
Il y a étalement du spectre du signal reçu. Ainsi, l’effet Doppler influe directement sur le

temps pendant lequel on peut assumer le canal comme étant constant d’où le lien entre
le temps de cohérence Tc et la largeur du spectre doppler Bd :

Tc ≈ 1/Bd . (17.49)

8En France, on rajoute le nom du physicien Fizeau pour la lumière car il découvrit indépendamment
l’effet 3 ans plus tard en 1948 mais pour les ondes électromagnétiques.
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Figure 17.18 – Signal reçu avec un canal à variations lentes ou rapides.

Un canal sélectif en temps sera responsable d’un signal reçu fluctuant à l’intérieur de

la durée du symbole comme sur la figure 17.18. Les différentes composantes temporelles
du signal reçu sont affectées différemment pendant qu’on récupère le symbole au récepteur
ce qui est susceptible de causer une erreur d’estimation du symbole transmis.

La largeur du spectre doppler peut être déterminée à partir du spectre de puissance
doppler RSS(0, ν) (ou de façon équivalente, RTT (0, ν)) défini ainsi pour un canal WSS-

US :

RSS(τ, ν) = RSS(τ1, τ2; ν1, ν2) = E {S(τ1; ν1)S∗(τ2; ν2)} (17.50)

avec S(τ ; ν) = Ft{h(f ; t)} (ou T (f ; ν) = Ft{H(f ; t)}). Le spectre de puissance doppler
RSS(0, ν) (ou RTT (0, ν)) décrit jusqu’à quel point un signal sinusöıdal pur (lequel est une

impulsion dans le domaine fréquentiel) s’étale au niveau spectral après avoir traversé le
canal multitrajet.

Le temps de cohérence s’obtient :

• avec largeur du spectre doppler Bd selon (17.49)

Bd = ∆ν tel que
RSS(0,∆ν)

RSS(0, 0)
= 0.5 (17.51)

• avec le doppler effectif moyen νdrms qui se calcule par une équation semblable à

(17.44) qui évite l’obtention analytique de RSS(0, ν)

Tc ≈
1

2πνdrms

corrélation de 50% (17.52)

Tc ≈
1

16πνdrms

corrélation de 90%. (17.53)
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• avec νdmax selon l’approximation conservatrice9 :

Tc ≈
9

16πνdmax

. (17.54)

Selon le temps de cohérence, on dit que le canal est à variations lentes ou rapides. Si les

mobiles bougent peu, le doppler est à son minimum et le canal sera à variations lentes.

Exemple 17.5

Un avion se déplace à 450 km/h. Il est télémétré au sol par le biais d’un lien à

la fréquence porteuse fc = 5 GHz de type

a) Wi-Fi IEEE 802.11a (prendre OFDM à FFT-52 sous-porteuses, largeur de
bande totale B = 16.6 MHz) ;

b) Wi-MAX IEEE 802.16e (prendre OFDM à FFT-256 sous-porteuses, lar-

geur de bande totale B = 2.5 MHz).

# Décrivez la sélectivité en temps de chacun des canaux.

Selon (17.48), le décalage maximal doppler est de :

νdmax = 5× 109
450(1000/3600)

3× 108
= 2083 Hz .

En prenant (17.54), on obtient le temps de cohérence du canal :

Tc ≈
9

16π(2083)
= 86µs .

La largeur de bande par sous-porteuse (ou la distance entre sous-porteuses
adjacentes) est d’environ

a) Bs = 16.6 × 106/52 ≈ 319 kHz. De cette valeur, on obtient la durée d’un

symbole OFDM en Wi-Fi :

Ts ≈
1

Bs
= 3.2µs .

Comme Ts < Tc, on peut dire que le canal est à variations lentes

b) Bs = 2.5 × 106/256 ≈ 9.77 kHz. La durée d’un symbole OFDM en Wi-
MAX est ici de :

Ts ≈
1

Bs
= 103µs .

Cette fois la canal est suffisamment rapide pour dire que le Wi-MAX
n’est pas approprié pour des mobiles se déplaçant à de telles vitesses car
le canal est à variations rapides.

9Rappaport, Prentice-Hall, 2002. Dans la même référence, on suggère une autre approximation plus
populaire et moins restrictive qui vaut Tc ≈

√
9

16πν2

dmax

≈ 0.423
νdmax
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Exemple 17.6

On veut prendre des mesures de propagation Wi-Fi (IEEE 802.11b) du canal 5
(2.432 GHz avec une largeur de bande de 22 MHz) à l’intérieur d’une pièce sur

un parcours d’une longueur de 5 m. L’utilisation d’un facteur d’échelle exige
que deux mesures consécutives soient corrélées dans le temps. Un robot avec
une antenne de réception effectue le parcours en 10 secondes, en prenant un

échantillon à intervalle régulier.

# Déterminez le nombre minimal de mesures et la distance entre deux mesures.

Comme les mesures consécutives doivent être corrélées, il faut que la période
d’échantillonnage ∆t soit inférieure au temps de cohérence Tc. Selon (17.48)

et (17.54) :

∆t < Tc =
9

16π (2.432×109)(0.5)
3×108

= 44.2 ms .

puisque la vitesse du robot est de 0.5 m/s. En prenant∆t = 40 ms, on obtient :

Nmin =
10

0.04
= 250 .

La distance entre deux mesures peut être déterminée en divisant la longueur
du parcours par le nombre d’échantillons ; ou en multipliant la vitesse du robot

par la période d’échantillonnage :

∆x =
5

250
= (0.5)(0.04) = 0.02 m .

# Vérifiez la différence avec un robot plus rapide.

Si vrobot2 = 10 vrobot1 alors la fréquence doppler décuple aussi ce qui diminue
d’autant le temps de cohérence Tc2 = 0.1 Tc1. Mais comme la distance entre

deux mesures dépend du produit de la vitesse du robot par la période, elle
demeure inchangée ; du coup le nombre d’échantillons ne change pas.

# Suggérez une procédure pour diminuer le nombre d’échantillons.

Pour rester corrélées, les mesures doivent être faites dans un temps rapproché,
inversement proportionnel à la vitesse du robot donc à ∆x constant. La ques-

tion précédente le démontrait bien. À la limite cependant, si le robot s’im-
mobilise au moment de la prise de la mesure vrobot3 → 0, alors Tc → ∞. Le

déplacement peut être quelconque.
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17.5.4 Modélisation statistique du canal à bande étroite

Pour un canal à bande étroite, les différences entre les retards τk(t) de chaque composante
sont assez identiques (par rapport à Ts) dans (17.37). On peut donc les remplacer par une

valeur commune τo(t) qui correspond en gros au délai de propagation de la première com-
posante reçue. Le signal reçu ȳ(t) (si on travaille avec des phaseurs) devient simplement
une copie retardée du signal émis s̄(t− τo(t)) pondérée par un facteur notée ᾱ(t) qui est

la somme des γ̄k(t) = γk(t)ejφk(t).

ȳnb(t) = ᾱ(t)s̄(t− τo(t)) + n̄(t) . (17.55)

17.5.4.1 Canal de Rayleigh NLOS

Si on considère un canal WSS-US, les γk(t) sont des processus aléatoires iid, même chose
pour les φk(t). En conséquence, leur somme converge vers un processus stochastique ᾱ(t)
dont les parties réelle et imaginaire ont une densité gaussienne de moyenne nulle. Le

module r(t) = |ᾱ(t)| devient un processus stochastique ayant une densité de Rayleigh
d’où le nom de canal de Rayleigh attribué à une propagation NLOS.

νdm

délai

γ̄1(t)

Στ2

τK

γ̄2(t)

γ̄K(t)

s̄(t) ȳ(t)

τ1

νdm

νdm

Figure 17.19 – Schéma équivalent à un canal de Rayleigh ou de Rice.

La simulation d’un tel canal se réalise facilement en suivant le schéma de la figure

17.19 qui nécessite la génération de K coefficients γ̄k(t) indépendants et autant de retards
τk uniformément distribués entre τ1 et τ1 +∆τmax à chaque instant t.
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17.5.4.2 Canal de Rice LOS

En propagation LOS cependant, le signal direct n’est pas une copie du signal émis multi-
pliée par une variable aléatoire. Ainsi le facteur multiplicatif associé au signal direct γ̄d est

une constante de sorte que ᾱ(t) tend maintenant vers un processus stochastique gaussien
de moyenne non-nulle. Le module r(t) = |ᾱ(t)| devient un processus stochastique ayant

une densité de Rice. La moyenne utilisée dans la densité de Rice décrite par (17.20), µi

est déduit du rapport en puissance entre le signal LOS et les signaux NLOS notée ici kp :

kp =
s2

2σ2
nlos

=
µ2
i

2
(17.56)

où s est l’amplitude du signal direct et σ2
nlos, la variance (donc la puissance) des autres

signaux qui sont NLOS.

• Lorsque kp → 0 indiquant qu’aucune composante ne ressort en importance, le canal
de Rice se transforme en un canal de Rayleigh, c’est la pire situation ;

• Au contraire, lorsque kp → ∞, on a plutôt affaire à un canal gaussien avec un très
faible écart-type comparativement à la moyenne. Du signal reçu ȳbe(t), il devient

facile d’extraire le signal émis s̄(t) à moins que celui-ci soit noyé dans le bruit n̄(t) par
un rapport signal-à-bruit inférieure au seuil nécessaire pour récupérer l’information.

17.5.5 Canal large bande

Le principe développé pour le canal à bande étroite peut s’étendre pour une application à

large bande. Il suffit de décomposer la bande en M sous-bandes étroites. Ainsi, l’équation
(17.55) s’écrit pour un canal large bande :

ȳwb(t) =
M
∑

m=1

ᾱm(t)s̄(t− τm(t)) + n̄(t) . (17.57)

Les Rm(t) = |ᾱm(t)| sont ici des variables de Rayleigh ou de Rice indépendantes pour
m1 ̸= m2. Pour demeurer compatible avec le modèle à bande étroite, les retards τm(t)

doivent cependant considérer le sous-intervalle de temps comme un multiple exact de
Ts = 1/Bs car le signal s(t) est différent de s(t± Ts). Ainsi, on a :

τm(t) = τo(t) +mTs . (17.58)

Cette modélisation du canal large-bande suggère donc une façon de procéder à la

simulation (ou à la détection mais ce n’est pas du ressort de ce volume) : le signal s(t)
est retardé M − 1 fois par une ligne à délai de Ts, la sortie de chacune des ligne à délai

est pondérée par une variable complexe gaussienne ᾱm avant d’être sommée pour fournir
ywb(t). Il faut recommencer avec des nouvelles variables aléatoires à chaque intervalle
Ts < Tm.
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17.5.6 Modèle de Clarke

Dans le modèle de Clarke10, l’angle θk pour le calcul de la fréquence doppler est une

variable aléatoire uniformément distribuée entre [−π, π]. Cependant, dans la littérature,
on mentionne souvent que la distribution uniforme de l’angle θk n’est pas valide, surtout

pour de faibles distances.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5
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ν/ νd
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p 
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z 
× 
ν d m

ax
]

Figure 17.20 – Densité spectrale de puissance normalisée selon le modèle de Clarke dans un

canal de propagation de Rayleigh ; spectre de Jakes.

Pour le modèle de Clarke, qui est après tout une bonne approximation, et l’évanouis-

sement de Rayleigh, qui est le pire canal de propagation, le temps de cohérence s’obtient
ainsi de manière équivalente à Rhh :

Rαα(τ) = E[ᾱ(t)ᾱ∗(t− τ)] (17.59)

RααJakes
(τ) = J0(2πνdmaxτ) . (17.60)

J0 est la fonction de Bessel de première espèce, d’ordre zéro. Or, on a RααJakes
(TcJakes

) = 0.5
lorsque :

TcJakes
≈

0.24

νdmax

(17.61)

ce qui n’est pas très loin de (17.54),

Quant au spectre de puissance doppler, il se décrit par l’expression suivante :

RSSJakes
(0, ν) =

{
1

πνdmax

√
1−(ν/νdmax )

2
|ν| < νdmax

0 ailleurs.
(17.62)

Ce spectre, appelé le spectre de Jakes11, est très caractéristique des spectres de puissance
doppler observé avec sa forme en “U” ; il apparâıt à la figure 17.20 pour une fréquence
doppler normalisée ν/νdmax .

10R.H. Clarke, “A Statistical Theory of Mobile-Radio Reception”, Bell Syst. Tech. J., 1968.
11W.C. Jakes, “New Techniques for Mobile Radio”, Bell Lab. Rec., 1970.
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17.5.7 Autres paramètres de l’évanouissement

Deux autres paramètres sont à considérer dans un canal de propagation où il y a de
l’évanouissement. Il s’agit de :

• Taux de passage à un seuil Nr (“Level Crossing Rate” ) soit le nombre moyen de

passages du signal au-dessus d’un seuil normalisé rn (i.e. la valeur du seuil divisée
par la valeur efficace du signal) par unité de temps.

Canal de Rayleigh
Nr =

√
2πνdmaxrne

−r2n ; (17.63)

Canal de Rice

Nr =
√

2π(kp + 1)νdmaxrne
−kpe−(kp+1)r2n I0

(

2rn

√

kp(kp + 1)

)

. (17.64)

avec kp défini dans (17.56) et I0, la fonction de Bessel modifiée d’ordre zéro.

• Durée moyenne d’évanouissement τr (“Average Fade Duration” ) pendant laquelle
le signal reste sous un certain seuil normalisé rn.

Canal de Rayleigh

τr =
er

2
n − 1√

2πrnνdmax

. (17.65)

L’affaiblissement produit donc des erreurs par rafales : le niveau du signal tombe sous
un certain seuil dans un laps de temps τr pendant lequel la réception des symboles produit

une fausse estimation. En effet, les modulations présentent souvent un effet de seuil en
bas duquel “on perd le signal”.

Pour combattre les erreurs par rafales, on utilise en combinaison :

• des techniques d’entrelacement des bits avant d’émettre les symboles d’une trame ;

• des codes correcteurs d’erreurs .

Exemple 17.7

Un signal BPSK de 50 bps dans la bande ISM à 915 MHz subit un évanouissement

de Rayleigh et un décalage maximal doppler de 20 Hz.

# Déterminez le nombre de passages au seuil égal à la valeur efficace du signal.

Il suffit de rn = 1 dans (17.63) pour trouver :

Nr =
√
2π(20)(1)e−1 = 18.44 croisements /s .

# Calculez la durée moyenne d’évanouissement avec des seuils normalisés rn de
0.01, 0.1 et 1.
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En se servant de (17.65), on trouve immédiatement :

τr0.01 =
e(0.01)

2 − 1√
2π(0.01)(20)

= 199µs

τr0.1 =
e(0.1)

2 − 1√
2π(0.1)(20)

= 2 ms

τr1 =
e1 − 1√
2π(1)(20)

= 34.3 ms .

# Si une erreur se produit dès que le signal est sous le seuil normalisé rn = 0.1

sur la durée du bit, calculez le taux d’erreurs binaires (BER).

Selon le calcul précédent, la durée de l’évanouissement représente un dixième

de la durée d’un bit Ts = 1/50 = 20ms. Donc l’évanouissement ne peut
causer qu’un bit en erreur à chaque fois qu’il passe sous le seuil. Il suffit donc
de trouver le nombre de passage au seuil avec (17.63) :

Nr =
√
2π(20)(0.1)e−(0.1)2 = 5 croisements /s

ce qui contribue à 5 erreurs par seconde d’où BER = 5/50 = 0.1 .
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17.5.8 Résumé des cas de figure

Tant que la largeur de bande occupée par le signal est petite comparativement à la largeur
de bande de cohérence, le canal n’affecte pas de manière différente chaque composante

spectrale. Si, en plus, le doppler est faible alors le signal reçu dans l’intervalle d’un symbole
est uniforme. C’est le meilleur des mondes.

Lorsque la qualité ou la quantité d’information augmente, il vient un temps où la

largeur de bande du signal émis dépasse la largeur de bande de cohérence du canal. Des
interférences entre symboles adjacents (IES) apparaissent.

La situation s’aggrave avec un mobile rapide produisant un étalement doppler impor-
tant car le signal capté pour le même symbole fluctue considérablement.

Plat en fréquence

Doppler faible

Ts ≪ Tc

Bs ≫ Bd

Bs < Bd

D
is
p
er
si
o
n

fr
éq

u
en

ti
el
le

Dispersion temporelle

Ts > Tc

canal court

Bs ≪ Bc

Ts ≫ Tm

Évanouissement lent
Sélectif en fréquence
Évanouissement lent

IES

Sélectif en fréquence
Évanouissement rapide

IESPas d’IES

Pas d’IES

Évanouissement rapide

Doppler élevée

canal long

Bs > Bc

Ts < Tm

Plat en fréquence

Table 17.3 – Résumé des différents types de canal de propagation selon la dis persion temporelle

et la dispersion fréquentielle observées.

Le tableau 17.3 résume bien le regroupement des quatre cas possibles de canal de

propagation.
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Exercices

Question 1

Déterminez le pourcentage de temps pendant lequel un processus stochastique passe

sous un seuil de 10 dB plus bas que sa valeur efficace selon sa densité de probabilité.

a) loi de Rayleigh ;

b) loi de Gauss (ou normale) de moyenne nulle.

Question 2

Des mesures du niveau du signal sont faites dans un édifice. On trouve que la modèle

par ajustement du coefficient de puissance convient amplement avec un coefficient γp =
3.5. La puissance moyenne du signal captée à 2 m est de 1 mW.

a) Estimez la puissance moyenne médiane reçue à 10 m ;

b) Si 10% des mesures effectuées à 10 m sont supérieures à -20 dBm, déterminez l’écart
type de l’affaiblissement de parcours.

Question 3

Une station de base émet une puissance isotropique équivalente PIRE = 1 kW à une

fréquence porteuse de 900 MHz. L’antenne de la station de base est à une hauteur hb =
100 m alors que le mobile se situe à d = 20 km de la base à une hauteur hm = 10 m avec

une antenne qui a un gain de 1.5, dans une zone qualifiée de banlieue.

Trouvez le niveau médian de puissance reçue selon que l’on soit dans une grande ville,
une ville moyenne, une banlieue ou en zone ouverte.

Question 4

Avec les mêmes paramètres que la question précédente, vérifiez ce qui en aurait été si
on avait pris un modèle d’onde d’espace (signal direct et la réflexion sur le sol) à incidence

rasante pour équivalent d’une zone ouverte. Assumez une terre plane pour simplifier.

Question 5

Un récepteur à 2 km reçoit un signal à la fréquence de 1.8 GHz avec une puissance
moyenne de 2nW . Les antennes ont un gain de 2 dB et 4 dB ; la première étant à 40 m
du sol et l’autre à 3 m respectivement.

Déterminez la puissance moyenne captée aux distance d = 1 km et 5 km en utilisant :

a) le modèle d’onde d’espace à incidence rasante ;

b) le modèle COST231 en banlieue.
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c) Déterminez la puissance moyenne émise <Pt> selon chacun de modèles mentionnés.

Question 6

Un canal de propagation présente la réponse impulsionnelle suivante :

h(τ ; t) = 0.1δ(t)− 0.32δ(t− 1µs) + 0.32δ(t− 2µs) + 1δ(t− 5µs) .

Déterminez la largeur de bande de cohérence à 50%.

Question 7

Une modulation numérique fournit un taux d’erreurs binaires (BER) satisfaisant lorsque

Ts ≥ 10στ . On utilise cette modulation dans le canal de propagation caractérisé par la
réponse impulsionnelle suivante en dB :

h(τ ; t)[dB] = −10δ(t− 5µs) + 0δ(t− 10µs) .

Donnez :

a) le plus grand taux binaire Rb possible ;

b) la largeur de bande de cohérence à 50%.

Question 8

Différents systèmes sans fil sont testés dans un canal dont la largeur de bande de

cohérence vaut 0.5 MHz. Dites si un égaliseur est nécessaire pour chacun d’eux.

a) GSM à 270.8 kbps en modulation 0.3 GMSK ( 1
0.3 bit/s/Hz car BsTs = 0.3) ;

b) US Digital Cellular (IS-54) à 48.6 kbps en modulation π/4DQPSK (2 bits/s/Hz) ;

c) DECT à 1.15 Mbps en modulation 0.3 GMSK ;

d) Qualcomm IS-95 à 1.23 Mbps en modulation BPSK (1 bit/s/Hz).

N.B. On quantifie une modulation par son rendement i.e. la quantité de bits transmises
par seconde par unité de largeur de bande soit 1 Hz. Ainsi, il faut 1 kHz de largeur de
bande pour transmettre 4 kbps si la modulation a un rendement de 4 bits/s/Hz.

Question 9

Un système radio est conçu sans égaliseur pour opérer à 10 GHz dans un canal dont le
délai effectif moyen atteint 10µs avec des avions allant jusqu’à 300 m/s. Si la modulation
numérique utilisée permet la transmission de 1 bit/s/Hz et que le BER est adéquat tant

que Ts ≥ 5στ , déterminez la plage des valeurs possibles du taux binaire Rb.

Question 10

Un véhicule se déplace à 50 km/h alors qu’il capte un signal dans la bande ISM à
5.8 GHz avec des symboles de 10µs.
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a) Vérifiez si le canal est à évanouissement lent ou rapide ;

b) Déterminez la portion ou le nombre de bits sur lequel le canal est assumé plat.

Question 11

On mesure les caractéristiques d’un canal radio-mobile à 900 MHz dans une ville. Le
récepteur mobile utilise une antenne qui est un monopôle quart-d’onde vertical et n’est
jamais en vue de l’antenne émettrice. Il se déplace à une vitesse constante de 50 km/h.

L’affaiblissement de parcours et les variations lentes produites par l’ombrage sont com-
pensés par un contrôle de gain automatique.

a) Dérivez la valeur du seuil normalisé qui maximise la taux de passage à ce seuil ;

b) Trouvez combien de fois l’enveloppe du signal tombe sous le seuil obtenu en a) pendant
une période de 1 minute ;

c) Trouvez la durée moyenne de chacun des évanouissements.

Question 12

Un véhicule se déplace à vitesse constante pendant 10 secondes alors qu’un récepteur
à bord reçoit un signal à 860 MHz. La durée moyenne des évanouissements sous le seuil

normalisé de -10 dB se situe autour de 1 ms. Calculez la longueur du trajet parcouru en
assumant que la valeur moyenne du signal ne varie pas durant le trajet.

Réponses :

1. a) z2/2σ2
i = 0.1, 9.5% b) s/

√
2σs = 0.316, 67.3%.

2. a) E{<Pr(10m)>} = µpr10 = −24.5 dBm ;

b) P [<Pr(10m)>> 20] = 0.5
(

1− erf(−20−(−24.5)√
2σd

)
)

⇒ σd = 3.52 dB.

3. LOHzone ouverte = 110.4 dB, LOHbanlieue
= 128.9 dB,

LOHville moyenne
= 138.9 dB, LOHgrande ville

= 151.8 dB

<Pr>zone ouverte= −78.6 dBm, <Pr>grande ville= −120.1 dBm.

4. Ls = 126+20 log(20)− 20 log(100)− 20 log(10) = 92 dB donc <Pr>= −60.2 dBm.

5. a) Ls = 78.42 + 40 log d[km] donc Ls2km = 90.46 dB.

Prenons le cas à d = 1 km : Ls1km = 78.42 dB soit 12 dB de moins environ :

<Pr(1km)>=<Pt(2km)> +12 dB = (−57 + 12) dBm soit 32nW ;
<Pr(5km)>= (−57− 15.9) dBm soit 0.051nW ;

b) LC231 = 130.15 + 34.4 log d[km] donc LC2312km = 140.5 dB.
Toujours avec le cas d = 1 km : LC2311km = 130.15 dB soit 10.35 dB de moins :
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<Pr(1km)>= −46.85 dBm (20.6nW ) ;
<Pr(5km)>= −70.7 dBm soit 0.085nW ;

c) onde d’espace : LT [dB] = Ls − 2− 4 = 84.46 dB, <Pt>= 0.554 W;

COST231 : LT = 134.5 dB, <Pt>= 56.4 kW ! ! !

Par contre, si l’autre antenne est à 4 m (au lieu de 3 m), alors LC321 = 127.3 dB
alors que Ls = 104.5 dB, soit un écart de moins de 23 dB seulement.

6. µτ = 4.37µs, στ = 1.37µs, Bc = 146 kHz.

7. µτ = 9.55µs, στ = 1.44µs donc a) Rbmax = 69.6 kbps b) Bc = 139.2 kHz.

8. Tm ≈ 2µs a) Non Ts = 12.3µs, b) Non Ts = 41.2µs
c) probablement que Oui Ts = 2.89µs, d) Oui Ts = 0.81µs.

9. Rb < 20 kbps (Ts < 5στ) mais Rb > 55.85 kbps (Ts < Tc), donc impossible.

10. a) Tc = 667µs donc Ts ≪ Tc donc canal à évanouissement lent ;

b) jusqu’à un maximum de Tc/Ts ≈ 69 bits .

11. a) rn = −3 dB, b) Nr · 60 = 2688, c) τr = 8.8ms.

12. νdmax = 133 Hz, d = 464 m.





Chapitre 18

Ondes de surface

18.1 Introduction

Dans les plus basses fréquences du spectre radio, il existe un mécanisme de propagation un

peu étrange : l’onde de surface. A proximité du sol existe une zone à l’intérieur de laquelle
la formulation de l’optique géométrique n’est plus valable. Il y a toutefois une solution
aux équations de Maxwell telle que démontrée dans les travaux de Sommerfeld parus en

1909 sur le problème général du rayonnement d’une antenne verticale au dessus d’un sol
ayant une conductivité finie. La propagation d’une onde de surface se base sur le fait que

le comportement du sol ressemble à celui d’un conducteur aux fréquences relativement
basses. La section 16.3.1 décrivait les paramètres du sol. Une partie de l’énergie incidente

est absorbée par le sol, induisant des courants de surface (condition frontière sur H||).
Ces courants induits, à leur tour, engendrent des champs électromagnétiques d’où un
phénomène de guidage par le sol.

La propagation des ondes de surface existe principalement dans les bandes de fréquence
suivantes :

• VLF : là où le sol et l’ionosphère agissent comme les parois d’un guide d’onde ;

• LF ;

• MF : particulièrement dans cette bande (radiodiffusion AM) ;

• HF : les ondes de surface n’existent que sur la mer.

La portée atteinte par les ondes de surface avec une puissance réaliste de l’émetteur,
dépend du taux de l’atténuation du champ guidé. Ce taux se fait plus importante lorsque

la fréquence augmente. Dans les basses fréquences du spectre radio (VLF), la portée est
virtuellement le tour de la terre tandis que, en MF, la portée est plutôt régionale. En

fait, l’onde de surface s’atténue à peine plus vite que l’onde en espace libre tant que la
diffraction ne fait pas obstacle i.e. tant qu’on peut assumer la terre comme étant plane.

Pour s’assurer d’une onde de surface optimale en puissance, il convient de placer les
antennes à des hauteurs électriquement basses. Cela se réalise facilement car les longueurs
d’onde dans la gamme 3 kHz à 3MHz dépassent les 100m ! On remarque d’ailleurs que les
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antennes de radiodiffusion AM sont des monopôles quart-d’onde au niveau du sol, et sont
placées dans des endroits quelconques, non sur des sommets.

Il est important de préciser dès le départ que :

• le mode de propagation de l’onde de surface devient un mode prédominent lorsque
l’angle d’attaque ψ est faible car :

– les ondes directe et réfléchie parcourent sensiblement la même distance ;

– le coefficient de réflexion tend vers −1 ;

d’où le risque d’avoir un évanouissement complet lors de la somme vectorielle des
composantes de l’onde d’espace ;

• les antennes doivent être proches de la surface si on désire privilégier la propagation

par onde de surface car elle s’atténue très rapidement si les antennes sont surélevées ;

• la polarisation verticale est la seule employée pour une transmission avec onde de
surface car les pertes sont nettement moins élevées qu’en polarisation horizontale.

18.2 Paramètres du sol

Lorsqu’une onde radio est émise d’une antenne proche du sol, l’amplitude du champ

électromagnétique décrôıt par :

• la dispersion spatiale de l’énergie ;

• les pertes de diffraction ;

• l’absorption de l’énergie par la surface de la terre dûe à la conductivité finie du sol.

La théorie électromagnétique prévoit deux types de courant :

• le courant de conduction, J̄c = σĒ

• le courant de déplacement, J̄d = ϵ dĒ
dt

J̄ = (σ + jωϵ) Ē

= jωϵ̄Ē. (18.1)

Le courant de conduction dans le sol, est le responsable qui “attire” l’onde et la fait

courir à la surface. On définit alors deux nouveaux paramètres susceptible de montrer
l’importance du courant de conduction selon la fréquence :

• le facteur q1 :

q =
Jc

Jd
=

σ

ωϵ
=

X

ϵr
(18.2)

1Le facteur q ressemble à la tangente de pertes définie en 16.14 à la différence que la permittivité n’est
pas celle du vide mais celle du sol.
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Sol ϵr σ[mS/m] fq[MHz] qf=1.5MHz

eau de mer 70 5000 1285 855

terre humide 30 10 6 4
30 20 12 8

eau douce 80 3 0.6 0.4

terre moy. sèche 15 5 6 4
15 1 1.2 0.8

terre sèche 3 0.1 0.6 0.4
3 1 6 4

Table 18.1 – Quelques paramètres typiques pour divers types de sol.

• la fréquence à laquelle q = 1 ou fréquence de croisement, fq :

fq[MHz] =
18σ[mS/m]

ϵr
. (18.3)

Si q ≫ 1, le sol est considéré comme un bon conducteur tandis que dans l’autre
extrémité où q ≪ 1, il est un bon diélectrique. L’onde de sol est possible tant que le

sol demeure conducteur i.e. tant que la fréquence centrale du spectre de l’onde est très
inférieure à la fréquence de croisement.

La table 18.1 liste les valeurs typiques de fq pour les différents sol vus lors de l’étude

de l’onde d’espace (cf. section 16.3.1).

18.3 Facteur d’atténuation de surface

D’abord, on se rappelle que l’onde de surface est liée aux courants de surface induits les-
quels dépendent de la discontinuité de la composante tangentielle des champs magnétiques

à la frontière de séparation. L’onde de surface intervient par l’entremise de la fonction de
Sommerfeld F̄ (ϖ) comme dans le second item de la partie droite de l’expression (11.12)

réécrit ici :

Ēsurf =

(
E1

dk

)

︸ ︷︷ ︸

Eo

e−jβd(1− R̄v,h) F̄ (ϖ) (18.4)

où :

F̄ (ϖ) = 1 + j
√
πϖe−ϖ erfc(−j

√
ϖ) (18.5)

ϖ =
jβdu2(1− u2 cos2 ψ)

2

(

1 +
sinψ

u
√

1− u2 cos2 ψ

)

(18.6)

u2 =
1

ϵr + jX
(18.7)

erfc(z) =
2√
π

∫ ∞

z

e−v2dv . (18.8)
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La fonction erfc(·) est la fonction d’erreur complémentaire (voir équation (17.10)). La tan-
gente de pertes2 X , a un effet important sur l’atténuation de l’onde de surface malgré la

fait que cela ne semble pas apparent dans les équations ci-dessus. La fonction de Sommer-
feld F̄ (ϖ), introduit une atténuation qui crôıt rapidement lorsque l’angle d’attaque ψ de-

vient important. C’est pourquoi l’onde de surface n’existe qu’au ras du sol, électriquement
parlant.

Sans trop entrer dans les détails techniques (qui sont très complexes), les travaux de
Sommerfeld3 et de Norton4 simplifient les expressions en assumant :

• une incidence très très rasante ;

• le module seul du champ reçu de l’onde de surface Esurf est considéré.

Dans ces conditions, le coefficient de réflexion vaut R̄v,h ≈ −1 et un facteur 2 apparâıt5 ;
de plus le module de la fonction de Sommerfeld évaluée à ψ = 0 forme maintenant le
facteur d’atténuation de l’onde de surface As :

As = |F (ϖ)|ψ=0 (18.9)

=
∣
∣ 1− j

√
πp̄s e

−p̄s erfc(−j
√
p̄s)
∣
∣ (18.10)

La nouvelle variable p̄s est simplement la valeur deϖ à ψ = 0. C’est une quantité complexe
qui s’exprime sous forme polaire :

p̄s = pse
jbs (18.11)

où

• ps est une distance numérique ;

• bs, une constante de phase numérique pour l’onde de surface.

La détermination du facteur d’atténuation de l’onde de surface As, est difficile et il
n’existe pas d’expression unique valable pour tous les cas rencontrés dans la pratique. De

plus, pour de grandes distances, il doit considérer de l’effet de diffraction produit par la
courbure terrestre.

18.3.1 Terre plane

En utilisant la notion du champ en espace libre, on obtient le niveau de l’onde de surface :

Esurf ≈
(
E1

dk

)

︸ ︷︷ ︸

Eo

As (18.12)

2On rappelle que X = 18× 103 σ[S/m]
f [MHz] donnée par (16.14).

3A. Sommerfeld, “The propagation of waves in wireless telegraphy”, Ann. Physik, vol. 28, 1909
4K.A. Norton, “The propagation of radio waves over the surface of the Earth and in the upper

atmosphere”, Proc. IRE, vol. 24, 1936 ; Proc. IRE, vol. 25, 1937.
5En réalité, le facteur 2 est pris en charge par la directivité du monopôle ; pour un dipôle au dessus

du sol cependant, il faut considérer le facteur de réseau en rayonnement transversal à cause de l’image.
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On peut assumer une terre plane lorsque la distance entre les antennes répond au
critère défini préalablement6. Dans ce cas, il existe des formules empiriques permettant

de déterminer la valeur de As selon la polarisation et la tangente de pertes :

As =
2 + 0.3ps

2 + ps + 0.6p2s
︸ ︷︷ ︸

Âs

−
√

ps
2
e−(5/8)ps sin bs . (18.13)

Des simplifications sont possibles selon le cas :

• pour bs < 5◦,

As ≈ Âs (18.14)

• pour bs < 5◦ et ps < 4.5 (distances numériques courtes),

As ≈ e−0.43ps+0.01p2s (18.15)

• pour bs < 5◦ et ps > 45 (distances numériques grandes),

As ≈
1

2ps
. (18.16)

Les formules empiriques de ps et bs sont les suivantes selon la polarisation :

• polarisation verticale :

bs ≈ tan−1

(
ϵr + 1

X

)

(18.17)

ps ≈
πd

λX
cos bs = 0.582

d[ km]f 2[MHz]

σ[mS/m]
cos bs (18.18)

≈ 0.582
d[ km]f 2[MHz]

σ[mS/m]
si bs < 5◦ (18.19)

• polarisation horizontale :

bs ≈ tan−1

(
ϵr − 1

X

)

(18.20)

ps ≈
πd

λ

X

cos bs
= 188.5

d[ km]σ[mS/m]

cos bs
(18.21)

Ce processus d’évaluation de As est accéléré par l’emploi du graphique représentant
les variations de As versus ps pour quelques valeurs de constante de phase bs (figure

18.1). Il faut, bien sur, prendre les expressions de la polarisation employée. Des essais
numériques prouvent rapidement que la polarisation verticale est nettement avantageuse

pour transmettre avec l’onde de surface tant que la fréquence reste nettement en dessous

6Il suffit que d[ km] < 100
f1/3[MHz] selon (16.22).
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Figure 18.1 – Facteur d’atténuation de l’onde de surface.

de la fréquence de croisement du type de sol. Lorsque la fréquence augmente, les deux
polarisations subissent de fortes atténuations. Il est alors temps de surélever les antennes

pour favoriser la transmission par onde d’espace laquelle, jusque là, était pratiquement
nulle : l’onde directe étant en opposition de phase avec l’onde réfléchie tout en ayant une

même amplitude.

On remarque sur la figure 18.1, que la facteur d’atténuation de l’onde de surface dimi-
nue en 1/d pour les grandes distances. Cet affaiblissement additionnel combiné à l’affai-
blissement en espace libre porte l’atténuation du champ reçu en 1/d2. Aucun phénomène

de diffraction n’a été pris en compte car la terre est supposée plane.

Exemple 18.1

Soit une onde de surface courant sur un sol dont les caractéristiques électriques
sont assumées uniformes. L’onde oscille à 500 kHz. Le champ électrique a un

niveau de 1500mVrms/m à 2 km de l’antenne émettrice, un monopôle vertical
λ/4.

# Estimez le niveau du champ électrique à une distance de 100 km du lieu

d’émission si le sol est une terre moyennement humide (σ = 1 mS/m et
ϵr = 15).

L’approximation terre plane tient tout juste car d = 100 < 100
(0.5)1/3

= 126 km.
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Le champ reçu en espace libre aurait été de :

Eo =
1500

(100/2)
= 30mVrms/m

car, on le rappelle, les champs en espace libre dans un matériau sans perte,
s’atténuent en 1/d seulement.

La polarisation est verticale dans le plan de la surface terrestre à cause de

l’orientation du monopôle.

Il faut prendre les équations (18.17) et (18.18) pour obtenir les distance et
constante de phase numériques ps et bs respectivement. Ensuite, on approxime
le facteur d’atténuation de l’onde de surface As avec la formulation générale

(18.13) à moins que la constante de phase numérique soit petite auquel cas Âs

suffit.

D’abord, on trouve la tangente de pertes X selon (16.14) :

X = 18× 103
(
1× 10−3

0.5

)

= 36 .

On continue :

bs = arctan

(
15 + 1

36

)

= 24◦

ps =
πd

λX
cos bs

= 0.582
(100)(0.5)2

1
cos 24◦ = 13.3

Âs =
2 + 0.3(13.3)

2 + (13.3) + 0.6(13.3)2
= 0.0493

As = 0.0493 −
√

13.3/2e−(5/8)(13.3) sin 24◦ = 0.0491 .

On peut estimer As par une lecture avec extrapolation du graphique de la

figure 18.1. On remarque alors que As ≈ 0.048.

Le champ électrique reçu de l’onde de surface vaut :

Esurf = Eo As = (30)(0.0491) = 1.471mVrms/m ou 63.35 dBµ .

# Répétez si le milieu est de l’eau de mer (σ = 5 S/m et ϵr = 70).

On trouve alors :

X = 18× 103
(

5

0.5

)

= 180× 103

bs = arctan

(
70 + 1

180× 103

)

≈ 0

ps ≈ 0.582
(100)(0.5)2

5000
= 2.9× 10−3

As ≈ 0.999 .
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et finalement

Esurf = (30)(0.999) = 29.97mVrms/m ou 89.53 dBµ

soit presqu’aucune atténuation supplémentaire par rapport à une propagation

libre.

18.4 Chartes de propagation

Les expressions trouvées au paragraphe 18.3.1 sont restreintes aux distances moindres que
la distance maximale de supposition de terre plane. Pas d’effets de la courbure terrestre
équivalente et de la diffraction. Bien des études ont été faites pour trouver l’amplitude

de l’onde de Sommerfeld sur terre courbe. Les résultats : des équations si compliquées
qu’il faut des pages et des pages pour les écrire ; ou encore des méthodes numériques avec

plusieurs niveaux d’itérations.
Le CCIR (maintenant UIT-R) a donc élaboré une série de chartes de propagation pour

des cas précis et normés :

• intensité du champ en espace libre E1 à 1 km, fixée à 300mVrms/m ;

• terres typiques, eau douce et mer :
type σ ϵr

mer : A 5S/m 70
terre : B 10−2 S/m 30

D 10−3 S/m 15

E 10−4 S/m 3

• fréquences d’opération particulières.

Ces chartes ont été prises à l’aide d’un monopôle vertical court émettant 1 kW ce qui
produit une force cymomotrice7 de 300Vrms soit 300mVrms/m à 1 km. Les données doivent
être corrigées lorsque la force cymomotrice est différente. Le facteur de correction Fc vaut

donc :

Fc[ dB] = 20 log

(
E1[mVrms/m]

300

)

. (18.22)

En conséquence, le niveau de l’onde de surface obtenue à partir des chartes est :

Esurf [ dBµ] = EcourbesUIT−R + Fc[ dB]. (18.23)

7La force cymomotrice est définie comme le produit E1dk.
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Figure 18.2 – Courbes de propagation onde de surface ; A : mer, σ = 5S/m, ϵr = 70.

1    10   100  1000 10000
−10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

d [km]

Es
ur

f [
dB

µ]

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 13 12 
14

15
16 
17 

Figure 18.3 – Courbes de propagation onde de surface ; B : terre humide, σ = 0.01S/m, ϵr = 30.
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Figure 18.4 – Courbes de propagation onde de surface ; D : terre moyenne, σ = 0.001S/m,

ϵr = 15.
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Figure 18.5 – Courbes de propagation onde de surface ; E : terre sèche, σ = 0.0001S/m, ϵr = 3.
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Exemple 18.2

Soit le même système de communication que celui de l’exemple 18.1.

# Utilisez les courbes de l’UIT-R pour parvenir à la réponse précédente sur terre
moyennement humide de type D.

La courbe #6 de la figure 18.4 est celle à suivre. Vis-à-vis la distance de

100 km, on lit :
EsurfUIT−R ≈ 41 dBµ .

Ce champ correspond à celui reçu de l’onde de surface si le champ en espace

libre était de 300mVrms/m à 1 km. Or, ce champ est plutôt de 3000mVrms/m
i.e. le double de celui à 2 km. Le facteur de correction défini par (18.22) est

simplement un multiplicateur par 10 soit 20 dB :

Fc = 20 log(3000/300) = 20 dB .

Ceci donne :

Esurf ≈ 41dBµ + 20 dB = 61 dBµ .

18.5 Problèmes de propagation

18.5.1 Trajets mixtes

L’emploi des chartes de propagation (de l’équation générale (18.13) ou du graphique 18.1)

dans l’estimation du niveau du champ électrique de l’onde de surface reçu à une distance
d, suppose des valeurs constantes de σ et ϵr sur tout le trajet. En pratique, cela n’est pas

réaliste, mais l’effet occasionné par des variations lentes sur le trajet total est normalement
pas très grand. On pourrait prendre, par exemple, deux estimés : l’un avec des paramètres
optimistes et l’autre, plutôt pessimistes.

d1 d2

ϵr1, σ1 ϵr2, σ2

Figure 18.6 – Trajet mixte pour onde de surface.

Cependant, dans certains cas, il existe des variations brusques dans les caractéristiques
électriques du sol le long du tracé. C’est le cas d’une frontière terre–mer ou vice-versa
de la figure 18.6. L’onde électromagnétique se propageant, s’ajuste à un certain niveau
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de pertes d’énergie associées avec la conductivité du sol ; elle n’est pas capable de se
réajuster immédiatement lors d’un changement brusque de conductivité qui change le

taux de pertes.

terre mer

Esurf

E1

Esurf

E1

effet d’affaiblissement

effet de recouvrement

d1 d2

Figure 18.7 – Effets de recouvrement et d’affaiblissement dans un trajet mixte pour onde de

surface.

On remarque, comme tente de le montrer la figure 18.7, que :

• de la terre vers la mer, il se crée un regain d’énergie qui a un effet de recouvrement ;

• dans la direction inverse, la situation opposée se produit donnant un effet d’affai-
blissement.

Une technique simple, proposée par Millington, peut être utilisée dans l’analyse de la
propagation radio en surface pour trajets mixtes. Il suggère de :

• estimer Esurf dans la direction aller (Ea,surf [ dBµ]) en ignorant le recouvrement ;

• estimer Esurf dans la direction retour (Er,surf [ dBµ]) en ignorant l’affaiblissement ;

• prendre la moyenne arithmétique des deux valeurs prédites comme une bonne ap-
proximation du champ actuel au récepteur (l’effet d’affaiblissement égale l’effet re-

couvrement) :

Esurf [ dBµ] ≈
(Ea,surf [ dBµ] + Er,surf [ dBµ])

2
. (18.24)

La récupération des champs dans une direction ou dans l’autre, suit le processus montré
à la figure 18.8. Dans le sens terre–mer, une première partie du parcours se fait sur terre

d’une distance d1 et la seconde, sur mer d’une distance d2 = d − d1. Si tout le trajet
s’effectuait sur la mer, on obtiendrait Em,surf . Cependant, parce-que la première partie

était sur terre et non sur mer, il y a une réduction du champ par la terre, Lte :

Ea,surf [ dBµ] = Em,surf [ dBµ] − Lte . (18.25)

Dans l’autre sens, la figure 18.8 montre maintenant que le gain de mer, Gm, doit être

additionné à la prédiction originale du champ obtenu si le trajet était sur terre seulement,
Et,surf :

Er,surf [ dBµ] = Et,surf [ dBµ] + Gm . (18.26)
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Figure 18.8 – Esquisse des courbes de propagation de l’onde de surface pour trajets mixtes.

Finalement, il ne faut pas oublier le facteur de correction Fc si les chartes de propa-
gation de l’UIT-R sont utilisées pour les calculs.

Exemple 18.3

Une propagation par onde de surface se fait sur 2 sols différents :

• d1 = 150 km de terre moyenne de type D (σ1 = 1 mS/m et ϵr1 = 15) ;

• d2 = 100 km d’eau de mer de type A (σ2 = 5 S/m et ϵr2 = 70).

Le signal est centré sur une porteuse à 750 kHz et a un niveau en espace libre
de 4500mVrms/m mesurée à 1 km de l’antenne d’émission.

# Estimez le niveau du champ électrique reçu de l’onde de surface au bout du
parcours d’après Millington.

On procède par les courbes de l’UIT-R car les paramètres électriques des sols
en présence le permettent. De plus, les distances sont trop grande pour assumer

une terre plane. Le facteur de correction se calcule ainsi :

Fc = 20 log

(
4500

300

)

= 23.5 dB .

Sur les différentes courbes #7, des figures 18.2 et 18.4, on lit les valeurs ci-
dessous.
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100 km 150 km 250 km

terre moyenne 33.4 dBµ 25.0 dBµ 12.8 dBµ

eau de mer 67.7 dBµ 63.5 dBµ 58.0 dBµ

On retire les informations suivantes du tableau :

Em,surf = 58.0 dBµ + Fc

Lte = 63.5 − 25.0 = 38.5 dB

Ea,surf = 58.0 dBµ + Fc − 38.5 dB = 19.5 dBµ + Fc

puis

Et,surf = 12.8 dBµ + Fc

Gm = 67.7 − 33.4 = 34.3 dB

Er,surf = 12.8 dBµ + Fc + 34.3 dB = 47.1 dBµ + Fc

et finalement :

Esurf =

(
19.5 + 47.1

2

)

︸ ︷︷ ︸

33.3 dBµ

+Fc = 56.8 dBµ .

Exemple 18.4

Un signal à la fréquence de 1 MHz se propage suivant un trajet mixte :

• d1 = 30 km de terre (σ1 = 10 mS/m et ϵr1 = 4) ;

• d2 = 70 km d’eau dans le golfe d’un fleuve (σ2 = 4 S/m et ϵr2 = 80).

Le champ en espace libre à 100 km serait de Eo = 30mVrms/m.

# Estimez le niveau du champ électrique reçu de l’onde de surface au bout du
parcours d’après Millington.

Comme les deux sols ne sont pas des sols standardisés (du moins, les courbes de

l’UIT-R ne sont pas disponibles dans ce manuel) et comme la distance permet
un traitement sur terre plane, il convient d’utiliser les facteurs d’atténuation

de l’onde de surface As.
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Selon (18.13), (18.17) et (18.18), les facteurs As valent respectivement :

30 km 70 km 100 km

terre 0.4442 0.1980 0.1320

eau du golfe 0.9984 0.9963 0.9948

Les données doivent être mises sous forme logarithmique afin de suivre l’algo-
rithme de Millington de façon directe.

Du tableau découle :

Em,surf = 20 log
(

(30000)(0.9948)
)

= 89.5 dBµ

Lte = 20 log

(
0.9984

0.4442

)

= 7.035 dB

Ea,surf = 89.5 dBµ − 7.035 dB = 82.465 dBµ

Et,surf = 20 log
(

(30000)(0.1320)
)

= 71.95 dBµ

Gm = 20 log

(
0.9963

0.1980

)

= 14.03 dB

Er,surf = 71.95 dBµ + 14.03 dB = 85.98 dBµ

et finalement :

Esurf =

(
82.465 + 85.98

2

)

= 84.22 dBµ ou 16.25mVrms/m .

On vérifie que, sans passer par les échelles logarithmiques, on parvient ainsi à

la même réponse

• en passant par les facteurs As directement ;

• en faisant leur rapport pour trouver la gain de mer ou la perte de terre ;

• en remplaçant la moyenne arithmétique par la moyenne géométrique :

Esurf = (30.0mVrms/m)
√

Aa,surfAr,surf

Aa,surf = 0.9948

(
0.4442

0.9984

)

= 0.9948/2.2476 = 0.4426

Ar,surf = 0.1320

(
0.9963

0.1980

)

= (0.1320)(5.032) = 0.6642

Esurf = (30.0mVrms/m)(0.5422) = 16.25mVrms/m.
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18.5.2 Couverture de l’émetteur

Déterminer la couverture d’une station est un tâche essentielle lorsque vient le temps
d’assurer une bonne réception dans une certaine région. Il s’agit ici d’un problème inverse

i.e. calculer la distance à laquelle un niveau minimal du champ émis est rencontrée. La
valeur du niveau minimal dépend du rapport signal-à-bruit tolérable lequel varie selon :

• l’environnement (urbain vs rural) ;

• la modulation du signal ;

• la bande de fréquence.

En radiodiffusion AM, les régions sont classées dans trois catégories ayant chacune
leur niveau minimal du champ Emin pour toutes les fréquences de la bande :

• urbaine industrielle : 25 - 50mVrms/m (∼ 90 dBµ) ;

• urbaine résidentielle : 3mVrms/m (∼ 70 dBµ) ;

• rurale : 0.5mVrms/m (∼ 54 dBµ).

Une fois le niveau minimal connu, on peut obtenir une estimation de la couverture grâce

aux équations combinées (18.12) et (18.13) avec (18.18) et (18.17). Malheureusement, la
variable distance d, intervient dans chacune des équations et le système devient non-

linéaire. Il faut procéder par approximation successive (fonction “solve”).
L’estimation de la couverture se calcule mieux en passant par le graphique de As vs

ps de la figure 18.1. Les étapes sont :

• fixer d’abord la distance à 1 km puis déterminer la distance numérique ps.1 corres-
pondante et la valeur du facteur d’atténuation de l’onde de surface As.1 pour avoir

le niveau minimal du champ Emin ;

• calculer le valeur de la constante de phase bs, laquelle est indépendante de la dis-

tance ;

• sur le graphique, au point d’intersection des valeurs de ps.1 et de As.1 obtenues
précédemment, tracer une droite de pente +1 qui annule l’effet de l’atténuation en

1/d de l’onde en espace libre ;

• déterminer la distance numérique ps au point d’intersection de la droite avec la

courbe correspondant à la valeur de bs ;

• de la valeur de ps, déduire la distance qui correspond à la distance où le champ Emin

est atteint.

La figure 18.9 montre comment procéder avec, comme exemple, As.1 = Emin/E1km =
2.5× 10−3 et ps.1 = ps|d=1km = 0.1 (bs ≈ 0). On trouve alors ps ≈ 5.5 puis dmax.

Ce processus ne fonctionne que pour des distances relativement courtes (elles varient
selon la fréquence). L’usage des chartes de l’UIT-R, non seulement plus simple, a l’avan-
tage d’être valide quelle que soit la distance. Il suffit de :
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Figure 18.9 – Exemple pour trouver la couverture d’un émetteur à partir du graphique As vs

ps.

• convertir Emin en dBµ ;

• soustraire le facteur de correction Fc ;

• rechercher la distance correspondant à cette nouvelle valeur du champ.

Exemple 18.5

Une station de radiodiffusion AM est synthonisée à 1400 kHz avec une puis-

sance de 50 kW –station de classe A. Un monopôle vertical λ/4 agit comme
antenne émettrice avec une directivité D = 2(1.64) = 3.28.

Le sol moyen dans les environs a une conductivité de 10 mS/m et une constante
diélectrique de 30.

# Déterminez les contours de service à 25mVrms/m, 10mVrms/m et 5mVrms/m

en utilisant le facteur d’atténuation As.

D’abord, on détermine le niveau du champ à 1 km :

E1km ≈
173.2

√
3.28

︷︸︸︷

FM

√
50

1
= 2225mVrms/m .

Ensuite, on calcule la constante de phase et la distance numériques à 1 km :

X = 18× 103
(
10× 10−3

1.4

)

= 128.6

bs = arctan

(
30 + 1

128.6

)

= 13.6◦

ps.1 = 0.582
(1)(1.4)2

10
cos 13.6◦ = 0.1109 .
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Puis, on calcule les valeurs de As.1 pour avoir le niveau désiré du champ
électrique mais à 1 km :

As.125mV rms/m
=

25

2225
= 0.01125

As.110mV rms/m
=

10

2225
= 0.0045

As.15mV rms/m
=

5

2225
= 0.00225 .

À partir de cette étape, on peut soit prendre le graphique de la figure 18.1, soit
déduire la valeur de d qui ferait en sorte que As/d[km] = As.1. Cette dernière

façon implique une recherche non-linéaire.

D’après le graphique, les intersections des droites de pente +1 partant de
chacun des points (ps.1, As.1x) avec la courbe du facteur d’atténuation de l’onde
de surface interpolée entre bs = 0 et bs = 30◦ ont respectivement les abcisses

suivantes :

ps25mV rms/m
= 2.62 =⇒ d25mV rms/m ≈

(2.62)σ[mS/m]

0.582f 2[MHz] cos(bs)
= 23.7 km

ps10mV rms/m
= 4.19 =⇒ 37.8 km

ps5mV rms/m
= 5.93 =⇒ 53.5 km .

# Répétez pour le contour de service à 5mVrms/m en considérant que le sol est

une terre humide de type B.

On peut alors se servir de la courbe de l’UIT-R de la figure 18.3. La valeur du

Emin est de 20 log(5000) = 74.0 dBµ. Le facteur de correction vaut ici :

Fc = 20 log(2225/300) = 17.4 dB .

On doit donc lire EsurfUIT−R = 74.0− 17.4 = 56.6 dBµ.

La distance à laquelle la courbe correspondant à la fréquence de 1.5 MHz passe

à 56.6 dBµ correspond à environ 50 km.

Avec une terre moyennement humide de type D sur la figure 18.5, l’intersection
de la courbe de 1.5 MHz à 56.6 dBµ se fait à un peu moins de 20 km.
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Exercices

Question 1

Estimez le niveau du champ électrique en polarisation verticale à 10 km d’une an-
tenne émettrice (un monopôle quart d’onde au niveau du sol) à f = 1.5MHz qui produit

un champ E1 = 2500mVrms/m (dk = 1 km) au-dessus d’un sol uniforme dont les ca-
ractéristiques électriques sont :

• ϵr = 7 ;

• σ = 3 mS/m.

a) Utilisez pour ce faire, les expressions avec facteur d’atténuation approximatif Âs en

posant bs = 0 ;

b) Essayez avec le facteur d’atténuation As plus précis faisant intervenir la constante de
phase bs.

Question 2

Estimez le niveau du champ électrique reçu de l’onde de surface en polarisation ver-

ticale à 100 km et à 300 km d’une antenne émettrice à f = 1MHz qui produit un champ
E1 = 4500mVrms/m (dk = 1 km) au dessus d’un sol uniforme dont les caractéristiques

électriques sont :

• ϵr = 30 ;

• σ = 10 mS/m.

a) Essayez avec le facteur d’atténuation As.

b) Utilisez maintenant la courbe de l’UIT-R adéquate.

c) Expliquez la différence entre les résultats obtenus par les deux méthodes.

Question 3

Un radio amateur tente d’émettre à 2MHz pour une propagation par onde de surface.

Son émetteur relié à un dipôle court, est capable de produire un champ en espace libre
de 500mVrms/m à 2 km.

Si les caractéristiques électriques du sol sont supposées uniformes avec ϵr = 15 et

σ = 1mS/m, évaluez le niveau du champ électrique reçu à une distance de 50 km si :

a) l’antenne est placée horizontalement ;

b) l’antenne est placée verticalement.



! 18-368 Ondes de surface

Question 4

Une station émettrice à 1.8MHz produit un champ électrique dont le niveau at-

teint 1.5mVrms/m à une distance de 23 km. Calculez la puissance isotropique rayonnée
équivalente qui produit ce champ sachant que la conductivité du sol est de 5 mS/m, que

la permittivité relative vaut 12 et que la polarisation est verticale.

Question 5

Une onde de surface se propage au dessus d’un parcours mixte de 100 km de terre
humide (σ = 10mS/m, ϵr = 30) suivi de 200 km d’eau de mer (σ = 5000mS/m, ϵr = 70).

Calculez le niveau du champ électrique incident à l’antenne réceptrice si la fréquence
d’opération est de 1.0MHz ; que E1 = 3000mVrms/m (dk = 1 km) et que la polarisation

est verticale.

Question 6

Une station AM, PORC-750 (fréquence de 750 kHz), émet avec un monopôle de 20m

de long au niveau du sol. Un treillis métallique aide à former l’image de l’antenne. La
station a un permis lui permettant une puissance maximale d’émission de 25 kW.

a) Déduisez le niveau du champ électrique en espace libre à 1 km.

Si les caractéristiques électriques du sol, supposé uniforme, sont : σ = 1mS/m et

ϵr = 15 ; déterminez la couverture urbaine avec Emin = 80 dBµ :

b) en vous servant de la courbe As vs ps ;

c) en utilisant les courbes de l’UIT-R.

Question 7

Des ingénieurs veulent s’assurer d’une couverture adéquate d’un poste de radiodiffu-
sion. Les exigences quant aux niveaux minimum du champ électrique de l’onde de sol,

sont :

• région urbaine environnante : 25mVrms/m ;

• région semi-urbaine : 10mVrms/m ;

• région rurale périphérique : 1mVrms/m.

Les paramètres du système sont :

• émission à f = 1MHz avec une puissance <Pin>= 50 kW à chacun des éléments ;
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• antenne émettrice constituée de deux monopôles courts verticaux au niveau du sol,
séparés par une distance égale à λ/4. Ces dipôles sont alimentés par des courants

de mêmes amplitudes mais déphasés de π/2 ; dont l’efficacité de rayonnement est de
80% ;

• le sol de la région environnante uniforme du point de vue électrique avec ϵr = 30,

σ = 10mS/m.

Tracez l’allure des contours qui donnent la couverture de la station pour les 3 types
de régions.

Réponses :

1. a) Esurf = 46.51mVrms/m ; b) Esurf = 42.27mVrms/m.

2. a) Esurf,100km = 5.74mVrms/m ; Esurf,300km = 0.546mVrms/m

b) Esurf,100km = 4.5mVrms/m ; Esurf,300km = 0.21mVrms/m

c) 100 km est la distance limite pour l’utilisation du facteur As sans tenir compte

de la diffraction.

3. a) Esurf,h = 0.00057mVrms/m ! ; b) Esurf,v = 0.190mVrms/m

4. E1 = 415.2mVrms/m ; <Pt>= 5.747 kW.

5. Ea,surf ≈ 57.2 dBµ et Er,surf ≈ 68.9 dBµ ;

Es ≈ 63.1 dBµ.

6. a) E1 = 1500mVrms/m ; b) durbain = 18.6 km ; c) durbain ≈ 20 km à l’oeil !

7. E1 = 3794.7mVrms/m à 1 km
avec θ = 90◦ (onde de surface), on a que Fe = 1 puis

Esurf = E1
d As cos(

π
4 cosφ + π

4 ).
bs = 9.8◦
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zone 25mVrms/m : φ = π/4, durbain ≈ 19.2 km
φ = π/2, durbain ≈ 36.2 km

φ = 3π/4, durbain ≈ 42.4 km
φ = π, durbain ≈ 43.3 km

zone 10mVrms/m : φ = π/4, dsub ≈ 32.6 km

φ = π/2, dsub ≈ 55.7 km
φ = 3π/4, dsub ≈ 65.9 km

φ = π, dsub ≈ 66.7 km
zone 1mVrms/m : φ = π/4, drural ≈ 93.0 km

φ = π/2, drural ≈ 147.0 km

φ = 3π/4, drural ≈ 165.0 km
φ = π, drural ≈ 168.0 km





Chapitre 19

Ondes ionosphériques

19.1 Introduction

L’onde ionosphérique utilise une des couches supérieures de l’atmosphère comme réflecteur.
En effet, l’ionosphère, à cause des ions présents majoritairement mais en faible quantité,

a une fréquence plasma radio. L’indice de réfraction équivalent varie suffisamment pour
faire courber les ondes et les réfléchir. Comme la fréquence plasma se situe entre 3 et
30MHz, les communications ionosphériques opèrent dans la bande HF.

Ce milieu ionisé demeure un moyen courant pour communiquer :

• sur de grandes distances ;

• avec un minimum d’investissement possible.

L’influence de l’ionosphère sur les télécommunications s’est fait sentir dès le début de

la télégraphie sans fil alors que Marconi, en 1901, effectuait la première liaison transconti-
nentale de St-John’s NFLD avec une puissance émise modeste (2 bonds sur l’ionosphère).

Les explications d’un tel exploit suivirent peu de temps grâce aux hypothèses d’une haute
atmosphère conductrice d’électricité, vérifiées 20 ans plus tard ! Ne voyant pas les intérêts
des ondes courtes, ces bandes de fréquences furent laissées à des amateurs qui eux, ont su

profiter de ce moyen de propagation longues distances à peu de frais.

Aujourd’hui donc, pour communiquer sur de grandes distances, la concurrence a décidé

de passer via les satellites. Les coûts ne sont pas les mêmes mais la qualité du lien sa-
tellite, à cause de la largeur de bande disponible et à cause des variations temporelles de

l’ionosphère, est supérieure.

19.2 Descriptions préliminaires

19.2.1 Influences du soleil

Sur notre étoile se produisent de fortes réactions nucléaires qui se manifestent par l’ap-
parition de taches et d’intenses émissions radio-électrique (Hydro-Québec en sait quelque
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chose - “black-out” de mars 1989 !). Cette activité solaire est cyclique avec une période
approximative de 11 ans.

Dans les environs de la Terre, le rayonnement solaire produit, dans la haute at-
mosphère, une ionisation importante par effet photoélectrique, malgré la raréfaction des

gaz. Après recombinaisons d’une certaine quantité d’ions, un équilibre est atteint. La
période de recombinaison pour un ion est relativement longue puisque la pression est très

basse.

19.2.2 Couches de l’ionosphère

Depuis sa découverte par Appleton en 1924 qui lui valut le prix Nobel en 1947 mais prédit
par Heaviside en 1902, plusieurs recherches ont été entamées pour comprendre la structure
de l’ionosphère.
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Figure 19.1 – Valeurs typiques du taux d’ionisation avec l’altitude, formation des couches de

l’ionosphère.

Le taux d’ionisation i.e. le nombre d’électrons libres (ou ions) par unité de volume
Ne[m−3], est affecté par l’activité solaire et la densité des gaz. Il varie donc en altitude

et aussi dans le temps : période nocturne ou diurne. On constate qu’il s’établit plusieurs
régions stratifiées en altitude à fort taux d’ionisation. Ce sont les couches de l’ionosphère.

Les couches sont étiquetées par les lettres C, D, E et F . Elles peuvent avoir, suivant
les circonstances (activité solaire, saison, heure) des hauteurs et densités variables. La

figure 19.1 résume la position des couches et le taux d’ionisation. On y observe que :

• la couche D n’est présente que le jour à 90 km du sol (ionisation de NO) ;

• la couche E aussi présente le jour à 120 km du sol (ionisation de O2) ;

• la couche F se subdivise en deux couches F1 et F2 entre 200 et 300 km qui se fondent
la nuit en une seule à 350 km du sol (ionisation de O).
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Figure 19.2 – Comparaison entre taux d’ionisation et le nombre de molécules de gaz par m3

Le rayonnement ionisant est maximal à l’extérieur de l’atmosphère et est graduellement
absorbée lorsqu’elle approche le niveau du sol. Par contre, la densité moléculaire Np[m−3],

est plus élevée au sol et diminue avec la hauteur, comme montré à la figure 19.2. Il
y a donc plus de molécules à ioniser au niveau du sol mais moins d’énergie disponible

pour l’ionisation et un taux de recombinaison très élevé. À quelque part entre les deux
extrémités, existe des états optimums avec suffisamment d’énergie et de molécules sans
un taux de recombinaison trop rapide, pour créer des régions spécifiques d’ionisation. Ces

régions dépendent d’une fréquence et d’une énergie adéquates des photons avec, selon
Plank :

Ui[ eV ] =
hc

qλ
=

1240

λ[ nm]
. (19.1)

avec

• Ui, l’énergie d’ionisation ;

• h = 6.626× 10−34J ·s, la constante de Plank ;

• q = 1.6× 10−19C, la charge d’un électron.

19.3 Physique des plasmas

L’ionosphère, qui est un milieu ionisé, a des propriétés semblables à celle d’un plasma.

19.3.1 Équation dynamique

On suppose tout d’abord que :

• la densité des électrons libres est Ne[m−3] ;

• les électrons libres subissent des collisions avec des molécules des gaz à une fréquence
de νe[s−1] ;

• l’effet du champ magnétique terrestre est négligeable.
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L’équation du mouvement d’un électron libre dans le plasma où il existe un champ
électrique E, peut alors s’écrire :

F = me
dv

dt
= qE + mevνe (19.2)

avec

• me = 9.1× 10−31 kg, la masse de l’électron ;

• v, sa vitesse.

En régime sinusöıdal permanent E(t) = Re{Ē ejωt}, de sorte que la vitesse est aussi
oscillatoire v(t) = Re{v̄ ejωt}. La solution de (19.2) pour la vitesse de l’électron devient :

v̄ =
qĒ

meνe + jωme
=

qνeĒ − jωqĒ

me(ν2e + ω2)
. (19.3)

De la relation (19.3) découlent celles des courants de conduction et de déplacement :

J̄c = Neqv̄ =
Neq2νe

me(ν2e + ω2)
Ē − jω

Neq2

me(ν2e + ω2)
Ē; (19.4)

J̄d = ϵo
dĒ
dt = jωϵo Ē . (19.5)

La sommation des deux courants permettent l’obtention des expressions pour la constante
diélectrique et la conductivité :

J̄ =
Neq2νe

me(ν2e + ω2)
︸ ︷︷ ︸

σ

Ē + jωϵo

(

1 −
Neq2

ϵome(ν2e + ω2)

)

︸ ︷︷ ︸

ϵr

Ē . (19.6)

19.3.2 Indice de réfraction

Comme l’indique l’équation (19.6), une onde incidente sur l’ionosphère peut être réfléchie

totalement, diffractée ou encore elle peut pénétrer le milieu selon :

• la fréquence du signal f ;

• l’angle d’incidence θo (ou encore l’angle d’attaque ψo[◦] = 90◦ − θo[◦]) ;

• l’activité de l’ionosphère.

C’est que, selon les couches de l’ionosphère, la variation de la constante diélectrique ϵr
entrâıne celle de l’indice de réfraction n(h) en fonction de l’altitude.

La fréquence des collisions dépend directement de la densité de molécules de gaz Np.

Pour l’ionosphère et selon la couche :

• La fréquence des collisions est relativement élevée dans couche D ; autour de 105 à
106 par seconde.
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• La fréquence des collisions est faible dans les couches supérieures – particulièrement
pour F1 et F2 – devant celle du signal de sorte qu’on peut négliger νe devant ω.

Dans les couches supérieures et avec une marge d’erreur acceptable, la constante

diélectrique relative équivalente devient, à partir de (19.6) :

ϵr = 1 −
ω2
p

ω2
= 1 −

f 2
p

f 2
(19.7)

où fp est la fréquence de pulsation du plasma :

f 2
p =

1

2π

Neq2

meϵo
. (19.8)

L’indice de réfraction est récupéré sous la supposition très acceptable en pratique, que

la perméabilité µ, reste inchangée en présence d’électrons libres par l’équation (19.10). En
substituant les valeurs des constantes physiques, on obtient :

f 2
p = 81Ne[m

−3] (19.9)

n =
√
ϵr =

√

1 −
81Ne[m−3]

f 2
. (19.10)

19.3.3 Constante d’atténuation

La constante d’atténuation α, est liée aux constantes électriques du milieu par :

α = ω

√

µϵ

2

(√

1 + (σ/ωϵ)2 − 1
)

. (19.11)

Dans certaines circonstances, dont en particulier un milieu considéré comme un diélec-

trique à faibles pertes (donc partiellement conducteur) :

• µ = µo ;

• (σ/ωϵ)2 ≪ 1

substituées dans (19.11) pour l’atténuation donnent1 :

α∗[ dB/km] = 8.686

(
σ

2

ηo√
ϵr

)

= 1.637× 106σ[ S/m]/
√
ϵr . (19.12)

19.3.4 Couche D

Dans la couche D, ϵr est proche de l’unité et ω2 ≫ ν2e demeure. Une bonne approximation

du taux d’atténuation à partir de (19.12) est :

α∗
ionoD

[ dB/km] = 1.637× 106
Neq2νe
meω2

≈
Neνe

f 2[MHz]
× 10−15. (19.13)

1Il faut savoir que 1NP/m = 8.686dB/m.
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Figure 19.3 – Densité d’électrons libres dans la couche D le jour et la nuit.

On s’aperçoit que la couche D est responsable de l’impossibilité de faire des liaisons
ionosphèriques pour les basses fréquences (les fréquences MF) selon de la période dans la
journée. La figure 19.3 illustre les variations possibles de la concentration d’ions entre le

jour et la nuit. Ainsi, selon (19.13) :

• la couche D provoque d’importantes atténuations le jour parce-que :

– un nombre relativement grand d’électrons libres dans cette couche Ne ;

– une quantité élevée de molécules Np causent beaucoup de collisions νe ;

• la nuit, la réflexion redevient possible sur une couche supérieure (la couche F ) car
elle s’efface de même que la couche E ; on y retrouve alors 100 fois moins d’électrons
libres.

Comme la majorité des communications par réflexion ionosphérique se réalise avec des
angles d’attaque plutôt bas pour avoir une longue portée, ceci rallonge le trajet de l’onde
dans la couche D. Donc, une atténuation encore plus grande.

19.4 Mécanique de réflexion

Pour analyser le trajet de propagation, on considère premièrement une ionosphère stra-
tifiée horizontalement (comme la troposphère). La loi de Snell-Descartes dit que les pro-

duits nk sin θk sont constants pour chaque niveau incrémental k de l’ionosphère. Or :

• à l’extérieur de la couche ionisée, l’indice de réflexion

no ≈ 1

• la réflexion a lieu lorsque l’angle d’incidence

θk = 90◦
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donc
sin θo = nk . (19.14)

En d’autres mots, si une onde est incidente sur l’ionosphère, avec un angle de θo par

rapport à la normale,

• elle sera réfléchie par l’ionosphère à la hauteur à laquelle nk est numériquement égal
à sin θo.

Cela est possible car au fur et à mesure que l’onde pénètre dans la couche io-

nosphérique, Ne augmente et, par conséquent, nk diminue.

• autrement, si cette condition n’est pas rencontrée, l’onde passera au travers de l’io-
nosphère.

Ici, et contrairement à la réfraction troposphérique, l’indice de réflexion n(h), subit

une variation importante qui suffit à faire rebondir l’onde à un certain angle critique2. En
effet, l’indice de réflexion passe de l’unité au niveau du sol, à zéro3 au moment où l’onde

change de direction si l’angle d’incidence initial est nul (angle d’attaque de 90◦).

19.5 Sélection en fréquence

19.5.1 Fréquences critique et maximum utilisable

Puisque n dépend de la fréquence, il faut interpréter le mécanisme de réflexion en fonction
de celle-ci. On remarque que pour un angle d’incidence donné, plus la fréquence de l’onde

est élevée, plus la densité Ne devra être grande afin de permettre la réflexion. Il y a donc
une fréquence maximale.

En reprenant les équations (19.14) et (19.10) ; en isolant ensuite la variable fréquence,
on trouve que l’onde sera réfléchie pour des fréquences :

f <
fp.max

√

1 − sin2 θo

<
fp.max

cos θo
. (19.15)

La fréquence fp.max est mieux connue sous l’appellation fréquence critique fc. Elle
correspond à la fréquence maximale qui assure une réflexion lorsque l’onde électromagné-

tique est émise verticalement (θo = 0) vers l’ionosphère. De fait, cette réflexion aura lieu
à la hauteur où la densité d’électrons libres sera maximale (Ne.max) et nk = 0. On peut
réécrire (19.14) comme :

nk = 0 =

√

1 −
81Ne.max[m−3]

f 2
(19.16)

2Cet angle critique correspond à la réflexion totale interne.
3Un indice de réflexion nul indique une vitesse de phase vp infinie mais une vitesse de groupe vg nulle ;

l’énergie cesse de se propager vers le haut d’où la réflexion.
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et de celle-ci ressort :
fc ≈ 9

√

Ne.max[m−3]. (19.17)

La fréquence maximale utilisable MUF , correspond à la fréquence critique lorsque

l’angle d’incidence initial θo est non-nul. Il y aura réflexion même pour une fréquence
supérieure. Elle s’exprime alors comme :

MUF = fc sec θo . (19.18)

Parce-que la terre et l’ionosphère sont courbées, les calculs de la fréquence maxi-
mum utilisable doivent être modifiés en conséquence. L’effet total des modifications est
représenté par une constante ke, ainsi :

MUF = ke fc sec θo = MUFF fc (19.19)

où MUFF combine à la fois ke et sec θo et est connu comme le facteur de fréquence maxi-
mum utilisable.

19.5.2 Fréquence minimum utilisable

Il y a aussi une limite dans la région des basses fréquences car l’expression (19.12) stipule
que l’atténuation ionosphérique est inversément proportionnel à f 2. À des fréquences trop
basses, le rapport signal-à-bruit devient inadéquat pour la communication. Il y a 2 types

d’atténuation qui déterminent la fréquence minimum utilisable LUF . Ce sont :

• l’affaiblissement par dispersion selon de la longueur du trajet total parcouru ;

• l’atténuation d’absorption ionosphérique dûe aux collisions, particulièrement dans
la couche D.
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Figure 19.4 – Variation de la MUF et de la LUF durant la journée.

On peut tracer un diagramme montrant la MUF et la LUF tout le long de la journée
(la figure 19.4 en est un exemple) et conclure qu’il existe une zone fréquencielle où la

probabilité de communiquer par liaison ionosphérique est optimale. Il est possible qu’à
certaines heures la LUF excède la MUF ce qui provoque une interruption de la liaison
(“black-out”).
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19.5.3 Fréquence optimale de travail

LUF OWF MUF

f

Liono[dB]

Lmax

Figure 19.5 – Atténuation de l’onde ionosphérique pour une liaison quelconque.

La zone fréquencielle pour laquelle une communication ionosphérique est statistique-
ment la plus fiable, détermine la fréquence optimale de travail OWF . Cette zone est
étroitement reliée à l’amplitude du signal. On montre que l’atténuation produite par les

couches basses pour une liaison donnée, est la seule qui varie en fonction de la fréquence
tant que l’onde peut se réfléchir sur une couche supérieure. L’atténuation totale suit donc

une courbe concave et un creux existe quelque part entre la LUF et la MUF . La fréquence
où l’atténuation est minimale, correspond à la fréquence optimale de travail, comme sur

la figure 19.5.
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Figure 19.6 – Fréquences optimales de travail pour une liaison avec Alma (du CRC).

D’une façon plus commode, des organismes (au Canada, il s’agit du CRC) publient
des graphiques donnant des prévisions sur les fréquences optimales de travail tel celui

illustré par la figure 19.6 pour la ville de Alma – le centre du monde selon les almatois –
vers un autre point de liaison. Il existe un graphique pour chaque période de 2 heures de
la journée et ce, pour tous les jours de l’année !
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19.6 Portée atteinte

R

ionosphère

T

hv

d

ψo

Figure 19.7 – Tracé suivi par l’onde dans l’ionosphère avec un modèle terre plane.

En augmentant l’angle d’attaque ψo, on diminue la portée et vice-versa. Bien sûr, la
hauteur de la couche réfléchissante de l’ionosphère y est aussi pour quelque chose. En

réalité, le parcours suivi par l’onde n’est pas rectiligne car l’onde courbe graduellement en
pénétrant dans l’ionosphère. Le parcours ressemble plutôt à une parabole convexe comme

sur la figure 19.7.

19.6.1 Hauteur virtuelle

Si on suppose une réflexion dure comme celle d’un miroir, la hauteur virtuelle hv est celle
du miroir qui donnerait la même portée i.e. à l’intersection de la prolongation des deux

segments incident et réfléchi. Tout se passe comme si l’énergie était réfléchie exactement
à cette hauteur virtuelle au point A.

Le calcul de la hauteur virtuelle demande la connaissance exacte de la densité d’ions
libres selon l’altitude Ne(h), pour ensuite intégrer les effets de courbure. Heureusement,

comme :

• l’onde ne pénètre que très peu dans les hautes couches, là où se produit la réflexion
en règle générale ;

• les hautes couches de l’ionosphère sont à des altitudes très élevées,

on peut assumer que la hauteur virtuelle hv, équivaut presque à celle de la couche
réfléchissante.

19.6.2 Portée terre plane

Dans le cas le plus simple où l’on assume une terre plane, la portée atteinte d (cf. figure
19.7) vaut :

d[ km] =
2hv[ km]

tanψo
. (19.20)
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On peut aussi prédire la portée minimale dmin sachant que la fréquence d’opération
est plus grande que la fréquence critique car, dans ce cas, la portée minimale est nulle car

l’angle d’attaque peut être de 90◦. La supposition d’une terre plane n’est souvent pas très
restrictive. De (19.18) et de la géométrie de la figure 19.7, on déduit que :

dmin = 2hv

√
(
f

fc

)

− 1 . (19.21)

Cette distance minimum est souvent supérieure à la portée que peut atteindre l’onde

de surface. Entre les deux existe donc une zone de silence radio.

19.6.3 Portée terre sphérique

hv
ψo

d/2

ζ

R

Figure 19.8 – Géométrie de l’onde ionosphérique pour une terre sphérique.
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Figure 19.9 – Portée sur terre sphérique en fonction de l’angle d’attaque.

Avec une terre sphérique, on a, d’après la règle des sinus appliquée sur la géométrie
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de la figure 19.8, les équations :

d[ km] = 2R[ km]ζ [ rad] (19.22)

ζ [ rad] = arccos

(
R[ km]

(R + hv)[ km]
cosψo

)

− ψo[ rad] . (19.23)

La figure 19.9 permet d’obtenir la portée atteinte selon l’angle d’attaque pour quelques

valeurs de hauteur virtuelle de l’ionosphère.
La portée maximale pour un seul bond dmax, est obtenue pour un angle d’attaque nul

au départ. Une bonne approximation est :

dmax ≈
√

8Rhv . (19.24)

Exemple 19.1

On désire établir un lien de communication entre deux points distants de

1000 km à l’aide d’un système HF ionosphérique. Les caractéristiques de l’io-
nosphère montre qu’à une altitude de 300 km, la densité d’ions atteint son
maximum de 1012 /m3.

# En supposant un seul bond et ke = 0.9, déterminez la fréquence maximale
utilisable.

Selon (19.17), la fréquence critique vaut :

fc = 9
√
1012 = 9× 106 = 9MHz .

À la fréquence d’opération et avec la distance à parcourrir, il semble évident

que l’on doit considérer une terre sphérique. Ainsi avec (19.23) :

ζ =
1000

2(6370)
= 0.078 rad

cos(0.078 + ψo) =
6370

6370 + 300
cosψo

donc ψo ≈ 0.49 rad ou 28◦. Sur la graphique de la figure 19.9, on trouve sans
difficulté et plus rapidement la valeur de ψo.

La fréquence maximum utilisable MUF se calcule maintenant en utilisant
(19.19) avec θo = 90− 28◦ = 62◦ :

MUF = 0.9(9) sec(62◦) = 17.25MHz .

# Estimez l’atténuation en dB/km dans la couche D à une altitude de 100 km

sachant que la fréquence des collisions à cette est d’environ 106/sec et la densité
d’ions, de 1010 /m3.

On applique directement (19.13) :

α∗
ionoD =

(1010)(106)

(6)2
× 10−15 = 0.28 dB/km .
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19.7 Pertes ionosphériques

L’atténuation produite pour un lien via l’ionosphère, comprend plusieurs type de pertes :

• l’affaiblissement par dispersion Ls, plus faible cependant que la dispersion en espace

libre car l’ionosphère “conserve” l’énergie ; on doit tenir compte du phénomène de
convergence à cause de la forme sphérique des couches ;

• l’absorption ionosphérique Li, provoquée par les collisions ; celle de la couche D est

la plus importante ;

• les pertes en excès Lb, dues à la dépolarisation4 ;

• la perte par réflexions sur le sol Lg, lorsqu’il y a plus d’un bond.

On obtient maintenant :

Liono[ dB] = Ls[ dB] + Li[ dB] + Lb[ dB] + Lg[ dB] . (19.25)

avec

• Ls

Ls[ dB] = 10 log

(

(d2 + 4h2
v)

1− d2/(8Rhv)

1 + d2/(8Rhv)

)

; (19.26)

donde[ km] ≈
√

d2[ km] (1 + h[ km]/R[ km]) + 4h2[ km] (19.27)

car donde est la distance totale parcourue par l’onde.

• Li

Li ≈ α∗
ionoD∆hD (19.28)

où α∗
ionoD est la constante d’atténuation pour la couche D tirée de (19.13) ; et ∆hD

est l’épaisseur de la couche D.

• Lb

– en été et hiver :

Lb = 9 + 7e−(Ψ[◦]−68◦)2/112 (19.29)

où Ψ est la latitude.

– au printemps et en automne :

Lb = 9 + 10.6e−(Ψ[◦]−68◦)2/145 (19.30)

• Lg

Lg = (nb − 1) log(R2
h + R2

v)/2. (19.31)

où nb représente le nombre de bonds.

4Le champ magnétique terrestre produit une fréquence cyclotron qui rend le milieu anisotrope et
biréfringent. Il existe alors deux modes de propagations différents : l’un dit ordinaire O, l’autre extraor-
dinaire X .
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Exercices

Question 1

Déterminez les valeurs de :

a) la conductivité σ ;

b) la permittivité relative ϵr ;

c) le taux d’atténuation α ;

d) l’indice de réfraction n

à une certaine altitude dans la couche D si :

• la densité d’électrons libre atteint 109 /m3 durant le jour et de 107 /m3 durant la
nuit ;

• la fréquence effective des collisions entre électrons est de 106 /sec ;

• la fréquence du signal est de 1MHz et 10MHz pour comparaison.

Question 2

Soit la représentation symbolique de l’ionosphère reproduite ci-contre.

milieu
ionise

espace
libre

n1

n0

θ1

θ0

On suppose que la densité d’électons libres de la couche ionisée est Ne [m−3] et que
l’angle θ est mesuré par rapport à la normale. Dites :

a) si l’angle θ augmente ou diminue par rapport à la normale lorsque la densité Ne

augmente ;

b) si la croissance de n1 est attribuable à une augmentation ou diminution de Ne ;

c) si une augmentation de n1 correspond à une augmentation ou diminution de θ pour
un signal de fréquence f incident sur l’ionosphère.
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Question 3

Calculez l’angle d’incidence maximal qui peut être utilisé à la fréquence de 10MHz
pour une réflexion ionosphérique à une altitude de 300 km ; la densité d’électrons libres à

cette hauteur étant de 1011m−3.

Question 4

Deux points sur terre distants de 1500 km doivent être reliés avec un système HF. En
supposant que la transmission se réalise en un bond, que la fréquence critique à un temps

donné est de 7MHz et que les conditions sont idéalisées, déterminez la MUF pour cette
liaison si la hauteur de la couche ionosphérique est de 300 km.

Question 5

Déterminez la distance qui sépare l’antenne émettrice de celle réceptrice pour une

liaison ionosphérique à deux bonds si le signal est émis avec un angle d’élévation de 15◦.
Les réflexions se produisent sur la couche F2 qui est située à une hauteur virtuelle de

400 km (rayon terrestre est de 6370 km).

Question 6

Dans l’hypothèse d’une terre plane, calculez :

a) la distance la plus courte pour laquelle une liaison ionosphérique peut être établie avec

une densité électronique Ne de 1.8 × 1012m−3 à une altitude de 200 km pour une
fréquence de 15MHz ;

b) la fréquence maximum utilisable (MUF ) pour établir une liaison entre deux stations
terriennes distantes de 500 km ;

c) la différence de parcours, pour un signal de 15MHz, entre des stations éloignées de

1000 km lorsque la transmission se fait par un bond et deux bonds (parcours TDR
versus TABCR).

T B R

A D C

sol

ionosphere

200km
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Question 7

On note une concentration maximale de 5 × 1011 électrons libres par m3 dans une

couche de l’ionosphère à une altitude de 250 km. Si une transmission sur une distance de
6000 km en 3 bonds est établie à l’aide de cette couche, déterminez la fréquence maximum

utilisable.

Assumez :

a) une terre plane ;

b) une terre courbe avec R = 6370 km.

Question 8

Un radio amatteur d’Alma (Lac St-Jean) désire communiquer avec des copains de
d’autres villes en établissant un lien ionosphérique. Estimez grosso-modo la fréquence

optimale si ses copains demeurent :

a) à Régina (Saskatchewan) ;

b) à Sudbury (entre Lac Huron et Supérieur) ;

c) à Schefferville (près du Labrador) ;

d) à St-John’s (à l’est de Terre-Neuve).

Question 9

Estimez les pertes de propagation via l’ionosphère durant un jour de janvier d’un lien
radio HF avec les paramètres suivants :

• fréquence du signal de 10MHz ;

• distance entre les stations de 2000 km ;

• réflexion un bond à une hauteur effective de 300 km.

L’environnement géographique présente à son tour, ces considérations :

• latitude de 50◦ ;

• angle du soleil au zénith de 77◦ ;

• SSN = 110 ;

• fréquence gyromagnétique de 1.25MHz.



19.8 Exercices ! 19-387

Réponses :

1. f=1MHz,jour f=1MHz,nuit f=10MHz,jour f=10MHz,nuit

σ [S/m] 6.96× 10−7 6.96× 10−9 7.12× 10−9 7.12× 10−11

ϵr 0.92 1.0 1.0 1.0

α [dB/km] 1.19 0.01 0.01 0.0001
n 0.96 1.0 1.0 1.0

2. a) ψ augmente ; b) diminution de Ne ; c) diminution de ψ.

3. ψ0,max = 16.54◦

4. MUF = 18.85MHz

5. d=4292.5 km.

6. a) d = 294.8 km ; b) MUF = 19.33MHz ;

c) TABCR = 1280.6 km, TDR = 1077.0 km, différence=203.6km ;

7. a) MUF plane
= 26.24MHz ; b) MUF courbe

= 38.56MHz.

8. a) OWF ≈ 7.5MHz ; b) 5.0MHz c) 6.5MHz d) 11.0MHz.

9. Ls = 119.08 dB, Li = 30.96 dB (θi = 74.5◦), Lb = 9.39 dB donc
Lp = 159.42 dB.





Chapitre 20

Traitement d’antenne

Le traitement d’antenne regroupe tous les algorithmes de traitement du signal dédiés à

des groupements d’antennes telle l’antenne-réseau. On obtient alors une antenne “intel-
ligente” capable, selon diverses contraintes imposées, de localiser ou imager des sources,
maximiser un signal noyé dans le bruit ou dans des interférences, optimiser la capacité de

communications, etc.

20.1 Formulation des signaux

Avant de commencer, il est bon de définir les différents signaux avec la notation usuelle en

traitement d’antenne i.e. la forme matricielle. D’abord, selon la convention, les vecteurs
sont de type colonne et identifiés par une lettre minuscule soulignée. Les matrices sont,

elles, identifiées par une lettre majuscule soulignée. La transposition est notée par le
symbole ⊤, la conjugaison par ∗ et la transposition-conjugaison par †. Par contre, phaseurs
et quantités complexes ne sont pas spécifiquement indiqués comme nombres complexes.

Dans un but de simplification

• on travaillera dans un plan de sorte que seul l’angle θ sera considéré ;

• le réseau sera assumé linéaire uniforme avec un espacement inter-élément d.

On appelle “épreuve” xk le vecteur contenant les échantillons prélevés au temps tk =

kT à la sortie de chacun des éléments du réseau. Ainsi :

xk

(N×1)

= [x1(tk) x2(tk) . . . xN(tk)]
⊤ (20.1)

où xn(tk) représente la sortie à l’élément n au temps tk, et N est le nombre d’éléments dans
le réseau. On note que les signaux sont des nombres complexes comprenant un module
et un argument. Ce dernier, très important, est relié au déphasage dû au retard lorsque

les signaux sont à bande étroite autour d’une fréquence porteuse fo (dans ces conditions
β = 2πfo/c). Pour obtenir un signal complexe dans la réalité, il suffit de démoduler en

phase et en quadrature avant l’échantillonnage. Les K épreuves enregistrées pendant une
certaine période de temps, sont emmagasinées dans une matrice des signaux reçus X :

X

(N×K)

= [x1 x2 . . . xK ] . (20.2)
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Soient M sources émettant de diverses positions dans l’espace. La m-ème source est
située dans la direction θm et possède une enveloppe complexe sm(tk) à l’instant tk.

Considérant un bruit additif gaussien issu de l’électronique ou des parasites captés, une
épreuve xk s’écrit :

xk =
M
∑

m=1

sm(tk)a(θm) + n(tk) (20.3)

= Ask + nk (20.4)

avec, conformément à un réseau linéaire uniforme (ULA)

a
(N×1)

(θ) = [1 e−jϕ e−j2ϕ . . . e−j(N−1)ϕ]⊤ (20.5)

ϕ = βd cos θ (20.6)

sk
(M×1)

= [s1(tk) s2(tk) . . . sM(tk)]
⊤ (20.7)

nk

(N×1)

= [n1(tk) n2(tk) . . . nN(tk)]
⊤ (20.8)

A

(N×M)

= [a1 a2 . . . aM ] . (20.9)

Les vecteurs am sont connus sous le nom de vecteurs directionnels car ils contiennent
l’information nécessaire pour récupérer la direction de la provenance des signaux. Avec

les K épreuves, X s’écrit simplement sous forme matricielle :

X = AS + N (20.10)

avec

S
(M×K)

= [s1 s2 . . . sK ] (20.11)

N
(N×K)

= [n1 n2 . . . nK ] . (20.12)

La plupart, voire toutes les techniques de traitement d’antenne fournisse un estimateur
obtenu à l’aide d’un moyennage sur le module du signal analytique issu du traitement. Or,

les deux variables stochastiques (qui dépendent du temps tk) possibles sont les enveloppes
complexes sk et le bruit nk.

On définit la matrice de covariance des signaux reçus (ou simplement matrice de
covariance), l’espérance mathématique E{ } des épreuves :

Rxx

(N×N)

= E{xkx
†
k} (20.13)

= AE{sks
†
k}

︸ ︷︷ ︸

Rss

A† + E{nkn
†
k}

︸ ︷︷ ︸

Rnn

(20.14)

= ARssA
†

︸ ︷︷ ︸

Rxx−

+Rnn . (20.15)
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La matrice Rxx− est la matrice de covariance des signaux reçus sans tenir compte du bruit
additif, ce dernier contribuant par le biais de la matrice de covariance du bruit Rnn.

La matrice de covariance des sources Rss de dimensions (M ×M), indique le niveau
de corrélation et la puissance des sources. En effet :

• la diagonale principale contient des nombres réels liés à la puissance σ2
sm de chacune

des M sources ;

• les éléments extra-diagonaux sont nuls si les sources non-corrélées mais deviennent
complexes et égaux à (σspσsq c) où |c| est le niveau de corrélation (0 ≤ |c| ≤ 1) entre

les sources p et q.

La matrice Rnn de dimensions N ×N , est la matrice de covariance du bruit et :

• tend vers σ2
nI lorsque le bruit a la même puissance d’un élément à l’autre et non-

corrélé entre eux.

Normalement, il faudrait une infinité d’échantillons à chaque élément pour déterminer
précisément une matrice de covariance. Avec K épreuves, on peut obtenir une approxima-

tion (de plus en plus valide lorsque K augmente) de la matrice de covariance des signaux
reçus :

Rxx ≈ R̃xx =
1

K
XX† . (20.16)

20.2 Formation de voies

La formation de voies (“beamforming”) est une technique applicable à un groupement
d’antennes dans le but de localiser la provenance de signaux incidents ou angles d’arrivées

(“Direction of Arrivals” – DOA). Le réseau d’antenne opère donc en mode réception. Elle
est équivalente à un balayage électronique qui regarde dans la zone limite qui constitue la

fenêtre d’observation. Le résultat de la formation de voies est un pseudo-spectre contenant
des pics identifiant les angles d’arrivées plutôt que le contenu fréquentiel. Il s’agit d’un

algorithme qui utilise les signaux à la sortie de chacun des éléments mais sans exploiter
certaines connaissances potentielles.

La sortie de l’antenne-réseau au temps tk, notée yk, est simplement une somme pondérée

des signaux à la sortie des éléments. Le vecteur de pondération w∗ est formé de chacun
des N poids w∗

n appliqués aux signaux xn(tk) pour l’ensemble des instants tk. On vérifie

aisément qu’un vecteur de pondération égal au conjugué d’un vecteur directif fait en sorte
que les signaux à la sortie de chacun des éléments tombent tous en phase si l’unique
source en présence est située à l’angle θ = θ1. L’amplitude de y atteint alors un maximum

lorsque θ = θ1 puisque tous les signaux ont même orientation dans le plan complexe ;
aucun autre vecteur de pondération bâti selon (20.5) ne peut fournir un autre maximum

de même importance dans la zone sans ambigüıté.
Le principe est le suivant :

• pour un angle d’observation θ donné :
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– créer un vecteur de pondération

w∗
θ = a∗(θ) = a∗θ ; (20.17)

– calculer le module moyen de la sortie soit E{|ykθ |2}

ykθ = w†
θxk . (20.18)

• répéter pour un nouvel angle d’observation jusqu’à obtenir un ensemble d’angles
d’observation dans la plage désirée θmin ≤ θ ≤ θmax ;

• tracer le pseudo-spectre représentant E{|ykθ |2} en fonction de θ ;

• repérer les positions angulaires des sources en localisant les pics du pseudo-spectre.

On vérifie que le procédé revient à faire sous forme matricielle :

µbf(θ) = E{|yθ|2} = E{ykθy
†
kθ
} (20.19)

= E{w†
θxkx

†
kwθ} = E{a†θxkx

†
kaθ} (20.20)

= a†θ E{xkx
†
k}

︸ ︷︷ ︸

Rxx

aθ . (20.21)

On retrouve ici la matrice de covariance des signaux reçus Rxx de (20.13) dont on se
servira plutôt de l’approximation donnée en (20.16).

Exemple 20.1

Un réseau linéaire uniforme de 5 éléments isotropes espacés d’une distance
d = λ/2 capte les signaux de 2 sources non-corrélées

• la première ayant 10 dB de plus que la puissance du bruit (normalisée à
σ2
n = 1) située à θ1 = 90◦ ;

• la seconde ayant 7.8 dB à 60◦.

# Exprimez mathématiquement la matrice de covariance des signaux reçus en

assumant la présence de la première source uniquement.

Ce cas est simple car avec une source A = a1 selon (20.9) et puisque ϕ1 =

βd cos θ1 = 0 selon (20.6) alors

a1 = [1 1 1 1 1]⊤ .

De plus, Rss de (20.14) se réduit à sa plus simple expression soit Rss = [10]
puisque la puissance de la source est 10 fois celle du bruit (car 10 log10 10 = 10)
i.e. σ2

s1 = 10σ2
n. Ainsi, on déduit facilement de (20.15) que

Rxx1
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

10 10 10 10 10

10 10 10 10 10

10 10 10 10 10

10 10 10 10 10

10 10 10 10 10

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

11 10 10 10 10

10 11 10 10 10

10 10 11 10 10

10 10 10 11 10

10 10 10 10 11

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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# Répétez en tenant compte des deux sources.

Ayant calculée la matrice de covariance de signaux de la première source,

on pourrait maintenant trouver celle de la seconde source, les additionner
car les sources sont non-corrélées et soustraire une matrice de covariance du

bruit car celui-ci a déjà été considéré deux fois. Donc Rss = diag{10, 6} (car
10 log10 6 = 7.8), une matrice diagonale contenant les deux éléments 10 et 6
sur la diagonale principale.

Pour la seconde source, on a

a2 = [1 ejπ/2 ejπ ej3π/2 ej2π]⊤ = [1 j −1 −j 1]⊤ .

de sorte que

Rxx2
=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

6 −6j −6 6j 6
6j 6 −6j −6 6j
−6 6j 6 −6j −6
−6j −6 6j 6 −6j
6 −6j −6 6j 6

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

+

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

7 −6j −6 6j 6
6j 7 −6j −6 6j
−6 6j 7 −6j −6
−6j −6 6j 7 −6j
6 −6j −6 6j 7

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Avec les deux sources non-corrélées, il suffit maintenant de sommer pour trou-
ver (sans considérer 2 fois la matrice de bruit) :

Rxx = Rxx1
+ Rxx2

− Rnn =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

17 10− 6j 4 10 + 6j 16

10 + 6j 17 10− 6j 4 10 + 6j

4 10 + 6j 17 10− 6j 4

10− 6j 4 10 + 6j 17 10− 6j

16 10− 6j 4 10 + 6j 17

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

On remarque bien ici la forme particulière de la matrice de covariance des
signaux reçus valide pour toutes les autres :

• tous les éléments sur une même diagonale sont identiques ;

• la matrice possède une symétrie hermitienne i.e. Rxx = R†
xx.

On dit de cette matrice qu’elle est Toeplitz.

Par contre, si les sources avaient été corrélées, la matrice de covariance des
signaux reçus n’aurait plus cette forme Toeplitz mais resterait hermitienne.

# Calculez l’amplitude moyenne quadratique de la sortie y en pointant le réseau

dans les directions θ = 0, 30, 60, 90 et 120◦.

Cette demande implique des calculs matriciels avec des nombres complexes, ce
qui ne facilite en rien les choses. De (20.21), on remplit le tableau ci-dessous.
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θ [◦] w∗
θ µbf(θ) commentaires

0 [1 −1 1 −1 1]⊤ 21 somme alternée des éléments de Rxx

30 [1 (−0.91+j0.41) (0.67−j0.75) . . .

(−0.30+j0.95) (−0.1−j0.99)]⊤ 9.9
60 [1 j −1 −j 1]⊤ 165 position de la 2ème source

90 [1 1 1 1 1]⊤ 261 somme des éléments de Rxx

position de la 1ère source

120 [1 −j −1 j 1] 21

# Tracez maintenant le pseudo-spectre entre 0◦ ≤ θ ≤ 120◦.

Pour ce faire, il est préférable d’utiliser un logiciel de calcul numérique tel
MatlabTM, de programmer l’équation (20.21) à partir de la récupération de w

selon (20.17) et (20.5), de faire varier θ dans la plage demandée par petits pas
(e.g. de 1◦), et finalement de faire le graphique de µbf en fonction de θ.

0 20 40 60 80 100 120
0

50

100

150

200

250

300

θ

µ bf

Figure 20.1 – Pseudo-spectre par formation de voies de l’exemple.

N=5;

d = 0.5;

Ths = [90 60];

Pws = [10 6];

Rxx = zeros(N,N);

for k=1:length(Ths)

phis = 2*pi*d*cos(Ths(k)*pi/180);

as = exp(j*(0:(N-1))’*phis);

Rxx = Rxx + Pws(k)*as*as’;

end

Rxx = Rxx + eye(N,N);
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theta = [0:120];

phi = 2*pi*d*cos(theta*pi/180);

a = exp(j*(0:(N-1))’*phi);

mubf = real(diag(a’*Rxx*a));

plot(theta,mubf);

Les sources sont localisées aux endroits des pics. Un léger biais est observé qui

pourrait être réduit en ayant plus d’éléments. On remarque aussi la limite de
résolution car malgré un espacement de 30◦ entre les deux sources, les deux
pics commencent à agir l’un sur l’autre.

Finalement, la hauteur des pics correspond à la puissance des sources à un
facteur de normalisation près équivalant à N2 soit 25 dans cet exemple.

La résolution atteinte avec la formation de voies équivaut à la limite de Rayleigh, la-

quelle correspond à la largeur du lobe principal à mi-puissance ΘHPBW . Le rayonnement
transversal du réseau de de l’exemple 20.1 produit un lobe d’une largeur ΘHPBW = 21◦.

Les deux prochaines techniques procurent une résolution supérieure à cette limite de Ray-
leigh. On parle alors de super-résolution (ou de haute-résolution avec moins de prétention).
Ces techniques exploitent les informations contenus dans la matrice de covariance de sorte

que le rapport signal-à -bruit SNR et la forme de la matrice de covariance du bruit de-
viennent importants pour déterminer le niveau de résolution. En plus, certaines exigences

s’appliquent sur le lien entre les sources ou entre les sources et le bruit.

20.3 Maximum de vraisemblance

Une méthode de DOA à haute-résolution utilise la vraisemblance maximale (“maximum li-
kelihood”). Il faut savoir que la vraisemblance mathématique notée L(x1, . . . xP |θ1, . . . θQ)
est une fonction de probabilités conditionnelles qui décrit les paramètres θq d’un processus
aléatoire en fonction des valeurs xp supposées connues.

Dans le cas de l’estimation des angles d’arrivées, il s’agit plutôt de maximiser le rapport
signal à interférences SIR dans lequel les interférences proviennent des sources situées

ailleurs que la direction d’observation. On maximise donc le rapport pour l’ensemble des
angles balayés.

Pour obtenir l’expression de l’estimateur, on considère l’observation dans la direction
θ1 de la première des N sources. On a :

SIR =
w†
θ1
a1a

†
1wθ1

w†
θ1
Riiwθ1

(20.22)

dans laquelle on doit trouver le vecteur de pondération w∗
θ1 qui maximise ce SIR. La

matrice de covariance Rii de dimensions N ×N est celle des interférences. On l’obtient en
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soustrayant la contribution de la première source à la matrice de covariance des signaux
reçus soit :

Rii = Rxx − σ2
s1a1a

†
1 . (20.23)

L’expression du SIR donnée par (20.22) est un quotient de deux formes quadratiques
impliquant le vecteur de pondération. On démontre (la démonstration est malheureuse-

ment un peu longue) que

λmin ≤
u†Bu

u†Cu
≤ λmax (20.24)

où B et C sont hermitiennes, λmin et λmax sont les valeurs propres minimale et maximale
de C−1B. Les valeurs limites sont obtenues lorsque u = vmin,max les vecteurs propres
associées à ces valeurs propres. Dans le cas particulier où B est une dyade formée par bb†

de rang 1 ayant une seule valeur propre non-nulle, on trouve

0 ≤
u†bb†u

u†Cu
≤ b†C−1b . (20.25)

En appliquant ce résultat (20.25) à (20.22), on s’aperçoit que la rapport signal à in-

terférences atteint un maximum égal à a†1R
−1
ii a1 lorsque

wθ1 = kR−1
ii a1 (20.26)

avec k une constante quelconque qu’on pourra fixer selon la normalisation désirée.

La difficulté réside maintenant à exprimer Rii en fonction de la matrice de covariance
des signaux reçus car on ne connâıt a priori les paramètres de la première source ; c’est

ce que l’on recherche d’ailleurs.

Il existe un autre théorème (appelé le lemme d’inversion matricielle1 dont la démons-
tration est aussi assez longue) qui dit :

C = A + bb† (20.27)

alors

C−1 = A−1 −
A−1bb†A−1

1 + b†A−1b
. (20.28)

On voit le lien immédiat avec l’équation (20.23) pour donner :

R−1
ii = R−1

xx +
σ2
s1R

−1
xxa1a

†
1R

−1
xx

1− σ2
s1a

†
1R

−1
xxa1

(20.29)

R−1
ii a1 = R−1

xxa1 +
R−1

xxa1σ
2
s1a

†
1R

−1
xxa1

1− σ2
s1a

†
1R

−1
xxa1

(20.30)

= R−1
xxa1 + R−1

xxa1β (20.31)

= R−1
xxa1(1 + β) . (20.32)

1Le lemme général est (A+BCD)−1 = A−1−A−1B(C−1+DA−1B)−1DA−1 avec C de rang complet.
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Il suffit de placer la solution (20.32) dans (20.26) pour déduire l’expression de vecteur
de pondération qui maximise le rapport signal à interférences. Cela donne (k′ = k(1+β)) :

wθ1 = k′R−1
xxa1 . (20.33)

On peut choisir la constante k′ de manière à ce que la moyenne quadratique de la sortie
yθ fournisse un estimé de la puissance de la source lorsqu’on observe dans sa direction en

présence de la source seule. On aboutit à l’algorithme de Capon2. Donc (on rappelle que
R−1†

xx = R−1
xx à cause de la symétrie hermitienne de Rxx) :

E{ykθ1y
†
kθ1

} = w†
θ1
σ2
s1a1a

†
1wθ1 = σ2

s1 (20.34)

k′2a†1R
−1†
xx a1a

†
1R

−1†
xx a1 = 1 (20.35)

k′2
(

a†1R
−1
xxa1

)2
= 1 (20.36)

ce qui implique que

k′ =
1

a†1R
−1
xxa1

. (20.37)

En conséquence, le vecteur de pondération à appliquer pour observer dans la direction θ
quelconque, s’exprime à partir de (20.37) et de (20.26) :

wθ =
R−1

xxaθ
a†θR

−1
xxaθ

. (20.38)

Le pseudo-spectre du maximum de vraisemblance de Capon sous forme matricielle
s’obtient comme suit :

µml(θ) = E{|yθ|2} = E{ykθy
†
kθ
} (20.39)

= w†
θRxxwθ (20.40)

=
1

a†θR
−1
xxaθ

(20.41)

Il faut absolument noter que la méthode du maximum de vraisemblance ne s’applique

qu’à des sources non-corrélées. Dans le cas contraire, les interférences (une ou plusieurs)
sont reliées à la source observée de sorte que le principe même des limites du rapport de

formes quadratiques à partir des valeurs propres devient invalide.

Exemple 20.2

Soit l’antenne-réseau et les sources non-corrélées de l’exemple 20.1 précédent.
L’inverse de la matrice de covariance des signaux reçus s’écrit

R−1
xx =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.674 −0.164+j0.162 −0.003 −0.164−j0.162 −0.326
−0.164−j0.162 0.595 −0.243+j0.241 −0.003+j0.079 −0.164−j0.162

−0.003 −0.243−j0.241 0.516 −0.243+j0.241 −0.003
−0.164+j0.162 −0.003−j0.079 −0.243−j0.241 0.595 −0.164+j0.162

−0.326 −0.164+j0.162 −0.003 −0.164−j0.162 0.674

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

2Un choix d’une autre contrainte aurait amené l’algorithme de Borgiotti-Lagunas selon Munier
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On remarque la propriété hermitienne mais non-Toeplitz.

# Vérifiez qu’à la direction de la première source θ = θ1 = 90◦, le vecteur de
pondération optimale fournit bien un SIR maximal égal à a†1R

−1
ii a1.

Une chance, le calcul se fait bien car a1 = [1 1 1 1 1]⊤. De plus, Rii correspond

à Rxx2
déjà connu.

On peut utiliser MatlabTM pour calculer l’inverse de Rii requise dans (20.26)

avec k = 1 – la version (20.38) avec la contrainte n’est pas nécessaire. Pour les
astucieux, il est possible de prendre le lemme d’inversion matricielle (20.28)

en posant A = σ2
nI = I et b = σs2a2 puisque Rxx2

= σ2
s2aaa

†
2. On déduit

analytiquement l’inverse :

R−1
ii = I −

Iσ2
s2a2a

†
2I

1 + σ2
s2 a

†
2Ia2
︸ ︷︷ ︸

N

= I −
σ2
2a2a

†
2

1 +Nσ2
s2

soit

R−1
ii =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.806 j0.194 0.194 −j0.194 −0.194
−j0.194 0.806 j0.194 0.194 −j0.194
0.194 −j0.194 0.806 j0.194 0.194

j0.194 0.194 −j0.194 0.8065 j0.194

−0.194 j0.194 0.194 −j0.194 0.805

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Le vecteur de pondération selon (20.26) consiste à additionner chaque ligne à
cause de la forme de a1 :

wθ1 = [0.806 (1−j0.194) 1.194 (1+j0.194) 0.806]⊤ .

On sait que la valeur maximale du SIR est égal à a†1Riia1 en appliquant (20.24)
au cas traité. Or, toujours à cause de la forme particulière de a1, cela revient à
sommer tous les éléments de R−1

ii soit 4.806. Il suffit donc de vérifier que SIR

obtenue selon (20.22) avec wθ1 ci-dessus vaut bien 4.806.

• Le numérateur : sommation des éléments de wθ1 donc w†
θ1
a1 = 4.806 =

a†1wθ1 ;

• le dénominateur (plus difficile) : on trouve 4.806 !

C’est donc exact.

On peut vérifier qu’un autre vecteur de pondération, tel w = a1 pour faciliter

les calculs, procure un SIR plus faible. En effet

• le numérateur : sommation des éléments de wθ1 donc w
†
θ1
a1 = 5 = a†1wθ1 ;
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• le dénominateur : somme de tous les éléments de Rii soit 11.

Le SIR vaudrait alors 2.273.

# Vérifiez que les vecteurs de pondération obtenus selon (20.26) et selon (20.38)
sont bien colinéaires à θ = 0 et 90◦.

On suppose k = k′ = 1 car leur valeur exacte n’a pas à être connue pour cette

vérification. Il suffit de faire le produit scalaire des deux vecteurs comparati-
vement au produit de leur module puisque a†b = |a||b| cosψ.

• θ = 0◦ :

Il n’y a aucune source à cet endroit, donc R−1
ii = R−1

xx

• θ = 90◦ :

a = [1 1 1 1 1]⊤ donc somme des éléments de chaque ligne de R−1
ii et de

R−1
xx pour fournir respectivement

wθ,ii = [0.806 (1−j0.194) 1.194 (1+j0.194) 0.806]⊤ et

wθ,xx = [0.0164 (0.0204−j0.0039) 0.0243 (0.0204+j0.0039) 0.0164]⊤.

Il semble évident qu’un constante de proportionnalité d’environ 49 unit
les deux vecteurs. Ils sont donc colinéaires.

# Tracez le pseudo-spectre entre 0◦ ≤ θ ≤ 120◦

On programme l’équation (20.41) avec (20.5), on varie θ dans la plage de-

mandée par petits pas (e.g. de 1◦), et on affiche le graphique de µml en fonction
de θ.
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Figure 20.2 – Pseudo-spectre par le maximum de vraisemblance de l’exemple.
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muml=1./real(diag(a’*inv(Rxx)*a));

plot(theta,muml);

Les sources sont localisées plus précisément avec des pics plus étroits, ce qui
montre bien que la résolution dépasse celle de la formation de voies.

20.4 Projection dans sous-espace orthogonal (MUSIC)

La technique de projection dans le sous-espace orthogonal est sans doute la plus utilisée et

comparée dans la littérature sur le traitement d’antenne. Cette technique a été développée
en parallèle (quoique avec des notations et quelques différences) par G. Bienvenu et par R.

O. Schmidt. Les deux ont publié presque simultanément leurs résultats en 1979. Bienvenu
utilisait le terme de goniomètre pour une raison qui sera mentionnée plus tard, tandis que
Schmidt créait un acronyme MUSIC (“MUltiple SIgnal Classification”). à cause de cir-

constances diverses (publication dans une revue de seconde importance, présentation trop
complexe et trop mathématique, algorithme mal formulé), le nom de Schmidt seulement

a été retenu ; ceci explique pourquoi MUSIC demeure toujours en usage.

MUSIC passe par la décomposition propre de la matrice de covariance des signaux

reçus. Il se base sur les sous-espaces engendrés par les vecteurs propres vn de Rxx.

On suppose d’abord aucun bruit.

La matrice de covariance des signaux reçus (seulement des sources) exhibe une pro-

priété fort importante lorsque le nombre de sources M est inférieur au nombre de cap-
teurs et lorsque la matrice de covariance des sources Rss est régulière ce qui implique

une corrélation nulle ou partielle entre les sources. Dans ces conditions, la matrice des
vecteurs directionnels A, de dimensions (N × M), a un rang complet selon les colonnes

pourvu que les M vecteurs directionnels soient linéairement indépendants i.e. les sources
sont localisées dans des angles différents sans ambigüıté. Ces vecteurs génèrent un sous-
espace de dimension M appelé sous-espace sources. La matrice de covariance des signaux

reçus sans bruit a donc un rang égal au nombre de sources et, de ce fait, possède N −M
valeurs propres nulles auxquelles correspondent des vecteurs propres formant un noyau

de dimension N −M appelé à tort sous-espace bruit (mieux : sous-espace orthogonal).

La décomposition propre d’une matrice fournit une base de l’espace engendré par la

matrice. Or, à cause de de la symétrie hermitienne semi-positive de toutes matrices de
covariance, les vecteurs propres sont orthogonaux (et même orthonormés). Avec la matrice
de covariance des signaux reçus (sans bruit) Rxx− :

• la base orthogonale du sous-espace sources est donc formée par les M vecteurs
propres associés aux valeurs propres non-nulles ;

• la base orthogonale du sous-espace bruit est, quant à lui, formée par les N − M
vecteurs propres associés aux valeurs propres nulles.
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Figure 20.3 – Géométrie des sous-espaces sources et bruit dans le cas d’un réseau composé

de 3 capteurs et 2 sources.

• Comme tous les vecteurs propres sont orthogonaux, les deux sous-espaces sont en

plus orthogonaux.

Ceci revient à démontrer que tout vecteur orthogonal au sous-espace sources est entièrement
inclus dans le sous-espace bruit.

La vérification se fait au moyen de la décomposition dans le système propre :

Rxx = V ΛV † (20.42)

avec

V
(N×N)

= [v1 v2 . . . vM
︸ ︷︷ ︸

V s

(N×M)

vM+1 . . . vN
︸ ︷︷ ︸

V n

(N×(N−M))

] (20.43)

Λ

(N×N)

= diag{λ1, λ2, . . .λM , 0 . . . 0} . (20.44)

Les vecteurs propres vi (1 ≤ i ≤ M) forment la matrice propre sources V s qui engendre le
sous-espace sources. Les autres vecteurs propres vi (M + 1 ≤ i ≤ N) forment la matrice

propre bruit V n. Les valeurs propres sont ordonnées en ordre décroissant tel que λi ≤ λi+1.

Soit un vecteur quelconque u orthogonal au sous-espace sources et donc aux colonnes
de A. L’implication suivante est déduite :

A†u = 0 → ARssA
†u = 0 → Rxx−u = 0 .

Le vecteur u est en fait élément du noyau de Rxx− et la réciproque se vérifie aussi aisément
lorsqu’on considère que Rss est définie positive.



! 20-402 Traitement d’antenne

Les méthodes de sous-espaces exploitent soit la dépendance linéaire entre les vecteurs
directionnels et la base orthonormale du sous-espace sources, soit l’orthogonalité entre les

vecteurs directionnels et le sous-espace bruit comme l’illustre la figure 20.3.
En particulier, le goniomètre de Bienvenu en 1978 ou MUSIC de Schmidt en 1979,

profite de la propriété d’orthogonalité en projetant un vecteur d’analyse aθ dans le sous-
espace bruit – on préfère projeter dans le sous-espace bruit car la résolution obtenue est

plus fine. Cette projection représente en fait le carré de la distance euclidienne entre le
vecteur d’analyse et le sous-espace sources d2s(θ). Pour normaliser la distance afin qu’elle
prenne des valeurs comprises dans l’intervalle [0,1], on divise par la norme quadratique

du vecteur d’analyse aθ, lequel vaut N :

d2s(θ) =
1

N

N
∑

i=M+1

∣
∣
∣v†iaθ

∣
∣
∣

2
(20.45)

ou, sous forme matricielle

d2s(θ) =
1

N
a†θ V nV

†
n

︸ ︷︷ ︸

P n

(N×N)

aθ . (20.46)

La nouvelle matrice P n est le projecteur dans l’espace bruit construit à partir des vecteurs
associés aux valeurs propres nulles. Malheureusement, même en présence d’un bruit ten-

dant vers σ2
nI, le calcul numérique de ces vecteurs propres est assez instable (dégénérescence

simple ou multiple). Par chance, cette distance euclidienne s’exprime aussi en fonction de

la base orthonormale du sous-espace sources grâce à la propriété d’orthonormalité entre les
vecteurs propres de la matrice de covariance des signaux reçus, qui conduit à la relation :

V sV
†
s

︸ ︷︷ ︸

P s

+ V nV
†
n = I

P n = I − P s . (20.47)

La quantité d2s(θ) s’annule chaque fois que aθ pointe dans la direction orthogonale au

sous-espace bruit ; le vecteur se trouve alors entièrement dans le sous-espace signal. Ainsi
le vecteur aθ est identique à l’un des vecteurs directionnels. L’angle avec lequel il a été

construit, est un angle d’arrivée. Le nom de goniomètre vient de ce principe d’annulation
utilisé.

• En présence de bruit, on utilise toujours les vecteurs propres de Rxx ; il n’y a pas

annulation parfaite, mais on observe des minima.

On note cependant qu’une matrice de covariance de bruit idéale de type σ2
nI n’affecte

nullement le comportement de MUSIC car cette matrice ne fait qu’augmenter les
valeurs propres de Rxx− d’une quantité égale à σ2

n sans modifier les vecteurs propres.

• De plus, les graphiques montrent plutôt l’inverse de la projection sur des échelles
en dB de façon à observer des maxima comme dans un traitement classique, pour
augmenter la sensibilité de la projection dans les environs des sources.
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On obtient l’estimation des angles d’arrivée comme suit : Le principe est le suivant :

• faire la décomposition propre de Rxx ;

• générer le projecteur dans l’espace bruit P n selon (20.47) en utilisant V s de (20.43) ;

• pour un angle d’observation θ donné :

– créer un vecteur d’analyse aθ ;

– calculer le carré de la distance euclidienne d2s(θ)

• répéter pour un nouvel angle d’observation jusqu’à obtenir un ensemble d’angles
d’observation dans la plage désirée θmin ≤ θ ≤ θmax ;

• tracer le pseudo-spectre représentant l’inverse de la distance (en dB normalement)
1/d2s en fonction de θ ;

• repérer les positions angulaires des sources en localisant les pics du pseudo-spectre.

Exemple 20.3

Soit l’antenne-réseau et les sources non-corrélées de l’exemple 20.1. Le résultat
de MatlabTM concernant la décomposition propre de la matrice de covariance
des signaux reçus s’écrit avec la notation de (20.42)

V =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.522 −0.248
0.412+j0.109 0.196−j0.443

0.303 0.639

0.412−j0.109 0.196+j0.443

0.522 −0.248
︸ ︷︷ ︸

V s

0.817 −0.061+j0.053 0.099−j0.045

−0.204−j0.204 −0.144−j0.268 −0.452+j0.461

0 −0.071−j0.221 0.659

−0.204+j0.204 −0.419+j0.436 −0.198−j0.207

−0.408 0.694 −0.109−0.209
︸ ︷︷ ︸

V n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

et
Λ = diag{53.65 28.35 1 1 1} .

# Montrez que le calcul numérique du projecteur dans l’espace bruit par V s est

préférable.

Pour s’y prendre, il conviendrait de procéder en deux parties :

• faire les produits V †
sV s et V

†
nV n qui devraient fournir I car chaque vecteur

propre est orthonormal.

V †
sV s =

[

1 0

0 1

]

V †
nV n =

⎡

⎢
⎣

1 −0.074+j0.065 0.122−j0.055

−0.074−j0.065 1 −0.197−j0.016

0.122+j0.055 −0.197+j0.016 1

⎤

⎥
⎦ .

Les vecteurs propres de V n sont normés mais non orthogonaux.
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• soustraire σ2
n = 1 à toutes les deux valeurs propres Λ− = Λ − σ2

nI, ne
conserver que le bloc diagonal avec les valeurs propres non-nulles Λ22−=

Λ−(1 : 2, 1 : 2) et vérifier que le produit donne V sΛ22−V
†
s = Rxx−, la

matrice de covariance des signaux reçus sans bruit.

Λ22− =

⎡

⎣

52.65 0

0 27.35

⎤

⎦

V sΛ22−V
†
s =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 10 − 6j 4 10 + 6j 16

10 + 6j 16 10− 6j 4 10 + 6j

4 10 + 6j 16 10− 6j 4

10− 6j 4 10 + 6j 16 10− 6j

16 10 − 6j 4 10 + 6j 16

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

= Rxx − σ2nI .

# Tracez le pseudo-spectre entre 0◦ ≤ θ ≤ 120◦.

On programme l’équation (20.46) mais en obtenant P n selon (20.47), on varie
θ dans la plage demandée par de très petits pas (e.g. de 0.2◦) et on affiche le

graphique de 1/d2s en fonction de θ.

Pn =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.667 −0.167+j0.167 0 −0.167−j0.167 −0.333
−0.167−j0.167 0.583 −0.25+j0.25 j0.083 −0.167−j0.167

0 −0.25−j0.25 0.5 −0.25+j0.25 0
−0.167+j0.167 −j0.083 −0.25−j0.25 0.583 −0.167+j0.167

−0.333 −0.167+j0.167 0 −0.167−j0.167 0.667

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Le pseudo-spectre de la figure 20.4 exhibe deux pics “impulsionnels” et de ce
fait semble indiquer que MUSIC est insurpassable. Il faut savoir que la matrice

de covariance du bruit est idéale car elle n’affecte pas les vecteurs propres. De
plus, la hauteur des pics n’a rien à voir avec la puissance des sources et de-
vraient normalement tendre vers l’infini car l’ordonnée du graphique représente

l’inverse d’une distance au carré.

[Vi,Li] = eig(Rxx);

% pour ordonner les valeurs propres en ordre décroissant

[L,I] = sort(diag(Li),’descend’);

% pour ordonner les vecteurs propres en conséquence

V = Vi(:,I);

Pn = eye(N,N)-V(:,1:M)*V(:,1:M)’;

nuss = N./real(diag(a’*Pn*a));

plot(theta,nuss);

plot(theta,10*log10(nuss)); % ordonnée en dB
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Figure 20.4 – Pseudo-spectre par l’algorithme MUSIC de l’exemple.

20.4.1 Effet du bruit non-idéal

L’exemple précédent illustre la performance des algorithmes par projection dans le sous-
espace orthogonal (dont MUSIC) lorsque le bruit additif gaussien possède une matrice de

covariance idéale de σ2
nI. En pratique, avec une nombre limité d’épreuves, la matrice de

covariance du bruit n’a pas cette forme.

• Si le rapport signal-à -bruit SNR est élevé, les conséquences se limiteront à la
hauteur des pics qui diminueront car la projection ne sera pas tout-à -fait nulle aux

positions exactes des sources.

• Un SNR faible provoque plus de dégâts. Les valeurs et vecteurs propres s’en trouvent
assez affectés ce qui, en plus de rendre les pics beaucoup plus arrondis, crée des biais
sur la position estimée des sources.
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Exemple 20.4

Soit toujours l’antenne-réseau et les sources non-corrélées de l’exemple 20.1.

La matrice de covariance du bruit équivaut à celle ci-dessous.

Rnn =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0.5 0.1−j0.3 −j0.2 0.4

0.5 1 0.3+j0.2 0 j0.6

0.1+j0.3 0.3−j0.2 1 −0.4 −0.5

j0.2 0 −0.4 1 −0.5+j0.3

0.4 −j0.6 −0.5 −0.5−j0.3 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

# Tracez le pseudo-spectre de MUSIC en dB.

La décomposition propre de la matrice de covariance des signaux reçus ef-
fectuée par MatlabTM donne :

V =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0.529 −0.227+j0.011
0.423+j0.128 0.196−j0.420
0.295+j0.018 0.643
0.399−j0.090 0.203+j0.456
0.520−j0.001 −0.266+0.016
︸ ︷︷ ︸

V s

−0.076−j0.241 −0.125+j0.546 −0.484+j0.237
−0.184+j0.088 0.599 −0.023−j0.437
−0.238+j0.420 −0.333−j0.198 −0.135+j0.313

0.737 0.136−j0.079 0.056−j0.111
−0.243−j0.246 −0.282−j0.270 0.622
︸ ︷︷ ︸

V n

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

et
Λ = diag{53.69 28.34 1.71 0.88 0.39} .

0 20 40 60 80 100 120
0

5

10

15

20

25

30

35

θ

−1
0l

og
10

d s2

Figure 20.5 – Pseudo-spectre par l’algorithme MUSIC de l’exemple avec une matrice de cova-

riance du bruit quelconque.

On remarque immédiatement l’effet sur les vecteurs propres. Les bases ortho-
normales des sous-espaces sont différentes du cas idéal apportant des distances
non-nulles. Le rapport signal-à -bruit demeure cependant suffisamment élevé.
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Figure 20.6 – 100 pseudo-spectres par l’algorithme MUSIC avec des SNR de l’ordre de 0 dB.

Le biais est visible sur les 100 essais Monte-Carlo de la figure 20.6 dans lesquels on

prélève 200 épreuves sur les 5 éléments du réseaux captant les deux sources noyées dans
un bruit gaussien additif. Le SNR final est de l’ordre de -3 dB et -5.2 dB respectivement.

20.4.2 Détermination du nombre de sources

Les méthodes par projection nécessite la connaissance du nombre de sources en présence

afin de bâtir les bases des sous-espaces sources et bruit en prélevant le bon nombre de
vecteurs propres pour chacun de ces sous-espaces. L’estimation du nombre de sources M̂
est donc requise à l’exception de l’estimateur de Pisarenko – idée de base de Schmidt pour

MUSIC – qui considère que le sous-espace bruit est réduit à la dimension minimale (donc
suppose que M̂ = N − 1).

• Avec un SNR élevé, on déduit rapidement le nombre de sources par l’examen des
valeurs propres de la matrice de covariance des signaux reçus. En effet, les valeurs

propres associées aux sources seront nettement plus élevées que celles associées
au bruit comme le montre l’équation (20.44). Avec un bruit de type σ2

nI, aucun
problème ne se pose puisque toutes les valeurs propres sont augmentées d’une quan-

tité égale σ2
n. La séparation des valeurs propres associées aux sources ou au bruit

restera simple.

• Avec un temps d’observation limité ou avec une matrice de covariance de bruit
quelconque, les valeurs propres ont une distribution telle que même un examen ma-

nuel rend la séparation difficile. Les valeurs propres minimales ne sont plus égales
entre elles et viennent qu’à se confondre à celles associées aux sources lorsque le

SNR diminue. Il se pose un problème de décision quant au choix du seuil de
séparation. à preuve, voici les valeurs propres du dernier essai de la figure 20.6 :
Λ = diag{2.24 1.86 1.59 1.21 1.00}.
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Plusieurs types de tests peuvent être appliqués selon les hypothèses retenues. L’al-
ternative par excellence est fournie par le critère de Akaike (noté AICe pour “Akaike

Information Criterion Estimate”) en choisissant M̂ comme étant égal au paramètre M̃
qui maximise une fonction logarithmique de vraisemblance maximale :

AICe(M̃) = K(N − M̃) log

(
a0
g0

)

+ M̃(2N − M̃) (20.48)

avec K, le nombre d’épreuves et

a0 =
1

N − M̃

N
∑

i=M̃+1

λi (20.49)

g0 =

⎛

⎝

N
∏

i=M̃+1

λi

⎞

⎠

1
N−M̃

. (20.50)

Il existe d’autres critères de forme similaire. En particulier, le critère de Rissanen (noté

MDL pour “Minimum Description Length”) fournit parfois une estimation consistante du
nombre de sources lorsque celui de Akaike n’y parvient pas

MDL(M̃) = K(N − M̃) log

(
a0
g0

)

+ 0.5M̃(2N − M̃ + 1) logK . (20.51)

Finalement, on note qu’il vaut toujours mieux choisir une estimation M̂ ≥ M en cas

de doute.

20.5 Corrélation des sources

La corrélation entre les sources est désastreuse pour la majorité des algorithmes à haute-
résolution. Or, il arrive souvent de capter des signaux corrélés. L’exemple le plus commun

est celui des signaux réfléchis dont le délai de réception est plus faible que le temps de
cohérence. Les signaux réfléchis sont des copies du signal original décalées dans le temps
et affaiblies selon les réflexions subies.

20.5.1 Effets de la corrélation

La corrélation opère comme un moyennage de puissances pour les méthodes autres que par
projection. En effet, ces estimateurs agiront comme si une source se présentait, de plus en

plus intense en fonction de l’indice de corrélation, dans une position angulaire moyenne
déterminée par l’équilibre, à la façon d’un levier, des puissances des sources corrélées.

L’accroissement de puissance de cette source imaginaire se fait au détriment des sources
corrélées qui disparâıtront totalement lorsque la corrélation sera complète laissant ainsi

croire que le groupe de sources corrélées est remplacé par une seule source. Ces méthodes
travaillent donc sur la partie indépendante du signal de chaque source lorsque le vecteur
d’analyse pointe dans leur direction.
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Les méthodes par projection montrent aussi des signes de faiblesse face à la corrélation :
les sources tendront à se fondre en une seule mais avec un pic très peu élevé. Elles semblent

cependant moins affectées avec une matrice de covariance du bruit idéale σ2
nI. On conclut

donc que la corrélation entre les sources préserve les sous-espaces sources et bruit initiaux

mais les vecteurs propres, qui forment leur base, varient et deviennent de plus en plus
sensibles aux distorsions causées par le bruit, au fur et à mesure que crôıt la corrélation.

Rendues à un certain niveau de corrélation, quelques valeurs propres associées aux sources
s’assimilent à celles du bruit ; le seuil de séparation devient moins évident malgré la non-
dégénérescence de la matrice de covariance des sources Rss.

Les signaux corrélés produisent un champ non-stationnaire dans l’espace, ce qui crée
une figure d’interférence (”aperture modulation”) sur le réseau. Cette figure d’interférence

est produite par l’interaction des fronts d’onde cohérents le long de la ligne qui contient
les éléments du réseau responsable de l’échantillonnage spatial. Si les sources cohérentes

maintiennent leur relation de phase pendant la durée de l’observation alors les deux ob-
servations suivantes affectent la matrice de covariance des signaux reçus :

• elle n’a pas la structure Toeplitz i.e. les valeurs le long des diagonales diffèrent en
accord avec l’amplitude de la figure d’interférence sur les éléments ;

• elle a seulement une seule valeur propre qui identifie l’ensemble des sources corrélées.

La notion de sources corrélées appelle la notion de groupe (défini selon Grenier en

1988). Le terme groupe est utilisé pour décrire un ensemble de sources fortement corrélées
entre elles mais très peu ou pas corrélées avec les sources des autres groupes. En fait,
un ensemble de plusieurs sources non-corrélées constitue autant de groupes unitaires et,

par opposition, un ensemble d’échos radar forme un seul groupe de dimension égale au
nombre d’échos. L’observation du deuxième boulet énoncé ci-dessus, fait que le rang de la

matrice de covariance des sources diminue de complet (i.e. égal à M) à rang{Rss} = G.
En conséquence, même si les sources sont à des positions différentes (donc les vecteurs
directionnels am sont distincts), la corrélation totale entre les sources d’un même groupe,

décrémente le rang de la matrice de covariance des signaux reçus sans bruit rang{Rxx−} =
G.

Une confusion aussi nâıt quant à l’interprétation de “sous-espace sources”. Grenier
a donc identifié le sous-espace formé par les vecteurs directionnels comme étant tou-

jours le sous-espace sources et celui formé par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres non-nulles de Rxx (qui serait une estimation du sous-espace sources), le sous-
espace cohérent. Ces sous-espaces ne sont identiques que dans le cas particulier où toutes

les sources ne sont pas fortement corrélées.

Lorsque les sources sont non-corrélées, chaque vecteur directionnel s’exprime comme

une combinaison linéaire des M vecteurs propres qui engendrent alors le sous-espace
sources. Ce principe s’étend sous l’influence de la corrélation : une combinaison linéaire

des vecteurs directionnels des sources du groupe est dans le sous-espace cohérent. Soient
deux sources, disons les deux premières, parfaitement cohérentes, i.e. s2 = α∗s1 avec α∗

dénotant la relation d’amplitude et de phase entre les deux signaux. L’expression du signal
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reçu reste valable en prenant s′ comme un vecteur de dimensions ((M −1)×1) et A′, une
matrice de dimensions (N × (M − 1)) tel que :

xk− = A′s′ (20.52)

avec

A′ = [a1+α
∗a2 a3 . . . aM ] (20.53)

s′k = [s1(tk) s3(tk) . . . sM(tk)]
⊤ . (20.54)

La matrice de covariance de sources Rs′s′ est régulière mais d’une dimension inférieure
au nombre de sources. On remarque que la première colonne de A′ n’a pas la structure d’un

vecteur directionnel conforme puisqu’un tel vecteur ne peut être une combinaison linéaire
de deux autres ; ces derniers formant une base dans l’espace de dimension M . Seules les
directions θ3 . . . θM sont incluses dans le sous-espace sources et, par conséquent, peuvent

être résolues. Cependant, les colonnes de A′ engendre le sous-espace cohérent.

On vérifie aisément qu’en conservant les dimensions initiales des matrices A et Rss, la

matrice Rss est dégénérée. La démonstration part de la matrice de covariance de groupe
laquelle correspond à la matrice de covariance des sources en se limitant uniquement aux

sources d’un groupe. Cette matrice carrée, notée Rssg pour le groupe d’indice g, a ses
dimensions égales au nombre de sources dans le groupe Mg. Par exemple, pour les deux
sources utilisées dans l’équation (20.52) :

Rss1 =

⎡

⎣

σ2
s1 σs1σs2 c

∗
12

σs1σs2 c12 σ2
s2

⎤

⎦ (20.55)

où c12 est le coefficient de corrélation entre les deux sources. Lorsque la corrélation est
totale – comme c’est toujours le cas pour les sources dans un même groupe – on a |c12| = 1

et la matrice de covariance des sources d’un groupe est unitaire qu’importe le nombre de
sources dans le groupe Mg. La matrice de covariance de sources se compose donc de G

matrices de covariance de groupe placées en bloc sur la diagonale (aucune corrélation
entre les groupes) :

Rss = diag{Rss1 Rss2 . . . RssG} . (20.56)

Le rang de Rss est la somme des rangs des blocs et vaut G.

Évidemment, un lien unit le coefficient de corrélation cpq et la relation d’amplitude et

de phase α entre les deux sources. Ce lien n’est pas direct mais fait intervenir la puissance
des deux sources lorsqu’on observe l’équation (20.55) et la chose suivante :

Rss1 = E{s1ks
†
1k
} = E

{
⎡

⎣

s1(tk)s∗1(tk) s1(tk)s∗2(tk)
s2(tk)s∗1(tk) s2(tk)s∗2(tk)

⎤

⎦

}

=

⎡

⎣

σ2
s1 α∗σ2

s1

ασ2
s1 α2σ2

s1

⎤

⎦ .

Donc α = cσ2σ1 .
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20.5.2 Possibilité de traitement : lissage spatial

Evans et al. ont présenté une solution intéressante en 1984 qui fut popularisée par Shan,
Wax et Kailath sous le nom de lissage spatial (“spatial smoothing”). Cette solution
consiste à diviser le réseau en sous-réseaux décalés les uns des autres d’un élément à la fois

et à moyenner les matrices partielles de covariance des signaux reçus à la sortie de chacun
des sous-réseaux. Ce principe forme la base des méthodes de décorrélation par augmen-

tation de rang dont celle plus performante de Grenier nommée DEESE (“DÉcomposition
de l’Espace Sources Estimé”).

sous-réseau #2

#1

d

#2 #3 #Nr #Nr+1 #N

sous-réseau #R

sous-réseau #1

Figure 20.7 – Géométrie de la décomposition du réseau principal en sous-réseaux pour le lissage

spatial.

Le méthodes par décomposition de rang s’appuient sur un prétraitement issu de la
division du réseau principal en R sous-réseaux enchevauchés de Nr éléments : les éléments
{1, 2 . . . Nr} formant le premier sous-réseau, les éléments {2, 3 . . . Nr + 1} formant le

second et ainsi de suite tel qu’illustré à la figure 20.7. La relation entre Nr et R résulte
immédiatement de cette construction sachant que le nombre total d’éléments est de N :

R = N − Nr + 1 . (20.57)

Selon la façon dont on interprète cette division, on différencie le lissage spatial de la

méthode DEESE.

Le lissage spatial utilise une matrice moyennée de covariance – de dimensions (Nr×Nr)

– à partir de R matrices partielles de covariance des signaux reçus provenant des sous-
réseaux. Le principe sous-jacent consiste à tenter de rendre la matrice de covariance le plus
Toeplitz possible. On rappelle que la corrélation détruit la forme conventionnelle Toeplitz

de la matrice de covariance des signaux reçus.

Soit xrk− (xrk
), le vecteur des signaux reçus au r-ième sous-réseau sans bruit (avec
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bruit). En prenant l’élément #1 comme référence ; suivant la notation de (20.4), on écrit :

xrk− = A1D
r−1sk (20.58)

D = diag{ejϕ1 ejϕ2 . . . ejϕM} . (20.59)

où A1 est constituée des Nr premières lignes de A (la matrice directionnelle du premier
sous-réseau) et Dr−1 dénote la (r−1)-ième puissance de la matrice diagonale des gradients
de phase électrique.

Puisque la matrice de covariance des signaux reçus sans bruit pour le r-ième sous-
réseau s’exprime ainsi : .

Rxxr− = A1D
r−1Rss(D

r−1)†A†
1 (20.60)

alors, la matrice de covariance des signaux reçus après lissage spatial, qu’on appelle matrice

de covariance lissée R̂xxl
, s’obtient par moyennage pour s’écrire :

R̂xx1− =
1

R

R
∑

r=1

Rxxr− . (20.61)

De (20.60) et (20.61), on tire :

R̂xxl− = A1R̂ssA
†
1 (20.62)

R̂ssl
=

1

R

R∑

r=1

Dr−1Rss(D
r−1)† (20.63)

avec R̂ssl
, la matrice de covariance des sources lissée, devenant régulière lorsque R ≥ M

peu importe le degré de corrélation entre les sources. La non-singularité de la matrice de
covariance des sources lissée se démontre à partir de la décomposition de Choleski de la

matrice Rss de rang G, ce qui donne (D† = D−1) :

Rssl
= U

(M×G)

U † (20.64)

R̂ssl
=

1

R
[IN D ...DR−1]

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Rss 0 · · · 0

0 Rss 0
...

. . .

0 0 Rss

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

[IN D ...DR−1]
† (20.65)

=
1

R

[

U DU . . . DR−1U
]

⎡

⎢

⎢

⎣

U †

U †D† U †(DR−1)†

⎤

⎥

⎥

⎦

(20.66)

=
1

R

[

U DU . . . DR−1U
]

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

U †

U †D†

U †(DR−1)†

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(20.67)

=
1

R
WW † (20.68)

W

(M×(RG))

=
[

U DU . . . DR−1U
]

. (20.69)
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où W est une matrice dont le rang est identique à celui de la matrice de covariance
des sources lissée. La démonstration consiste donc à prouver que W a un rang M sous

certaines conditions. Or, l’opérateur de rang est insensible à la permutation de colonnes
de la matrice. On vérifie aisément qu’en regroupant la première colonne de U avec celle

de DU et ainsi de suite jusqu’à celle de DR−1 et en répétant l’opération pour la deuxième,
troisième,... et la G-ième colonne, on obtient :

rang{W} = rang

⎧

⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎩

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

u11d
⊤
1 u12d

⊤
1 . . . u1Gd

⊤
1

u21d
⊤
2 u22d

⊤
2 . . . u2Gd

⊤
2

...
...

...
uM1d

⊤
M uM2d

⊤
M . . . uMGd

⊤
M

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

⎫

⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
⎪
⎪
⎭

(20.70)

dm = [1 ejϕm . . . ej(R−1)ϕm ]⊤ . (20.71)

où upq est l’élément à la position [p, q] de la matrice U et dm est un vecteur construit

comme un vecteur directionnel tronqué de dimensions (R× 1).

Une telle matrice a un rang M si les conditions suivantes sont respectées à savoir :

• chacune des lignes de U possède au moins un élément non-nul ;

• les vecteurs dm sont linéairement indépendants.

La première condition se vérifie par contradiction car une ligne remplie de zéros implique
une source de puissance nulle ce qui contredit la définition de Rss. La seconde condition

est remplie lorsque R ≥ M sachant que les vecteurs directionnels forment la base d’un
espace de dimension M si N ≥ M (on peut aussi noter que les vecteurs di juxtaposés
forment une matrice de type Vandermonde, reconnue comme de rang complet selon la

plus petite dimension).

Le revers d’une telle méthode se résume par la réduction du nombre d’éléments effectifs.
Cependant, dans le cas où les sources sont corrélées par groupe, la matrice de covariance

des sources se compose de blocs (cf. équation (20.63). En conséquence, le nombre de
sous-réseaux est réduit à la taille du plus gros groupe Mrmax .

Une fois le prétraitement accompli, on utilise la matrice lissée de covariance des signaux

reçus R̂xx (ou son approximation) plutôt que la matrice de covariance des signaux reçus.
Ceci ne s’applique qu’aux algorithmes de DOA exigeant des sources non-corrélées.

20.5.3 Facteur de corrélation résiduel

La décorrélation qu’apporte le lissage spatial est graduelle selon l’écart angulaire entre les
sources et le facteur de corrélation résiduel en mesure l’impact. De l’équation (20.63), on

obtient que :

ŝpq = spq
1

R

R
∑

r=1

dr−1
pp d−(r−1)

qq . (20.72)
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Il est clair que les éléments de la diagonale principale de Rss et de R̂ss sont égaux mais les
éléments extra-diagonaux décroissent progressivement ce qui indique une décorrélation :

ŝpq = spq
1

R

R
∑

r=1

ej(r−1)(ϕp−ϕq) (20.73)

d’où le facteur de corrélation résiduel entre les sources p et q :

c′pq =

∣
∣
∣
∣

ŝpq
spq

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

sin(R(ϕp − ϕq)/2)

R sin((ϕp − ϕq)/2)

∣
∣
∣
∣
. (20.74)

Le taux auquel la matrice Ŝ se diagonalise dépend de la direction des sources, de l’espa-
cement entre les éléments et du nombre de sous-réseaux.

L’action du lissage spatial est donc limitée par deux considérations. En plus de réduire
considérablement le nombre d’éléments effectifs (correspondant au nombre d’éléments

par sous-réseaux), la décorrélation se fait lentement pour des sources voisines. C’est le
dilemne : pour assurer la haute résolution, qui est l’attribut des méthodes modernes
d’analyse spatiale, il importe d’opérer avec plus de sous-réseaux au détriment du nombre

d’éléments effectifs. Lorsque les sources sont à l’intérieur de la limite de Rayleigh du réseau
principal, la décorrélation ne dépasse guère 5% avec un réseau principal de 10 éléments

divisés en deux sous-réseaux ; avec trois sous-réseaux, la décorrélation atteint 13% mais
l’analyse spatiale se fera avec seulement 8 éléments, etc.

Exemple 20.5

Soit l’antenne-réseau et les sources de l’exemple 20.1. On assume maintenant
que les deux sources sont parfaitement corrélées et en quadrature sur l’élément

de référence #1.

# Exprimez la matrice de covariance des sources et vérifiez son rang.

Selon (20.55) avec c = 1∠π/2, on déduit que :

Rss =

⎡

⎢

⎣

10
√

(10)(6)1∠−π/2
√

(10)(6)1∠π/2 6

⎤

⎥

⎦
.

On teste d’abord le déterminant d’ordre 2 : det{Rss} = (10)(6)−(
√

(10)(6))21∠0 =

0 donc rang{Rss} = 1.

À cause du rang unitaire et de sa symétrie hermitienne, la décomposition de

Choleski est simplifiée au maximum de sorte qu’il s’agit d’une simple dyade :

Rss = bb†

b =

[ √
10√

6ejπ/2

]

.

# Exprimez la matrice de covariance des signaux reçus sans bruit.
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Le calcul est un peu plus exigeant que ce qui avait été fait à l’exemple 20.1 car
les sources étant corrélées, on ne peut sommer les contributions individuelles.
On doit opérer en groupe de sources (ici un seul groupe de 2 sources). Comme
la matrice de covariance des sources d’un groupe comme (20.55) correspond
toujours (à corrélation totale) à une dyade, il est plus simple de procéder ainsi :

Rxx− = (Ab)(Ab)†

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 1

1 j

1 −1

1 −j

1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

[ √
10√

6ejπ/2

]

︸ ︷︷ ︸
⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

3.16+j2.45

0.71

3.16−j2.45

5.61

3.16+j2.45

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

[

3.16−j2.45 0.71 3.16+j2.45 5.61 3.16−j2.45
]

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

16 2.25+j1.75 4.00+j15.49 17.75+j13.75 16

2.25−j1.75 0.51 2.25+j1.75 4 2.25−j1.75

4.00−j15.49 2.25−j1.75 16 17.75−j13.75 4.00−j15.49

17.75−j13.75 4 17.75+j13.75 31.49 17.75−j13.75

16 2.25+j1.75 4.00+j15.49 17.75+j13.75 16

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

La forme non-Toeplitz de Rxx− indique bien la corrélation entre les sources.

# Tracez le pseudo-spectre de MUSIC entre 0◦ ≤ θ ≤ 120◦.

0 20 40 60 80 100 120
0

1
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4
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6
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8

−1
0l

og
10

d s2

θ

Figure 20.8 – Pseudo-spectre par l’algorithme MUSIC avec les sources corrélées de l’exemple.

Les sources sont confondues malgré le fait que deux vecteurs propres aient
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été utilisés pour générer le sous-espace sources estimé. Seul le vecteur propre
v1 associé à la seule valeur propre non-nulle λ1 = 80 produit le sous-espace

cohérent. D’ailleurs :

Rxx− =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0.35+j0.27
0.08

0.35−j0.27
0.63

0.35+j0.27

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

︸ ︷︷ ︸

v1

[80]
[

0.35−j0.27 0.08 0.35+j0.27 0.63 0.35−j0.27
]

# Exprimez la matrice de covariance des signaux reçus sans bruit lissée à partir
de deux sous-réseaux.

Il y a deux façons d’obtenir la matrice lissée :

• en utilisant (20.62) et (20.63) ;

D = diag{ej0 ejπ/2} = diag{1 j}

R̂ssl
=

1

2

⎡

⎢

⎢

⎣

10 −j7.75
j7.75 6

⎤

⎥

⎥

⎦

+
1

2

⎡

⎢

⎢

⎣

1 0
0 j

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎣

10 −j7.75
j7.75 6

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎣

1 0
0 −j

⎤

⎥

⎥

⎦

︸ ︷︷ ︸
⎡

⎣

10 −7.75

−7.75 6

⎤

⎦

R̂xxl− =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

1 1

1 j
1 −1

1 −j

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸

A1

⎡

⎢

⎢

⎣

10 −3.87−j3.87

−3.87+j3.87 6

⎤

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎣

1 1 1 1

1 −j −1 j

⎤

⎥

⎥

⎦

=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

8.25 2.25+j1.75 4.00+j7.75 10.00+j6.00
2.25−j1.75 8.25 10.00−j6.00 4.00−j7.75

4.00−j7.75 10.00+j6.00 23.75 17.75−j13.75
10.00−j6.00 4.00+j7.75 17.75+j13.75 23.75

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

• en sachant que le lissage est un moyennage des blocs de dimensions (Nr×
Nr) le long de la diagonale principale de Rxx− selon (20.61) ; c’est la façon
de faire en pratique car on ne connâıt pas D en principe, laquelle exige
la connaissance de la position des sources.
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R̂xxl− =
1

2

Rxx1−
︷ ︸︸ ︷
⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

16 2.25+j1.75 4.00+j15.49 17.75+j13.75

2.25−j1.75 0.51 2.25+j1.75 4

4.00−j15.49 2.25−j1.75 16 17.75−j13.75

17.75−j13.75 4 17.75+j13.75 31.49

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

+
1

2

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0.51 2.25+j1.75 4 2.25−j1.75

2.25−j1.75 16 17.75−j13.75 4.00−j15.49

4 17.75+j13.75 31.49 17.75−j13.75

2.25+j1.75 4.00+j15.49 17.75+j13.75 16

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

︸ ︷︷ ︸

Rxx2−

=

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

8.25 2.25+j1.75 4.00+j7.75 10.00+j6.00

2.25−j1.75 8.25 10.00−j6.00 4.00−j7.75

4.00−j7.75 10.00+j6.00 23.75 17.75−j13.75

10.00−j6.00 4.00+j7.75 17.75+j13.75 23.75

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

.

# Tracez le pseudo-spectre de MUSIC avec R̂xx− entre 0◦ ≤ θ ≤ 120◦.

La matrice R̂xxl− a bel et bien deux valeurs propres non-nulles :

V s =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0.13+j0.26 0.38−j0.52

0.26−j0.13 0.65

0.65 0.13+j0.26

0.52+j0.38 −0.13−j0.26

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

Λ = diag{55.32 8.68 0 0}

Pn =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

0.50 −0.25+j0.25 0 −0.25−j0.25

−0.25−j0.25 0.50 −0.25+j0.25 0

0 −0.25−j0.25 0.50 −0.25+j0.25

−0.25+j0.25 0 −0.25−j0.25 0.50

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

ce qui prouve que le sous-espace cohérent possède une dimension identique au

sous-espace sources. C’est aussi le même car la projection dans le sous-espace
orthogonal de la figure 20.9 montre clairement deux pics à la position des

sources. On doit cependant observer que :

• aucun bruit additif ;

• le grand écart angulaire entre les deux sources favorise la décorrélation
par lissage spatial ;

• un sous-espace orthogonal réduit (ici de dimension 2 après lissage) ce qui

produit des pics plus larges et un niveau du pseudo-spectre plus élevé
entre les pics.
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Figure 20.9 – Pseudo-spectre par l’algorithme MUSIC après lissage spatial avec les sources

corrélées de l’exemple.

Nr = N-R+1;

%obtention matrice de covariance lissée (non moyennée)

Rxxs = zeros(Nr,Nr);

for r=1:R

Rxxs = Rxxs + Rxx(r:r+Nr-1,r:r+Nr-1);

end

%matrice de covariance lisséeutilisée par MUSIC

Rxx = Rxxs/R;

%nombre d’éléments effectifs

N = Nr;

theta = [0:120];

phi = 2*pi*d*cos(theta*d2r);

a = exp(j*(0:(N-1))’*phi);

[Vi,Li] = eig(Rxx);

[L,I] = sort(diag(Li),’descend’);

V = Vi(:,I);

Pn = eye(N,N)-V(:,1:M)*V(:,1:M)’;

nuss = N./real(diag(a’*Pn*a));

plot(theta,10*log10(nuss));
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20.5.4 Bidirectivité

La bidirectivité d’un réseau linéaire a été amené parWilliams et al. en 1988 pour améliorer

le lissage spatial en diminuant le nombre de sous-réseaux nécessaires selon le plus grand
nombre de sources corrélées dans un groupe. Cependant, la bidirectivité peut être appliqué

pour améliorer les performances même en présence que de sources indépendantes.

En effet, dans le cas de réseaux linéaires, le lissage spatial exploite l’équivalence transla-

tionnelle, tandis que la bidirectivité exploite l’équivalence rotationnelle. Par l’équivalence
translationnelle, les matrices de covariance obtenues sur chacun des sous-réseaux se dédui-
sent l’une de l’autre par la puissance de la matrice D selon (20.63). L’équivalence en

rotation suggère la conservation des sous-espace malgré une rotation complète du réseau
de 180◦ en inversant l’ordre des capteurs, soit en les numérotant à l’envers du dernier au

premier.

En utilisant la même notation qu’à la sous-section précédente, la matrice de covariance

lissée avec bidirectivité Rxxlb
s’écrit :

Rxxlb
=

1

2

(

Rxxl
+ JR∗

xxl
J
)

(20.75)

=
1

2R

R
∑

r=1

(

Rxxr
+ JR∗

xxr
J
)

(20.76)

où ∗ dénote le complexe conjugué pris élément par élément et J est la matrice de retour-

nement définie ainsi :

J =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 1 0
...

...
. . .

...

0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (20.77)

Lorsqu’on inverse la numérotation, on inverse de ce fait l’axe du réseau. Les directions

d’arrivée sont, par conséquent, modifiées pour devenir θ′m = 180◦ − θm. Selon (20.6), cela
affecte uniquement le signe des déphasages entre éléments adjacents, soit φ′

m = −φm.

Ce changement de signe pour toutes les sources entraine une conjugaison des vecteurs
directionnels et de la matrice A, ce qui explique le complexe conjugué de Rxx− (n’oublions
pas que, sans corrélation, Rss = diag{σ2

s1, σ
2
s2, . . . , σ

2
sM

}.
La bidirectivité peut donc être appliquée de 3 façons différentes :

• sur la matrice de covariance lissée Rxxl
;

• sur les matrices de covariance de chacun des sous-réseaux Rxxr
;

• sur la matrice de covariance du réseau entier Rxx.

On vérifie qu’avec le lissage bidirectionnel, la contrainte sur le nombre de sous-réseaux

R pour traiter toutes les sources corrélées, devient maintenant R ≥ M/2, donc réduite de
moitié. Ceci laissera un nombre effectif de capteurs Nr plus élevé. Le principe est encore
de rendre la matrice de covariance la plus “Toeplitz” possible avec la même information.
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20.6 Version “racines” de MUSIC

Jusqu’à présent les algorithmes fournissent un pseudo-spectre à partir on localise les

sources par la position des pics.
Une version appelée ROOT-MUSIC par Barabell, élimine le traçage du graphique en

obtenant directement les positions estimées des sources. L’idée repose sur la construction

spéciale des vecteurs directionnels (et du vecteur d’analyse par conséquent) dans le cas
d’une antenne-réseau linéaire uniforme. Déjà en 1982, Johnson et DeGraff avait exploité

cette structure ; Grenier avait fait de même avec REMMAP (“REcherche Multidimen-
sionnelle avec la MAtrice de Propagation”) (n est l’indice de l’élément) :

amn = e−j(n−1)ϕm .

On peut donc restreindre la recherche des pôles de l’équation des pseudo-spectres

µ(θ) =
1

a†θBaθ

en se limitant aux vecteurs aθ construit selon cette structure spécifique. La matrice B a

une symétrie hermitienne et équivaut à P n dans MUSIC ou à R−1
xx dans le maximum de

vraisemblance. Le dénominateur peut s’écrire

µ−1(θ) =
N
∑

p=1

N
∑

q=1

ej(p−1)ϕbpq e
−j(q−1)ϕ

=
N−1
∑

n=−(N−1)

bne
j nϕ (20.78)

où bpq est l’élément à la position [p, q] de B. Le scalaire bn se définit spécifiquement comme
la somme des éléments dans la n-ième diagonale de B

bn ≡
∑

p−q=n

bpq . (20.79)

À cause de la symétrie hermitienne de B, il est évident que b−n = b∗n et que b0 est réel.
Le polynôme du filtre en z

D(z) =
N−1
∑

n=−(N−1)

bnz
−n (20.80)

est construit de la même manière que (20.78). Les racines (qui sont en fait des racines

doubles) zm du polynôme de (20.80) dont le module est unitaire devraient correspondre
à celles de (20.78) en posant simplement z−n

m = ej nϕm . Dans le plan complexe, les racines

sur le cercle de rayon unitaire sont les solutions i.e. les positions des sources ϕm. Les autres
devraient avoir un module différent de l’unité et ne forment pas de paires. Ainsi, pour un

ULA, on retrouve les positions angulaires des sources se déduisent à partir de (20.6) soit :

θ̂i = arccos(− arg(zmi)/(βd)) (20.81)
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où zmi est l’une des M racines doubles ayant un module proche de l’unité.

Exemple 20.6

Soit l’antenne-réseau et les sources de l’exemple 20.1. On désire obtenir la
position des sources en procédant par les racines polynomiales à partir de la

matrice de projection dans le sous-espace bruit P n obtenue à l’exemple 20.3.

# Déterminez le polynôme du filtre.

On peut se servir de (20.80) avec B = P n :

[b−4 b−3 b−2 . . . b4]
⊤ = [−0.333 (−0.333+j0.333) −j0.083 (−0.833−j0.833) 3

(−0.833+j0.833) j0.083 (−0.333−j0.333) −0.333]⊤

duquel on tire le polynôme D(z) suivant :

D(z) = −0.333z4 + (−0.333+j0.333)z3 −j0.083z2 + (−0.833−j0.833)z + 3

+(−0.833+j0.833)z−1 + j0.083z−2 + (−0.333−j0.333)z−3 −0.333z−4

# Trouvez les positions des sources à partir des racines du polynômes.

L’utilisation de la fonction MatlabTM “roots” est essentielle (pas facile de

résoudre un polynôme d’ordre 8 à la main). On obtient :

zm = [(−0.27+j2.24) (−2.24+j0.27) 1 1 −j −j (−0.05+j0.44) (−0.44+j0.05)]⊤ .

On remarque qu’il existe deux paires de racines doubles, qu’elles ont un module
unitaire soit zm1 = 1 et zm2 = −j. Les autres racines sont anti-symétriques

en ce sens que zmp = 1/z∗mq
. Selon (20.81), les deux sources sont donc aux

positions (βd = 2π
λ (0.5λ) = π) :

θ̂1 = arccos(− arg(1 + j0)/π) = arccos(0) = 90◦

θ̂2 = arccos(− arg(0− j)/π) = arccos(0.5) = 60◦

b=zeros(2*N-1,1);

for k=-N+1:N-1, b(k+N,1)=sum(diag(Pn,k)); end

zm=roots(b);

polar(angle(zm),abs(zm),’o’);

% on ne conserve qu’un pole par paire des M paires de module unitaire

[bide,I]=sort(abs(abs(zm)-1));

zmi=zm(I(2:2:2*M));

% angles theta estimés en degrés pour un ULA

Thest = acos(-angle(zmi)/(2*pi*d))*180/pi
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20.7 Simulations numériques

20.7.1 Confiance d’un estimateur

La qualité d’un estimateur se mesure par

• son biais (ou erreur moyenne ϵθm) ;

ϵm = E{θ̂mk
− θm} = θm − θm (20.82)

• son erreur quadratique moyenne EQM

EQM = E{(θ̂mk
− θm)

2} , (20.83)

où θ̂mk
est l’estimation de l’angle d’arrivée de la m-ième source au k-ième essai et θm

est la moyenne des estimations. L’EQM est reliée à l’écart-type (ou variance σ2
θm) des

estimations selon :

EQM = σ2
θm + ϵ2m . (20.84)

Cette expression explique pourquoi un estimateur sans biais n’est pas toujours systémati-

quement préférable à un estimateur biaisé, mais de faible variance.
Bien que les mesures expérimentales demeurent irremplaçables (elles tiennent compte

de plusieurs facteurs et rendent mieux compte de la réalité), les simulations numériques
deviennent des incontournables pour vérifier la qualité d’un estimateur dans un processus
stochastique.

En effet, la prise d’une grande quantité de données nécessaire pour mesurer la qualité
d’un estimateur prend un temps fou d’une manière expérimentale. Des essais numériques

Monte-Carlo3 parviennent facilement à faire le boulot, suffit de laisser tourner un ordina-
teur pendant le temps requis pour générer Ke essais (Ke est le nombre de pseudo-spectres

à calculer ; K est le nombre d’épreuves pour estimer la matrice de covariance d’un pseudo-
spectre). Avec un nombre d’essais suffisant, on peut déterminer la moyenne et l’écart-type
de l’erreur avec un intervalle de confiance fixé.

Il est très important de connâıtre cet intervalle de confiance. Souvent, on rencontre
dans des publications des résultats de simulations numériques faits à partir de Ke = 106

essais qui montrent un taux d’erreurs de l’ordre de 10−6, soit un seul événement en erreur.
Il n’est pas assuré qu’une autre simulation de 106 essais produirait une autre erreur et
une seule. Soit θ̂i l’estimation moyenne de l’angle θm obtenue d’après Ke estimations

θ̂mk
1 ≤ k ≤ Ke qui suivent une certaine distribution sur l’échelle des réels. L’intervalle

de confiance fournit les bornes [θa − θb] d’un segment (idéalement centré sur le pivot

θm) tel qu’il soit possible d’affirmer que ce segment recouvre la vraie valeur θm avec une
probabilité donnée P . La probabilité P , arbitrairement choisie par l’analyste, s’appelle le

niveau de confiance de l’intervalle de confiance. Les niveaux de confiance de 95% (niveau
de confiance de 19 fois sur 20, α = 5%) et 99% (α = 1%) sont les plus choisis.

3On emploie le terme Monte-Carlo en faisant référence aux nombreuses tentatives que doit faire un
joueur au casino pour parvenir à ses fins ou à sa fin.
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Si les essais sont indépendants statistiquement, alors l’intervalle de confiance se déter-
mine à partir de la loi binomiale suivie par la variable aléatoire qui est vraie lorsque

l’estimateur se trouve dans le segment sélectionné et faux autrement. Avec un grand
nombre d’essais (Ke ≫), on montre que l’estimation d’une variable, laquelle correspond à

sa moyenne c’est-à-dire une somme de variables aléatoires indépendantes, tend vers une
distribution gaussienne4. Ainsi, la variable aléatoire

Yθ =
θ̂mk

− θm
σθm/

√
Ke

(20.85)

possède une distribution normale (gaussienne de moyenne nulle et de variance unitaire),
laquelle est tabulée pour faciliter les calculs. À 95%, l’intervalle doit correspondre à 1.96σm
(2.576σm pour 99%) de part et d’autre de la moyenne pour une distribution normale,
puisque Q(1.96) = 0.025 (voir définition de Q(x) donnée par (17.11)) avec σm = σθm/

√
Ke.

Exemple 20.7

À partir de 1000 simulations – dont seulement les 100 premiers pseudo-spectres
apparaissent sur les courbes de la figure 20.6 – on tire les statistiques suivantes :

• 688 points conservés car certains pseudo-spectres affichaient un seul pic
ou plus de deux (Ke = 688) ;

• erreur moyenne des estimations ϵθ1 = −0.36◦ et ϵθ2 = 1.21◦ ;
• écart-type des estimations5 σθ1 = 2.13◦ et σθ2 = 3.46◦.

# Donnez l’intervalle de confiance à 95% de l’estimation de la position des
sources.

La variable aléatoire Yθ de (20.85) suit une loi normale. Donc l’estimation de
la position d’une source après Ke essais θ̂m est considérée comme une variable
aléatoire suivant une loi gaussienne de moyenne θm et de variance σ2

m.

L’intervalle de confiance à 95% s’établit en prenant 1.96σm de part et d’autre

de θm soit

source #1 : (90− 0.36)± 1.96(2.13)/
√
688 = 89.64± 0.16◦

source #2 : 61.21± 0.26◦.

Il est intéressant d’observer qu’aucune des positions réelles des sources ne
tombe dans ces intervalles de confiance. Il faut donc conclure que les statis-
tiques de θ̂m ne suivent pas une loi gaussienne centrée sur la position exacte de

la source. L’action simultanée des deux sources biaise les mesures des positions
en tentant de les éloigner. La corrélation aurait agi à l’inverse.

4Pour Ke pas très élevé, il faut prendre la loi du Student à (Ke − 1) degrés de liberté pour obtenir

l’intervalle de confiance
[

θ − tKe−1
1−α/2

σθ√
Ke

, θ + tKe−1
1−α/2

σθ√
Ke

]

avec α = 0.05 pour 95%.
5La variance d’un estimateur obtenue à partir de Ke échantillons est biaisée si l’estimation de la

moyenne de cet estimateur est fait à partir de ces échantillons. On corrige l’estimateur en le multipliant
par Ke

Ke−1 OU en divisant par Ke − 1 plutôt que Ke dans le calcul de la variance pour enlever le biais.
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20.7.2 Matrice de covariance des signaux reçus

Dans cette sous-section, on traitera de l’obtention par simulations numériques de la ma-
trice de covariance des signaux reçus pour faire des essais Monte-Carlo.

Il y a deux façons de générer la matrice Rxx :

• la technique analytique telle celle des exemples précédents dont celui 20.1 ;

• la technique par génération des signaux et des épreuves comme pour réaliser la figure

20.6.

Seule la dernière façon permet d’analyser véritablement l’effet des processus stochastiques
impliqués (l’enveloppe complexe des sources sm(tk) et le bruit nm(tk)).

• La technique analytique

– considère un nombre infini d’épreuves ;

– tient compte difficilement d’un bruit non-idéal même si on remplace une ma-

trice de covariance du bruit Rnn par quelque chose de différent du σ2
nI.

• La technique par génération des signaux

– produit K épreuves d’où on obtient une approximation selon (20.16) ;

– est plus difficile à programmer que celle analytique surtout en introduisant des
corrélations partielles entre plusieurs sources d’un groupe ;

– exige la connaissance des distributions de variables stochastiques.

Exemple 20.8

On désire faire des essais Monte-Carlo à partir de matrices de covariance

des signaux reçus simulée et estimée à partir de K épreuves, pour le cas de
l’antenne-réseau et des deux sources non-corrélées de l’exemple 20.1.

# Écrivez un script MatlabTM capable de générer la matrice Rxx si les enveloppes
complexes et le bruit sont des variables gaussiennes à moyenne nulle.

Ce sont les équations (20.4) et (20.16) qui servent pour arriver à :

N=5;

d = 0.5;

K = 1000;

Th = [90 60];

Pw = [10 6];

M = length(Th);

Phi = 2*pi*d*sin(d2r*Th);

A = exp(j*(0:(N-1))’*Phi);
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Rxx = zeros(N,N);

for k=1:K

xk = zeros(N,1);

for i=1:M

xk = xk + sqrt(Pw(i))*(randn(1,1)+j*randn(1,1))/sqrt(2)*A(:,i);

end

xk = xk + (randn(N,1)+j*randn(N,1))/sqrt(2);

Rxx = Rxx + xk*xk’ /K;

end

Sous forme plus compacte matricielle qui évite les boucles “for” (donc plus
rapide), cela donne grâce à (20.10) :

% B est la matrice de bruit

Phi = 2*pi*d*sin(d2r*Th);

A = exp(j*(0:(N-1))’*Phi);

S = sqrt(Pw)’*ones(1,K).*(randn(M,K) +j*randn(M,K))/1.4142;

B = (randn(N,K)+j*randn(N,K))/sqrt(2);

X = A*S+B;

Rxx = X*X’/K;

# Écrivez la fonction qui crée la matrice de covariance et le script principal qui
réalise les essais Monte-Carlo avec l’algorithme MUSIC.

On peut prendre la forme compacte matricielle pour la fonction donc les pa-
ramètres sont passés comme argument. Quant au script principal, il comprend

une boucle “for” pour réaliser les essais indépendants.

Les statistiques sont faites en s’assurant que le nombre des pics correspond au
nombre de sources. Si c’est le cas, l’essai est dit réussi.

N=5;

d = 0.5;

K = 1000;

Ke = 500; % nombre d’essais

% attention

% l’ordre des sources est l’ordre des positions angulaires croissantes

Th = [60 90];

Pw = [6 10];

kke = 0; % nombre d’essais réussis, initialisation

for ke=1:Ke

Rxx = CovMat(N,d,K,Th,Pw);

[Vi,Li] = eig(Rxx);
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[L,I] = sort(diag(Li),’descend’);

V = Vi(:,I);

Pn = eye(N,N)-V(:,1:M)*V(:,1:M)’;

nuss = N./real(diag(a’*Pn*a));

% calculs statistiques pour les essais Monte-Carlo

dmu = diff([1e8;muss])<0;

d2mu = diff([dmu;0]);

% positions estimées des sources aux maximum des pics

thetaest = theta(d2mu’>0);

% on s’assure que le nombre de pics correspond au nombre de sources

if (length(thetaest) == M) && (max(abs(thetaest-Th))<10)

kke = kke+1;

Thest(kke,:) = thetaest;

end

end

ecart = ones(kke,1)*Th-Thest(1:kke,:);

fprintf(’Statistiques sur %3d points\n’,kk);

fprintf(’Biais : %5.2f\n’,mean(ecart));

fprintf(’Ecart-type : %5.2f\n’,std(ecart));

-------

function Rx = CovMat(N,d,K,Theta,Power)

M = length(Theta);

A = exp(j*(0:(N-1))’*2*pi*d*sin(d2r*Theta));

S = sqrt(Power)’*ones(1,K).*(randn(M,K) +j*randn(M,K))/1.4142;

B = (randn(N,K)+j*randn(N,K))/sqrt(2);

X = A*S+B;

Rx = X*X’/K;



Annexe A
Système de coordonnées

A.1 Transformations scalaires

• coordonnées usuelles :

cylindriques sphériques
u1 = rc, u2 = φc, u3 = z u1 = r, u2 = θ, u3 = φ

x = rc cos φc

y = rc sin φc

z = z

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ
z = r cos θ

rc = r sin θ

φc = φ
z = r cos θ

rc =
√

x2 + y2

φc = tan−1(y/x)
z = z

r =
√

x2 + y2 + z2

θ = tan−1(
√

x2 + y2/z)
φ = tan−1(y/x)

r =
√

r2c + z2

θ = tan−1(rc/z)
φ = φc

A.2 Transformations d’éléments différentiels

• généralités :

dl =
∂l

∂u1
du1 +

∂l

∂u2
du2 +

∂l

∂u3
du3

= h1 du1a1 + h2 du2a2 + h3 du3a3

avec les facteurs d’échelle

∂l

∂uk
=

∣
∣
∣
∣

∂l

∂uk

∣
∣
∣
∣
ak

= hkak .

dV = Jxyz→u1u2u3 du1du2du3

avec le Jacobien de la transformation

Jxyz→u1u2u3 =

∣
∣
∣
∣

∂(x, y, z)

∂(u1, u2, u3)

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂u1

∂x
∂u2

∂x
∂u3

∂y
∂u1

∂y
∂u2

∂y
∂u3

∂z
∂u1

∂z
∂u2

∂z
∂u3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= h1h2h3
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• exemple (cylindrique) :

dl = dxax + dyay + dzaz

=

∣
∣
∣
∣

∂xax

∂rc
+
∂yay

∂rc
+
∂zaz

∂rc

∣
∣
∣
∣
drcarc +

∣
∣
∣
∣

∂xax

∂φc
+
∂yay

∂φc
+
∂zaz

∂φc

∣
∣
∣
∣
dφcaφc

+

∣
∣
∣
∣

∂xax

∂z
+
∂yay

∂z
+
∂zaz

∂z

∣
∣
∣
∣
dzaz

= |cosφcax+sinφcay| drcarc + |−rc sin φcax+rc cos φcay| dφcaφc + |az| dzaz

= drcarc + rcdφcaφc + dzaz

• coordonnées usuelles :

cylindriques sphériques

u1 = rc, u2 = φc, u3 = z u1 = r, u2 = θ, u3 = φ

h1 = 1
h2 = rc
h3 = 1

h1 = 1
h2 = r

h3 = r sin θ

A.3 Transformations vectorielles

• généralités :

ak =
∂l/∂uk

hk

ou encore, pour un vecteur en cartésien et dans une autre base

v = vxax + vyay + vzaz

= v1a1 + v2a2 + v3a3 .

vk = v · ak

= vx(ax · ak) + vy(ay · ak) + vz(az · ak)

• exemple (cylindrique) :

aφc =
1

rc

(
∂x

∂φc
ax +

∂y

∂φc
ay +

∂z

∂φc
az

)

=
1

rc
(−rc sinφcax + rc cosφcay)

= − sinφcax + cosφcay

• exemple (cyclindrique) :

vy = v · ay

= vrc(arc · ay) + vφc(aφc · ay) + vz(az · ay)

= vrc sinφc + vφc cosφc
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• coordonnées usuelles :

rectangulaires-cylindriques

ax · arc = cosφc ay · arc = sinφc az · arc = 0
ax · aφc = − sinφc ay · aφc = cosφc az · aφc = 0

ax · az = 0 ay · az = 0 az · az = 1

rectangulaires-sphériques

ax · ar = sin θ cos φ ay · ar = sin θ sinφ az · ar = cos θ
ax · aθ = cos θ cos φ ay · aθ = cos θ sinφ az · aθ = − sin θ

ax · aφ = − sin φ ay · aφ = cosφ az · aφ = 0

cylindriques-sphériques

arc · ar = sin θ = rc/r aφc · ar = 0 az · ar = cos θ = z/r

arc · aθ = cos θ = z/r aφc · aθ = 0 az · aθ = − sin θ = −rc/r
arc · aφ = 0 aφc · aφ = 1 az · aφ = 0
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Table des symboles

Symbole Définition Unités

A potentiel vecteur magnétique Wb/m

ai vecteur unitaire selon la direction i
ao rayon du fil d’une antenne filiforme m
Ae ouverture effective de l’antenne m2

Aem ouverture effective maximale de l’antenne m2

Ap ouverture physique de l’antenne m2

As et Ãs facteur d’atténuation de l’onde de surface et approximation
α déphasage inter-élément rad

constante d’atténuation Np/m
α∗
g,h atténuation liné̈ıque dûe aux gaz ou aux hydrométéores dB/km

B champ d’induction magnétique ou densité de flux magnétique T

Wb/m2

bs constante de phase numérique pour onde de surface

Bc largeur de bande de cohérence du canal Hz
Bd largeur du spectre Doppler Hz

Bs largeur de bande du signal Hz
β constante de phase rad/m
c vitesse de la lumière dans le vide (299 792 458m/s ≈ 3×108m/s)

Cx courbure m−1

D champ de déplacement ou densité de flux de déplacement C/m2

d distance inter-élément m
distance entre antennes d’émission et de réception m

D ou Dt,r directivité de l’antenne, d’émission ou de réception

dk distance entre les antennes en terme de distance unitaire
dhor distance de l’horizon m

dmax portée atteinte m
δ différence des longueurs des trajets m

δr−d différence des longueurs des trajets réfléchi et direct m
∆rk différence de trajets pour se rendre à l’origine et

se rendre au k-ème élément d’une antenne-réseau m

e pression hydrométrique mbar
E champ électrique V/m

Eo amplitude du champ électrique en espace libre V/m
E1 amplitude du champ électrique en espace libre à distance unitaire V/m

ϵ permittivité du milieu (vide : ϵo = 8.854 187 817 . . .× 10−12F/m) F/m



Table des symboles ! B-431

Symbole Définition Unités

ϵ̄ permittivité complexe F †/m

ϵr permittivité relative du milieu ou constante diélectrique
ϵ̄r permittivité relative complexe ou constante diélectrique complexe
εap efficacité de l’ouverture de l’antenne

εr efficacité de rayonnement de l’antenne
η̄ impédance intrinsèque du milieu (vide : ηo = 376.730 313. . .Ω ≈ 377Ω) Ω

f fréquence Hz
F potentiel vecteur électrique C/m

F̄ (ϖ) fonction de Sommerfeld pour onde de surface
fc fréquence porteuse ou centrale Hz

fréquence critique d’un lien ionosphérique Hz

Fc facteur de correction avec chartes pour onde de surface
fl,u fréquences inférieure ou supérieure d’opération Hz

Fa fonction caractéristique de rayonnement de l’antenne
Fe facteur d’élément dans une antenne-réseau
FM figure de mérite de l’antenne

fq fréq. de croisement des courants de conduction et de déplacement Hz
Fr facteur de réseau d’une antenne-réseau

Frn facteur de réseau normalisé d’une antenne-réseau
G gain directif ou gain de l’antenne

G et G Fonction de Green et sa transformée de Fourier
γ̄ constante de propagation m−1

γp coefficient de puissance de l’atténuation

H champ magnétique A/m
h altitude m

hauteur physique de l’antenne m
constante de Planck (6.626 068 96(33)× 10−34J ·m)

! hauteur séparant l’arête d’un écran du trajet direct m
he hauteur effective de l’antenne m
heq hauteur effective des obstacles dans la troposphère m

ht,r hauteur des antennes d’émission ou de réception m
hv hauteur virtuelle de la réflexion ionosphérique m

h̄(τ ; t) réponse impulsionnelle variant temporellement
H̄(f ; t) fonction de transfert variant temporellement
I courant électrique A

ı̄k courant d’alimentation relatif du k-ème élément
Īin courant entrant dans l’antenne A

Iin0 courant de référence d’une antenne-réseau A
Im amplitude maximale de la distribution du courant sur l’antenne A

J densité de courant électrique A/m2
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Symbole Définition Unités

J c,d densité de courant électrique de conduction ou de déplacement A/m2

J s densité de courant électrique surfacique A/m
K intensité de rayonnement W

facteur de rayon terrestre équivalent

Kn intensité de rayonnement normalisée
L vecteur de rayonnement magnétique A ·m
Lx pertes de tout genre
Ls affaiblissement par étalement entre antennes isotropes

LT affaiblissement totale de liaison
LUF fréquence minimum utilisable pour lien ionosphérique Hz
λ longueur d’onde m

M cöındice de réfraction modifié du milieu
me masse des électrons (9.109 382 15(45)× 10−31Kg)

M s densité de courant magnétique surfacique A/m
MUF fréquence maximum utilisable pour lien ionosphérique Hz
MUFF facteur de fréquence maximum utilisable

µ perméabilité du milieu (vide : µo = 4π × 10−7H/m) H/m
µr perméabilité relative du milieu

µx moyenne d’une variable aléatoire X
n indice de réfraction du milieu

N vecteur de rayonnement A ·m
N cöındice de réfraction du milieu
n̄ indice de réfraction complexe

n∗ indice de réfraction modifié du milieu
Ne taux d’ionisation des couches de l’ionosphère m−3

no indice de réfraction au sol
No cöındice de réfraction au sol

Np densité moléculaire m−3

Nr nombre de passages au seuil pour des évanouissements (LCR)
νdmax décalage Doppler maximal Hz

νe fréquence des collisions des électrons libres s−1

OWF fréquence optimale de travail pour lien ionosphérique Hz

ω fréquence angulaire rad/s
Ω angle solide srad
Ωa angle solide du faisceau srad

ωp fréquence angulaire de pulsation du plasma rad/s
P vecteur de Poynting ou densité de puissance W/m2

<P > vecteur de Poynting moyen ou densité de puissance moyenne W/m2

P̄ vecteur complexe de Poynting W/m2
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<P> puissance moyenne W

<Pin,out> puissance active entrant ou sortant de l’antenne W
<Pt,r> puissance active émise ou captée par l’antenne W
p pression atmosphérique mbar

PIRE puissance isotropique rayonnée équivalente W
ps distance numérique pour onde de surface

φ déphasage électrique entre des signaux rad
Φ potentiel scalaire V

ψ angle entre deux vecteurs (dont la direction d’observation en antenne) rad
angle complémentaire à l’angle d’incidence

(angle d’élévation ou angle d’attaque) rad

ψi direction d’observation par rapport à un axe i rad
Ψ orientation quelconque (paire θ, φ)

q charge d’un électron (1.602 176 487(40)× 10−19C)
(r, θ,φ) coordonnées sphériques (m, rad, rad)
R rayon terrestre de 6.370× 106m environ

R̃ rayon terrestre équivalent dans la troposphère m
r1,k rayon de la 1ère ou de la k-ème ellipsöıde de Fresnel m

Ra partie réelle de l’impédance d’entrée de l’antenne Ω
Ro rayon de courbure des ondes radio dans la troposphère m

Rpertes résistance de pertes de l’antenne consituée de Rohm, Rdie et Rsol Ω
Rr résistance de rayonnement de l’antenne Ω
Rri résistance de rayonnement de l’antenne ramenée à l’entrée Ω

R̄v,h coefficient de réflexion en polarisation verticale ou horizontale
R̄XX(·) fonction d’autocorrélation de la fonction X(·)
ρ ou ρe densité de charges électriques C/m3

ρd facteur de divergence d’une surface de réflexion courbe

ρm densité de charges magnétiques C/m3

ρr facteur de rugosité d’une surface de réflexion
ρs densité surfacique de charges électriques C/m2

S surface m2

S̄(τ ; ν) fonction d’étalement délai/Doppler

σ conductivité S/m
σx variance d’une variable aléatoire X
T température K

T̄ (f ; ν) réponse à l’étalement
Tc temps de cohérence du canal s

Tm durée maximale de la réponse impulsionnelle h(τ ; t) s
Ts durée d’un symbole s
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τ facteur d’accroissement pour une antenne log-périodique

τr durée moyenne d’évanouissement (AFD) s
θ angle d’incidence sur une surface de séparation rad
ΘiBWFN largeur du faisceau d’un nul à l’autre dans le plan i rad

ΘiHPBW largeur du faisceau à mi-puissance dans le plan i rad
V volume m3

V̄ potentiel électrique V
V̄in tension aux bornes de l’antenne V

Voc tension induite aux bornes de l’antenne en circuit ouvert V
vp vitesse de phase ou de propagation TEM m/s
V̄r tension aux bornes du récepteur V

(x, y, z) coordonnées cartésiennes m
X tangente de pertes

Xa partie imaginaire (réactive) de l’impédance d’entrée de l’antenne Ω
Z̄a impédance d’entrée de l’antenne Ω
Z̄tx,rx impédance de sortie de l’émetteur ou d’entrée du récepteur Ω
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