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Introduction

La m¶ecanique analytique n'apporte rien de conceptuellement nouveau par rapport aux formulations
standard de la dynamique newtonienne (principe fondamental, th¶eorµeme de l'¶energie cin¶etique et autres
points marquants de l'enseignement ¶el¶ementaire de la m¶ecanique), mais en constitue une formulation
trµes ¶el¶egante. Parfaitement adapt¶ee µa la description de systµemes oµu les mouvements sont sujets µa
des contraintes (un cauchemar avec les formulations \standard"), µa l'utilisation de techniques de
perturbations, ce qui explique son succµes toujours certain auprµes des astronomes, elle est souvent d'un
usage in¯niment plus pratique que les formulations plus ¶el¶ementaires.

Il s'agit aussi d'un cas particulier d'une approche trµes fructueuse dans des domaines vari¶es de la
physique: une m¶ethode variationnelle. En m¶ecanique analytique, nous ne pr¶eciserons pas les ¶equations
locales que doit v¶eri¯er µa chaque instant le mouvement de la particule. Nous donnerons en fait une
condition prescrivant µa une int¶egrale portant sur l'ensemble du mouvement d'être extr¶emale. Parmi
toute les trajectoires permises par la cin¶ematique, mais parfois absurdes pour la dynamique, il nous
faudra choisir la bonne en respectant cette rµegle. En fait, la description du mouvement en m¶ecanique
analytique est trµes semblable µa la description des rayons lumineux avec le principe de Fermat. Lµa
aussi, on doit choisir parmi tous les trajets possibles celui qui rend extr¶emale une int¶egrale qui n'est
autre que la dur¶ee du trajet.

Surtout, et bien qu'il s'agisse d'un formalisme datant, avec Lagrange et Hamilton, de la ¯n du
XVIIIµeme ou du XIXµeme siµecle, elle est parfaitement adapt¶ee aux approches modernes de la physique.
Elle joue ainsi un rôle essentiel en m¶ecanique statistique, elle est µa l'origine de la quanti¯cation
des dynamiques classiques, elle est fortement apparent¶ee aux formulations modernes de la m¶ecanique
quantique en termes d'int¶egrales de chemin. Elle nous sera en¯n d'une grande utilit¶e pour reconstruire
l'¶electromagn¶etisme µa partir de la relativit¶e.

Cette partie se compose de deux chapitres principaux. Dans le premier, qui sera le plus ¶eto®¶e, nous
donnons la formulation lagrangienne de la m¶ecanique analytique, qui est celle que nous utiliserons dans
la partie de relativit¶e. Nous insisterons sur la notion de coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee, qui permet de traiter
de fa»con naturelle les contraintes et nous examinerons comment on peut incorporer dans le formalisme
un certain nombre d'interactions. Un point important dans ce domaine sera l'¶etablissement de la
fonction de Lagrange pour des particules charg¶ees en interaction avec un champ, dont nous montrerons
qu'elle redonne bien le force de Lorentz. En¯n, nous d¶eduirons d'un certain nombre de sym¶etries
fondamentales de la nature (invariance dans le temps, dans l'espace, invariance par rotation) les lois
de conservation essentielles (¶energie, impulsion, moment cin¶etique). Cette approche qui lie les lois de
conservation aux propri¶et¶es de sym¶etrie est en fait trµes g¶en¶erale et trµes puissante.

Le deuxiµeme chapitre sera consacr¶e µa une brµeve revue du formalisme hamiltonien. Brµeve parce
que le sujet est extrêmement vaste, en particulier en ce qui concerne les transformations canoniques et
les liens avec la m¶ecanique quantique, brµeve aussi parce que le formalisme hamiltonien ne sera guµere
utilis¶e en grand d¶etail dans les cours de premiµere ann¶ee.
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Chapitre 1

Formulation lagrangienne

1.1 Description du systµeme: coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees

Nous consid¶ererons donc un systµeme compos¶e de N particules mat¶erielles rep¶er¶ees par un indice grec ®,
variant de 1 µa N . Une telle description peut convenir µa tout systµeme discret de particules ponctuelles
mais aussi µa la description du mouvement d'un solide, aprµes une discr¶etisation convenable en ¶el¶ements
in¯nit¶esimaux. Les masses, charges ¶electriques, positions, vitesses et acc¶el¶erations des particules seront
d¶enot¶ees respectivement m®, q®, r®, v® = _r®, a® = _v® = Är® (nous d¶esignerons souvent dans la suite
les d¶eriv¶ees temporelles par des symboles point¶es. Les caractµeres gras repr¶esentent des quantit¶es
vectorielles).

L'approche standard de la m¶ecanique newtonienne est alors d'¶ecrire le principe fondamental de la
dynamique, reliant les acc¶el¶erations des diverses particules constituant le systµeme aux forces s'exer»cant
sur elles. L'expression de ces forces est donn¶ee, en fonction de la con¯guration du systµeme, soit par
des lois fondamentales (force de Lorentz, par exemple), soit par des lois ph¶enom¶enologiques (forces de
frottement...). Par exemple, dans le cas de particules en interaction ¶electromagn¶etique, on ¶ecrirait:

m®a® = f® = q®(E(r®) + v® £B(r®)) ; (1.1)

oµu E et B sont les champs ¶electrique et magn¶etique d¶etermin¶es, en fonction des positions de particules,
par la solution des ¶equations de Maxwell.

Si l'¶ecriture de toutes les ¶equations dynamiques du systµeme permet en principe, en y ajoutant les
conditions initiales convenables, de d¶eterminer complµetement le mouvement, cette r¶esolution peut être
trµes d¶elicate. C'est en particulier le cas quand il existe des contraintes: les positions (ou les vitesses)
des particules doivent constamment ob¶eir µa un certain nombre de relations. Imaginons, par exemple,
le cas de deux pendules accroch¶es l'un µa l'extr¶emit¶e de l'autre et contraints µa se d¶eplacer dans un
plan (voir ¯gure 1.1). Dans les formulations classiques, on doit associer µa ces di®¶erentes liaisons des
forces (force de tension des ¯ls constituant les pendules, force de r¶eaction du support commun...). Ces
forces sont de nouvelles inconnues dans le problµeme qui doivent être d¶etermin¶ees en même temps que
les variables dynamiques int¶eressantes. Bien entendu, elles compliquent beaucoup la r¶esolution du
problµeme.

L'id¶ee de la m¶ecanique analytique est de se d¶ebarrasser de ces forces inconnues en n'employant
que des coordonn¶ees ind¶ependantes qui ne seront soumises µa aucune contrainte. Nous les appellerons
\coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees". Ces coordonn¶ees sont de nature arbitraire (des positions, des angles...)
mais doivent d¶eterminer de fa»con univoque l'¶etat m¶ecanique du systµeme si on prend en compte les
contraintes. On pourra d¶eterminer le mouvement en ¶ecrivant une ¶equation di®¶erentielle pour chacune
de ces coordonn¶ees. Consid¶erons, pour ¯xer les id¶ees, le cas du double pendule. Il y a a priori six
paramµetres pour d¶ecrire le systµeme (les positions des deux masses). En fait, les contraintes diminuent
consid¶erablement la dimensionnalit¶e du problµeme. D'abord, les ¯ls sont de longueur constante, soit
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Figure 1.1: Un problµeme classique de m¶ecanique: deux pendules li¶es, asservis µa se d¶eplacer dans un plan. Les angles

µ1 et µ2 su±sent µa d¶ecrire complµetement l'¶etat m¶ecanique du systµeme

deux relations. Ensuite, le mouvement s'e®ectue dans un plan, ce qui fournit encore deux relations
(par exemple en ¶ecrivant que le produit scalaire de la position avec la normale au plan est nul). Il
n'y a donc en fait que deux variables ind¶ependantes qui d¶ecrivent le mouvement. Un choix tout µa fait
naturel de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees dans ce cas est de prendre les deux angles µ1 et µ2 des pendules
avec la verticale.

Plus g¶en¶eralement, nous supposerons que les liaisons entre les simples coordonn¶ees cart¶esiennes
des particules sont holonomes: il existe 3N ¡ n relations du type fj(r®) = 0. De telles relations
d¶ecrivent convenablement toutes les contraintes directes entre coordonn¶ees, µa condition qu'elles soient
ind¶ependantes du temps (comme celles que nous venons de voir, si la longueur des ¯ls des pendules
est invariable)1. Elles ne d¶ecrivent pas les contraintes entre vitesses (par exemple le roulement sans
glissement) mais nous verrons plus loin comment on peut en tenir compte. Il ne reste alors que n
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees ind¶ependantes que nous noterons qi; i = 1:::n. Soulignons une fois de plus
que ces coordonn¶ees ne sont pas n¶ecessairement cart¶esiennes et n'ont même pas forc¶ement la dimension
d'une longueur. Avec des relations holonomes, les positions r® ne d¶ependent que des n coordonn¶ees
g¶en¶eralis¶ees et ne d¶ependent ni des vitesses ni du temps explicitement. Il nous faut maintenant donner
les lois permettant d'¶etablir les n ¶equations di®¶erentielles d¶eterminant la dynamique des qi.

1En fait, la plupart des r¶esultats que nous ¶etablirons dans ce chapitre seraient ¶egalement valables si les relations
faisaient intervenir une d¶ependance explicite en temps, sous la forme fj(r®; t) = 0. Les positions d¶ependraient alors des
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees, mais pr¶esenteraient aussi une d¶ependance explicite en temps. L'¶energie cin¶etique, par exemple,
qui est une forme quadratique des d¶eriv¶ees des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees dans le cas habituel, ferait intervenir des termes
lin¶eaires dans ces d¶eriv¶ees, ou même des termes n'en d¶ependant pas. Nous pr¶eciserons, si n¶ecessaire, quels sont les
r¶esultats qui d¶ependent de fa»con critique de cette hypothµese.
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1.2 Principe de moindre action

1.2.1 Enonc¶e

On postule qu'il existe une fonction L(qi; _qi; t), dite fonction de Lagrange ou lagrangien, homogµene µa
une ¶energie2, qui est telle que l'action

S =

Z t2

t1
L(qi; _qi; t) dt ; (1.2)

soit extr¶emale pour la trajectoire e®ectivement suivie par le systµeme de t1 µa t2 entre qi(1) et qi(2),
valeurs initiales et ¯nales des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees.

Ce que nous postulons ainsi n'est pas directement un ensemble d'¶equations di®¶erentielles pour les
variables dynamiques (que nous pourrons d¶eduire et dont nous montrerons qu'elles sont ¶equivalentes
aux formulations standard de la m¶ecanique). Nous nous donnons plutôt un principe variationnel qui
postule le caractµere extr¶emal d'une certaine int¶egrale calcul¶ee sur la trajectoire en fonction de celle-
ci. Il y a de nombreux autres exemples de principes variationnels en physique. Les lois de l'optique
g¶eom¶etrique, par exemple, peuvent se d¶eduire du principe de Fermat qui postule que le rayon lumineux
e®ectivement suivi r¶ealise un extremum (en g¶en¶eral un minimum) du temps de parcours.

Le fait que nous prenions une fonction de Lagrange ne d¶ependant que des positions et des vitesses
(mais pas de d¶eriv¶ees d'ordre sup¶erieur) exprime, comme nous le verrons, que les ¶equations fonda-
mentales de la dynamique sont d'ordre deux par rapport au temps. D'autre part, nous sp¶eci¯ons les
deux conditions \initiales" n¶ecessaires pour chaque coordonn¶ee en donnant les positions initiales et
¯nales et non les positions et vitesses initiales. Si ces deux formulations sont bien sûr ¶equivalentes,
la premiµere est plus avantageuse pour varier l'action sur toutes les trajectoires possibles entre deux
points.

Bien sûr, un principe variationnel est d'emploi moins commode en pratique qu'un ensemble d'¶e-
quations di®¶erentielles. Il faut, en principe, imaginer toutes les trajectoires possibles (continues et
d¶erivables) entre les conditions initiales et ¯nales, d¶eterminer l'action sur chacune et d¶eterminer celles
qui rendent l'action extr¶emale. Nous verrons, dans le prochain paragraphe, comment en d¶eduire un
systµeme d'¶equations di®¶erentielles beaucoup plus commodes.

1.2.2 Equations de Lagrange

Nous consid¶erons donc deux trajectoires possibles entre q(1) et q(2). L'une, que nous noterons simple-
ment qi(t), est la trajectoire e®ectivement suivie. L'autre que nous appellerons \trajectoire vari¶ee",
in¯niment proche, correspond µa chaque instant aux positions qi(t) + ±qi(t), oµu ±qi(t) est un accroisse-
ment in¯nit¶esimal de la position (voir ¯gure 1.2). Ces deux trajectoires doivent ob¶eir aux mêmes
conditions initiales et ¯nales. On a donc ±q(1) = ±q(2) = 0. Nous supposerons que les qi et ±qi
sont deux fois di®¶erentiables. Le fait que les qi donnent la trajectoire e®ectivement suivie a pour
cons¶equence que l'action S est extr¶emale sur cette trajectoire et ne varie donc pas au premier ordre
dans les ±qi quand on passe µa la trajectoire vari¶ee. Or la variation de l'action s'¶ecrit simplement:

±S =

Z t2

t1
(L(qi + ±qi; _qi + _±qi; t)¡ L(qi; _qi; t)) dt: (1.3)

En d¶eveloppant L au premier ordre dans les ±qi, on a:

±S =
X

i

Z t2

t1

@L

@qi
±qi dt +

X

i

Z t2

t1

@L

@ _qi

d±qi
dt

dt : (1.4)

2et que l'on saura ¶ecrire si on connâ³t la nature des forces qui s'exercent sur le systµeme
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Figure 1.2: Trajectoire e®ectivement suivie (ligne continue) et trajectoire vari¶ee (pointill¶ee). La trajectoire vari¶ee

s'¶ecarte in¯nit¶esimalement de la trajectoire e®ectivement suivie et coÄ³ncide avec celle-ci aux extr¶emit¶es.

Pour ¯xer la trajectoire, nous recherchons une condition sur les ±qi. Pour ¶eliminer leurs d¶eriv¶ees
temporelles dans l'expression pr¶ec¶edente nous int¶egrons les termes de la seconde somme par parties.
On obtient alors:

±S =
X

i

Z t2

t1

}
@L

@qi
¡
d

dt

@L

@ _qi

¸
±qi dt +

}
@L

@ _qi
±qi

¸t2

t1

: (1.5)

Les accroissements in¯nit¶esimaux ±qi s'annulant aux extr¶emit¶es de la trajectoire, le terme tout int¶egr¶e
est identiquement nul. La somme, elle, ne peut s'annuler pour des ±qi arbitraires (et ind¶ependants)
que si les n ¶equations di®¶erentielles:

@L

@qi
¡
d

dt

@L

@ _qi
= 0 (1 � i � n) (1.6)

sont simultan¶ement v¶eri¯¶ees. Ce systµeme di®¶erentiel avec les conditions aux limites (fournissant 2n
conditions ind¶ependantes) d¶etermine complµetement les n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees ind¶ependantes. Ces
¶equations di®¶erentielles sont du second ordre par rapport au temps puisque L d¶epend a priori des _qi.
Quelques remarques s'imposent µa ce point.

² Les ¶equations du mouvement ne changent pas quand L est multipli¶ee par une constante. Cette
libert¶e correspond seulement µa un choix d'unit¶es (L a, rappelons{le, la dimension d'une ¶energie).

² La structure de L doit ob¶eir aux sym¶etries du systµeme physique (invariance par translation dans
le temps, dans l'espace..). Nous verrons, dans les prochains paragraphes, que cela conduit µa des
cons¶equences importantes en termes de lois de conservation.

² Les ¶equations du mouvement sont inchang¶ees si on ajoute µa L la d¶eriv¶ee totale par rapport au
temps d'une fonction des coordonn¶ees et du temps. Posons en e®et L0 = L + df(qi; t)=dt (la
fonction f que nous d¶erivons ne doit d¶ependre que des qi pour que le lagrangien modi¯¶e ne
d¶epende que des qi et _qi). L'action S

0, calcul¶ee avec la nouvelle fonction de Lagrange, ne di®µere
de S que par un terme de la forme [f ]t2t1 , qui ne d¶epend manifestement pas de la trajectoire
suivie entre 1 et 2. On pourra v¶eri¯er par simple substitution que les ¶equations de Lagrange ne
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changent pas quand on e®ectue cette modi¯cation du lagrangien. Cette libert¶e (qui n'est pas
sans ¶evoquer la libert¶e de jauge en ¶electromagn¶etisme) est parfois fort utile pour simpli¯er la
forme du lagrangien.

² La fonction de Lagrange est additive. Consid¶erons en e®et deux systµemes physiques ind¶ependants
et n'interagissant pas, d¶ecrits par les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees q1 et q2 et par les fonctions
de Lagrange L1 et L2. Le systµeme global est d¶e¯ni par la r¶eunion des deux ensembles de
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et il est ¶evident que la fonction de Lagrange associ¶ee au systµeme complet
est L = L1 + L2.

² Notons en¯n que, dans le cas trµes simple oµu les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec les
coordonn¶ees cart¶esiennes des particules individuelles (ce qui est par exemple le cas quand il n'y
a aucune contrainte sur le mouvement), les ¶equations de Lagrange peuvent s'¶ecrire:

rr®L =
drv®L

dt
; (1.7)

en faisant intervenir les op¶erateurs gradient par rapport aux positions et vitesses de chaque
particule.

Il nous reste maintenant, pour que ce formalisme ait un sens, µa donner la forme de la fonction de
Lagrange en fonction des interactions que subissent les particules.

1.3 Expressions de la fonction de Lagrange

Cette section est essentielle dans ce chapitre, puisqu'elle nous permettra de traiter e®ectivement des
problµemes de m¶ecanique par le formalisme lagrangien. Nous nous pencherons d'abord sur le cas de
la particule libre, puis sur le cas de particules interagissant par des forces conservatives (d¶erivant
d'un potentiel), sur le cas de particules soumises µa des forces ext¶erieures au systµeme (avec quelques
applications au cas important du mouvement dans le champ de pesanteur) et en¯n sur le cas de
particules en interaction avec un champ ¶electromagn¶etique.

1.3.1 Particule unique libre

Ce cas ¶el¶ementaire n'a de m¶erite que p¶edagogique. Il est en e®et ¶evident dµes l'abord que toute
fonction de Lagrange conduisant µa des ¶equations s'¶ecrivant _v = 0 conviendra. Une simple fonction
proportionnelle µa v2 v¶eri¯e (entre autres) cette propri¶et¶e. La fonction de Lagrange d'une particule
libre unique est donc, µa un choix d'unit¶es prµes, identique µa l'¶energie cin¶etique. Nous allons toutefois
montrer comment on peut arriver µa ce r¶esultat en utilisant les propri¶et¶es d'invariance et de sym¶etrie.

Les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident dans ce cas avec les coordonn¶ees cart¶esiennes standard. La
particule ¶etant libre, L ne peut explicitement d¶ependre du temps (invariance par translation dans le
temps), ni de la position r de la particule (invariance par translation spatiale), ni en¯n de la direction
de sa vitesse v (invariance par rotation). L doit donc être une fonction du carr¶e du module de la
vitesse: L = f(v2).

Les ¶equations de Lagrange se r¶esument alors µa:

rrL = 0 =
d

dt

}
df

dv2
rvv

2
¸
; (1.8)

qui conduisent bien ¶evidemment, µa moins que f ne soit une constante, µa _v = 0 et donc µa un mouvement
rectiligne uniforme.

Pour pr¶eciser davantage la forme de L et de f , il nous faut ajouter une condition suppl¶ementaire:
le r¶esultat pr¶ec¶edent doit être invariant dans un changement de r¶ef¶erentiel galil¶een. Consid¶erons pour
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cela un r¶ef¶erentiel R, dans lequel la fonction de Lagrange est L = f(v2) et un r¶ef¶erentiel R0 en
translation uniforme par rapport µa R avec une vitesse in¯nit¶esimale ". La fonction de Lagrange L0

dans R0 doit s'¶ecrire L0 = f(v02) = f((v + ")2) (la fonction f devant manifestement être la même
pour tous les r¶ef¶erentiels). En d¶eveloppant au premier ordre en ", on a: L0 = L+ (df=dv2)2v ¢ ". Les
¶equations du mouvement dans R et R0 coÄ³ncideront si L et L0 ne di®¶erent que par une d¶eriv¶ee totale
par rapport au temps. Le cas le plus simple oµu cela se v¶eri¯e est quand df=dv2 est ind¶ependant de v
(la d¶eriv¶ee par rapport au temps ¶etant alors simplement d(2(df=dv2)r ¢ ")=dt. Le choix le plus simple
est donc que f soit simplement proportionnelle µa v2. Nous poserons donc:

L =
1

2
mv2 (1.9)

et appellerons ¶evidemment \masse de la particule" le coe±cient m. Ce coe±cient doit être positif.
En e®et, l'extremum de l'action correspondant µa la propagation en ligne droite µa vitesse constante est
alors un minimum.

Bien sûr, ce raisonnement n'est pas d'une grande rigueur et repose largement sur le critµere de
simplicit¶e pour identi¯er complµetement la forme du lagrangien. Il illustre en revanche le genre de
d¶emarche qu'on doit e®ectuer pour d¶eterminer la forme du lagrangien correspondant µa un nouvelle
interaction: respecter d'abord les grandes propri¶et¶es de sym¶etrie, respecter les rµegles de la relativit¶e
galil¶eenne et en¯n chercher la forme la plus simple en cas d'ambiguÄ³t¶e. C'est, avec quelques adap-
tations, la d¶emarche que nous utiliserons plus tard pour d¶eterminer, en relativit¶e, les lagrangiens
correspondant µa l'interaction ¶electromagn¶etique.

1.3.2 Systµeme de particules interagissant par des forces d¶erivant d'un potentiel

Nous supposerons d'abord, pour ¯xer les id¶ees, que les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec les
coordonn¶ees cart¶esiennes. Nous supposerons que la force s'exer»cant sur la particule ® peut s'¶ecrire
F® = ¡rr®U(r1; :::; rn; t), oµu la fonction U est une ¶energie potentielle d¶ependant a priori de la position
de toutes les particules dans le systµeme. Pour ne pas restreindre la g¶en¶eralit¶e, nous permettrons au
potentiel de d¶ependre explicitement du temps. Nous pourrons ainsi traiter, par exemple, le mouvement
dans des champs ext¶erieurs variables. Nous chercherons simplement la forme de la fonction de Lagrange
qui redonne les ¶equations dynamiques habituelles.

Si U est identiquement nulle, la fonction L se r¶esume µa l'¶energie cin¶etique totale: L = T avec
T =

P
®(1=2)m®v

2
® (ce qui se d¶eduit ¶evidemment du paragraphe pr¶ec¶edent et de l'additivit¶e de la

fonction de Lagrange pour des systµemes sans interaction mutuelle). Nous v¶eri¯erons maintenant que
le choix L = T ¡ U donne, pour les ¶equations de Lagrange, les ¶equations standard. En e®et, les
¶equations de Lagrange s'¶ecrivent:

rr®L =
drv®L

dt
; (1.10)

et on a

rr®L = ¡rr®U = F® ; (1.11)

et
drv®L

dt
=
dm®v®
dt

= m®a® = F® : (1.12)

Cette forme du lagrangien redonne donc bien le principe fondamental de la dynamique tel que nous
le connaissions.

Consid¶erons maintenant le cas oµu le systµeme doit être d¶ecrit par des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qui
ne coÄ³ncident pas avec les coordonn¶ees cart¶esiennes. La fonction de Lagrange elle-même ne doit pas
d¶ependre du choix particulier du systµeme de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. Elle doit toujours coÄ³ncider avec
la di®¶erence T¡U des ¶energies cin¶etiques et potentielles. Pour pouvoir ¶ecrire les ¶equations de Lagrange,
il faut exprimer ces quantit¶es en fonction des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi et de leurs d¶eriv¶ees. C'est
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toujours possible, puisque les qi doivent d¶eterminer de fa»con univoque l'¶etat m¶ecanique du systµeme
{ quand on prend en compte les contraintes. En inversant ces relations et en les reportant dans
les expressions de T et U en fonction des coordonn¶ees cart¶esiennes on obtient facilement le r¶esultat
cherch¶e.

Nous avons suppos¶e que les positions r® ne d¶ependent que des qi, mais pas de leurs d¶eriv¶ees ni du
temps (ce ne serait pas le cas si les liaisons faisaient intervenir une d¶ependance explicite en temps).
On peut donc ¶ecire: v® =

P
i _qi@r®=@qi. En substituant dans T =

P
®m®v

2
®=2, on trouve en g¶en¶eral

T comme une forme quadratique d¶e¯nie positive des _qi, dont les coe±cients peuvent d¶ependre des qi:
T =

P
i;j Ai;j(qk) _qi _qj. Par exemple, on a une expression de ce genre quand on utilise les coordonn¶ees

cylindriques pour d¶ecrire le mouvement d'une particule unique T = m( _r2+r2 _µ2+ _z2)=2. Notons en¯n
que, dans les mêmes conditions, U s'exprime simplement comme une fonction des qi.

1.3.3 Systµeme de particules soumises µa des forces ext¶erieures

C'est un cas particuliµerement important en m¶ecanique, puisqu'il permet, entre autres, de traiter de
mouvements dans le champ de gravitation terrestre. Nous consid¶erons donc un systµeme S dont la
dynamique est d¶ecrite par n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi et dont nous cherchons le mouvement. Les
particules de S interagissent entre elles par des forces d¶erivant d'une ¶energie potentielle et interagissent
avec les particules d'un systµeme ext¶erieur S, d¶ecrit par N coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees Qj . Nous sup-
poserons que les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees sont bien s¶epar¶ees: l'¶etat de S est complµetement d¶etermin¶e
par les qi seuls. Nous supposerons le systµeme S su±samment \gros" pour que l'interaction avec S
ait une in°uence n¶egligeable sur sa dynamique (c'est bien sûr le cas pour tout mouvement r¶ealiste
dans le champ de pesanteur terrestre). Nous pouvons alors consid¶erer les Qj comme des donn¶ees du
problµeme.

La fonction de Lagrange du systµeme S + S s'¶ecrit L = TS + TS ¡ U(qi;Qi), oµu U est l'¶energie
potentielle dont d¶erivent toutes les forces du problµeme (y compris l'interaction entre S et S), TS et
TS les ¶energies cin¶etiques des deux systµemes. Comme nous avons suppos¶e que les deux ensembles
de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees sont bien s¶epar¶es, TS n'est fonction que des qi et de leurs d¶eriv¶ees et TS
n'est fonction que des seuls Qj et de leurs d¶eriv¶ees. TS peut donc être consid¶er¶ee comme une fonction
donn¶ee du temps. Une telle fonction ¶etant aussi une d¶eriv¶ee totale par rapport au temps, elle ne joue
aucun rôle dans les ¶equations de Lagrange et peut être supprim¶ee. De la même maniµere, U peut être
¶ecrite comme une fonction des qi seuls et du temps (la d¶ependance en temps re°¶etant la dynamique
des Qj). On a ¯nalement: L = TS(qi; _qi)¡ U(qi; t), lagrangien d¶ecrivant la dynamique du systµeme S
seul.

Ce type de problµeme ¶etant trµes fr¶equemment rencontr¶e en m¶ecanique, nous allons l'illustrer par
deux exemples.

Premier exemple

Cet exemple, particuliµerement trivial, ne pr¶esente guµere que l'int¶erêt d'appliquer les notions introduites
dans les paragraphes pr¶ec¶edents dans une situation oµu la mise en ¶equations et les calculs ne pr¶esentent
aucune di±cult¶e technique. Nous consid¶ererons donc la \machine d'Atwood", pont aux ânes des
classes ¶el¶ementaires (voir ¯gure 1.3). Deux masses m1 et m2, astreintes µa se d¶eplacer verticalement
dans le champ de pesanteur (acc¶el¶eration g), pendent aux deux extr¶emit¶es d'une ¯celle passant sur
une poulie (tout cela ¶etant inextensible, sans frottements...). Une seule coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee su±t
µa d¶ecrire ce problµeme en tenant compte des liaisons (mouvement selon la verticale, longueur de ¯celle
constante). On prendra la position x de la masse m1 le long d'un axe vertical descendant. La vitesse
de m1 est _x, celle de m2, ¡ _x. On a alors T = (m1 +m2) _x

2=2 et U = ¡m1gx¡m2g(`¡ x), oµu ` est
une constante. A une constante additive prµes on a donc U = (m2 ¡m1)gx et

L =
1

2
(m1 +m2) _x

2 ¡ (m2 ¡m1)gx : (1.13)
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Figure 1.3: La \machine d'Atwood", exemple ¶el¶ementaire de mouvements avec liaisons dans un champ ext¶erieur.

Deux masses di®¶erentes sont reli¶ees par une corde inextensible passant sur une poulie. Le mouvement des masses est

uniform¶ement acc¶el¶er¶e.

L'unique ¶equation de Lagrange s'¶ecrit alors trivialement:

d

dt

@L

@ _x
= (m1 +m2)Äx =

@L

@x
= ¡(m2 ¡m1)g ; (1.14)

d'oµu on d¶eduit bien ¶evidemment un mouvement uniform¶ement acc¶el¶er¶e avec l'acc¶el¶eration (m1 ¡
m2)g=(m1 +m2)

Pour un exemple aussi trivial, l'¶ecriture du formalisme lagrangien n'apporte pas de simpli¯cation
d¶ecisive. Il eut ¶et¶e aussi simple d'¶ecrire, pour ce problµeme µa un seul degr¶e de libert¶e, le th¶eorµeme
de l'¶energie cin¶etique. En revanche, l'¶ecriture du principe fondamental de la dynamique nous aurait
contraint µa faire intervenir des inconnues suppl¶ementaires: les tensions des ¯ls. La puissance de
l'¶ecriture lagrangienne ne peut s'exprimer que sur des problµemes un peu plus complexes.

Deuxiµeme exemple

Nous consid¶ererons dans ce paragraphe l'exemple du double pendule (voir ¯gure 1.1). Notons tout
de suite que la mise en ¶equations de ce problµeme est trµes p¶enible par les techniques standard de
m¶ecanique. Il faut en e®et faire intervenir la tension des ¯ls, dont on ne se d¶ebarrasse qu'au prix de
manipulations fastidieuses. Notons aussi que, pour ce problµeme µa deux degr¶es de libert¶e, le th¶eorµeme
de l'¶energie cin¶etique ne nous est d'aucune utilit¶e.

Nous allons ¶ecrire les ¶equations de Lagrange. Les deux coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees q1 et q2 coÄ³ncident
avec les angle µ1 et µ2 que les pendules font avec la verticale. L'¶ecriture des positions et vitesses des
deux masses en fonction des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et des longueurs l1 et l2 des deux pendules, ne
pr¶esente aucune di±cult¶e. On en d¶eduit les expressions des ¶energies cin¶etiques et potentielles:

T = T1 + T2

T1 =
1

2
m1l

2
1
_µ21 (1.15)

T2 =
1

2
m2

h
l21
_µ21 + l

2
2
_µ22 + 2l1l2 cos(µ1 ¡ µ2) _µ1 _µ2

i
(1.16)

U = U1 + U2

U1 = ¡m1gl1 cos(µ1) (1.17)

U2 = ¡m2gl2 cos(µ2)¡m2gl1 cos(µ1) ; (1.18)
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d'oµu on tire l'expression de la fonction de Lagrange L. L'¶ecriture des deux ¶equations de Lagrange
ne pose alors d'autre di±cult¶e qu'alg¶ebrique. La mise en ¶equations de ce problµeme, pratiquement
impossible en appliquant simplement le principe fondamental de la dynamique, ne pr¶esente aucune
di±cult¶e avec l'approche lagrangienne.

La r¶esolution explicite du systµeme di®¶erentiel obtenu est toutefois impossible. Il s'agit en e®et
d'¶equations non lin¶eaires coupl¶ees (µa cause des termes en cos µ). On ne peut obtenir de solutions
explicites, comme dans tous les problµemes de pendules, que dans le cadre d'une approximation lin¶eaire,
valide dans le domaine des petites oscillations. Nous donnons ici seulement les ¶etapes essentielles du
calcul, dont les d¶etails seront facilement retrouv¶es par le lecteur. Les ¶equations de Lagrange pour µ1
et µ2 s'¶ecrivent respectivement aprµes lin¶earisation:

(m1 +m2)l1Äµ1 +m2l2 Äµ2 + (m1 +m2)gµ1 = 0 (1.19)

l2Äµ2 + l1Äµ1 + gµ2 = 0 : (1.20)

Un tel systµeme de deux ¶equations lin¶eaires µa coe±cients constants se r¶esout par les m¶ethodes standard.
Les solutions sont des combinaisons lin¶eaires de solutions en exp(¡i!t). Les valeurs possibles de !
sont celles qui annulent le d¶eterminant caract¶eristique:

¯̄
¯̄
¯
(m1 +m2)(g ¡ l1!2) ¡m2l2!

2

¡l1!2 g ¡ l2!2

¯̄
¯̄
¯ : (1.21)

On obtient alors une ¶equation bicarr¶ee en !. Les solutions s'¶ecrivent §!1 et §!2. La solution
g¶en¶erale est alors une superposition de deux mouvements oscillatoires aux fr¶equences !1 et !2, de
phase et d'amplitudes arbitraires. L'¶ecriture explicite de ces phases et amplitudes en fonction des
conditions initiales est p¶enible, mais sans di±cult¶es.

La recherche des deux fr¶equences !1 et !2 est un exemple particuliµerement simple de recherches de
\modes propres" dans des systµemes d'oscillateurs coupl¶es. Trµes g¶en¶eralement, un systµeme d'oscillateurs
lin¶eaires coupl¶es poss¶edant p degr¶es de libert¶e, admet p fr¶equences propres. Chacune de ces fr¶equences
correspond µa une con¯guration particuliµere des mouvements des degr¶es de libert¶e, conduisant µa un
mouvement purement harmonique (on pensera par exemple aux modes d'oscillations sym¶etriques
et antisym¶etriques de deux pendules coupl¶es par un ressort). Dans le cas pr¶esent, il est instructif
d'examiner les comportements asymptotiques des deux modes quand m1 !  ou m2 ! 0, ce que
nous laissons au lecteur.

1.3.4 Lagrangien de particules charg¶ees dans un champ

Nous abordons ici un exemple trµes important d'¶ecriture de fonction de Lagrange, d'abord en rai-
son de son utilit¶e pratique, ensuite en raison de l'usage que nous en ferons dans la suite du cours
d'¶electromagn¶etisme. Nous utiliserons une d¶emarche trµes pragmatique, en cherchant la forme la plus
simple de la fonction de Lagrange qui redonne la force de Lorentz.

Nous consid¶ererons donc un ensemble de N particules, que nous supposerons d¶ecrites par leurs
cordonn¶ees cart¶esiennes standard (la g¶en¶eralisation µa d'autres systµemes de coordonn¶ees ne posant
que des problµemes alg¶ebriques) r®. Ces particules, charg¶ees, sont plac¶ees dans un champ ¶electrique
E et un champ magn¶etique B, impos¶es de l'ext¶erieur. Pour all¶eger les notations, nous poserons
E® = E(r®; t) et B® = B(r®; t). Nous introduirons en¯n les potentiels vecteur A® = A(r®; t) et
scalaire V® = V (r®; t) permettant de calculer les champs par les relations: E® = ¡@A®=@t¡rV® et
B® = r £A®, oµu les d¶eriv¶ees spatiales sont µa prendre par rapport µa la position de la particule ®.
Notons que la d¶eriv¶ee temporelle du potentiel vecteur est une d¶eriv¶ee partielle. Le champ ¶electromoteur
ne fait en e®et intervenir que la d¶ependance explicite en temps du champ magn¶etique.

Le principe fondamental de la dynamique pour la particule ® s'¶ecrit alors:

mÄr® = F® = q®(E® + v® £B®) : (1.22)
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Nous allons transformer cette ¶equation pour la mettre sous une forme qui rappelle celle d'une ¶equation
de Lagrange, ce qui nous permettra d'intuiter une forme simple pour la fonction de Lagrange de ce
problµeme.

En faisant intervenir l'expression des champs en fonction des potentiels, on peut ¶ecrire:

F® = q®

µ
¡
@A®
@t

+ v® £ (r£A®)¡rV®
¶
: (1.23)

En place de la d¶eriv¶ee partielle par rapport au temps de A®, on souhaite faire apparâ³tre une d¶eriv¶ee
totale par rapport au temps (rappelons que, dans les ¶equations de Lagrange, les d¶eriv¶ees par rapport
au temps sont totales). La variation de A® par rapport au temps provient de deux causes. D'abord,
il peut exister une variation explicite du potentiel vecteur par rapport au temps (exprim¶ee ci{dessus
par la d¶eriv¶ee partielle par rapport au temps). Même en l'absence de cette d¶ependance explicite en
temps, le potentiel vecteur \vu" par a particule ® varie en raison du mouvement de la particule dans le
champ inhomogµene. La variation correspondante peut s'¶ecrire simplement (v® ¢r)A®, terme parfois
nomm¶e \d¶eriv¶ee hydrodynamique". On a alors:

dA®
dt

=
@A®
@t

+ (v® ¢r)A® ; (1.24)

et donc

F® = q®

µ
¡
dA®
dt

+ (v® ¢r)A® + v® £ (r£A®)¡rV®
¶
: (1.25)

On reconnâ³t dans les deux termes centraux deux des termes du d¶eveloppement de rr®(v® ¢A®). Les
deux autre termes de ce d¶eveloppement qui font intervenir des d¶eriv¶ees partielles de v® par rapport µa
la position de la particule ® sont manifestement nuls. On obtient donc ¯nalement:

F® = q®

µ
¡
dA®
dt

¡r [V® ¡A® ¢ v®]
¶
: (1.26)

En r¶e¶ecrivant alors le premier terme de (1.22) sous la forme:

d

dt
rv®

1

2
m®v

2
® ; (1.27)

et en remarquant que
dA®
dt

=
d

dt
rv®A® ¢ v® (1.28)

on peut mettre le principe fondamental sous la forme:

d

dt
rv®

}
1

2
m®v

2
® + q®A® ¢ v®

¸
= ¡q®rr® [V® ¡A® ¢ v®]

= rr®

}
1

2
m®v

2
® ¡ q®(V® ¡A® ¢ v®)

¸
; (1.29)

le gradient par rapport µa la position de l'¶energie cin¶etique ¶etant ¶evidemment nul. De la même maniµere,
on peut ajouter dans le gradient du membre de gauche un terme proportionnel au potentiel, q®V®,
qui ne d¶epend manifestement pas des vitesses. On obtient alors la forme de l'¶equation de Lagrange
en coordonn¶ees cart¶esiennes, µa condition de poser:

L =
X

®

[T® ¡ q®V® + q®A® ¢ v®] : (1.30)

Nous admettrons que cette forme du lagrangien est e®ectivement convenable. Quelques remarques
s'imposent µa ce point:



1.4. G¶EN¶ERALISATIONS 29

² Le terme \d'¶energie potentielle" que nous obtenons ici d¶epend explicitement de la vitesse des
particules. Nous retrouvons ici, sous une autre forme, la non conservativit¶e des forces ¶electroma-
gn¶etiques: l'¶energie m¶ecanique totale n'est pas constante dans le cas le plus g¶en¶eral. Ce n'est
que si le potentiel vecteur est ind¶ependant du temps (au sens d'une d¶eriv¶ee partielle par rapport
au temps) et de plus uniforme que le dernier terme du lagrangien se ramµene µa une d¶eriv¶ee totale
(celle de A® ¢r®), qui peut être oubli¶ee. Le potentiel ¶electrostatique joue alors le rôle d'une vraie
¶energie potentielle, ne d¶ependant que des positions des particules. Ce n'est donc que dans le
cadre de l'¶electrostatique que les forces ¶electromagn¶etiques sont conservatives, un r¶esultat bien
connu sur lequel nous jetons ici un ¶eclairage nouveau. Notons que la non conservation de l'¶energie
m¶ecanique ne signi¯e pas une violation de la conservation de l'¶energie totale. Nous verrons en
e®et en relativit¶e que l'¶energie et l'impulsion totales sont toujours conserv¶ees, µa condition de
faire intervenir le champ dans le bilan.

² Encore une fois, les champs sont ici impos¶es de l'ext¶erieur, et ne font pas partie des variables
dynamiques du problµeme. Pour traiter le problµeme complet de particules en interaction avec
leur propre champ, il faudrait adjoindre aux ¶equations de Lagrange que nous venons d'¶ecrire
les ¶equations de Maxwell permettant de calculer les champs en fonction des mouvements des
particules. Ce n'est que dans la partie suivante que nous apprendrons µa le faire de maniµere
consistante dans un formalisme lagrangien englobant le champ.

² L'expression de notre lagrangien fait explicitement intervenir les potentiels. Il nous faut donc
v¶eri¯er que les ¶equations de Lagrange ne sont pas modi¯¶ees quand on e®ectue une transformation
de jauge sur les potentiels. Rappelons en e®et que les champs \physiques" ne sont pas modi¯¶es
si on e®ectue la transformation de \jauge":

A ¡! A0 = A+rÁ (1.31)

V ¡! V 0 = V ¡
@Á

@t
; (1.32)

oµu Á est une fonction arbitraire de l'espace et du temps. Le nouveau lagrangien L0 s'exprime
alors facilement en fonction de l'ancien, en notant Á® = Á(r®; t):

L0 = L+
X

®

q®

µ
@Á®
@t

+ (rÁ®) ¢ v®
¶

= L+
X

®

q®

µ
@Á®
@t

+ (v® ¢r)Á®
¶

= L+
X

®

q®
dÁ®
dt

; (1.33)

en reconnaissant dans les deux derniers termes de l'¶equation centrale la d¶eriv¶ee totale par rapport
au temps de Á®, somme de la d¶eriv¶ee partielle et de la \d¶eriv¶ee hydrodynamique". L

0 et L ne
di®µerent donc que par une d¶eriv¶ee totale par rapport au temps qui ne modi¯e pas le contenu
des ¶equations de Lagrange, comme nous nous y attendions.

1.4 G¶en¶eralisations

Nous traiterons dans ce paragraphe de deux extensions du formalisme lagrangien3. Nous traiterons
d'abord le cas de forces (non ¶electromagn¶etiques) ne d¶erivant pas d'un potentiel. Nous verrons par
exemple comment traiter le cas des forces de frottement dans le cadre d'un principe variationnel. Dans

3Les r¶esultats de ce chapitre ne seront pratiquement pas utilis¶es dans la suite du cours. On pourra donc le sauter en
premiµere lecture
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la seconde partie de ce paragraphe, nous nous pencherons sur le cas des systµemes oµu les mouvements
sont sujets µa des liaisons non holonomes. Nous verrons comment on peut facilement incorporer de
telles liaisons dans le formalisme lagrangien.

1.4.1 Forces ne d¶erivant pas d'une ¶energie potentielle

On suppose connues les forces F® s'exer»cant sur la particule ®. Notre problµeme est de trouver une
expression variationnelle de la dynamique et d'en d¶eduire les ¶equations de Lagrange correspondantes,
même si les forces ne d¶erivent pas d'une ¶energie potentielle.

Revenons d'abord au cas des forces conservatives, pour mettre le principe de moindre action sous
une forme un peu di®¶erente. Tel que nous l'avons ¶ecrit, le principe de moindre action stipule que
±S = ±

R t2
t1
Ldt = 0, si on estime la variation de l'action entre la trajectoire e®ectivement suivie et une

autre trajectoire in¯niment voisine compatible avec les conditions aux limites. On peut aussi ¶ecrireR t2
t1
(±T ¡ ±U) dt = 0. Si on note ±r® l'¶ecart pour la particule ® entre la trajectoire normale et la

trajectoire vari¶ee, on a ±U = ¡
P
®F® ¢ ±r®, le principe de moindre action s'¶ecrivant alors
Z t2

t1
(±T +

X

®

F® ¢ ±r®) dt = 0 : (1.34)

On peut exprimer les ±r® en fonction des accroissements ±qi des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees:

X

®

F® ¢ ±r® =
X

®

X

i

F® ¢
@r®
@qi

±qi : (1.35)

Posons alors

Qi =
X

®

F® ¢
@r®
@qi

: (1.36)

Nous d¶esignerons Qi comme la force g¶en¶eralis¶ee correspondant µa la coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee qi
4. Avec

cette notation, le principe de moindre action s'¶ecrit:
Z t2

t1
(±T +

X

i

Qi±qi) dt = 0 : (1.37)

Nous avons ¶etabli cette formulation en supposant que les forces d¶erivaient d'une ¶energie potentielle.
Nous admettrons qu'elle reste valable même si ce n'est pas le cas. Nous allons maintenant d¶eriver de
cette expression du principe de moindre action les ¶equations de Lagrange correspondantes. L'approche
est trµes similaire µa celle que nous employâmes dans le paragraphe 1.2. T ¶etant une fonction des qi de
leurs d¶eriv¶ees et du temps, on peut ¶ecrire

±T =
@T

@qi
±qi +

@T

@ _qi
± _qi : (1.38)

Une int¶egration par parties ¶el¶ementaire donne alors:

Z t2

t1

@T

@ _qi
± _qi dt =

}
@T

@ _qi
±qi

¸2

1

¡
Z t2

t1

d

dt

@T

@ _qi
±qi dt : (1.39)

Le terme tout int¶egr¶e est identiquement nul, puisque les deux trajectoires coÄ³ncident aux limites.
En reportant cette expression dans le principe de moindre action et en ¶ecrivant que l'int¶egrale doit
s'annuler quelles que soient les variations des coordonn¶ees ind¶ependantes qi, on obtient les ¶equations
de Lagrange:

d

dt

@T

@ _qi
¡
@T

@qi
= Qi : (1.40)

4\Force" qui n'a pas n¶ecessairement la dimension d'un force et qui ne peut être en g¶en¶eral attribu¶ee µa une particule
particuliµere.
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L'¶ecriture de ce systµeme d'¶equations et sa r¶esolution ne pr¶esente aucune di±cult¶e si on connâ³t les
forces s'exer»cant sur les particules.

Dans le cas particulier oµu la force g¶en¶eralis¶ee Qi peut se mettre sous la forme:

Qi = ¡
@U

@qi
+
d

dt

@U

@ _qi
oµu U = U(qi; _qi; t) ; (1.41)

l'¶equation de Lagrange (1.40) se met sous la forme standard avec L = T ¡ U . On retrouve ainsi le
cas des forces conservatives mais aussi le cas des forces ¶electromagn¶etiques. Notons qu'il n'est pas
toujours possible de mettre la force g¶en¶eralis¶ee sous cette forme (nous verrons que c'est le cas dans
l'exemple trait¶e µa la ¯n de ce paragraphe). Soulignons aussi que nous permettons µa U de d¶ependre des
vitesses. Il est donc possible (comme nous l'avons vu pour les forces ¶electromagn¶etiques) d'englober
certaines forces non conservatives dans des ¶equations de Lagrange sous la forme standard.

Trµes souvent, une partie des forces d¶erive d'un potentiel (au moins au sens g¶en¶eralis¶e exprim¶e par
l'¶equation 1.41). Dans ce cas, en appelant U \l'¶energie potentielle" associ¶ee aux forces en d¶erivant et
Qi les forces g¶en¶eralis¶ees correspondant aux forces ne d¶erivant pas de U , on ¶ecrira les ¶equations de
Lagrange sous la forme:

d

dt

@L

@ _qi
¡
@L

@qi
= Qi avec L = T ¡ U: (1.42)

Nous appliquerons, µa titre d'exemple, cette d¶emarche µa un systµeme oµu s'exercent des forces de
frottement proportionnelles µa la vitesse. De telles forces ne sont manifestement pas conservatives.
Nous poserons donc (en oubliant pour l'instant toutes les autres forces) F® = ¡k®v®. Cette force
peut s'¶ecrire F® = ¡rv®F µa condition de poser

F =
1

2

X

®

k®v
2
® : (1.43)

Les forces g¶en¶eralis¶ees Qi s'¶ecrivent:

Qi = ¡
X

®

rv®F ¢
@r®
@qi

: (1.44)

En remarquant alors que:

@ _r®
@ _qi

=
@r®
@qi

; (1.45)

on a

Qi = ¡
X

®

rv®F ¢
@v®
@ _qi

= ¡
@F
@ _qi

: (1.46)

On voit bien qu'une telle expression n'est pas compatible en g¶en¶eral avec (1.41).

Les ¶equations de Lagrange en pr¶esence de frottements visqueux s'¶ecrivent ¯nalement:

d

dt

@L

@ _qi
¡
@L

@qi
+
@F
@ _qi

= 0 ; (1.47)

oµu L tient compte des ¶eventuelles forces \conservatives".

Pour un mouvement unidimensionnel d'une particule soumise uniquement µa une force de frotte-
ment, on a F = k _x2=2, et L = m _x2=2. L'¶equation de Lagrange s'¶ecrit donc mÄx + k _x = 0, ce qui
coÄ³ncide bien avec l'expression du principe fondamental (encore une fois, le formalisme lagrangien
n'apporte rien pour un problµeme aussi ¶el¶ementaire).
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1.4.2 Cas des liaisons non holonomes

Nous traiterons ici le cas de systµemes oµu les variables dynamiques peuvent être reli¶ees par des liaisons
non holonomes, c'est µa dire ne se mettant pas simplement sous la forme de relations entre les co-
ordonn¶ees cart¶esiennes (¶eventuellement d¶ependant du temps). Nous nous contenterons de traiter le
cas oµu les contraintes s'expriment par des relations entre les vitesses des di®¶erentes particules com-
posant le systµeme. Ce cas permet en e®et de traiter de la plupart des liaisons du type \roulement
sans glissement" dont l'importance est consid¶erable en m¶ecanique du solide. Les techniques que nous
introduirons ici peuvent être ¶etendues µa d'autres types de contraintes.

Nous proc¶ederons en deux ¶etapes. Nous ne tiendrons d'abord compte que des liaisons holonomes,
en introduisant des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qui seraient ind¶ependantes si ces liaisons ¶etaient les seules.
Nous reviendrons sur le principe de moindre action pour montrer que l'¶ecriture des ¶equations de La-
grange en termes de ces variables d¶ependantes est impossible. Nous verrons ensuite qu'en introduisant
des variables suppl¶ementaires, les multiplicateurs de Lagrange, on peut obtenir un systµeme d'¶equations
di®¶erentielles ind¶ependantes permettant, au moins en principe, de r¶esoudre le problµeme. Nous in-
terpr¶eterons physiquement, en¯n, ces variables suppl¶ementaires et montrerons qu'elles d¶ecrivent les
forces g¶en¶eralis¶ees associ¶ees aux liaisons non holonomes.

En tenant compte uniquement des liaisons holonomes, nous d¶e¯nissons un ensemble de n coor-
donn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi. Pour ¯xer les id¶ees, nous supposerons que toutes les forces (µa part celles
associ¶ees aux liaisons) d¶erivent d'une ¶energie potentielle, ¶eventuellement g¶en¶eralis¶ee comme au para-
graphe pr¶ec¶edent. Les liaisons non holonomes font que ces n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees ne sont pas
ind¶ependantes. Nous supposerons qu'il existe m relations entre elles (m liaisons) et nous supposerons
que ces relations relient les d¶eriv¶ees des qi par rapport au temps et peuvent donc s'¶ecrire:

nX

k=1

alkdqk + altdt = 0; (l = 1:::m) ; (1.48)

oµu les coe±cients alk;t sont ind¶ependants du temps.
Reprenons maintenant la d¶erivation des ¶equations de Lagrange µa partir du principe de moindre

action, comme dans le paragraphe 1.2. La comparaison de l'action sur la trajectoire e®ectivement
suivie et sur la trajectoire vari¶ee n'est pas modi¯¶ee, et on ¶ecrit:

±S =

Z t2

t1

X

k

}
@L

@qk
¡
d

dt

@L

@ _qk

¸
±qk dt : (1.49)

De cette ¶equation, on ne peut d¶eduire des ¶equations de Lagrange pour les qk. Ce ne sont pas en e®et
des variables ind¶ependantes, dont les accroissements puissent être choisis arbitrairement. Les ±qk sont
en fait reli¶es par les m relations: X

k

alk± _qk = 0 : (1.50)

Elles r¶esultent simplement de (1.48) en constatant que les alt s'¶eliminent quant on ¶ecrit les liaisons entre
les accroissements des d¶eriv¶ees entre trajectoire de r¶ef¶erence et trajectoire vari¶ee. Par int¶egration, les
sommes

P
k alk±qk sont constantes. Les accroissements de trajectoire s'annulant aux instants initiaux

et ¯naux, cette constante est nulle et on a ¯nalement:
X

k

alk±qk = 0 : (1.51)

En d'autres termes, nous avons a priori trop d'¶equations pour les n¡m variables vraiment ind¶ependantes.
Plutôt que d'¶eliminer des variables superf¶etatoires, nous allons introduirem inconnues suppl¶ementaires
(dont nous verrons qu'elles ont un sens physique). Nous consid¶erons donc m fonctions suppl¶ementaires
du temps, pour l'instant arbitraires, ¸l(t). Elles v¶eri¯ent bien sûr:

¸l
X

k

alk±qk = 0 ; (1.52)
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et donc Z t2

t1

X

k;l

¸lalk±qk = 0 : (1.53)

En introduisant cette relation dans l'expression du principe variationnel, on le met sous la forme:

±S =

Z t2

t1

nX

k=1

"
@L

@qk
¡
d

dt

@L

@ _qk
+

mX

l=1

¸lalk

#

±qk dt : (1.54)

Prenons comme variables ind¶ependantes les n ¡ m premiµeres coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. Au moins
formellement, les m derniµeres peuvent être calcul¶ees en fonction de celles ci. Nous choisissons alors les
m fonctions ¸l de telle maniµere que:

@L

@qk
¡
d

dt

@L

@ _qk
+

mX

l=1

¸lalk = 0 ; (1.55)

pour toutes les valeurs de k entre n¡m+ 1 et n. Ce choix est toujours possible. Les ¸l sont en e®et
d¶e¯nis comme solutions d'un systµeme lin¶eaire dont le d¶eterminant, form¶e des coe±cients alk est non
nul si les m relations exprimant les contraintes non holonomes sont lin¶eairement ind¶ependantes.

Le principe variationnel s'¶ecrit alors:

±S =

Z t2

t1

mX

k=1

"
@L

@qk
¡
d

dt

@L

@ _qk
+

mX

l=1

¸lalk

#

±qk dt (k = 1:::m) : (1.56)

Les m premiµeres coordonn¶ees et leurs accroissements ¶etant ind¶ependants, cette int¶egrale n'est nulle
que si les m quantit¶es entre crochets sont identiquement nulles sur la trajectoire e®ectivement suivie.
En ajoutant µa ces m ¶equations de Lagrange les n¡m relations (1.55) et les m contraintes (1.48), on
obtient en¯n un systµeme de n+m ¶equations µa n+m inconnues (qi et ¸l):

8
>>>>><

>>>>>:

@L

@qk
¡
d

dt

@L

@ _qk
+

mX

l=1

¸lalk = 0 ; (k = 1 : : : n)

mX

k=1

alk _qk + alt = 0 ; (l = 1 : : :m) :

; (1.57)

dont la r¶esolution donne la trajectoire e®ectivement suivie.
Nous avons pu tenir compte des liaisons non holonomes suppl¶ementaires en introduisant des vari-

ables additionnelles, ce qui n'est guµere ¶economique, surtout quand il s'agit de r¶esoudre e®ectivement
le systµeme. Cependant, les ¸l possµedent une interpr¶etation physique qui rend leur obtention impor-
tante. Nous pourrions en e®et \simuler" l'e®et des liaisons non holonomes en appliquant des forces
suppl¶ementaires dans le systµeme (tout mouvement peut toujours être vu comme r¶esultant de forces
et pas de contraintes). En fait, ces forces ont une r¶ealit¶e physique. Elles correspondent, par exemple,
aux frottements responsables d'un \roulement sans glissement". Ces forces, ne d¶erivant pas en g¶en¶eral
d'un potentiel, doivent intervenir dans les ¶equations de Lagrange sous la forme de \forces g¶en¶eralis¶ees"
Qk. Les n ¶equations de Lagrange de ce systµeme sans contraintes suppl¶ementaires s'¶ecriraient, avec la
même fonction de Lagrange:

@L

@qk
¡
d

dt

@L

@ _qk
+Qk = 0 ; (k = 1 ¢ ¢ ¢n) : (1.58)

En comparant ces ¶equations avec celles de (1.57), on voit que les Qk doivent être d¶e¯nis par:

Qk =
mX

l=1

¸lalk : (1.59)
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g

xα

θ

Figure 1.4: Roulement sans glissement d'un cylindre sur un plan inclin¶e. Le mouvement est d¶ecrit a priori par deux

coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees: la position du point de contact le long du plan et l'angle de rotation du cylindre par rapport µa

une r¶ef¶erence arbitraire. Dans le cas d'un roulement sans glissement, ces deux coordonn¶ees sont reli¶ees par une relation

non holonome.

Les fonctions suppl¶ementaires ¸l ne sont donc que des combinaisons lin¶eaires des forces g¶en¶eralis¶ees
correspondant aux contraintes. Leur obtention µa partir de (1.57) permet donc de calculer les forces
de liaison, ce qui justi¯e amplement leur int¶erêt.

Pour illustrer ce paragraphe, nous consid¶ererons un problµeme trivial de dynamique des solides:
le roulement sans glissement d'un cylindre creux (la masse est entiµerement distribu¶ee sur la surface
ext¶erieure) sur un plan inclin¶e5 (voir ¯gure 1.4). Si on ne tient compte que des liaisons holonomes
(le cylindre est pos¶e sur le plan, il ne se d¶eplace que dans la direction x...), nous pouvons d¶ecrire le
mouvement par deux coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. q1 = x est simplement l'abscisse du point de contact
sur le plan, q2 = µ l'angle de rotation du cylindre autour de son axe. Le roulement sans glissement
impose l'unique contrainte non holonome suppl¶ementaire R _µ + _x = 0, oµu R est le rayon du cylindre.
Nous n'avons donc que deux coe±cients alk: a11 = 1 et a12 = R.

La fonction de Lagrange est L = T ¡ U . L'¶energie cin¶etique s'¶ecrit:

T =
1

2
M _q21 +

1

2
MR2 _q22 ; (1.60)

oµu M est la masse du cylindre, et MR2 son moment d'inertie par rapport µa son axe. On a aussi, dans
le champ de pesanteur, U = ¡Mgq1 sin®. Avec une seule liaison, il existe un seul multiplicateur de
Lagrange ¸1. Les deux ¶equations de Lagrange et la contrainte nous fournissent alors un systµeme de 3
¶equations µa 3 inconnues:

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

@L

@q1
¡
d

dt

@L

@ _q1
+ ¸1 = 0

@L

@q2
¡
d

dt

@L

@ _q2
¡R¸1 = 0

_q1 ¡R _q2 = 0

: (1.61)

5Ce problµeme est en fait si ¶el¶ementaire qu'il peut être trait¶e en quelques lignes par le th¶eorµeme de l'¶energie cin¶etique.
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On en d¶eduit imm¶ediatement: 8
>>>>><

>>>>>:

M Äq1 ¡Mg sin®¡ ¸1 = 0

MR2Äq2 ¡R¸1 = 0

_q1 +R _q2 = 0

: (1.62)

Aprµes quelques manipulations alg¶ebriques sans int¶erêt, on obtient un mouvement uniform¶ement ac-
c¶el¶er¶e pour x avec l'acc¶el¶eration g sin(®)=2, un r¶esultat bien connu de dynamique standard, et ¸1 =
¡Mg sin(®)=2. La force g¶en¶eralis¶ee correspondant µa la contrainte de roulement, Q1 lui est ¶egale.
En¯n, on a simplement Q1 = F , oµu F est la valeur alg¶ebrique de la force de frottement s'exer»cant,
tangentiellement au cylindre, au point de contact6.

1.5 Lagrangien et lois de conservation

Dans tout ph¶enomµene physique il existe des quantit¶es conserv¶ees au cours de l'¶evolution. Ces quan-
tit¶es, aussi appel¶ees en m¶ecanique \int¶egrales premiµeres du mouvement", jouent un rôle important
en fournissant des renseignements sur la dynamique, même si la trajectoire n'est pas explicitement
connue. Par exemple, on peut donner beaucoup de caract¶eristiques g¶en¶erales des collisions en ¶ecrivant
la conservation de l'impulsion ou de l'¶energie, sans même connâ³tre de fa»con d¶etaill¶ee la loi r¶egissant
l'interaction entre les particules7.

Parmi toutes les quantit¶es conserv¶ees dans le mouvement, certaines sont triviales et d'autres sans
interpr¶etation physique directe. Certaines en revanche, comme l'¶energie ou l'impulsion, sont directe-
ment reli¶ees µa des propri¶et¶es physiques trµes fondamentales. Comme nous le verrons, il existe en
g¶en¶eral une quantit¶e conserv¶ee associ¶ee µa chaque invariance du systµeme dans une transformation (µa
chaque propri¶et¶e de sym¶etrie, au sens le plus large). Nous verrons par exemple que la conservation de
l'impulsion d¶ecoule directement de l'invariance par translation dans l'espace.

Avant d'entrer dans le d¶etail de ces lois de conservation, prouvons d'abord l'existence de quan-
tit¶es conserv¶ees dans une ¶evolution lagrangienne. Nous consid¶ererons dans tout ce paragraphe un
systµeme exempt des complications et g¶en¶eralisations introduites au paragraphe pr¶ec¶edent. Nous ne
consid¶ererons donc que des liaisons holonomes. Comme les ¶equations de Lagrange du systµeme pour
les n coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees qi sont du second ordre en temps, la solution explicite du problµeme fait
intervenir 2n constantes repr¶esentant les conditions aux limites (valeurs des coordonn¶ees aux deux
extr¶emit¶es de la trajectoire). L'une de ces constantes peut toujours être mise sous la forme d'une
origine arbitraire t0 sur le temps. La solution la plus g¶en¶erale peut donc s'¶ecrire:

qi(t+ t0; C1; ¢ ¢ ¢ ; C2n¡1) ; _qi(t+ t0; C1; ¢ ¢ ¢ ; C2n¡1) ; (1.63)

oµu t0 et les Ck sont les 2n constantes. Le mouvement ¶etant d¶etermin¶e, on peut inverser ces relations
entre les 2n constantes et les cordonn¶ees, et ¶ecrire:

t0(qi; _qi; t) ; Ck(qi; _qi; t) : (1.64)

L'origine du temps joue un rôle particulier, et n'est pas µa proprement parler une int¶egrale premiµere
du mouvement. En revanche, les 2n ¡ 1 Ck sont bien des fonctions de l'¶etat dynamique du systµeme
qui restent constantes au cours du mouvement. Il y a donc, de fa»con trµes g¶en¶erale, au moins 2n ¡ 1
int¶egrales premiµeres ind¶ependantes dans un mouvement µa n degr¶es de libert¶e.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons nous concentrer sur trois d'entre elles: l'impulsion,
l'¶energie et le moment cin¶etique et montrer comment elles se d¶eduisent de propri¶et¶es de sym¶etrie du
lagrangien.

6Ce r¶esultat peut être ¶etabli imm¶ediatement µa partir de l'acc¶el¶eration du mouvement
7On consultera avec pro¯t le Landau de M¶ecanique sur ce problµeme que nous n'aborderons pas du tout dans ce cours.
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1.5.1 Invariance par translation dans le temps: ¶energie

Nous consid¶erons ici un systµeme isol¶e. La premiµere cons¶equence est que la fonction de Lagrange ne
peut d¶ependre explicitement du temps. Il n'y a rien en e®et dans l'environnement du systµeme pour
¯xer une origine de temps. Nous supposerons de plus que les ¶equations dynamiques de ce systµeme
sont des ¶equations de Lagrange standard (sans forces g¶en¶eralis¶ees). On exclut donc explicitement le
cas oµu le systµeme serait soumis µa des forces de frottement (di±cilement compatibles avec l'hypothµese
d'un systµeme isol¶e).

On a donc @L=@t = 0. La d¶eriv¶ee totale de L par rapport au temps, somme de sa d¶eriv¶ee partielle
et des variations temporelles provenant de la variation des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees, peut donc s'¶ecrire:

dL

dt
=
X

i

@L

@ _qi
Äqi +

X

i

@L

@qi
_qi : (1.65)

En utilisant les ¶equations de Lagrange v¶eri¯¶ees par L et les qi, on met cette d¶eriv¶ee sous la forme:

dL

dt
=

X

i

@L

@ _qi
Äqi +

X

i

d

dt

@L

@ _qi
_qi

=
d

dt

"
X

i

@L

@ _qi
_qi

#

: (1.66)

On trouve ainsi que la quantit¶e

E =
X

i

@L

@ _qi
_qi ¡ L (1.67)

est une constante ou int¶egrale premiµere du mouvement. Notons tout de suite qu'elle a la même
dimension que L, c'est µa dire celle d'une ¶energie. Pour pr¶eciser son interpr¶etation physique, consid¶erons
le cas oµu les forces internes au systµeme d¶erivent d'une ¶energie potentielle U ne d¶ependant que des qi.
On a alors L = T (qi; _qi)¡U . T est trµes g¶en¶eralement une forme quadratique des d¶eriv¶ees temporelles
des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees8. T v¶eri¯e donc le th¶eorµeme d'Euler:

2T =
X

i

_qi
@T

@ _qi
: (1.68)

Comme U ne d¶epend que des qi, @L=@ _qi = @T=@ _qi, et donc

E = 2T ¡ L = 2T ¡ (T ¡ U) = T + U : (1.69)

La quantit¶e E coÄ³ncide donc dans ce cas simple avec l'¶energie m¶ecanique totale du systµeme. Dans un
cas plus complexe, nous admettrons donc que l'¶energie m¶ecanique du systµeme est d¶e¯nie comme E et
est donc une int¶egrale premiµere du mouvement. Cette loi de conservation apparâ³t ici trµes clairement
comme une cons¶equence directe de l'invariance par translation dans le temps.

L'hypothµese du systµeme isol¶e exclut bien sûr de traiter le cas d'un ensemble de particules en
interaction avec un champ ¶electromagn¶etique ext¶erieur. Il existe cependant un cas oµu on peut d¶e¯nir
une ¶energie m¶ecanique conserv¶ee pour un tel systµeme: celui d'un champ statique. Les ¶equations de
Lagrange s'¶ecrivent en e®et normalement avec le lagrangien

L =
X

®

T® ¡ q®V® + q®A® ¢ v® ; (1.70)

et les notations du paragraphe 1.3 (pour simpli¯er les ¶ecritures nous supposerons ici que les coordonn¶ees
g¶en¶eralis¶ees sont les coordonn¶ees cart¶esiennes). A ne d¶ependant que de la position des particules et L

8Seulement dans le cas oµu les contraintes ne font pas explicitement intervenir de d¶ependance temporelle.
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¶etant explicitement ind¶ependant du temps, le raisonnement pr¶ec¶edent s'applique en entier. L'¶energie
m¶ecanique s'¶ecrit simplement dans ce cas:

E =
X

®

rv®L ¢ v® ¡ L : (1.71)

Elle est conserv¶ee et on a:

X

®

rv®L ¢ v® = 2T +
X

®

q®rv®(A® ¢ v®) ¢ v® = 2T +
X

®

q®A® ¢ v® : (1.72)

Et donc:
E = T +

X

®

q®V® ; (1.73)

r¶esultat ¶evident de statique.

1.5.2 Translation spatiale: conservation de l'impulsion

Nous consid¶erons, comme dans le paragraphe pr¶ec¶edent, un systµeme isol¶e r¶egi par des ¶equations de
Lagrange sous la forme standard. La dynamique est visiblement invariante si on d¶eplace globalement
le systµeme. Il n'existe rien dans l'environnement pour ¯xer une origine des coordonn¶ees. Comme ce
d¶eplacement est une quantit¶e vectorielle, on a en fait trois conditions d'invariance d'oµu on peut d¶eduire
la conservation de trois quantit¶es.

Nous allons d'abord supposer que le systµeme est d¶ecrit par ses coordonn¶ees cart¶esiennes. Les
coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees posent en e®et problµeme, puisqu'une translation spatiale n'a pas forc¶ement
une expression simple en termes de ces coordonn¶ees. Nous examinerons ce cas µa la ¯n du paragraphe.
Nous consid¶erons une translation d'ensemble du systµeme, qui s'¶ecrit:

r® ¡! r® + " : (1.74)

La translation " est suppos¶ee petite µa l'¶echelle des longueurs caract¶eristiques du systµeme. On peut
ais¶ement exprimer la variation de la fonction de Lagrange dans cette translation. Puisque les vitesses
ne changent pas,

±L =
X

®

rr®L ¢ " : (1.75)

Cette variation ne peut être nulle quel que soit " que si

X

®

rr®L = 0 : (1.76)

En utilisant les ¶equations de Lagrange en coordonn¶ees cart¶esiennes, on met cette condition sous la
forme:

dP

dt
= 0 ; (1.77)

avec
P =

X

®

rv®L : (1.78)

Nous trouvons donc bien une int¶egrale premiµere vectorielle pour le mouvement. Dans le cas oµu
L = T ¡ U , U ne d¶ependant que des r®, rv®L =rv®T et

P =
X

®

m®v® ; (1.79)

indiquant que cette int¶egrale premiµere vectorielle n'est autre que l'impulsion ou quantit¶e de mouvement
totale.
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Notons µa ce point que l'impulsion totale est d¶e¯nie en terme du gradient par rapport aux vitesses
et ne coÄ³ncide pas forc¶ement avec l'expression habituelle

P
®m®v®. Ce sera en particulier le cas en

¶electromagn¶etisme oµu le potentiel vecteur entre dans la d¶e¯nition de l'impulsion. Comme seuls des
potentiels vecteur et scalaire uniformes (c'est µa dire des champs nuls) seraient compatibles avec les
hypothµeses actuelles, nous n'examinerons pas ce cas pour l'instant.

Etudions maintenant le cas oµu l'existence de contraintes impose le recours µa des coordonn¶ees
g¶en¶eralis¶ees. L'invariance de l'impulsion totale ne devrait pas d¶ependre de l'existence de contraintes
internes au systµeme. Toutefois, la conservation de P ne peut plus être ¶etablie aussi simplement,
puisqu'une translation n'a pas n¶ecessairement une expression simple en termes de coordonn¶ees g¶en¶e-
ralis¶ees. D¶e¯nissons quand même, par analogie avec le cas pr¶ec¶edent, une \impulsion g¶en¶eralis¶ee" pi
associ¶ee µa la coordonn¶ee g¶en¶eralis¶ee qi par

pi =
@L

@ _qi
: (1.80)

Nous verrons que des impulsions g¶en¶eralis¶ees jouent un rôle central dans le formalisme hamiltonien.
En attendant, notons que l'¶energie m¶ecanique totale peut se r¶e¶ecrire simplement:

E =
X

i

pi _qi ¡ L : (1.81)

Supposons maintenant que la fonction de Lagrange L ne fasse pas explicitement intervenir la coor-
donn¶ee qi:

@L

@qi
= 0 : (1.82)

Nous dirons alors que qi est une coordonn¶ee \cyclique". La simple ¶ecriture de l'¶equation de Lagrange
pour qi donne alors:

dpi
dt
= 0 : (1.83)

L'impulsion associ¶ee µa une coordonn¶ee cyclique est conserv¶ee.
Revenons maintenant µa l'invariance par translation. Trois des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees d'un systµe-

me isol¶e peuvent être prises ¶egales aux trois coordonn¶ees cart¶esiennes du centre d'inertie. De maniµere
¶evidente, par invariance par translation, ces trois coordonn¶ees sont cycliques. Il en r¶esulte que les trois
impulsions associ¶ees sont des int¶egrales premiµeres du mouvement, formant un vecteur qui n'est autre
que l'impulsion totale.

1.5.3 Invariance par rotation: moment cin¶etique

Nous appliquerons ici une m¶ethode trµes semblable µa celle du paragraphe pr¶ec¶edent au cas oµu le systµeme
et donc sa fonction de Lagrange sont invariants dans une rotation quelconque autour d'un axe d¶e¯ni
par un vecteur unitaire u. C'est en particulier le cas pour un systµeme isol¶e. Nous examinerons ici
uniquement le cas oµu le systµeme est d¶e¯ni par les coordonn¶ees cart¶esiennes des particules.

Nous consid¶erons une rotation in¯nit¶esimale d'un angle ±Á autour de l'axe. En posant ±Á = ±Áu,
nous pouvons ¶ecrire les variations des positions et vitesses dans cette transformation ±r = ±Á £ r et
±v = ±Á £ v. L'invariance par rotation impose que la variation ±L de la fonction de Lagrange soit
nulle dans cette transformation. Or

±L =
X

®

rr®L ¢ ±r® +rv®L ¢ ±v® : (1.84)

En utilisant les ¶equations de Lagrange, qui s'¶ecriventrr®L = _p®, oµu p® est l'impulsion de la particule
®, on peut ¶ecrire:

±L =
X

®

[ _p® ¢ (±Á£ r®) + p® ¢ (±Á£ v®)]
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=
X

®

[±Á ¢ (r® £ _p®) + ±Á ¢ (v® £ p®)]

= ±Á ¢
dL

dt
; (1.85)

oµu nous avons pos¶e

L =
X

®

r® £ p® : (1.86)

La fonction de Lagrange ne peut être conserv¶ee pour une rotation arbitraire que si la composante du
vecteur L sur l'axe de rotation est une int¶egrale premiµere du mouvement. Nous retrouvons ainsi la
conservation du moment cin¶etique par rapport µa un axe.

On peut voir aussi, plus simplement, dans ce cas, que le lagrangien est ind¶ependant d'une coor-
donn¶ee g¶en¶eralis¶ee d¶ecrivant le mouvement de rotation autour de l'axe. Il est donc cyclique dans cette
coordonn¶ee. L'impulsion g¶en¶eralis¶ee associ¶ee µa cette coordonn¶ee et constante. Il est facile de v¶eri¯er
qu'il s'agit bien de la composante le long de cet axe du moment cin¶etique.

Dans le cas oµu le systµeme est invariant dans une rotation arbitraire autour d'un axe quelconque,
ce qui est le cas d'un systµeme isol¶e, il en r¶esulte que le moment cin¶etique L est une constante du
mouvement.

1.6 Action en fonction de la trajectoire

Nous allons utiliser les d¶e¯nitions du paragraphe pr¶ec¶edent pour tenter d'exprimer simplement la
d¶ependance de l'action S calcul¶ee sur la trajectoire e®ectivement suivie en fonction des coordonn¶ees
spatiales et temporelles du point de d¶epart et du point d'arriv¶ee. En d'autres termes, l'objet de ce
paragraphe est de donner les d¶eriv¶ees partielles de S(q(1); t1; q(2); t2), action sur la trajectoire suivie
consid¶er¶ee comme une fonction des conditions aux limites. Ces r¶esultats nous seront fort utiles dans
la suite du cours. Ils nous permettront aussi de jeter un regard nouveau sur les lois de conservation
associ¶ees aux invariances.

1.6.1 D¶ependance en position

Nous consid¶erons ici la variation de S en fonction de la position du point d'arriv¶ee. Nous en d¶eduirons
imm¶ediatement la d¶ependance vis µa vis du point de d¶epart. Nous consid¶erons donc ici deux trajectoires
e®ectivement suivies entre les instants t1 et t2. La premiµere (trajectoire de r¶ef¶erence) s'e®ectue entre les
valeurs qi(1) et qi(2) des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees. La seconde entre les valeurs qi(1) et qi(2) + ±qi(2),
oµu ±qi(2) est un accroissement in¯nit¶esimal de la position du point d'arriv¶ee. Les trajectoires, par
continuit¶e, restent in¯niment voisines pour tous les instants9 et on ¶ecrira ±qi(t) l'¶ecart entre elles.

La variation de l'action en passant d'une trajectoire µa l'autre, ±S, s'¶ecrit simplement:

±S =

Z t2

t1
±L dt ; (1.87)

oµu ±L est la variation de la fonction de Lagrange entre les deux points µa l'instant t. On suit alors un
raisonnement identique µa celui utilis¶e pour ¶etablir les ¶equations de Lagrange. On ¶ecrit d'abord:

±L =
X

i

@L

@qi
±qi +

X

i

@L

@ _qi
± _qi ; (1.88)

9Si la dynamique du systµeme ¶etait chaotique, deux trajectoires trµes voisines aux points de d¶epart et d'arriv¶ee, peuvent
s'¶ecarter notablement l'une de l'autre. Comme nous manipulons des accroissements in¯nit¶esimaux, ce problµeme ne se
pose pas.
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et on reporte cette expression dans celle de ±S. Le terme faisant intervenir ± _qi est alors int¶egr¶e par
parties. On obtient:

±S =

Z t2

t1

X

i

}
@L

@qi
¡
d

dt

@L

@ _qi

¸
±qi dt+

X

i

}
@L

@ _qi
±qi

¸2

1

: (1.89)

La trajectoire de r¶ef¶erence que nous consid¶erons ici est une solution des ¶equations du mouvement. Les
¶equations de Lagrange ¶etant constamment v¶eri¯¶ees, l'int¶egrale dans l'expression ci-dessus s'annule
identiquement. Il ne reste donc que le terme tout int¶egr¶e, qui se r¶eduit µa:

±S =
X

i

@L

@ _qi
±qi(2) : (1.90)

De maniµere ¶evidente, si nous avions consid¶er¶e deux trajectoires di®¶erant d'une quantit¶e in¯nit¶esimale
au point de d¶epart, nous aurions obtenu:

±S = ¡
X

i

@L

@ _qi
±qi(1) : (1.91)

Ces deux expressions nous donnent les d¶eriv¶ees partielles de l'action, consid¶er¶ee comme une fonction
des coordonn¶ees des points de d¶epart et d'arriv¶ee. En remarquant que @L=@ _qi = pi (impulsion
g¶en¶eralis¶ee), on ¶ecrira

@S

@qi(2)
= pi(2) (1.92)

@S

@qi(1)
= ¡pi(1) (1.93)

On peut facilement retrouver, µa partir de ce r¶esultat, l'invariance de l'impulsion associ¶ee µa une coor-
donn¶ee cyclique. Si qi est cyclique, la fonction de Lagrange ne d¶epend pas de qi et le mouvement doit
être invariant dans une translation de la coordonn¶ee qi. Consid¶erons donc la translation in¯nit¶esimale
qi ! qi + ². La variation de l'action dans cette transformation est:

±S =
@S

@qi(2)
²+

@S

@qi(1)
² = (pi(2)¡ pi(1))² ; (1.94)

d'oµu on tire imm¶ediatement la conservation de pi. Dans le cas oµu les coordonn¶ees cycliques sont celles
du centre d'inertie, on retrouve la conservation de l'impulsion au sens habituel.

1.6.2 D¶ependance en temps

Nous consid¶erons maintenant la d¶ependance de l'action dans le temps d'arriv¶ee t2. Nous consid¶erons
donc deux trajectoires e®ectivement suivies par le systµeme. L'une, entre q(1); t1 et q(2); t2 est la
trajectoire de r¶ef¶erence. L'autre coÄ³ncide avec la premiµere jusqu'µa l'instant t2 et continue ensuite
pendant un intervalle de temps in¯nit¶esimal jusqu'µa t2+±t2, les coordonn¶ees ¶etant alors qi(2)+±qi(2).
On peut ¶ecrire de maniµere ¶evidente la variation de l'action entre ces deux trajectoires comme:

±S = L(t2)±t2 ; (1.95)

mais aussi comme:

±S =
@S

@t2
±t2 +

X

i

@S

@qi(2)
±qi(2) : (1.96)

En e®et l'instant du point d'arriv¶ee et ses coordonn¶ees varient. En utilisant les r¶esultats du paragraphe
pr¶ec¶edent et en remarquant que ±qi(2) = _qi(2)±t2, on peut ¶ecrire:

L(t2) =
@S

@t2
+
X

i

pi(2) _qi(2) : (1.97)
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En nous souvenant de la d¶e¯nition de l'¶energie m¶ecanique totale E10, nous avons en¯n:

@S

@t2
= ¡E(2) : (1.98)

En reproduisant le même raisonnement pour une variation de l'instant de d¶epart, on obtiendrait de
même:

@S

@t1
= E(1) : (1.99)

Avec ces deux expressions et les r¶esultats du paragraphe pr¶ec¶edent, nous connaissons toutes les d¶eriv¶ees
partielles de l'action en fonction des conditions aux limites impos¶ees µa la trajectoire.

Notons ¶egalement qu'on peut retrouver facilement µa partir de ces expressions la conservation de
l'¶energie m¶ecanique. Si la fonction de Lagrange ne d¶epend pas explicitement du temps, l'action doit
être invariante dans une translation temporelle globale in¯nit¶esimale. La variation de l'action dans
cette translation s'¶ecrivant ¶evidemment ±S = (E(1) ¡ E(2))±t, on retrouve l'invariance de l'¶energie
m¶ecanique.

1.7 Deux th¶eorµemes utiles

Nous consid¶ererons dans ce paragraphe le cas particulier important des ¶energies potentielles ho-
mogµenes, c'est µa dire telles que:

U(®q1; : : : ; ®qn) = ®
kU(q1; : : : ; qn) : (1.100)

Ce cas, trµes sp¶eci¯que, se rencontre en fait dans une grande vari¶et¶e de problµemes de m¶ecanique:

² Pour l'oscillateur harmonique unidimensionnel U = Kx2=2 est ¶evidemment une fonction ho-
mogµene avec k = 2. Ce r¶esultat est bien sûr valide aussi pour les oscillateurs multidimensionnels.

² Le potentiel gravitationnel ou Coulombien en 1=r correspond µa k = ¡1.

² Le mouvement dans un champ uniforme (par exemple champ de pesanteur local) correspond
en¯n µa k = 1.

Le fait que U soit une fonction homogµene a deux cons¶equences importantes que nous allons ex-
aminer dans les prochains paragraphes. D'abord, on peut en d¶eduire des lois d'¶echelle utiles ¯xant la
d¶ependance relative de certains paramµetres des trajectoires (par exemple la troisiµeme loi de Kepler).
La deuxiµeme cons¶equence est le th¶eorµeme du viriel, d'une grande importance en m¶ecanique et physique
statistique.

1.7.1 Lois d'¶echelle

Consid¶erons une transformation d'¶echelle sur les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et le temps. Elle peut
s'¶ecrire:

qi ¡! ®qi (1.101)

t ¡! ¯t (1.102)

10Nous n'avons fait dans ce paragraphe aucune hypothµese sur la d¶ependance en temps de la fonction de Lagrange.
E n'est donc pas n¶ecessairement une quantit¶e conserv¶ee. En fait, plutôt que d'¶energie totale, nous devrions parler de
fonction de Hamilton (voir chapitre suivant).
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On en d¶eduit les transformations de quelques quantit¶es:

_qi ¡!
®

¯
_qi (1.103)

U ¡! ®kU (1.104)

T ¡!
µ
®

¯

¶2
T : (1.105)

Pour ¶etablir la derniµere ligne, il faut admettre que l'¶energie cin¶etique ne d¶epend que des _qi et pas de
qi. C'est en particulier le cas en coordonn¶ees cart¶esiennes standard. Nous supposerons cette condition
remplie dans toute la suite du paragraphe.

En g¶en¶eral, le lagrangien L ne se transforme pas de maniµere simple. En revanche, dans le cas
particulier oµu les facteurs d'¶echelle sur T et U sont les mêmes, c'est µa dire si on choisit les facteurs
d'¶echelle ® et ¯ de telle maniµere que: µ

®

¯

¶2
= ®k ; (1.106)

oµu encore
¯ = ®1¡k=2 ; (1.107)

la fonction de Lagrange est simplement multipli¶ee par un facteur d'¶echelle. Un tel facteur est sans
e®et sur les ¶equations du mouvement. A une trajectoire possible correspond donc aprµes cette transfor-
mation d'espace et de temps une autre trajectoire possible. Cette correspondance permet par exemple
d'obtenir les lois reliant la p¶eriode d'un mouvement µa l'extension spatiale de la trajectoire. Appliquons
ces arguments aux cas particuliµerement importants de l'oscillateur harmonique et du mouvement grav-
itationnel.

² Pour l'oscillateur harmonique, k = 2. L'¶equation (1.107) est donc satisfaite pour n'importe quelle
valeur de ® µa condition que ¯ = 1. On obtient donc une trajectoire possible en multipliant la
coordonn¶ee spatiale par un facteur arbitraire et en laissant inchang¶ee l'¶echelle de temps. On
retrouve ainsi trµes simplement l'isochronisme des oscillations de l'oscillateur harmonique.

² Pour le mouvement dans un champ gravitationnel uniforme, on a k = 1. L'¶equation (1.107) est
donc satisfaite si ¯ =

p
®. Deux trajectoires se correspondent donc si leurs extensions spatiales

` et `0 et temporelles (T et T 0) sont reli¶ees par T 0=T =
p
`0=`. On retrouve ainsi, par exemple,

la d¶ependance en
p
` de la p¶eriode des oscillations d'un pendule simple de longueur `.

² En¯n, pour le cas du mouvement de Kepler dans un potentiel gravitationnel central, on a k = ¡1.
La relation (1.107) est donc satisfaite si ¯ = ®3=2. On en d¶eduit alors, par exemple, la troisiµeme
loi de Kepler qui relie la p¶eriode d'une orbite T µa son demi grand axe a: T 2=a3 est une constante.

Ces trois exemples illustrent bien la puissance de ces simples lois d'¶echelle. En fait, ce genre
d'arguments se transpose µa des domaines trµes vari¶es et permet souvent d'obtenir des lois trµes g¶en¶erales
par de simples consid¶erations d'¶echelle ou de dimensionnalit¶e.

1.7.2 Th¶eorµeme du Viriel

Nous ¶etablirons ici, dans le cas des ¶energies potentielles homogµenes, un lien utile entre les ¶energies
potentielles et cin¶etiques moyennes (moyenn¶ees sur un temps long devant les temps caract¶eristiques du
mouvement, la p¶eriode par exemple). Ce th¶eorµeme possµede de nombreuses applications en m¶ecanique
c¶eleste.

L'¶energie cin¶etique T est une forme quadratique des vitesses. On peut donc lui appliquer le
th¶eorµeme d'Euler:

2T =
X

i

@T

@ _qi
_qi : (1.108)
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L'¶energie potentielle ne d¶ependant pas des vitesses g¶en¶eralis¶ees, @T=@ _qi = @L=@ _qi. En utilisant la
d¶e¯nition des impulsions g¶en¶eralis¶ees, on peut mettre cette derniµere relation sous la forme:

2T =
X

i

pi _qi =
d

dt

X

i

piqi ¡
X

i

_piqi : (1.109)

Prenons maintenant la valeur moyenne temporelle de T d¶e¯nie comme:

T = lim
¿!1

1

¿

Z ¿

0
T dt : (1.110)

Notons que, dans le cas des mouvements p¶eriodiques, on peut d¶e¯nir la moyenne temporelle comme
l'int¶egrale sur une p¶eriode. En incluant dans cette d¶e¯nition de la valeur moyenne l'expression pr¶ec¶e-
dente de T , on trouve:

2T = lim
¿!1

1

¿

"
X

i

piqi

#¿

0

¡
1

¿

Z ¿

0

X

i

_piqi : (1.111)

Si le mouvement est born¶e, le terme tout int¶egr¶e reste ¯ni quand ¿ tend vers l'in¯ni et ne contribue
donc pas µa la valeur moyenne (il est strictement nul si le mouvement est p¶eriodique et si les int¶egrales
s'¶etendent sur exactement une p¶eriode). On a donc:

2T = ¡
X

i

_piqi ; (1.112)

ou encore, en utilisant les ¶equations de Lagrange _pi = @L=@qi,

2T = ¡
X

i

@L

@qi
qi : (1.113)

Si, comme dans le paragraphe pr¶ec¶edent, T ne d¶epend que des _qi, on a @L=@qi = ¡@U=@qi. Si en¯n
U est une fonction homogµene des coordonn¶ees de degr¶e k, on peut ¶ecrire:

2T = kU : (1.114)

Rappelons pour ¯nir les hypothµeses n¶ecessaires µa l'¶etablissement de cette propri¶et¶e:

² Les forces d¶erivent d'une ¶energie potentielle et les ¶equations de Lagrange s'appliquent sous la
forme ordinaire.

² L'¶energie potentielle est une fonction des coordonn¶ees homogµene et de degr¶e k.

² L'¶energie cin¶etique ne d¶epend que des vitesses g¶en¶eralis¶ees.

² Le mouvement est born¶e.

Ces hypothµeses contraignantes sont en fait assez souvent remplies. C'est par exemple le cas pour les
mouvements p¶eriodiques dans un potentiel gravitationnel central, oµu la relation s'¶ecrit, avec k = ¡1:

T = ¡
1

2
U (1.115)

ou pour les mouvements dans un potentiel harmonique (n¶ecessairement born¶es) pour lesquels k = 2
et

T = U : (1.116)
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Chapitre 2

Formulation hamiltonienne

Nous pr¶esenterons briµevement dans ce chapitre la formulation hamiltonienne de la m¶ecanique. Bien
qu'elle soit strictement ¶equivalente µa la formulation lagrangienne, elle s'avµere souvent plus puissante
et d'un usage plus commode.

D'abord, d'un point de vue trµes utilitaire, la formulation hamiltonienne facilite la r¶esolution,
analytique ou num¶erique, des ¶equations du mouvement. Les ¶equations de Lagrange sont des ¶equations
di®¶erentielles du second ordre. Leur r¶esolution analytique n'est pas toujours facile, si elle est possible.
Trµes souvent (par exemple dµes le problµeme µa trois corps en m¶ecanique c¶eleste), on doit recourir µa
une int¶egration num¶erique. Il se trouve que les ¶equations di®¶erentielles du second ordre ne se prêtent
pas trµes bien µa une telle int¶egration. Il se pose en particulier des problµemes s¶evµeres de stabilit¶e
num¶erique. En revanche, les ¶equation di®¶erentielles du premier ordre s'intµegrent trµes ais¶ement et de
fa»con num¶eriquement stable. Comme nous le verrons, les ¶equations de Hamilton sont du premier
ordre.

En fait, le formalisme hamiltonien consiste µa traiter sur un même plan les positions et les impul-
sions g¶en¶eralis¶ees associ¶ees. Outre la transformation d'une ¶equation de Lagrange du second ordre,
portant sur la position seule, en deux ¶equations de Hamilton du premier ordre reliant position et im-
pulsion, cette approche ouvre la voie µa des changements de variables (nous dirons des transformations
canoniques) trµes puissants. Plutôt que de changer simplement de coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees, on peut
en e®et m¶elanger positions et impulsions dans un changement de variables. Il est même possible ainsi
d'¶echanger le rôle des impulsions et des positions ou de prendre les conditions aux limites comme
nouvelles variables. Cette immense libert¶e dans le choix de la description du problµeme est au centre
de nombreuses m¶ethodes de r¶esolution des problµemes de m¶ecanique.

Un autre avantage d¶ecisif de la formulation hamiltonienne est qu'elle se prête µa merveille µa des
m¶ethodes de perturbations (d¶eveloppement de la solution en puissance des perturbations, suppos¶ees
petites, par rapport µa un problµeme dont la solution est connue). Ces m¶ethodes sont d'une importance
primordiale en m¶ecanique c¶eleste (prise en compte, par exemple, des perturbations au mouvement
de Kepler dues aux autres planµetes). En¯n, et surtout, c'est la formulation hamiltonienne de la
m¶ecanique classique qui se prête µa la quanti¯cation (dite, elle aussi, canonique). Nous n'aborderons
pas ce problµeme, mais un certain nombre des notions que nous introduirons dans ce chapitre par-
faitement classique ont une contrepartie dans le formalisme quantique. Si, de maniµere ¶evidente, la
fonction de Hamilton est remplac¶ee par l'op¶erateur hamiltonien, les crochets de Poisson, par exemple,
correspondent aux commutateurs.

2.1 Equations de Hamilton

Nous partons de la formulation lagrangienne ¶etablie au chapitre pr¶ec¶edent, dans sa forme la plus
simple. Nous n'int¶egrerons donc pas les g¶en¶eralisations aux forces ne d¶erivant pas d'un potentiel
(mises µa part les forces ¶electromagn¶etiques) ni les g¶en¶eralisations µa des liaisons non holonomes. On

45
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d¶e¯nit les impulsions g¶en¶eralis¶ees µa partir de la fonction de Lagrange des positions, de vitesses et du
temps1 par

pi =
@L

@ _qi
(2.1)

et on peut ¶ecrire les ¶equations de Lagrange sous la forme:

_pi =
@L

@qi
: (2.2)

Ces ¶ecritures font apparâ³tre L comme une fonction naturelle des qi et des _qi, dont les d¶eriv¶ees partielles
respectives sont les _pi et les pi. La \di®¶erentielle totale" du lagrangien s'¶ecrit alors:

dL =
X

i

pid _qi +
X

i

_pidqi : (2.3)

La technique des transformations de Legendre, largement illustr¶ee en thermodynamique classique2,
permet de passer de L µa une fonction dont la di®¶erentielle s'exprime de fa»con naturelle en fonction
des qi et des pi. Posons en e®et

H =
X

i

pi _qi ¡ L : (2.4)

Nous appellerons H la fonction de Hamilton. Notons que, pour les systµemes conservatifs, la d¶e¯nition
de la fonction de Hamilton coÄ³ncide avec celle de l'¶energie totale. En revanche, pour des systµemes oµu
la fonction de Lagrange d¶epend explicitement du temps, la notion d'¶energie m¶ecanique totale perd
tout son int¶erêt, alors que la fonction de Hamilton garde son sens et permet toujours d'¶ecrire les
¶equations du mouvement. C'est ce caractµere plus g¶en¶eral de la fonction de Hamilton qui justi¯e de ne
pas la confondre avec l'¶energie totale. La di®¶erentielle de la fonction de Hamilton s'¶ecrit sans di±cult¶e
comme:

dH =
X

i

_qidpi ¡
X

i

_pidqi : (2.5)

H apparâ³t donc comme une fonction naturelle des pi et qi dont les d¶eriv¶ees partielles respectives
sont les _qi et les _pi. Les 2n ¶equations de Hamilton, ¶equivalentes aux n ¶equations de Lagrange, qui
permettent la r¶esolution du problµeme avec les conditions aux limites, s'¶ecrivent donc:

@H

@pi
= _qi (2.6)

@H

@qi
= ¡ _pi ; (2.7)

auxquelles on pourrait ajouter la relation @H=@t = ¡@L=@t, qui ne pr¶esente d'int¶erêt que pour un
lagrangien et donc un hamiltonien d¶ependant explicitement du temps. Les positions et les impulsions
sont dites variables conjugu¶ees.

Comme attendu, nous avons donc remplac¶e les n ¶equations di®¶erentielles du second ordre que nous
donne le formalisme lagrangien, par un nombre double d'¶equations di®¶erentielles du premier ordre qui
se prêtent plus facilement µa une r¶esolution analytique ou num¶erique. Les conditions initiales naturelles
pour ces ¶equations sont les positions et les impulsions initiales (alors que c'¶etaient les positions et les
vitesses initiales pour les ¶equations de Lagrange). Rappelons que les impulsions ne coÄ³ncident pas
n¶ecessairement avec les vitesses g¶en¶eralis¶ees, en particulier en pr¶esence de champs ¶electromagn¶etiques).

1Nous supposerons trµes souvent dans ce chapitre que la fonction de Lagrange ne d¶epend pas explicitement du temps.
L'¶energie m¶ecanique totale est alors une int¶egrale premiµere du mouvement.

2C'est en e®et la transformation qui permet, par exemple, de passer de l'¶energie interne U , dont la di®¶erentielle
s'exprime simplement en fonction de celles du volume et de l'entropie, µa l'enthalpie H, faisant intervenir pression et
entropie.
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Notons en¯n la sym¶etrie remarquable de ces ¶equations, qui traitent de fa»con tout µa fait analogue les
positions et les impulsions (µa un signe prµes).

Notons aussi que si qi est une coordonn¶ee cyclique, la fonction de Lagrange et donc la fonction
de Hamilton ne d¶ependent pas explicitement de qi. On d¶eduit alors imm¶ediatement des ¶equations de
Hamilton que pi est une constante du mouvement.

Examinons maintenant le cas particulier oµu les forces d¶erivent d'une ¶energie potentielle ne d¶epen-
dant que des positions et oµu les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec les coordonn¶ees cart¶esiennes.
La fonction de Lagrange s'¶ecrit L = T ¡ U et les impulsions g¶en¶eralis¶ees coÄ³ncident avec la d¶e¯nition
habituelle p® = m®v®. La fonction de Hamilton, qui est identique µa l'¶energie totale, s'¶ecrit alors
H = T + U et les ¶equations de Hamilton s'¶ecrivent:

rp®H = v® (2.8)

rr®H = ¡ _p® : (2.9)

En ¶ecrivant H =
P
® p

2
®=2m® + U , on en d¶eduit:

p®=m® = v® (2.10)

F® = _p® : (2.11)

La premiµere de ces deux ¶equations de Hamilton n'est autre que la d¶e¯nition de l'impulsion en termes
de la vitesse. La deuxiµeme n'est autre que le principe fondamental de la dynamique, oµu on a remplac¶e
l'acc¶el¶eration par la d¶eriv¶ee par rapport au temps de l'impulsion. Dans ce cas trµes simple, l'¶ecriture
des ¶equations de Hamilton µa partir des ¶equations de Newton revient µa prendre comme variables
ind¶ependantes position et vitesse, un changement de variable bien connu pour transformer les ¶equations
di®¶erentielles du second ordre en ¶equations du premier ordre.

Examinons maintenant un autre cas trµes important: celui de particules charg¶ees dans un champ
¶electromagn¶etique. Nous supposerons encore que les coordonn¶ees sont les coordonn¶ees cart¶esiennes
habituelles. Nous avons montr¶e au chapitre pr¶ec¶edent que la fonction de Lagrange s'¶ecrit:

L =
X

®

(T® ¡ q®V® + q®A® ¢ v®) ; (2.12)

oµu V® et A® sont les potentiels scalaires et vecteur vus par la particule ®.
Pour passer aux ¶equations de Hamilton, la premiµere ¶etape est de d¶eterminer l'impulsion g¶en¶eralis¶ee

p®:
p® =rv®L = m®v® + q®A® : (2.13)

On voit bien que, sauf dans le cas de l'¶electrostatique, l'impulsion g¶en¶eralis¶ee ne coÄ³ncide pas avec la
quantit¶e de mouvement ordinaire.

On peut alors ¶ecrire sans di±cult¶es la fonction de Hamilton:

H =
X

®

p® ¢ v® ¡ L =
X

®

µ
1

2
m®v

2
® + q®V®

¶
: (2.14)

De fa»con trµes remarquable, la fonction de Hamilton ¶ecrite sous cette forme ne fait pas intervenir le
potentiel vecteur magn¶etique. En e®et, au moins dans le cas oµu les potentiels sont statiques, nous avons
vu au chapitre pr¶ec¶edent que l'¶energie totale conserv¶ee des particules est la somme de leur ¶energie
cin¶etique et de l'¶energie potentielle ¶electrostatique. On pourrait craindre qu'une telle fonction de
Hamilton ne conduise µa des ¶equations du mouvement qui ne font plus intervenir le champ magn¶etique.
Bien sûr il n'en est rien. On doit en e®et, pour ¶ecrire les ¶equations de Hamilton, exprimer H comme
une fonction des impulsions g¶en¶eralis¶ees, non pas des vitesses. En utilisant le lien entre impulsion et
vitesse, on obtient:

H =
X

®

"
(p® ¡ q®A®)2

2m®
+ q®V®

#

: (2.15)
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Cette expression du hamiltonien de particules dans un champ nous sera utile dans la quatriµeme partie.
Nous aurons en e®et besoin du hamiltonien quantique d'un atome dans un champ de rayonnement.
Nous utiliserons simplement l'expression pr¶ec¶edente, en rempla»cant toutes les quantit¶es relatives µa la
particule par les op¶erateurs quantiques correspondants.

A titre d'exercice, ¶ecrivons les ¶equations du mouvement µa partir de cette expression du hamiltonien,
et v¶eri¯ons que nous retrouvons bien la force de Lorentz habituelle. Pour all¶eger les notations, nous ne
consid¶ererons que le cas d'une particule unique et nous omettrons donc l'indice ®. Le lecteur pourra
ais¶ement r¶etablir le cas g¶en¶eral.

Notons d'abord qu'une des ¶equations de Hamilton redonne trivialement, comme dans le cas d'un
potentiel standard, la d¶e¯nition de l'impulsion g¶en¶eralis¶ee en termes de la vitesse. Nous nous focalis-
erons donc sur l'autre ¶equation, qui s'¶ecrit:

_p = ¡rH = ¡qrV ¡r
(p¡ qA)2

2m
; (2.16)

oµu les gradients s'entendent par rapport µa la position r de la particule. Le gradient du carr¶e scalaire
peut se d¶evelopper comme gradient d'un produit scalaire:

r(p¡ qA)2 = 2 f[(p¡ qA) ¢r] (p¡ qA) + (p¡ qA)£ [r£ (p¡ qA)]g : (2.17)

Dans cette ¶equation, seul le potentiel vecteur est µa consid¶erer comme une fonction de r. On peut
alors simpli¯er cette expression et la d¶eriv¶ee de l'impulsion s'¶ecrit, en faisant intervenir la vitesse de
la particule:

_p = ¡rH = ¡qrV + q(v ¢r)A+ qv £B : (2.18)

En nous souvenant que:

¡rV = E+
@A

@t
(2.19)

et que

(v ¢r)A =
dA

dt
¡
@A

@t
(2.20)

(d¶eriv¶ee hydrodynamique), on a

_p = qE+ qv £B+ q
dA

dt
: (2.21)

Si en¯n on exprime la variation de l'impulsion en fonction de l'acc¶el¶eration, on retrouve bien le principe
fondamental avec la force de Lorentz sous sa forme standard. Si nous ne doutions guµere du r¶esultat,
il ¶etait important de l'¶etablir explicitement. Il nous a fait bien sentir la di®¶erence essentielle entre
quantit¶e de mouvement (au sens de la dynamique newtonienne) et impulsion g¶en¶eralis¶ee.

2.2 Crochets de Poisson

Nous allons introduire dans ce paragraphe une notation que nous n'utiliserons guµere dans ce cours,
trµes ¶el¶ementaire, de m¶ecanique analytique. En revanche, l'analogie et le lien formel trµes important
entre ces crochets de Poisson et les commutateurs de la m¶ecanique quantique rendent importante leur
introduction µa ce point. Nous pr¶eciserons d'ailleurs rapidement ces liens.

Consid¶erons une fonction f quelconque des impulsions, des positions et du temps. On peut en
¶ecrire la d¶eriv¶ee totale par rapport au temps, le long de la trajectoire suivie par le systµeme, sous la
forme:

df

dt
=
@f

@t
+
X

i

@f

@pi
_pi +

X

i

@f

@qi
_qi : (2.22)
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En utilisant les ¶equations de Hamilton, nous mettrons cette d¶eriv¶ee sous la forme:

df

dt
=
@f

@t
+ fH; fg ; (2.23)

oµu fH; fg est le crochet de Poisson de f avec H, d¶e¯ni par:

fH; fg =
X

i

@H

@pi

@f

@qi
¡
@H

@qi

@f

@pi
: (2.24)

Le crochet de Poisson est une forme bilin¶eaire antisym¶etrique de ses arguments. C'est aussi le
cas des commutateurs entre op¶erateurs en m¶ecanique quantique. Au delµa d'une simple remarque
math¶ematique et d'une ¶evidente analogie de notations, nous allons, tout au long de ce paragraphe,
rencontrer de nombreuses similitudes entre crochets de Poisson et commutateurs. En fait les uns sont
la version classique des autres.

Notons ¶egalement que les crochets de Poisson peuvent être utilis¶es pour d¶ecrire l'¶evolution tem-
porelle d'une densit¶e de probabilit¶e dans l'espace des phases. En e®et, si W (pi; qi) repr¶esente la
probabilit¶e pour que les coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees et leurs impulsions conjugu¶ees prennent les valeurs
pi; qi, W ¶evolue dans le temps selon l'¶equation:

@W

@t
= fH;Wg : (2.25)

Cette ¶equation est en fait le premier terme d'un d¶eveloppement en puissances de ¹h de l'¶evolution
d'une fonction de distribution de quasi{probabilit¶e dans l'espace des phase, trµes utilis¶ee en m¶ecanique
quantique: la distribution de Wigner (d¶eveloppement de Moyal). Au premier ordre en ¹h, comme on
pouvait s'y attendre, l'¶evolution quantique de la densit¶e de probabilit¶e dans l'espace des phases est la
même que l'¶equation d'¶evolution classique.

Supposons que la fonction f ne fasse pas intervenir explicitement le temps. La condition n¶ecessaire
et su±sante pour que f soit une int¶egrale premiµere du mouvement est alors que fH; fg = 0. La nullit¶e
du crochet de Poisson avec la fonction de Hamilton est ¶equivalente avec la constance de la fonction.
Cette propri¶et¶e est µa rapprocher de son ¶equivalent quantique. La condition pour qu'un op¶erateur
F soit une constante du mouvement est en e®et que son commutateur [H;F ] avec le hamiltonien
s'annule.

On peut bien sûr d¶e¯nir le crochet de Poisson de deux fonctions quelconques des positions des
impulsions et du temps, estim¶ees sur la trajectoire du systµeme:

ff; gg =
X

i

@f

@pi

@g

@qi
¡
@f

@qi

@g

@pi
: (2.26)

On d¶eduit de cette expression les propri¶et¶es essentielles de l'algµebre des crochets de Poisson:

ff; gg = ¡fg; fg (2.27)

ff;Cg = 0 (2.28)
©
f + f 0; g

ª
= ff; gg+

©
f 0; g

ª
(2.29)

fCf; gg = C ff; gg (2.30)

ff; qig =
@f

@pi
(2.31)

ff; pig = ¡
@f

@qi
; (2.32)

oµu C est une constante arbitraire. On en d¶eduit facilement les crochets de Poisson des impulsions et
positions:

fqi; qkg = 0 (2.33)

fpi; pkg = 0 (2.34)

fpi; qkg = ±i;k (2.35)
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Il est int¶eressant de noter la similitude entre ces \relations de commutation" classiques et leur analogue
quantique ([Xi; Pk] = i¹h±ik). De fa»con trµes g¶en¶erale, nous verrons que les crochets de Poisson des
quantit¶es classiques coÄ³ncident, µa un facteur ¡i¹h prµes, avec les commutateurs quantiques.

Notons une derniµere propri¶et¶e utile des crochets de Poisson, la relation de Jacobi:

ff; fg; kgg+ fg; fk; fgg+ fk; ff; ggg = 0 (2.36)

(nullit¶e de la somme de tous les crochets de Poisson obtenus par permutation circulaire des trois
fonctions).

Comme nous l'avons d¶ejµa mentionn¶e, les crochets de Poisson sont utiles pour la recherche des
int¶egrales premiµeres du mouvement. Pr¶ecisons encore ce point en montrant que si f et g sont deux
int¶egrales premiµeres du mouvement, leur crochet de Poisson est aussi une int¶egrale premiµere. En
d'autres termes, nous allons montrer que, si df=dt = 0 et dg=dt = 0, alors d ff; gg =dt = 0. Nous
avons:

d

dt
ff; gg =

@

@t
ff; gg+ fH; ff; ggg

=

½
@f

@t
; g

¾
+

½
f;
@g

@t

¾
¡ ff; fg;Hgg ¡ fg; fH; fgg

=

½
@f

@t
+ fH; fg ; g

¾
+

½
f;
@g

@t
+ fH; gg

¾

=

½
df

dt
; g

¾
+

½
f;
dg

dt

¾

= 0 : (2.37)

Si donc on connâ³t deux int¶egrales premiµeres du mouvement, on peut en trouver en principe une
troisiµeme en prenant leur crochet de Poisson. Rien ne garantit n¶eanmoins que cette troisiµeme int¶egrale
ne soit triviale (nulle en particulier) ou d¶ejµa connue. Notons lµa encore qu'il existe un analogue quan-
tique ¶evident µa cette propri¶et¶e: si deux op¶erateurs commutent avec le hamiltonien (et sont donc des
constantes du mouvement), alors leur commutateur commute lui aussi avec le hamiltonien et donne
une troisiµeme constante du mouvement.

Pour clore ce paragraphe, consid¶erons briµevement le cas des trois composantes Lx; Ly et Lz du
moment cin¶etique total L. Nous nous placerons, pour ¯xer les id¶ees, dans le cas d'une particule unique,
et nous laisserons les g¶en¶eralisations au lecteur. Nous avons montr¶e au chapitre pr¶ec¶edent que L = r£
p. On en d¶eduit Lx = ypz¡zpy (et les deux autres composantes par permutation circulaire des indices).
Le crochet de Poisson fLx; Lyg fait intervenir les d¶eriv¶ees partielles des composantes concern¶ees du
moment cin¶etique par rapport aux composantes de la position et de l'impulsion. L'expression des
composantes du moment cin¶etique permet de calculer facilement ces d¶eriv¶ees. Aprµes un calcul sans
grand int¶erêt, on obtient:

fLx; Lyg = ¡Lz (2.38)

et les trois relations se d¶eduisant de celle ci par permutation circulaire des indices. Notons, une fois
de plus, l'analogie entre ces ¶equations et leur contrepartie quantique:

[Lx; Ly] = i¹hLz ; (2.39)

relations d'un trµes grande importance puisqu'elles d¶e¯nissent ce qu'est un moment cin¶etique quantique.

Nous avons vu au chapitre pr¶ec¶edent que l'invariance par rotation arbitraire autour d'un axe
impliquait la conservation de la composante du moment cin¶etique sur cet axe. Imaginons qu'on ait pu
montrer la conservation de Lx et Ly. Il en r¶esulte, comme nous venons de le montrer, la conservation
de leur crochet de Poisson, c'est µa dire de Lz. Il su±t en fait que le moment par rapport µa deux axes
perpendiculaires soit conserv¶e pour que le moment cin¶etique total le soit.
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Nous pouvons aussi appliquer ces relations µa l'¶etude d'un problµeme dynamique important. Nous
consid¶ererons un systµeme dynamique dont le hamiltonien peut s'¶ecrire H = � ¢L, oµu � est un vecteur
constant. C'est par exemple le hamiltonien d'une particule dont le moment cin¶etique est proportionnel
au dipôle magn¶etique, quand elle est plong¶ee dans un champ magn¶etique uniforme (problµeme de la
\pr¶ecession de Larmor", dont la version quantique est d'une grande importance dans la compr¶ehension
de l'e®et Zeeman). Les seules variables dynamiques importantes sont les composantes du moment
cin¶etique. On peut ¶ecrire:

dL

dt
= fH;Lg = f� ¢ L;Lg (2.40)

En utilisant les relations de crochets de poisson entre les composantes de L, on a, par exemple,

dLx
dt

= �yLz ¡�zLy (2.41)

soit encore
dL

dt
= �£ L : (2.42)

On retrouve ais¶ement que le moment cin¶etique pr¶ecesse autour du vecteur ¯xe � avec une pulsation
�.

2.3 Action et hamiltonien

Nous allons revenir sur le principe variationnel. Nous allons ¶ecrire l'action en fonction du hamiltonien,
et montrer qu'on peut retrouver les ¶equations de Hamilton en ¶ecrivant la stationnarit¶e de cette ex-
pression de l'action par rapport µa certaines variations in¯nit¶esimales de la trajectoire. Ce paragraphe
ne nous apprendra rien que nous ne sachions d¶ejµa, mais il est n¶ecessaire µa la coh¶erence de tout notre
¶edi¯ce.

Le lien entre fonction de Lagrange et fonction de Hamilton nous permet d'¶ecrire l'action sous la
forme:

S =

Z t2

t1

Ã
X

i

pi _qi ¡H

!

dt ; (2.43)

avec les notations du premier chapitre.
Ecrivons maintenant, pour retrouver les ¶equations de Hamilton, que l'action est stationnaire pour

la trajectoire e®ectivement suivie. L'accroissement ±S de l'action dans un accroissement in¯nit¶esimal
de la trajectoire doit donc s'annuler. Nous consid¶ererons donc deux trajectoires. La trajectoire
de r¶ef¶erence est la trajectoire e®ectivement suivie, d¶e¯nie par qi(t) et pi(t) (les variables naturelles
dans une approche hamiltonienne sont les positions et les impulsions). L'autre trajectoire (in¯niment
proche) est d¶e¯nie µa chaque instant par qi(t) + ±qi(t) et pi(t) + ±pi(t). Nous imposerons aux deux
trajectoires de coÄ³ncider µa l'instant initial et µa l'instant ¯nal: ±qi(1) = ±qi(2) = 0. Il est naturel
de consid¶erer, dans une approche hamiltonienne, les pi et les qi comme des variables ind¶ependantes.
Nous n'imposerons donc aucune condition aux ±pi, ni aux extr¶emit¶es de la trajectoire, ni µa aucun
instant. Il faut bien voir que nous pouvons ainsi consid¶erer des trajectoires vari¶ees qui n'auraient pas
de sens du point de vue de la simple cin¶ematique: si les impulsions coÄ³ncident avec les quantit¶es de
mouvement (mv), varier les vitesses ind¶ependamment des positions implique que, sur la trajectoire
vari¶ee, les vitesses puissent ne plus être ¶egales aux d¶eriv¶ees des positions (avec une di®¶erence au
premier ordre dans les petits accroissements). Ce n'est qu'au prix de cette libert¶e toute math¶ematique
que nous pourrons retrouver l'¶equation de Hamilton qui contient en fait la d¶e¯nition des impulsions
g¶en¶eralis¶ees (de la vitesse dans le cas trµes simple que nous venons de mentionner).

Avec ces notations, l'accroissement de l'action s'¶ecrit simplement:

±S =

Z t2

t1

Ã
X

i

(±pi _qi + pi± _qi)¡ ±H

!

dt : (2.44)
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L'accroissement de H entre la trajectoire de r¶ef¶erence et la trajectoire vari¶ee s'¶ecrit simplement:

±H =
X

i

@H

@qi
±qi +

@H

@pi
±pi (2.45)

On peut donc mettre ±S sous la forme:

±S =

Z t2

t1

X

i

±pi

}
dqi
dt
¡
@H

@pi

¸
dt+

Z t2

t1

X

i

}
pi± _qi ¡

@H

@qi
±qi

¸
dt : (2.46)

Consid¶erons plus particuliµerement le premier terme de la deuxiµeme int¶egrale. On peut l'int¶egrer par
parties pour faire apparâ³tre ±qi au lieu de ± _qi. Le terme tout int¶egr¶e dans cette int¶egration par
parties fait intervenir les accroissements ±qi aux instants t1 et t2. Il est donc identiquement nul. En
regroupant alors les termes proportionnels aux accroissements des positions et des impulsions, on peut
¶ecrire:

±S =

Z t2

t1

X

i

}
dqi
dt
¡
@H

@pi

¸
±pi dt¡

Z t2

t1

X

i

}
dpi
dt
+
@H

@qi

¸
±qi dt : (2.47)

±S ne s'annulera quels que soient les accroissements des positions et impulsions que si les termes
entre crochets dans chaque int¶egrale s'annulent identiquement sur la trajectoire e®ectivement suivie.
On montre bien ainsi que cette trajectoire ob¶eit e®ectivement aux ¶equations de Hamilton, que nous
aurions parfaitement pu ¶etablir par ce raisonnement.

Il existe, dans le cadre de le formulation hamiltonienne, un autre principe variationnel, le principe
de Maupertuis, qui permet de trouver la forme de la trajectoire, mais pas la loi horaire. Ce principe
s'apparente de trµes prµes µa celui de Fermat, qui permet de d¶eterminer en optique la trajectoire des
rayons lumineux. Nous n'aborderons pas ici le principe de Maupertuis, largement discut¶e dans les
manuels3.

2.4 Transformations canoniques

Nous abordons ici ce qui constitue sans doute l'int¶erêt essentiel de la formulation hamiltonienne.
La complµete sym¶etrie entre les positions et impulsions va en e®et nous permettre d'envisager des
changements de variables mêlant ces deux types de quantit¶es. Nous verrons qu'on peut ainsi rendre
complµetement triviale la dynamique d'un problµeme, en prenant par exemple comme nouvelles vari-
ables les conditions initiales. Bien sûr, la di±cult¶e est de trouver le bon changement de variables.
Nous n'aborderons pas, faute de place, les m¶ethodes permettant de les d¶eterminer. Nous pro¯terons
¶egalement de ce paragraphe pour ¶etablir le th¶eorµeme de Liouville, qui joue un rôle central en physique
statistique et dans l'¶etude de la dynamique des systµemes complexes.

2.4.1 Principe

Revenons un instant au formalisme lagrangien. Les qi et leurs vitesses _qi ne sont pas des variables
ind¶ependantes. Le seul type de changement de variable que l'on puisse envisager est donc de d¶e¯nir
de nouvelles coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees Qi, calculables µa partir des qi et du temps (la relation ¶etant
inversible). On peut alors ¶ecrire la fonction de Lagrange en fonction des Qi, les ¶equations de Lagrange
correspondantes et r¶esoudre ainsi le problµeme { en esp¶erant qu'il soit plus simple en terme des nouvelles
variables. Nous appellerons une telle transformation des coordonn¶ees g¶en¶eralis¶ees une \transformation
ponctuelle". Nous allons maintenant voir qu'elle appartient µa un cadre beaucoup plus g¶en¶eral.

Dans le formalisme hamiltonien, les variables ind¶ependantes sont les qi et les pi. Nous pouvons
imaginer un changement de variables trµes g¶en¶eral sous la forme qi ¡! Qi(qi; pi; t) et pi ¡! Pi(qi; pi; t).

3On consultera en particulier le Goldstein.
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Les d¶e¯nitions des nouvelles positions et des nouvelles impulsions font intervenir toutes les anciennes
positions et impulsions. Ce changement de variables nous laisse donc toute libert¶e. Nous exigerons
cependant qu'il soit inversible, pour que l'¶etat du systµeme soit d¶etermin¶e de fa»con univoque par les
nouvelles coordonn¶ees, ce qui impose que les Qi et les Pi soient ind¶ependantes.

Pour que ce changement de variable soit utilisable dans un problµeme de m¶ecanique, il nous faut
cependant lui imposer une contrainte suppl¶ementaire. Il faut en e®et qu'il existe un nouveau hamil-
tonien H 0(Qi; Pi; t) qui donne les ¶equations de Hamilton pour les nouvelles variables. Nous dirons
alors que la transformation est \canonique".

Supposons que H 0 existe bien. Le principe variationnel abord¶e au paragraphe pr¶ec¶edent s'¶ecrit:

±

Z t2

t1

Ã
X

i

pi _qi ¡H

!

dt = 0 (2.48)

en terme des anciennes variables et

±

Z t2

t1

Ã
X

i

Pi _Qi ¡H 0

!

dt = 0 (2.49)

en termes des nouvelles. Pour que ces deux principes variationnels donnent les mêmes ¶equations du
mouvement, il su±t que les deux quantit¶es int¶egr¶ees ne di®µerent que de la d¶eriv¶ee totale par rapport
au temps d'une fonction F . En e®et, cette di®¶erence ne contribue aux int¶egrales que par un terme de
la forme F (2)¡ F (1), qui ne varie pas quand on varie la trajectoire. On peut mettre cette condition
sous la forme: X

i

pidqi ¡Hdt =
X

i

PidQi ¡H 0dt+ dF ; (2.50)

dF ¶etant l'accroissement de F entre deux instants voisins. Il su±t donc, pour que la transformation
soit canonique, qu'il existe une fonction F telle que:

dF =
X

i

pidqi ¡
X

i

PidQi + (H
0 ¡H)dt (2.51)

ou encore:
@F

@qi
= pi; ¡

@F

@Qi
= Pi; H 0 = H +

@F

@t
(2.52)

Si e®ectivement la donn¶ee d'une fonction F (qi; Qi; t) permet, en ¶ecrivant les relations aux d¶eriv¶ees
partielles pr¶ec¶edentes, de d¶eterminer complµetement la transformation, celle-ci sera une transformation
canonique et le nouveau hamiltonien sera connu.

Pour montrer que la donn¶ee de F d¶etermine complµetement la transformation, consid¶erons les n
¶equations @F (qi; Qi; t)=@qi = pi. On peut, au moins formellement et sauf cas pathologique, les r¶esoudre
en termes des n \inconnues" Qi et trouver ainsi les n fonctions Qi(qi; pi; t). On peut alors calculer
facilement, en fonction des qi; Qi et de t les n d¶eriv¶ees partielles ¡@F=@Qi qui donnent les nouvelles
impulsions Pi(qi; Qi; t). En reportant les expressions des Qi, on trouve alors les Pi(qi; pi; t), ce qui
achµeve de d¶eterminer complµetement la transformation. Le nouveau hamiltonien H 0 peut alors être
calcul¶e et on peut ¶ecrire les ¶equations de Hamilton en termes des nouvelles variables.

En r¶esum¶e, la donn¶ee d'une fonction F (qi; Qi; t) d¶etermine en g¶en¶eral de fa»con univoque une
transformation g¶en¶eralis¶ee et assure que cette transformation soit canonique. En¯n, la donn¶ee de F
permet d'exprimer le nouveau hamiltonien. Pour toutes ces raisons F s'appelle la fonction g¶en¶eratrice
de la transformation4.

4Nous avons montr¶e qu'µa toute fonction g¶en¶eratrice correspond une transformation (sauf cas pathologique, certaines
fonctions ne d¶e¯nissant pas une transformation univoque { en particulier les constantes). Nous n'avons pas ¶etabli la
r¶eciproque, que nous admettrons.
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Nous avons choisi ici, de fa»con naturelle, de d¶e¯nir F par les variables qi et Qi. On peut imaginer
de d¶e¯nir une transformation canonique par un autre couple de variables. F ¶etant donn¶ee, consid¶erons
en e®et la fonction © d¶e¯nie par:

© = F +
X

i

PiQi ; (2.53)

et r¶esultant donc d'une transformation de Legendre sur la fonction F . Á est donc a priori une fonction
naturelle des qi; Pi. On peut s'en convaincre en ¶ecrivant sa di®¶erentielle:

dÁ =
X

i

pidqi +
X

i

QidPi + (H
0 ¡H)dt : (2.54)

Les d¶eriv¶ees partielles de Á sont donc:

@Á

@qi
= pi;

@Á

@Pi
= Qi; H 0 = H +

@Á

@t
: (2.55)

Comme dans le cas pr¶ec¶edent, on peut montrer ais¶ement que la donn¶ee de Á et les relations aux
d¶eriv¶ees partielles ci{dessus d¶eterminent complµetement la transformation canonique. Pour cela, on
r¶esout les n ¶equations @Á=@qi = pi en termes des Pi(qi; pi; t). En reportant ces expressions dans les n
autres relations, on achµeve de d¶eterminer la transformation en obtenant les Qi.

Nous laissons au lecteur le soin de montrer qu'il existe encore deux expressions possibles pour une
transformation canonique. L'une fait intervenir ª(pi; Qi; t) = F ¡

P
i qipi et les relations:

@ª

@pi
= ¡qi;

@ª

@Qi
= ¡Pi H 0 = H +

@ª

@t
: (2.56)

L'autre utilise la fonction ¥(pi; Pi; t) = Á¡
P
iQiPi et les relations:

@¥

@pi
= ¡qi;

@¥

@Pi
= Qi H 0 = H +

@¥

@t
: (2.57)

La donn¶ee au choix de l'une de ces quatre fonctions d¶etermine donc complµetement une transformation
canonique. Si la fonction g¶en¶eratrice ne fait pas intervenir explicitement le temps, les fonctions de
Hamilton coÄ³ncident dans les anciennes et les nouvelles repr¶esentations (il existe en fait un lien trµes
profond entre les transformations canoniques et les changements de repr¶esentation ou les transforma-
tions unitaires en m¶ecanique quantique). Le choix immense des fonctions g¶en¶eratrices possibles donne
une id¶ee de la puissance de la m¶ethode.

2.4.2 Transformations canoniques et crochets de Poisson

En fait la propri¶et¶e essentielle des transformations canoniques est qu'elles conservent les crochets de
Poisson:

ff; ggp;q = ff; ggP;Q ; (2.58)

oµu

ff; ggp;q =
X

i

@f(pi; qi; t)

@pi

@g

@qi
¡
@f

@qi

@g

@pi
; (2.59)

et

ff; ggP;Q =
X

i

@f(Pi; Qi; t)

@Pi

@g

@Qi
¡
@f

@Qi

@g

@Pi
: (2.60)

On peut bien sûr d¶emontrer cette relation en utilisant la fonction g¶en¶eratrice de la transformation. Il
existe cependant une d¶emonstration beaucoup plus intuitive. Limitons nous pour cela au cas oµu f et g
ne d¶ependent pas explicitement du temps et au cas oµu la fonction g¶en¶eratrice de la transformation ne
d¶epend pas non plus du temps. Il doit exister un problµeme de m¶ecanique d¶ecrit par les qi; pi dont la
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fonction g(pi; qi) serait le hamiltonien. Le crochet de Poisson ff; ggp;q apparâ³t alors comme la d¶eriv¶ee
temporelle de la fonction f le long d'un trajectoire solution de ce problµeme ¯ctif. La fonction g(Pi; Qi)
est le hamiltonien H 0 du même problµeme dans les coordonn¶ees transform¶ees. Le crochet de Poisson
ff; ggP;Q est la d¶eriv¶ee temporelle de f dans cette repr¶esentation. Mais df=dt doit être ind¶ependante
de la repr¶esentation, ce qui implique l'¶egalit¶e des crochets de Poisson. Cette relation, ¶etablie ici dans
un cas un peu particulier, est en fait g¶en¶erale. Elle permet, par exemple, de calculer facilement les
crochets de poisson des nouvelles variables dans la repr¶esentation des anciennes, ce que nous laisserons
au lecteur µa titre d'exercice.

2.4.3 Exemples de transformations canoniques

Nous donnons ici, µa titre d'illustration, quelques fonctions g¶en¶eratrices d¶e¯nissant des transformations
canoniques particuliµerement simples. Nous montrerons aussi comment les transformations canoniques
permettent de rendre triviale la solution d'un problµeme de m¶ecanique.

² ©(qi; Pi; t) =
P
i qiPi. Le temps n'intervenant pas dans la fonction g¶en¶eratrice, nous avons bien

sûr H 0 = H. En appliquant les relations aux d¶eriv¶ees partielles, nous trouvons sans di±cult¶es
pi = Pi et Qi = qi. Cette fonction g¶en¶eratrice d¶e¯nit donc la transformation unit¶e, ce qui ne
pr¶esente guµere d'interêt.

² ©(qi; Pi; t) =
P
i Ái(qj; t)Pi. Lµa encore, on trouve sans di±cult¶es Qi = Ái(qj; t). Cette fonction

g¶enµere donc l'ensemble des transformations ponctuelles, ¶eventuellement d¶ependantes du temps,
qui d¶e¯nissent les nouvelles cordonn¶ees en fonction seulement des anciennes. L'avantage de
l'approche en termes de transformations canoniques est que l'application des autres relations
aux d¶eriv¶ees partielles nous donne pi =

P
k(@Ák=@qi)Pi, systµeme qui permet de d¶eterminer

les nouvelles impulsions en fonction des anciennes et des coordonn¶ees. Notons que, si les Ái
d¶ependent du temps, les deux hamiltoniens H et H 0 peuvent di®¶erer.

² F =
P
i(qiQi). On trouve alors imm¶ediatement pi = Qi et Pi = ¡qi. A un signe prµes, cette

fonction r¶ealise l'¶echange des coordonn¶ees et des impulsions, illustrant le rôle trµes sym¶etrique
que jouent ces notions dans l'approche hamiltonienne.

Nous allons montrer maintenant comment une transformation canonique bien choisie permet de
rendre complµetement triviale la dynamique d'un systµeme. L'id¶ee est de rendre le nouveau hamiltonien
cyclique dans les nouvelles coordonn¶ees. Les nouvelles impulsions sont alors constantes et la dynamique
des nouvelles coordonn¶ees se r¶esume µa une ¶evolution lin¶eaire dans le temps. La di±cult¶e dans ce
genre d'approche, µa la base de nombreuses m¶ethodes de r¶esolution de problµemes de m¶ecanique, est
bien sûr d'exhiber la transformation canonique convenable, ce qui n'est pas toujours possible. Nous
consid¶ererons dans ce paragraphe le problµeme trivial d'un oscillateur harmonique µa une dimension.

Le hamiltonien H s'exprime simplement en fonction de la coordonn¶ee q et de l'impulsion conjugu¶ee
p par:

H =
p2

2m
+
m!2

2
q2 ; (2.61)

somme des ¶energies cin¶etiques et potentielles. On considµere alors la transformation canonique g¶en¶er¶ee
par la fonction

F (q;Q; t) =
1

2
m!q2 cotQ (2.62)

(le choix d'une telle transformation n'est guµere possible si on ne connâ³t d¶ejµa la solution du problµeme).
Cette fonction ne d¶ependant pas explicitement du temps, le nouveau et l'ancien hamiltonien coÄ³ncident.
A partir de cette fonction g¶en¶eratrice, on trouve

p =
@F

@q
= m!q cotQ (2.63)
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et

P = ¡
@F

@Q
=

m!q2

2 sin2Q
(2.64)

On peut extraire de ces deux relations:

q =

s
2P

m!
sinQ ; p =

p
2m!P cosQ : (2.65)

Le nouveau hamiltonien peut alors être exprim¶e, comme il se doit, en termes des nouvelles variables:

H 0 =
p2

2m
+
m!2

2
q2 = !P : (2.66)

Comme nous l'esp¶erions, ce nouveau hamiltonien est cyclique dans la nouvelle coordonn¶ee Q. L'im-
pulsion conjugu¶ee, P , est donc une constante. Comme l'¶energie m¶ecanique totale est conserv¶ee dans
ce problµeme et coÄ³ncide avec la fonction de Hamilton, cette constante vaut simplement:

P =
E
!
: (2.67)

Elle est donc homogµene µa une action (produit d'une ¶energie par un temps). P s'appelle donc variable
d'action. On montre que, dans tout problµeme unidimensionnel, on peut trouver une variable d'action
conserv¶ee dans l'¶evolution. L'¶equation de Hamilton pour Q, _Q = @H 0=@P = !, donne simplement:

Q = !t+ Á : (2.68)

Q, ¶evoluant lin¶eairement avec le temps, se nomme variable d'angle. Lµa encore, dans tout problµeme
unidimensionnel, il existe une variable d'angle conjugu¶ee de la variable d'action. La solution explicite
du problµeme est donc donn¶ee en fonction de deux constantes arbitraires, comme il se doit, l'¶energie
m¶ecanique totale E et la phase Á, valeur initiale de la nouvelle coordonn¶ee. En utilisant alors la
transformation, on peut exprimer la solution en termes des variables initiales, et on trouve:

q =

s
2E
m!2

sin(!t+ Á) ; (2.69)

ce qui n'est pas vraiment un r¶esultat inattendu!
L'apparente simplicit¶e de cette approche, dans ce cas trivial, ne doit pas faire oublier que la grande

di±cult¶e est d'exhiber la fonction g¶en¶eratrice adapt¶ee. Nous ne pourrons aborder ici les m¶ethodes
vari¶ees de r¶esolution fond¶ees sur les transformations canoniques. Le lecteur pourra en trouver une
description d¶etaill¶ee dans le Goldstein.

2.4.4 Transformations canoniques et espace des phases

L'¶etat m¶ecanique du systµeme est complµetement d¶ecrit par la donn¶ee des n qi et des n pi. Autrement
dit, le systµeme est d¶ecrit comme un point dans un espace µa 2n dimensions que l'on appelle espace des
phases. Cet espace joue un trµes grand rôle en physique statistique. L'entropie, par exemple, peut être
d¶e¯nie comme le logarithme du nombre de con¯gurations accessibles au systµeme. Compter ce nombre
de con¯gurations, c'est compter la surface de l'espace des phases correspondant µa un petit intervalle
d'¶energie. L'espace des phases joue ¶egalement un rôle trµes important dans l'¶etude de la dynamique
complexe des systµeme (chaos classique, par exemple). Un point d'¶equilibre stable correspond µa un point
dans l'espace des phases, un mouvement p¶eriodique µa une trajectoire ferm¶ee simple, un mouvement
chaotique µa une trajectoire complexe parcourant rapidement tout le domaine accessible.

Les transformations canoniques transforment un espace des phases en un autre. La g¶eom¶etrie
de cette transformation n'est pas complµetement arbitraire, en raison des contraintes impos¶ees aux
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transformations canoniques. La propri¶et¶e essentielle est qu'une transformation canonique conserve le
volume dans l'espace des phases. Si on considµere un domaine V de l'espace des phases des \anciennes
coordonn¶ees", il lui correspond un domaine V 0 dans le nouvel espace. Pour des raisons ¶evidentes de
continuit¶e et d¶erivabilit¶e des transformations canoniques, V 0 est un ferm¶e connexe si V l'est. On peut
calculer le volume V du domaine V comme:

V =
Z

V
dq1 ¢ ¢ ¢ dqndp1 ¢ ¢ ¢ dpn ; (2.70)

et calculer de même le volume V 0 du domaine V 0.
Pour une transformation canonique, V = V 0.
Pour les math¶ematiciens cette propri¶et¶e d¶ecoule de fa»con imm¶ediate de la structure symplectique

de la transformation canonique. Nous allons ¶etablir cette propri¶et¶e de fa»con moins directe, mais peut
être plus accessible. Rappelons d'abord que:

Z

V 0
dQ1 ¢ ¢ ¢ dQndP1 ¢ ¢ ¢ dPn =

Z

V
jJ j dq1 ¢ ¢ ¢ dqndp1 ¢ ¢ ¢ dpn ; (2.71)

oµu J est le Jacobien du changement de variable, d¶eterminant form¶e avec toutes les d¶eriv¶ees partielles
des nouvelles variables par rapport aux anciennes:

J =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

@Q1
@q1

¢ ¢ ¢
@Pn
@q1

...
. . .

...
@Q1
@pn

¢ ¢ ¢
@Pn
@pn

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

; (2.72)

que nous noterons ¶egalement

J =
@(Q1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; pn)
: (2.73)

Ces notations deviennent tout µa fait triviales en dimension 1 et coÄ³ncident alors avec les changements
de variables standard dans les int¶egrales. Si nous prouvons que le Jacobien de toute transformation
canonique est 1, nous aurons ¶etabli la proposition cherch¶ee.

Pour cela, nous aurons besoin de deux propri¶et¶es des Jacobiens. D'abord:

@(Q1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; pn)
=

@(Q1; : : : ; Qn; P1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : qn; P1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; qn; p1; : : : ; pn)

@(q1; : : : qn; P1; : : : ; Pn)

: (2.74)

En fait, comme les d¶eriv¶ees partielles ordinaires, les produits et rapports de Jacobiens peuvent se
simpli¯er comme des fractions5. De plus:

@(Q1; : : : ; Qn; P1; : : : ; Pn)

@(q1; : : : ; qn; P1; : : : ; Pn)
=
@(Q1; : : : ; Qn)

@(q1; : : : ; qn)
: (2.75)

On peut donc retirer d'un Jacobien les variables qui apparaissent au \num¶erateur" et au \d¶enomina-
teur". Le changement de variables consid¶er¶e laisse en e®et invariantes ces quantit¶es.

En utilisant successivement ces deux propri¶et¶es, on met le Jacobien de la transformation canonique
sous la forme:

J =

@(Q1; : : : ; Qn)

@(q1; : : : ; qn)

@(p1; : : : ; pn)

@(P1; : : : ; Pn)

: (2.76)

5Nous supposons bien sûr que tous les Jacobiens ¶ecrits dans ces ¶equations ont un sens, et en particulier que toutes
les transformations \tronqu¶ees" sont inversibles, ce qui n'est pas vrai en toute g¶en¶eralit¶e.
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La transformation ¶etant canonique, elle est engendr¶ee par une fonction ©(qi; Pi) telle que @©=@qi = pi
et @©=@Pi = Qi. On a donc imm¶ediatement:

@Qi
@qj

=
@2©

@qj@Pi
(2.77)

et
@pi
@Pj

=
@2Á

@Pj@qi
: (2.78)

Les d¶eriv¶ees secondes crois¶ees ¶etant ¶egales, toutes les d¶eriv¶ees partielles apparaissant dans le d¶evelop-
pement du d¶eterminant au num¶erateur de (2.76) sont ¶egales, terme µa terme, µa celles apparaissant dans
le d¶eveloppement du d¶enominateur. Cela ¶etablit que le Jacobien d'une transformation canonique est
de module ¶egal µa un et l'invariance du volume dans l'espace des phases.

2.4.5 Transformation g¶en¶er¶ee par l'action et th¶eorµeme de Liouville

Nous consid¶ererons dans ce paragraphe une transformation canonique trµes particuliµere qui fait se
correspondre deux ¶etats du systµeme µa deux instants di®¶erents. Consid¶erons en e®et un systµeme ayant
un lagrangien ind¶ependant du temps (l'¶energie totale est donc conserv¶ee) dont la dynamique est d¶ecrite
par les pi(t) et les qi(t) et consid¶erons le changement de variables d¶e¯ni par:

pi(t) ¡! Pi(t) = pi(t+ T ) (2.79)

qi(t) ¡! Qi(t) = qi(t+ T ) ; (2.80)

oµu T est une dur¶ee ¯xe. Cette correspondance entre ¶etats du systµeme µa des instants di®¶erents
est ¶evidemment une transformation canonique, puisque les nouvelles variables ob¶eissent aux mêmes
¶equations du mouvement que les anciennes. Nous allons voir que la fonction g¶en¶eratrice de cette trans-
formation n'est autre que l'action. Consid¶erons en e®et la trajectoire du systµeme entre les instants t et
t+ T et une trajectoire in¯niment voisine obtenue en modi¯ant les coordonn¶ees aux points de d¶epart
et d'arriv¶ee de quantit¶es in¯nit¶esimales. Avec les r¶esultats du chapitre pr¶ec¶edent, nous pouvons ¶ecrire
la variation de l'action entre ces deux trajectoires comme:

dS =
X

i

pi(t+ T )dqi(t+ T )¡
X

i

pi(t)dqi(t) (2.81)

ou encore
dS =

X

i

Pi(t)dQi(t)¡
X

i

pi(t)dqi(t) : (2.82)

Cette expression de la di®¶erentielle de l'action, que nous pouvons consid¶erer comme une fonction des
coordonn¶ees des points de d¶epart et d'arriv¶ee: S(qi; Qi), prouve que:

@S

@Qi
= Pi

@S

@qi
= ¡pi : (2.83)

S est donc bien fonction g¶en¶eratrice de la transformation des qi en Qi. Cette transformation joue
un rôle central dans la m¶ethode de Hamilton{Jacobi, essentielle pour la r¶esolution de problµemes
complexes, et conduisant µa la notion importante de s¶eparabilit¶e des variables. Nous ne disposons pas
d'un espace su±sant pour traiter convenablement cette m¶ethode. Nous donnerons donc une seule
application de la transformation engendr¶ee par l'action.

Consid¶erons un domaine V de l'espace des phases du systµeme. On peut consid¶erer l'ensemble des
trajectoire originaires d'un point situ¶e µa l'instant t µa l'int¶erieur de ce domaine. Par continuit¶e, ces
trajectoires correspondent µa l'instant t+T µa des points situ¶es dans un nouveau domaine V 0 de l'espace
des phases. Comme la transformation faisant se correspondre les instants t et t + T est canonique,
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l'¶etendue du domaine V 0 est ¶egale µa celle du domaine V . Cette propri¶et¶e constitue le th¶eorµeme de
Liouville:

Le volume du domaine occup¶e dans l'espace des phases par un ensemble de trajectoires se conserve
au cours du temps.

Ce th¶eorµeme joue ¶evidemment un rôle important en m¶ecanique statistique. Il pr¶edit, par exemple,
la conservation de l'entropie dans une ¶evolution hamiltonienne. Notons que ce th¶eorµeme ne tient pas
en pr¶esence de dissipation. N'importe quelle condition initiale conduit en e®et µa un ¶etat de repos oµu les
coordonn¶ees n'¶evoluent plus. Soulignons aussi le lien entre ce th¶eorµeme et le th¶eorµeme de conservation
de l'¶etendue en optique. L'¶etendue joue le rôle du volume dans un espace des phases fposition des
rayons/angle g.

Ce paragraphe clôt notre expos¶e de m¶ecanique analytique. Nous n'avons pas, de loin, donn¶e un
expos¶e exhaustif de ce sujet. Les grands domaines que nous n'aborderons pas sont les m¶ethodes de
r¶esolution, telles que la m¶ethode de Hamilton Jacobi. Nous ne dirons rien, non plus, des m¶ethodes
de perturbations classiques, si utiles en astronomie. Nous ¶evoquerons briµevement dans la prochaine
partie les extensions du formalisme lagrangien µa des coordonn¶ees continues (en un mot µa des champs),
mais sans ¶epuiser non plus ce trµes vaste sujet. Finalement, nous ne saurions trop recommander au
lecteur de se rapporter aux manuels de m¶ecanique quantique pour explorer les liens trµes profonds
entre m¶ecanique quantique et m¶ecanique analytique. Si une pr¶esentation de la m¶ecanique quantique µa
partir de la dynamique classique et de sa quanti¯cation canonique n'est pas µa recommander pour une
premiµere approche de la m¶ecanique quantique, elle est extrêmement enrichissante µa un niveau plus
avanc¶e.
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Appendice 1

Modµele de Bohr

Nous traiterons dans cet appendice du premier modµele r¶ealiste de structure atomique, celui de Bohr
en 1913. Il nous sera en e®et n¶ecessaire µa plusieurs endroits du cours pour des discussions qualitatives
du rayonnement atomique. Comme ce modµele fait explicitement r¶ef¶erence aux concepts d'action et
a donn¶e lieu, au cours de son ¶evolution, µa des d¶eveloppements ¶el¶egants de m¶ecanique classique, il a
tout naturellement sa place dans ce cours de m¶ecanique analytique. Nous commencerons par un bref
rappel de la situation historique au moment de la formulation du modµele de Bohr. Nous l'exposerons
ensuite dans un deuxiµeme paragraphe. Dans un dernier paragraphe, nous pr¶eciserons ses limitations
et les tentatives, men¶ees entre autres par Bohr et Sommerfeld, pour ra±ner le modµele et l'appliquer
µa d'autres atomes que l'hydrogµene. En¯n, nous rappellerons briµevement, pour m¶emoire, les r¶esultats
quantiques rigoureux.

1.1 Un peu d'histoire

Les di±cult¶es de la m¶ecanique classique et les d¶ebuts de la m¶ecanique quantique, au tournant du
siµecle, sont dues µa essentiellement deux problµemes: le rayonnement du corps noir et la structure des
spectres d'¶emission ou d'absorption des vapeurs.

Quand on traite en thermodynamique classique le rayonnement d'un corps complµetement absorbant
en ¶equilibre thermique, on trouve la c¶elµebre loi de Rayleigh Jeans. La densit¶e de puissance spectrale
du rayonnement (quantit¶e d'¶energie par unit¶e de volume et de fr¶equence) est proportionnelle au carr¶e
de la fr¶equence. La quantit¶e totale d'¶energie ¶electromagn¶etique contenue dans un corps en ¶equilibre
devrait donc être gravement in¯nie. Ce n'est bien sûr pas le cas et les donn¶ees exp¶erimentales, relative-
ment pr¶ecises µa la ¯n du siµecle dernier, donnaient un spectre d¶ecroissant rapidement µa haute fr¶equence.
Pour expliquer ce spectre, Planck introduisit, en 1900, une hypothµese de quanti¯cation. Les ¶echanges
d'¶energie entre matiµere et rayonnement ne peuvent se faire, µa une fr¶equence donn¶ee, que par multiples
entiers d'une quantit¶e fondamentale, proportionnelle µa la fr¶equence, selon la fameuse relation E = hº.
La constante de Planck, h, une fois ajust¶ee aux donn¶ees exp¶erimentales, l'accord entre les spectres
calcul¶es et les spectres exp¶erimentaux se r¶ev¶elait excellent. En fait, Planck consid¶erait cette hypothµese
comme heuristique et doutait de sa signi¯cation physique. Ce n'est qu'avec Einstein, 5 ans plus tard,
que l'id¶ee de quanti¯cation de l'¶energie ¶electromagn¶etique ¯t une avanc¶ee notable avec l'introduction
de quanta lumineux. Ceux-ci, qu'on devait appeler plus tard photons, sont n¶ecessaires pour analyser,
au-delµa des valeurs moyennes, les °uctuations du rayonnement. On peut alors interpr¶eter convenable-
ment les propri¶et¶es de l'e®et photo¶electrique, ce qui valut son Nobel µa Einstein (la relativit¶e g¶en¶erale
paraissait peut-être trop audacieuse pour être couronn¶ee).

L'histoire de la spectroscopie est pour sa part trµes riche. Dµes 1802, Wollaston, avec un spectro-
graphe µa prisme, observait des bandes sombres bien r¶esolues dans le spectre solaire, bandes qui ne

61



62 APPENDICE 1. MODµELE DE BOHR

sont pas pr¶esentes dans le spectre des corps chau®¶es1. C'est sans doute lµa la premiµere observation
d'un spectre d'absorption atomique. Wollaston d¶ecrit en particulier une bande trµes intense dans le
jaune qui devait être la raie principale du sodium. En 1817, Fraunhofer, encore trµes jeune, ra±ne ces
mesures et observe les raies \de Balmer" du spectre de l'hydrogµene (l'appellation Balmer est beaucoup
plus r¶ecente comme on le verra). Il invente peu aprµes le r¶eseau de di®raction et l'histoire de la spec-
troscopie de pr¶ecision commence. Il mesure avec grand soin (et avec une pr¶ecision de l'ordre de 10¡4)
la position des raies de Balmer. La nature de ces raies reste toutefois trµes controvers¶ee. En parallµele
avec ces ¶etudes du spectre solaire, l'¶etude du spectre d'¶emission de d¶echarges dans les gaz se poursuit.
Masson, en 1851, franchit un pas important en montrant que certaines raies peuvent être attribu¶ees
sans ambiguÄ³t¶e µa la pr¶esence d'hydrogµene. C'est la premiµere identi¯cation ¯able d'un ¶el¶ement avec un
spectre de raies. Un nouveau pas important est franchi avec ºAngstrÄom, qui remarque et explique la
coÄ³ncidence des raies d'¶emission de l'hydrogµene avec les raies d'absorption dans le spectre solaire. Il
conclut que tout ¶el¶ement peut aussi bien absorber ou ¶emettre de la lumiµere sur une de ses fr¶equences
propres. Des atlas d¶etaill¶es du spectre solaire sont publi¶es ensuite par ºAngstrÄom, Rowland et Huggins
(c'est sur les travaux de ce dernier que Balmer s'est, semble-t-il, appuy¶e).

On a cherch¶e dans le même temps, en manipulant les donn¶ees spectrales, µa d¶egager des lois aux-
quelles pourraient ob¶eir les fr¶equences des raies spectrales, en particulier pour l'hydrogµene dont le
spectre est simple. On pensa ainsi, pendant un temps, que les di®¶erentes fr¶equences ¶emises par
l'hydrogµene pourraient être des harmoniques d'une fr¶equence fondamentale (travaux de Stoney en
1871). Les coÄ³ncidences num¶eriques supportant cette approche s'¶evanouirent rapidement avec les
progrµes de l'instrumentation et en particulier ceux des spectrographes µa r¶eseau.

Un progrµes important fut accompli par Balmer en 1885. D¶ejµa âg¶e, simple instituteur, il manipule
les donn¶ees sur le spectre de l'hydrogµene. Il observe que les longueurs d'onde des raies visibles du
spectre de l'hydrogµene sont proportionnelles µa des fractions rationnelles simples faisant intervenir
les carr¶es des nombres entiers, sous la forme m2=(m2 ¡ n2), avec n = 2. Ce travail remarquable fut
compl¶et¶e par celui de Rydberg, en 1889, qui remarque qu'il vaut mieux consid¶erer les nombres d'ondes
(inverses de longueurs d'onde). Les nombres d'ondes des raies de nombreux ¶el¶ements s'obtiennent en
e®et simplement comme di®¶erences de termes en R=n2 oµu n est entier et oµu R est la maintenant
c¶elµebre constante de Rydberg. Le principe de combinaison de Ritz, formul¶e en 1908, g¶en¶eralise ce
travail. La d¶ecouverte de nouvelles s¶eries de raies de l'hydrogµene s'accordant avec les formules de
Balmer (n = 3 par Paschen en 1908, n = 1 (ultraviolet lointain) par Lyman en 1916, n = 4 par
Brackett en 1922, n = 5 par Pfund en 1924, n = 6 par Humphrey en 1953) apporta au cours du temps
des con¯rmations remarquables de la formule de Balmer. Bien sûr, la d¶ecouverte par Michelson et
Morley (encore eux) de sous{structures dans les raies de l'hydrogµene (nous dirions aujourd'hui de la
structure ¯ne) complique un peu le tableau, mais le succµes des formules de Balmer ou de Rydberg
demeure.

S'il existe une relation aussi simple entre les fr¶equences, on doit chercher un modµele physique qui
les pr¶edise correctement. Le premier modµele \r¶ealiste" de la structure de l'atome d'hydrogµene est dû µa
Thomson, d¶ecouvreur de l'¶electron en 1897 au Cavendish Laboratory, fond¶e par Maxwell environ 20 ans
avant (en fait la d¶ecouverte de l'¶electron pourrait aussi bien être attribu¶ee µa Wiechert, qui travaillait
ind¶ependamment). Comme on savait que la matiµere contient des ¶electrons, Thomson imagine un
atome constitu¶e d'une gel¶ee, uniform¶ement charg¶ee positivement, de forme sph¶erique, dans laquelle se
d¶eplacent des ¶electrons ind¶ependants. Le champ ¶electrique produit par la gel¶ee ¶etant proportionnel µa
la distance, les ¶electrons sont ¶elastiquement li¶es et e®ectuent un mouvement harmonique de fr¶equence
donn¶ee. Nous utiliserons assez largement ce modµele trµes simple dit du \plum{pudding" dans le chapitre
sur le rayonnement des sources atomiques. Nous verrons qu'il pr¶edit correctement de nombreux ordres
de grandeur.

Ce modµele, en d¶epit de certains succµes, dut être abandonn¶e aprµes les exp¶eriences de d¶eviation de

1Cette brµeve histoire de la spectroscopie s'inspire d'un article de G.W. Series, dans The Hydrogen Atom, Bassani et
al. ¶editeurs, Springer, 1989.
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particules ® dans des feuilles d'or. En interpr¶etant ces r¶esultats, Rutherford, lui aussi directeur
du Cavendish, fut conduit en 1910 µa admettre la pr¶esence dans la matiµere de charges positives
extrêmement localis¶ees. Il fallait donc renoncer au modµele du plum{pudding et venir µa un modµele
plan¶etaire de la structure atomique, avec des ¶electrons orbitant sous l'in°uence de la force de Coulomb
autour d'un noyau pratiquement ponctuel. Bien ¶evidemment, un tel systµeme rayonnerait ou ab-
sorberait µa la fr¶equence de r¶evolution de l'¶electron.

Ce modµele pr¶esente des di±cult¶es s¶erieuses. La premiµere est que rien a priori ne ¯xe les paramµetres
de l'orbite et donc la fr¶equence d'¶emission. On pourrait donc s'attendre µa voir les atomes rayonner ou
absorber des longueurs d'onde arbitraires. De fa»con plus grave, ce modµele est manifestement instable.
En rayonnant, l'¶electron en mouvement perd de l'¶energie et le rayon de son orbite diminue (nous
ferons le calcul explicitement dans la quatriµeme partie). La fr¶equence du mouvement augmentant, la
perte d'¶energie et la chute vers le noyau deviennent de plus en plus rapide. En quelques dizaines de
picosecondes, tous les ¶electrons de l'univers auraient dû tomber sur leur noyau en ¶emettant un bref
°ash de radiation ultraviolette. Cette catastrophe ultraviolette ne s'¶etant pas produite encore, il faut
y voir un grave d¶efaut du modµele.

1.2 Modµele de Bohr

L'attitude de Bohr est tout µa la fois pragmatique et extrêmement audacieuse. Puisque rien ne peut
expliquer la stabilit¶e et le caractµere discret de la structure atomique, c'est qu'il faut introduire dans
le modµele une condition suppl¶ementaire de \quanti¯cation". Dans cette d¶emarche, Bohr ¶etait sans
doute guid¶e par les r¶esultats de Planck. Puisque la constante de Planck d¶ecrit la quanti¯cation pour le
rayonnement ¶electromagn¶etique, il est assez naturel de tenter de l'utiliser pour la structure atomique.
Cette constante ayant la dimension d'une action, il est naturel aussi de quanti¯er l'action de l'¶electron
sur sa trajectoire2.

Nous poserons donc que l'action, calcul¶ee sur une orbite, est un multiple entier (¶evidemment non
nul) de la constante de Planck:

S = nh : (1.1)

Nous allons utiliser cette condition pour d¶eterminer l'¶energie de l'orbite, c'est µa dire le terme spectral de
Ritz qui lui est associ¶e. Les fr¶equences des di®¶erentes transitions s'obtiendront comme des di®¶erences
de ces termes spectraux.

Le gradient de l'action par rapport µa l'extr¶emit¶e de la trajectoire ¶etant l'impulsion, cette quantit¶e
s'¶ecrit ¶evidemment:

S =

Z
p ¢ dr ; (1.2)

r ¶etant la position de l'¶electron sur son orbite elliptique. L'action d¶epend donc de l'¶energie de l'orbite,
¯x¶ee par le demi grand axe de l'ellipse, mais aussi de l'excentricit¶e de celle-ci. Pour ¯xer les paramµetres
de l'orbite, il faut imposer une condition suppl¶ementaire. Bohr considµere donc seulement des orbites
circulaires. Une telle limitation, trµes arbitraire, n'est justi¯¶ee que par son succµes. Sur une telle orbite
les modules de la vitesse v et de r sont constants et on a ¶evidemment:

S = 2¼mrv = 2¼L = nh (1.3)

oµu m est la masse de l'¶electron et L la norme du moment angulaire. Notons que nous devrions utiliser
ici en toute rigueur la masse r¶eduite de l'¶electron qui tient compte de l'e®et d'entrâ³nement du noyau.
Cet e®et et même sa variation d'un isotope de l'hydrogµene µa l'autre sont parfaitement mesurables.
Pour simpli¯er, nous consid¶ererons dans la suite la masse du proton comme in¯nie. Les constantes que
nous d¶e¯nirons sont alors exprim¶ees en fonction de la vraie masse de l'¶electron et il faudrait appliquer
des facteurs correctifs aux formules pour tenir compte de l'e®et d'entrâ³nement.

2Nous ne reproduisons pas ici les arguments originels de Bohr, un peu moins accessibles.
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La condition de quanti¯cation de Bohr s'¶ecrit donc aussi:

L = n¹h ; (1.4)

oµu ¹h = h=2¼. C'est sous cette forme qu'elle est le plus souvent ¶ecrite.

En 1923, De Broglie introduit une onde associ¶ee µa toute particule quantique dont la longueur
d'onde est donn¶ee par la c¶elµebre relation:

¸ = h=p : (1.5)

On constatera sans peine que la relation de quanti¯cation de Bohr est ¶equivalente µa postuler que le
p¶erimµetre de l'orbite est ¶egal µa un nombre entier de longueurs d'onde de de Broglie. Cette condition
\d'onde stationnaire" est trµes suggestive mais ne pourra être employ¶ee de fa»con quantitative avant le
d¶eveloppement de l'¶equation de SchrÄodinger en 1926.

En notant e le module de la charge de l'¶electron et en ¶ecrivant l'¶equilibre de l'¶electron sur sa
trajectoire circulaire, on montre imm¶ediatement que

v =

s
e2

4¼²0rm
: (1.6)

En reportant cette expression dans la condition de quanti¯cation, on trouve le rayon de l'orbite:

r = a0n
2 ; (1.7)

oµu a0, rayon de Bohr, est d¶e¯ni par:

a0 =
4¼²0¹h

2

me2
: (1.8)

Num¶eriquement, le rayon de Bohr, qui est le rayon de l'¶etat fondamental de l'hydrogµene, vaut 0.053 nm.
Il est physiquement int¶eressant de comparer le rayon de Bohr µa une longueur caract¶eristique form¶ee

avec les paramµetres de l'¶electron et la constante de Planck. Il s'agit de la longueur d'onde de Compton
de l'¶electron:

¸c =
h

mc
(1.9)

(on se r¶ef¶erera au chapitre sur la relativit¶e restreinte pour une description d¶etaill¶ee de l'e®et Compton,
collision d'un photon ¶energ¶etique et d'un ¶electron). On peut ¶ecrire:

a0 =
¸c
2¼®

; (1.10)

oµu:

® =
e2

4¼²0¹hc
(1.11)

(c est la vitesse de la lumiµere dans le vide). Cette constante, sans dimensions, num¶eriquement ¶egale
µa 1/137, joue un rôle essentiel dans le modµele de Bohr et au delµa dans toute l'¶electrodynamique
quantique. Si, pour des raisons purement historiques, elle est appel¶ee \constante de structure ¯ne",
elle mesure en fait la \force" de l'interaction ¶electromagn¶etique. C'est en e®et la seule constante sans
dimension form¶ee avec les paramµetres de l'¶electromagn¶etisme (charge de l'¶electron et vitesse de la
lumiµere) et la constante de Planck. Pratiquement tous les r¶esultats de l'¶electrodynamique quantique
peuvent se mettre sous la forme d'une fonction simple de cette constante ou d'un d¶eveloppement en
ses puissances. Le modµele de Bohr ne fera pas exception µa la rµegle.

Il est maintenant trivial de calculer l'¶energie de l'¶electron sur son orbite et donc le terme spectral
de Ritz. On a

E = ¡
R

n2
(1.12)
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(cette ¶energie, correspondant µa un ¶etat li¶e, est ¶evidemment n¶egative). On retrouve bien les termes
spectraux en 1=n2 de la formule de Balmer. La constante R, qui n'est autre que la constante de
Rydberg, peut s'¶ecrire:

R =
e2

8¼²0a0
: (1.13)

On v¶eri¯era sans peine qu'elle s'¶ecrit aussi, en termes de la constante de structure ¯ne et de l'¶energie
relativiste de masse de l'¶electron, mc2, comme:

R = mc2
®2

2
: (1.14)

On v¶eri¯era sans peine que la valeur num¶erique est de 13.6 eV.

Nous avons ici calcul¶e les fr¶equences de transition comme si la masse du proton ¶etait in¯nie. Pour
une masse ¯nie, on trouve encore bien sûr une loi en 1=n2, avec une constante de Rydberg l¶egµerement
modi¯¶ee RM = R=(1+m=M) oµu M est la masse de noyau (1836 m pour l'hydrogµene). Les fr¶equences
des raies ¶emises s'interprµetent alors simplement. L'atome peut e®ectuer une transition entre deux
niveaux quantiques en ¶emettant ou en absorbant un photon ayant une ¶energie ¶egale µa la di®¶erence des
¶energies du niveau initial et du niveau ¯nal. La fr¶equence de la transition entre les niveaux n et m
est donc de la forme (R=h)(1=n2 ¡ 1=m2), coÄ³ncidant avec la formule de Balmer et les extensions par
Rydberg.

Notons en¯n qu'on peut, µa partir de ces di®¶erentes expression, r¶e¶ecrire la vitesse de l'¶electron sous
la forme:

v = c
®

n
: (1.15)

1.3 Au delµa du modµele de Bohr

Le modµele de Bohr explique donc parfaitement les fr¶equences des raies de l'hydrogµene en d¶epit du
caractµere un peu arti¯ciel des hypothµeses de d¶epart (orbite circulaire et condition de quanti¯cation ad
hoc). Il est cependant insu±sant pour expliquer les structures ¯nes observ¶ees trµes tôt dans le spectre.
Un pas important est franchi ind¶ependamment par Sommerfeld et Wilson en 1915. Ils considµerent
un mouvement elliptique plus g¶en¶eral et imposent des conditions de quanti¯cation µa tous les couples
de variables conjugu¶ees ayant une in°uence sur la dynamique. En termes modernes, ils quanti¯ent le
mouvement radial et la norme du moment angulaire. La formule obtenue est en parfait accord avec
les structures ¯nes mesur¶ees (et avec la th¶eorie quantique moderne au même ordre d'approximation).

Bien sûr, Bohr, Sommerfeld et bien d'autres cherchent ensuite µa adapter cette \premiµere th¶eorie
des quanta" µa des systµemes atomiques plus complexes. Ils s'int¶eressent µa l'h¶elium, le plus simple des
systµemes complexes avec ses deux ¶electrons (le spectre exp¶erimental est alors bien connu). Et c'est
lµa oµu le bât blesse! Le systµeme µa trois corps ne peut en e®et être trait¶e explicitement en m¶ecanique
classique. Les rµegles de quanti¯cation utilis¶ees pour l'hydrogµene ne sont pas directement applicables.
Commence alors un superbe travail de m¶ecanique c¶eleste visant µa mettre la version classique du
problµeme sous une forme propre µa la quanti¯cation. En d¶epit d'e®orts ¶enormes, tirant parti des
techniques les plus sophistiqu¶ees de la m¶ecanique analytique, toutes ces tentatives ¶echoueront et il ne
sera pas possible de donner une interpr¶etation convaincante du spectre de l'h¶elium. Un grave crise de
la m¶ecanique quantique s'ensuivit. Elle ne sera r¶egl¶ee qu'en 1925-1926 par l'invention simultan¶ee de la
m¶ecanique des matrices par Heisenberg et de la m¶ecanique ondulatoire par SchrÄodinger (on reconnâ³tra
trµes rapidement l'¶equivalence des deux approches, en d¶epit d'un d¶ebat plutôt vif initialement entre
Heisenberg et SchrÄodinger).

Nous ne rappellerons pas ici les d¶eveloppements suivants qui ont permis, en particulier avec Dirac,
qui introduit la relativit¶e dans le problµeme, de donner une th¶eorie complµete et rigoureuse de l'atome
d'hydrogµene et, au prix de techniques de calculs complexes, des ¶el¶ements plus lourds. Notons toutefois
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que l'atome d'hydrogµene a continu¶e longtemps µa constituer une pierre de touche de la m¶ecanique
quantique. La mesure et l'interpr¶etation du d¶eplacement du niveau 2S par rapport au 2P1=2, nul dans
le modµele relativiste de Dirac, le fameux \Lamb shift", a jou¶e un rôle essentiel dans le d¶eveloppement
de la th¶eorie quantique des champs et des techniques de traitement des in¯nis.

Pour m¶emoire, nous rappellerons briµevement ici les r¶esultats de la m¶ecanique quantique standard
non relativiste. On en trouvera une d¶erivation d¶etaill¶ee dans le Cohen. Les fonctions d'onde propres
du Hamiltonien quantique (constitu¶e du seul potentiel Coulombien en 1=r) sont rep¶er¶ees par trois
\nombres quantiques" n; ` et m. Elles se mettent, en coordonn¶ees sph¶eriques, sous la forme du
produit d'une fonction de r par une fonction de la direction angulaire, une \harmonique sph¶erique":
ªn`m = Rn`(r)Y

m
l (µ; Á). ` d¶ecrit la longueur du moment cin¶etique: le carr¶e du moment cin¶etique

vaut `(`+1)¹h2. ` est un nombre entier positif ou nul. m d¶ecrit la projection du moment cin¶etique sur
un axe \de quanti¯cation", Oz en l'occurrence. Cette projection vaut simplement m¹h et est comprise
entre ¡` et `. En¯n, n, nombre quantique principal, d¶ecrit le nombre des \extrema" (nombre de z¶eros
plus un) de la fonction d'onde radiale Rn`. On montre que ` est au plus ¶egal µa n ¡ 1. L'¶energie du
niveau n; `;m est, µa ce degr¶e d'approximation, R=n2, la valeur pr¶edite par le modµele de Bohr.

On peut donc classer les niveaux par valeurs croissantes du nombre quantique principal. Le niveau
n = 1, ` = m = 0, fondamental, est appel¶e 1S. G¶en¶eralement, les niveaux de ` = 0 sont not¶es S,
` = 1 P, ` = 2 D et ` = 3 F. Ces notations, anciennes mais universelles, sont descriptives de l'aspect
des raies spectrales: S pour \sharp", P pour \principal", D pour \di®use", F pour \fundamental".
Les raies connectant un niveau S au fondamental, S lui aussi, sont interdites par transition dipolaire
¶electrique. Elles ont donc une dur¶ee de vie importante et une trµes faible largeur spectrale. Elles sont
aussi relativement insensibles aux champs ¶electriques ou magn¶etiques parasites. Les raies d'un niveau
P vers le fondamental S sont trµes autoris¶ees et donc trµes intenses. Les raies des niveaux D sont trµes
sensibles aux champs ¶electriques parasites dans les d¶echarges et apparaissent larges, di®uses, dans les
spectres.

Avec ces notations, les premiers niveaux excit¶es sont 2S et 2P (m = 0;§1). Les suivants 3S,3P,3D....
Les fonctions d'onde correspondantes, pour m¶emoire, sont

ª1S =
1

q
¼a30

e¡r=a0 (1.16)

ª2S =
1

q
8¼a30

µ
1¡

r

2a0

¶
e¡r=2a0 (1.17)

ª2P;m=§1 = ¨
1

8
q
¼a30

µ
r

a0

¶
e¡r=2a0 sin µe§imÁ (1.18)

ª2P;m=0 =
1

4
q
2¼a30

µ
r

a0

¶
e¡r=2a0 cos µ : (1.19)

Ce modµele n'est qu'approch¶e. Il faut lui ajouter les e®ets relativistes (qui impliquent en particulier
l'existence du spin de l'¶electron) et les e®ets d'entrâ³nement du noyau d¶ecrivant, ensemble, la structure
¯ne. Il faut aussi tenir compte de l'interaction entre l'¶electron et le spin nucl¶eaire, des e®ets de volume
du noyau (un proton n'est pas ponctuel) et en¯n des corrections radiatives qui d¶ecrivent le Lamb shift.
Tout cela peut être calcul¶e avec une pr¶ecision remarquable, puisque l'accord th¶eorie/exp¶erience sur le
spectre de l'hydrogµene atteint maintenant presque les 10¡12 en valeur relative, pr¶ecision limit¶ee seule-
ment par la connaissance de la structure du proton, qui joue un rôle essentiel µa ce degr¶e d'exactitude,
et par la stabilit¶e des horloges ¶etalon utilis¶ees pour la d¶etermination des fr¶equences. Avec de tels
accords, la constante de Rydberg est sans aucun doute la constante la mieux connue de la physique
fondamentale.

Ces fonctions d'onde sont bien ¶eloign¶ees du modµele d'orbite circulaire de Bohr. En fait, les niveaux
S qui correspondent µa un moment cin¶etique orbital nul seraient repr¶esent¶es en m¶ecanique classique
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par une orbite complµetement d¶eg¶en¶er¶ee en une droite oµu l'¶electron rebondit µa chaque p¶eriode sur le
noyau. L'incertitude quantique rend, qualitativement, \incertaine" la direction de cette orbite et les
fonctions d'onde quantiques des ¶etats S sont µa sym¶etrie sph¶erique. Si on peut retrouver des orbites
de Bohr, ou quelque chose qui y ressemble un peu, c'est en allant vers les grand nombres quantiques.
Le principe de correspondance nous enseigne en e®et que les r¶esultats de la m¶ecanique quantique
doivent rejoindre ceux de la m¶ecanique classique quand tous les nombres quantiques sont grands. Un
grand nombre quantique principal (n de l'ordre de quelques dizaines) correspond µa ce qu'on appelle
maintenant un ¶etat de Rydberg. En e®et, pour ces niveaux trµes excit¶es, l'¶electron orbite trµes loin
du noyau et des autres ¶electrons et tout se passe comme si l'atome ¶etait hydrog¶enoÄ³de, avec des
niveaux en 1=n2. Les autres nombres quantiques doivent être grands eux aussi: ` = jmj = n ¡ 1.
L'orbitale de ces niveaux, dits \circulaires" dans la litt¶erature moderne, est un tore trµes mince centr¶e
sur un cercle de rayon a0n

2. C'est ¶evidemment l'orbitale la plus proche du modµele de Bohr. Bien
sûr, l'¶electron ne peut être localis¶e pr¶ecis¶ement sur cette orbite circulaire et la densit¶e de pr¶esence est
uniforme le long du p¶erimµetre. Cependant, ces niveaux ressemblent beaucoup au modµele de Bohr et
de nombreuses pr¶edictions classiques de ce modµele donnent des ordres de grandeur corrects pour les
atomes circulaires.


