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Préface

La mécanique analytique est la base de la physique théorique. Dans ce cours,
vous faites pour la premiere fois connaissance avec le langage et les méthodes
de la physique théorique. Dans la premiere partie, nous introduisons les
concepts centraux de lagrangien et d’action. Ces concepts forment la base de
toute théorie physique connue a ce jour. Les théories de champs classiques,
telles 1’électrodynamique et la relativité générale, mais aussi la mécanique
quantique et les théories de champs quantiques, et méme la théorie des su-
percordes sont basées sur une formulation lagrangienne. Comme nous 1’ex-
pliquerons, ceci permet de définir une fonctionnelle d’énergie, I’hamiltonien.
La question si cette fonctionnelle admet une borne inférieure est un premier
test de la stabilité de la théorie. En effet, une théorie instable ne peut pas
décrire une situation physique pertinente.

Apres l'introduction du lagrangien et de I’hamiltonien, nous traitons de la
mécanique lagrangienne sur des variétés différentielles. Cette démarche est
adéquate pour décrire des systemes avec des contraintes holonomiques, tels
le pendule ou la toupie. Nous allons démontrer le fameux théoreme de E.
Nother, lequel établit le lien entre symétries d’une part, et lois de conserva-
tion d’autre part. Dans cette partie nous introduisons encore les systemes de
coordonnées en mouvement accéléré, ce qui nous conduit aux forces d’inertie.
En guise d’application principale, le corps rigide et la toupie y sont étudiés.
Dans la deuxieme partie du cours nous discutons la mécanique hamiltonienne
sur des variétés sympléctiques, les transformations canoniques, la théorie de
Hamilton-Jacobi et nous introduisons la théorie des perturbations.

Ce cours se veut également comme une occasion de constater que des notions
mathématiques, qui peuvent apparaitre un peu formelles a premiere vue,
permettent en fait souvent de trouver des résultats surprenants, et ceci de
fagon aisée. Tel est le cas par exemple au début de ce cours avec les théoremes
de Liouville et de Poincaré, démontrés en quelques lignes avec le formalisme
lagrangien, alors que de telles preuves a partir des équations de Newton
requierent une large quantité de travail.

Ce cours se base sur le magnifique livre de V.I. Arnold [1]. Ce livre contient
clairement beaucoup plus de matériel que celui du cours. Si vous le pouvez
et si vous présentez un intéréet particulier pour la physique théorique, alors
je vous recommande de vous le procurer. [2] présente un texte plus avancé.
Un bon livre disponible en frangais est [3], et [4] est un tres bon texte
en allemand. Beaucoup de cours de mécanique se réferent a [5], mais je le
trouve quelque peu dépassé, ceci surtout au niveau des outils mathématiques
présentés.






Chapitre 1

Mécanique Lagrangienne

1.1 Le principe variationnel de Hamilton

Nous considérons un systeme mécanique de dimension d. Par exemple d/3
points matériels, mais comme nous le verrons il peut aussi s’agir d’autres
‘coordonnées généralisées. Le nombre d est appelé le nombre de degrés de
liberté du systeme. Son espace des phases est alors

(L1, ..., g, &1, ..., Bq) € R,
Le lagrangien du systeme est une fonction (de Lagrange)
L=L(xy,...,xq, &1, ..., Tq, 1),
laquelle dépend de (2d + 1) variables. Pour une trajectoire différentiable
t q(t) € RY

nous définissons la fonctionnelle d’action par l'intégrale

S[q,tl,tg] = /t2 dtL(q, q,t) . (11)

t1

Le principe variationnel de Hamilton peut alors s’énoncer ainsi :

"Toute trajectoire physique, i.e. toute solution des équations de mouvement,
satisfaisant les conditions initiales q (t1) = a et finales q (t3) = B est un
extremum de la fonctionnelle d’action S.”

Nous écrivons habituellement le principe de Hamilton sous la forme

to
55:5/ dtL(q,q,t) = 0. (1.2)

t1

6
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Un systeme lagrangien est défini par son lagrangien
L:R* R (2y,...,0q,@1,... 3¢, 1) — L(x,...,2q,&1,...3q,1) .

Les équations de mouvement sont alors obtenues par le principe variationnel
de Hamilton.

Lemme 1.1 Siq(t) est un extremum de la fonctionnelle S, alors il satisfait
auxr équations de Fuler-Lagrange :

oL d (OL
— | === ) = <k< .
0qk dt <8qk) 0’ 1 B k - d’ (1 3)

ou de maniere plus précise

oL d ( oL ) ‘ 0
Oy (i=qi(t),:=qi(t)) dt \ Oy (i=qi(t),&:i=q:(t))
Les équations d’Euler-Lagrange peuvent encore s’écrire sous la forme suivante
oL doL _
dq dtog
ou encore
d
VoL — %VQL =0.

Preuve 1.1 du lemme 1.1 Ceci est un exemple du calcul variationnel. Nous
négligeons les aspects formels et supposons nos fonctions suffisamment dif-
férentiables. Soit m (t) une courbe quelconque satisfaisant aux conditions de
bord 1 (t1) = m (t2) = 0 et soit q (t) une trajectoire physique, et donc selon le
principe de Hamilton précédemment énoncé, un extremum de la fonctionnelle
d’action S. Nous posons

Cts)=q(t)+sn(t), (1.4)

et

Sls b1, ta] = /t2 at L (¢ (1.5) & (1.5) 1) (1.5)

t1
Le principe de Hamilton implique que

as

= =0 (1.6)

s=0
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pour tout choix de m (t). En employant la régle de dérivation en chaine et le
fait que ¢ (s = 0,t) = q (t), nous pouvons écrire (1.6) de la fagon suivante

L
0 - / ar 2
t1 ds |,

d

- 8L 9, , L 3G,
= / dt ; [agk ds © oc, as]

e Aol oL
= /t1 dt ; [a—qkﬁk + a—q.kﬂk}, (1.7)

et aprés intégration par parties du second terme de (1.7), nous obtenons
e I rdL  d oL
o [y [l don,
t1 Z Oqy dt Ogy, Tk

Comme la fonction ) (t) est arbitraire, le terme entre crochets est donc nul et
le lemme est démontré. Remarquons finalement que la satisfaction des condi-
tions auzx bords n (t1) = n (ta) = 0 est essentielle pour éviter une contribution
des bords. a

Nous développons maintenant deux exemples permettant de mettre en ap-
plication les points précédents :

Exemple 1 Soit le lagrangien

ce qui n’est rien d’autre que ’équation de Newton

ov
MGy, = —a—qk (1.9)
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Exemple 2 Soit d = 3 et L le lagrangien d’une particule de charge électrique
e

L(g.4.1) = 14’ — 6 (a.) + “qA(a.1) (1.10)

d’une particule chargée dans un champs électomagnétique (E, B), avec
¢ la vitesse de la lumiere, e la charge de la particule, ¢ (g, t) le potentiel
scalaire et A (q,t) le potentiel vecteur qui satisfont les relations

10A
F = -V¢— ——

c Ot
B = VAA.

En guise d’exercice, montrez que les équations de Euler-Lagrange
donnent

mq:eE(q,t)+§qAB(q,t). (1.11)
Pour la démonstration, il est utile d’employer la formule
aN(bhe)=(a-c)b—(a-b)c.

Nous introduisons maintenant le concept central d’'impulsion canonique :

Définition 1.1 Tout systeme dynamique de deuziéme ordre dont les équations
de mouvement correspondent aux équations de Euler-Lagrange par rapport a
une fonction lagrangienne L(q,q,t) est appelé systéme langrangien.

Définition 1.2 L’ impulsion canonique d’un systéme lagrangien est définie
par

oL
pi=

= Ja (1.12)

Ainsi, dans I'exemple 1 ci-dessus, nous avons
Pk = Mk, p=mq
et pour 'exemple 2,

. (&
p:mq—l—EA.
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Définition 1.3 Une variable q; est appelée variable cyclique si le lagran-
gien n’en dépend pas,

oL

= 0.
dq;

Théoreme 1.1 L impulsion canonique correspondant a une variable cyclique
est conservée le long d’une trajectoire physique.

Preuve 1.2 du théoréeme 1.1
Des équations d’Euler-Lagrange (1.3), il suit pour une variable cyclique

dp. _ doL _ 9L _

dt T dldq dar -

1.2 Transformations de Legendre et fonction
de Hamilton

Définition 1.4 Soit

f:I, —- R
z — f(z)

une fonction convexe, f"(x) > 0, Vax € I, C R, ici I, est un intervalle. La
transformée de Legendre de [ est une nouvelle fonction g de la variable p
que nous nous proposons de définir dans ce qui suit.

Nous considérons la fonction de deux variables suivante

F(p,z) := pr — f(x).

Pour p fixé, f étant convexe (figure 1.1 de la page suivante), la fonction F
possede un mazimum en T que nous appelons x(p). La fonction

g: I, — R
p = max(pr — f(z)) = F(p,z(p)), I, CR

est la transformée de Legendre de f.

Comme f est (deux fois) différentiable ceci est aussi vrai pour F et l'ex-
tremum x(p) satisfait 0 = 0, F(p, x)|,(, donc p = f'(2(p)). Considérons
d’abord quelques exemples.
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Exemple 1
Ly L,
fla) = gma®, F(p,x)=pr—gmz
OF
pr p—mx:O@x:%:x(p)
P2
= F = —
9(p) (p2(p)) = 5~
Exemple 2
fla) =~ a>1
) = —2% «
a Y

() 1 4 1+1 !
glp) = =p’, avec —+ — =1
g a

Exemple 3 Ce dernier exemple est laissé comme exercice. Soit f (z) un

polygone convexe. Montrer que g (p) est alors également un polygone
convexe et que les coins de f (z) correspondent aux arrétes de g (p) et
vice versa.
(En principe un polygone convexe n’est pas deux fois differentiable en
ses coins mais la construction de la transformée de Legendre d’apres la
figure 1.1 est quand méme possible.) Cet exemple est important pour
la thermodynamique.

Théoreme 1.2 La transformation de Legendre est involutive : si f est convexe
et L(f) = g est sa transformée de Legendre, alors g est aussi conveze et

L(g) = LIL(f)) =, (1.13)
ou de maniere équivalente
Lo L =id.

Preuve 1.3 du théoreme 1.2

Vérifions tout d’abord que la transformée de Legendre d’une fonction convexe
est elle-méme une fonction convexe, et donc que la transformée de Legendre
est applicable deux fois. Ceci est nécessaire puisque la convexité fait partie
des hypothéses de la défintion de L :

g(p) = (Lf)(p) = F(pz(p) =pz(p) — f(z(p),
sa dérivée par rapport a la variable p
/( ) — a_F + a_Fd_[L’ — or _

9P = Op Oz dp

=——=1z(p), (1.14)
) OP
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—>» X

F1G. 1.1 — Nous fixons p et déterminons la droite d’équation y = xp. Le point
x = z (p) est le point qui maximise la distance entre la droite et la courbe
f (z). Pour tout p, la fonction F'(p,z) = pxr — f(r) a un maximum par
N . o . e - OF __

rapport a x au point = x (p). Ce point est défini par la condition G- = 0
ou f'(z) =p.

%—5 = 0 au point x(p), car x (p) est un maximum de F (x,p) pour p fixé. Pour
la dérivée seconde, nous avons alors stmplement

9" (p) =~ (1.15)
Masis

0=—- =p—f(z(p), (1.16)

et donc p = f'(z(p)). Si alors nous dérivons les deux cotés de cette égalité
par rapport a la variable p, nous trouvons

dx

1= f"(z(p)) o (1.17)

et nous avons donc

1
L - (1.18)

90 = T T
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ce qui prouve la convexité de g. Pour déterminer la transformée de Legendre
de g, nous introduisons

G(z,p) = xp—g(p)
(Lg) (@) = maxG(z,p) =G (z,p(x)) (1.19)

avec p(x) un mazximum de G (p,x) comme fonction de p. Pour p fizé et
x =z (p), nous avons

G(z(p),p)=z@)p—(x@p—fz))=7[(x(p), (1.20)
et avec (1.16)

(1.21)

/ Xo/ |X(P)
‘ — —>» X

F1G. 1.2 — Transformation de Legendre et preuve du corollaire 1.1.

La fonction G (x,p) = xp— g (p) peut étre comprise de maniere géométrique :
pour un p fixé, par exemple p = po, g(po) est la différence entre la droite
d’équation y = xpy et la fonction f(z). Si nous considérons maintenant la
tangente a f () de pente po, avec la relation (1.20), nous constatons alors
facilement que G (x,po) = (x — x(po)) po+f (x(po)) n'est autre que ’ordonnée
du point d’abscisse x sur cette méme tangente.

Nous fizons maintenant x = xq et laissons p varier (voir figure 1.2). Selon
I’égalité précédente, p est la pente de f en x = x(p). Alors G (p,zo) est
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donnée par l'intersection de la verticale x = xy avec la tangente au point
x (p). Ceci étant toujours en-dessous de f(xy), cette valeur est le maximum
(pour p tel que z(p) = xy) sur tous les points, et donc, nous avons bien

G(z,p(x)=f(z) O
Nous donnons encore une seconde preuve plus formelle du théoreme 1.2 :

Preuve 1.4 du théoreme 1.2
Afin de ne produire aucune confusion avec la variable x de la fonction f(x),
nous considérons la fonction G = G (z,p). Nous voulons alors démontrer que

G (z,p(2) = [ (2)

ot p(2) est telle que G (z,p) = zp — g (p) admet un mazximum en p pour un
z firé, ¢’ (p) = z. Or, selon l’équation (1.14), nous avons ¢’ (p) = x(p) et
done, z = x (p). Nous pouvons donc écrire

(Lg)(z) = [zp—g( )
= 227 (2) —g (:L'_l (z))

= 2z (2) —z (7' (2) 27" (2) = f (= (27" (2)))
= za ' (2) —za7t (2) + f (2)

= f(z). O

Corollaire 1.1 Nous considérons la famille de droites
y(x) =pr —g(p)

avec g (p) une fonction conveze. Alors son enveloppe est la fonctiony = f (z)
ot f(x) est la transformée de Legendre de g.

Preuve 1.5 du corollaire 1.1
Voir la figure 1.2. O

Nous examinons maintenant le cas de plusieures variables. Une fonction f ()
de plusieures variables @ = (z1,...,7,) est appelée convexe si la matrice

( af-zaj; ) est définie positive. La transformée de Legendre d'une telle fonction
10T

est alors définie par
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donc

p = wa ) b= (p17"'apn)'
T=x(P)

Les démonstrations précédentes sont faciles a généraliser pour le cas a plu-
sieures variables.

Exercice Soit une forme quadratique

f(z) = % > fiiw,

ij=1

avec (f;;) définie positive.

1. Montrer que sa transformée de Legendre ¢ (p) est aussi une forme
quadratique,

1 n
9(p) = B Z 9ijPiP;j

i,j=1

et que f (x (p)) =g (p) et g(p(x)) = f ().

2. Etablir la relation mathématique entre les matrices (f;;) et (gij)-

1.3 Les équations de Hamilton

Nous considérons le systemes des équations d’Euler-Lagrange
p = —, avec = 1.22
P= 5 vee pi= 5 (1.22)

pour une fonction lagrangienne

L:REXRIXR — R
(g,q,t) — L(q,q.t),

que nous supposons convexe par rapport au second argument . Cette fonc-
tion sera souvent une forme quadratique définie positive.
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Théoreme 1.3 Les équations de Fuler-Lagrange sont équivalentes au systéme
de 2d équations du premier ordre données par

0OH 0H

= ——_ ] = — 1.23

avec la fonction de Hamilton définie par
H(q,p,t):=pq—L(q,q.1), (1.24)

et
oL

= —. 1.25
P= 3 (1.25)

La fonction de Hamilton H (q, p,t) est donc la transformée de Legendre par
rapport & q de L (g, q,t). Dans la définition (1.24) il importe de comprendre
la variable ¢ comme ¢ = g (g, p,t) déterminée par la résolution de I’équation

(1.25). Comme L est convexe en ¢, le déterminant det ( a‘r();an) # 0 et donc

cette inversion est (localement) possible.

Preuve 1.6 du théoreme 1.3
Nous commencgons par écrire la différentielle de la fonction de Hamilton

o0H o0H o0H
dH = ——dp + —dq + —dt. 1.26
o p + 9a g+ (1.26)

Or, si nous considérons la relation (1.24), nous avons également en utilisant

(1.22)

OL OL
dH = qdp— —dq — —dt
4dp — 5 da — 5,
oL
= qdp — pdq — —dkt. (1.27)
ot
En comparant les coefficients des membres de droite des deux dernieres égalités,
la relation (1.23) est démontrée. De plus, la méme comparaison pour la va-

riable temporelle fournit
OH 0L
ot ot
Ceci acheéve de prouver que les équations de Fuler-Lagrange impliquent les

équations de Hamilton. L implication inverse suit la méme ligne de démonstration
et [’équivalence des systemes lagrangien et hamiltonien est donc démontrée. O

(1.28)
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Les équations (1.23) sont appelées les équations canoniques du systéeme
hamiltonien.

Lemme 1.2 Les valeurs d’une forme quadratique f (x) et de sa transformée
de Legendre g (p) coincident aux points correspondants : f (x) = g (p(x)) et

9(p) = f(z(p)).

Exemple Prenons la forme f (z) = 2

= sma?*. Nous avons alors
p=[(z)=mz
et
g(p) = P %mzﬁ = f(x).

Preuve 1.7 du lemme 1.2.
Comme la transformation de Legendre est involutive, il suffit de montrer une
des deux égalités du lemme. Pour une forme quadratique, nous avons

af
8_:cw =2f (x)
et par conséquent
i) =p@e-f@]  —j@. o

P(T)=3%

Théoréme 1.4 Si le lagrangien est de la forme (dite 'naturelle’)

1 ..
L=T-U, T:§Zaij(q7t)%qg‘a U=UIq,t), (1.29)

j
avec T ’énergie cinétique et U le potentiel, alors
H=T+U. (1.30)

Preuve 1.8 du théoréme 1.4
Selon le méme raisonnement que celui employé pour la preuve du lemme
précédent et en employant (1.22), nous pouvons écrire
) oL .
H:pq—L:?q—L:2T—L:L:T+U. O
q
Plusieurs corollaires importants peuvent étre déduits du théoreme 1.3 qui
établit ’équivalence des sytemes lagrangien et hamiltonien. Un exemple en
est la loi de la conservation de I’énergie qui prend la forme suivante :
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Corollaire 1.2 Pour un systeme hamiltonien, nous avons
dH O0H
dt ot

pour toute solution (q (t),p(t)) des équations de mouvement. En particulier,

st H ou L de dépendent pas explicitement du temps, H est conservé. Un tel
systeme est appelé autonome.

(1.31)

Preuve 1.9 du corollaire 1.2
En considérant la variation de H sur la trajectoire H (q (t),p(t),t) et en
employant les équations de Hamilton, nous avons

OH. OH. OH

aq "t o

OHOH OHOH OH

0q 0p  Op 0q | oF

0H

E .

En connaissant les symétries d’un probleme donné, nous pouvons en simplifier
la résolution en choisissant un systéme de coordonnées {q} de maniere telle
que la fonction de Hamilton est indépendante de certaines variables.

d
~H =
o (g,p.t)

Corollaire 1.3 Pour une variable cyclique q;,
oH
Iq; B

Le qualificatif de cyclique provient de la variable angulaire ¢ dans le cas d'un
probleme a symétrie sphérique.

0.

Preuve 1.10 du corollaire 1.3 D’apres la définition 1.3, une variable cy-
clique q; satisfait 0,,L = 0. Donc
OH oq O0L0Oq 0L OL

%~ Po0 0a0u  Og " oa 132

oL

La seconde éqalité est dérivée au moyen de la relation p = %

Nous définissons encore

Définition 1.5 Une fonction f (qi, ..., qa, 1, ---, Pa, t) sur Uespace des phases
est appelée "intégrale premiere” si elle est constante le long d’une trajectoire
qut résoud les équations de mouvement,

@1 att).pl1).1) = 0.
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Corollaire 1.4 Soit q; une variable cyclique. Alors p; est une intégrale premiére
et le systeme se réduit a un systeme a (d — 1) coordonnées indépendantes
{q2, ..., qa} avec fonction de Hamilton H = H (qo, ..., qq, P2, ---, Pas T, C), qui
dépend du parametre ¢ = p;.

Preuve 1.11 du corollaire 1.4
Nous posons d’abord p' = (pa,...,pa) €t @ = (q2,...,qq). Les équations de
Hamilton prennent alors la forme suivante

d¢ oH  dp)  OH

dt  op'’ dt  0q

(1.33)

et

dgg OH OH  dpi  OH

i oo @ ag (1.34)

Selon la derniére égalité, nous avons p; = ¢ = constante. Lorsque le systéme
(1.83) est résolu pour p; = ¢ nous avons

% = f(t)= %H(q’(t),p’(t),tc),

que nous pouvons intégrer

qdﬂ=m@w+[fwwﬂ (1.35)

Par conséquent, ¢ n’est pas une variable indépendante, et seules (d — 1)
variables le sont. a

Corollaire 1.5 Tout systéme autonome avec deuz degrés de liberté (d = 2)
et une variable cyclique est intégrable, 1.e. il peut étre résolu par inversion et
intégration des fonctions.

Preuve 1.12 du corollaire 1.5
En se référant au corollaire 1.4, ce systéme peut étre réduit a un systéme ne
possédant plus qu’un seul degré de liberté

H=H({p,c).

Mais a tout systéme hamiltonien autonome (a—H = 0) est associée l'intégrale

premiere

H(q(t),p(t),c)=E.
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Dans le cas d’un systeme autonome avec un degré de liberté, cette équation
peut étre résolue pour p,

p=fq,cE).
Alors I’équation canonique ¢ = %—IZ peut étre écrite comme

d
dt

Ceci peut étre intégré

= 5o (@ f (@.e.B) )= (0., E).

q dq/
t—tg= | —2 1.36
‘ /qo g(qd,c. E,) (1.36)

En inversant cette derniére relation, nous trouvons finalement q (t) et donc

p(t) = f(q(t),C, E) u

1.4 Le théoréme de Liouville

Le flot d’un systeme hamiltonien préserve le volume dans ’espace des phases.
Il en suit par exemple que des systemes hamiltoniens ne peuvent pas avoir des
points d’équilibres asymptotiquement stables. Un point d’équilibre asympto-
tiquement stable est défini ainsi :

Définition 1.6 Un point d’équilibre oy d’un systéeme dynamique

z=f(x,t)

est appelé asymptotiquement stable si f (xo,t) = 0 (condition d’équilibre) et
s’il existe un R > 0 tel que pour tout y avec |y —xo| < R et la solution x (t)
avec x (0) =y, tend vers x,
lim x (t) = xo. (1.37)
t—o0
Par simplicité, nous considérons un systeme autonome H = H (q,p). Nous
nous attachons maintenant a expliquer la notion de "flot sur 'espace des
phases”.

Définition 1.7 L’espace de dimension 2d avec le systeme de coordonnées
(q1, -y qas 1, ---, Pa) est appelé Uespace de phase. Un systéme hamiltonien est
un systeme dynamique sur cet espace donné par

(g) Xy (q,p) = (%},) (1.38)
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Définition 1.8 Le flot est le groupe des transformations a un parametre sur
I’espace de phase définies par

9" = (q,p)— (q(t),p(t), (1.39)

ot (q(t),p(t)) est la solution des équations canoniques auz conditions ini-
tiales q (0) = q et p (0) = p. Nous supposons que toutes les solutions peuvent
étre étendues sur l'entiéreté de l'axe temporel t € R. Le groupe

{¢'.t € R} (1.40)

est un groupe de transformations sur l’espace des phases dans le sens que

(9°c9°) (a.p) =3 (a(s),p(s) = (gt +35).p(t+3)) =g (q.p),
puisque le systéme est autonome.

Nous sommes maintenant en possession de tous les éléments pour pouvoir
énoncer le théoreme de Liouville :

Théoréme 1.5 (de Liouville) :
Le flot d’un systeme hamiltonien préserve le volume dans l’espace des phases.
Pour tout ensemble ouvert D, nous nous proposons de démontrer que

vol (¢'D) = vol (D). (1.41)
Nous énongons et démontrons ci-dessous un théoreme un peu plus général,
dont la preuve implique celle du théoreme de Liouville :
Théoréme 1.6 Soit
&= f(x)

un systeme dynamique (dont les solutions sont définies pour tout t € R) et
soit g* son flot. Si

V-f=0, (1.42)
alors g' conserve le volume.

Le théoreme de Liouville, 1.5, suit directement de ce théoreme puisque selon
(1.38), nous avons pour f = Xy

_00H 00H _
e dgdp Opdoq
Nous appelons D (0) une région dans 'espace de x et v (0) son volume, alors

v (t) = vol (D(t)) D(t) == ¢'D(0).

VX (1.43)

Pour vérifier le théoreme, nous démontrons le lemme suivant :
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Lemme 1.3

dv
dt

= / daxV f (1.44)
D(0)

t=0

Preuve 1.13 du lemme 1.3 et du théoreme 1.5
Pour tout t, la formule de changement de variables dans une intégrale mul-

tiple est
t
v(t) = / ddy = / dz det (8_9) )
D(t) D(0) oz

Les transformations induites par le groupe g* peuvent étre écrites comme
g (@) =z + fx)t+0(),
pour t — 0. Alors,

dg'(x) . Of (=)
ox I+ ox

pourt — 0. Nous montrons maintenant que toute matrice A vérifie la relation
sutvante

t+ 0 (¢%),

det (1 + At) =1+tr(A)t+ O () . (1.45)
Cette relation permet aussi de démontrer la formule utile
det (exp(At)) = exp (tr(A)t) .

En composantes et en utilisant la formule de Leibniz pour le déterminant
d’une matrice carrée

det (16 + Ast) = 3 (0O T] (o + tAe) - (146)

oc€Snh i=1

Ici S, est le groupe des permutations de n éléments et v(o) = nombre de
transpositions qui génerent la permutation o. Dans le produit du coté droit
de légalité précédente, le terme pour lequel o (i) = i contient le terme
(1+tr (A)t+ O(t?)), alors que tout autre permutation posséde au moins
deuz valeurs i # o (i), et ne contient dés lors que des terms d’ordres O (t?)
et supérieurs. Ceci démontre (1.45) et nous pouvons donc écrire

det(agat—f)) = 1+tr<%§c>)t+0(t2)
= 1+tV-f+0(#).
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Donc
d d d d
— ()= — d'z(1+tV - f) | = d®zV - f,  (1.47)
dt |- dt|i—o \J() D(0)

ce qui prouve le lemme 1.3 et donc le théoréme (1.6). O

Dans le cas général du théoreme, nous pouvons écrire

iv (t) = %v (t+s)

vol (¢°D(t)) = 0, (1.48)

s=0

s=0 S

oll le lemme a été appliqué sur D(t). Donc Lu(t) = 0 Vi.

Nous énongons et démontrons maintenant une conséquence du théoreme de
Liouville applicable aux systemes dynamiques (1.38), il s’agit du ”théoreme
de récurrence de Poincaré” :

Théoréme 1.7 (de récurrence de Poincaré) :
Soit g une bijection continue préservant le volume d’une région bornée D de
Uespace euclidien (R*?) vers elle-méme,

gD = D.

Dans ce cas, dans tout ensemble ouvert U, il existe un point x € U qui
retourne dans U aprés un nombre fini d’applications de g, c’est-a-dire qu’il
existe un n € N tel que g"x € U.

Preuve 1.14 Nous considérons les images de U par la bijection g
gU>g2UaggU>"' agnU>"' (149)

A toutes ces images correspond un volume identique (la bijection g conserve le
volume), tous contenus dans D. Comme le volume de D est fini, ces volumes
doivent se recouvrir. Il existe alors des entiers k,l € N tels que

g*UNG'U #0.
Nous supposons k > 1. Alors,
lUnU #0.

Il existe donc un x € U avecy =g "x €U, n=Fk — . O
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Il est évident qu’ils existent alors un nombre infini de points dans U qui
retourne dans U, parce qui si @ retourne dans U alors aussi U/{x} est un
ouvert et contient donc un point @, qui retounre dans U/{x} et ainsi de suite.
Comme ¢ est continue, il existe méme tout un ouvert V' C U qui retourne
dans U, c’est-a-dire ¢g"V C U.

Ce théoreme conduit au paradoxe suivant : supposons un récipient constitué
de deux parties séparées. La partie 1 est remplie d'un gaz de molécules de
I’espece 1, alors que la partie 2 est pleine de molécules de 1’espece 2. Nous
enlevons maintenant la paroi séparant les deux gazs de facon a ce que ceux-
ci puissent se mélanger. Selon le théoreme de Poincaré que nous venons
d’énoncer et de prouver, apres un certain temps, toutes les molécules du
gaz 1 doivent étre retournées dans la partie 1 du récipient, et de méme pour
les particules de 'espece 2 et la partie 2. La résolution du paradoxe est que
le temps nécessaire a ce que toutes les particules retournent proche de leur
position initiale est long, beaucoup plus long que 1’age de I'univers qui est
d’environ 13,7 milliards d’années.

Nous passons maintenant a quelques applications du théoreme de Poincaré.
Dans les exemples qui suivent, la notion d’ensemble ”dense” est relevant :
Un ensemble A C B C R” est dense dans B si tout ouvert U C B a une
intersection non-vide avec A, AN U # (). En d’autres mots, il y a un point
de A dans tout voisinage de tout point de B. (Par ex. Q est dense dans R.)

Exemple 1 Soit D un cercle et g une rotation d’angle «. Si

a= QWT, m,n € N,
n
alors ¢g" est l'identité et le théoreme de Poincaré est évidemment satis-
fait. Par contre, si a/(27) ¢ Q, alors le théoreme de Poincaré implique
que les orbites sont denses. Pour démontrer ceci nous prenons un point
x € D et considérons son orbite définie par

O, = {¢"x|n € N}.

Pour démontrer que O, est dense sur D, il faut monter que O, NU # (),
pour tout ouvert U C D. Soit U C D l'ouvert qui forme un arc de lon-
gueur 0 > 0. Le théoreme de Poincaré veut alors qu’il existe un point
y C U et un entier k¥ € N tel que |¢*y — y| < §. Mais g* est une
rotation fixe, et par conséquent |gFx — z| < 0, Vo € S = D. Soit
alors |gFy — y| = 0; < 0. Alors, ¢g* est une rotation d’angle d; < ¢ (et
pour tout § > 0, il existe un k tel que ¢g* est une rotation d’un angle
inférieur & 6). Comme |U| > §, en applicant la rotation g* maintes fois,
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tout point tombera alors dans U a un moment donné. C’est-a-dire, il
existe un n tel que (gk)nx = g""x € U Vo € D. Donc tout orbite est
dense.

Exemple 2
Nous considérons le systeme dynamique suivant sur le tore.

01 = ay, P2 = (g, a1, (g = constantes.

(il):@l):f et Vf=0. (1.50)

Le flot de f est

g1 (b1, 02) — (b1 + aut, o + ot .

Par le théoreme de Poincaré, nous trouvons facilement le résultat suivant :

si Z—; € Q, toute orbite est fermée, sinon toute orbite est dense sur le tore.

Preuve 1.15 de [’exemple 2.
St ot = § € Q, p,q € N on peut choisir T = qi—’;. Alors anT = p27 et
asT = q2m, donc g© = 1. Donc toute orbite est fermée.
Si g—; ¢ Q, soit 6 > 0. Il suffit de montrer que pour tout point (le,dgg) €
St x St et toute condition initiale (¢ (0), ¢o (0)), il existe un temps ts tel que
|61 (t5) — d1| < 6 et [ (t5) — po < 0.
Il existe méme un temps avec |¢1 (ts) — ¢1| = 0. Pour ceci, nous choisissons
t, = 4’1%’511(0). Done, ¢ (t) = ¢1 et ¢ (tl + Z—’In) = ¢, Yn € N.
Soit ay > ap. Nous définissons

g2 1 P2 P +27r%.

(631

D’apres lexemple 1, les orbites {ghpa|ln € N} sont denses sur S; (g—f & Q).

Dongc il existe un entier k € N tel que |ghds (t1) — ¢a| < 8. Choisissons alors
ts =t + i—fl{: Alors, ¢, (ts) = ¢1 et P2 (ls) = d2 (1) + 3227k = ghda (1), et
done, |¢o (ts) — 2| < 9. O



Chapitre 2

Mécanique Lagrangienne sur
des variétés différentiables

2.1 Contraintes holonomes

Dans cette section, nous allons définir la notion de systeme de points de
masse soumis a des contraintes holonomes.

Exemple Soit 7 une courbe lisse dans le plan. Si dans le voisinage de 7,
une force de grande intensité est dirigée vers la courbe, un point de
masse en sera toujours tres proche. Dans la limite pour laquelle cette
force tend vers 'infini, le point est forcé de bouger le long de ~. Nous
appelons un tel systéeme un systeme avec contrainte.

Yy
A

perle

3 X

F1G. 2.1 — Perle contrainte

26
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Pour formuler ceci de maniere plus précise, nous introduisons des coordonnées
généralisés q (r1,x2), g2 (71, %2), telles que le vecteur Vg; sur v est en tout
point parallel a la courbe 7, alors que V¢, lui est perpendiculaire.

Nous considérons maintenant 1’énergie potentielle
Un = Ng; +Us (q1,42) ,

qui dépend du parametre N (que nous laisserons tendre vers 'infini). Nous
considérons les conditions initiales suivantes sur = :

@1 (0) = qo, ¢1(0) =dio, ¢2(0) =¢2(0) =0.

Soit ¢; (t) = ¢ (t, N). Il est alors possible de démontrer dans un sens précis
que la limite

I 6 (1, N) =0 (1)

existe et qu’elle est une solution des équations d’Euler-Lagrange
d (0L, 0L,
dt 6q1 6q1 ’

L,=T

ou encore

— Uy

q2=¢2=0 q2=0

Nous ne démontrons pas ce théoreme dans le cadre de ces notes, bien que ce
soit le moyen de justifier la définition suivante :

Définition 2.1 Soit M une surface de dimension m dans [’espace de confi-
guration (I’ensemble des positions que le systeme peut atteindre) de dimension
3n composé de n points avec positions (ry,...,r,) et de masses my,..,my.
Soient q = (q1, ..., ¢m) des coordonnées sur M :

r,=r;(q).
Le systeme lagrangien

4oL _OL

dtoq Oq

avec
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est appelé un systéeme de n points avec (3n — m) contraintes holonomes idéales.
"Holonome” signifie que le systéme est contraint a des mouvements dans une
sous-variété de ’espace des configurations. Si la surface M est donnée par

k=3n—m

contraintes indépendantes (rang (%) = k),

f1 (I') = 0, ey fk (I') = 0,
nous disons alors que le systeme est contraint par les relations
fi=...=fi=0.

2.2 Variétés différentiables

Définition 2.2 Un espace topologique M est une variété différentiable de
dimension m s’il existe une collection (finie ou dénombrable) de cartes telles
que tout point dans M est représenté dans une carte au moins.

Une carte est un ouvert U C R™ muni d’une application bijective continue
dans un sous-ensemble de M,

¢:U — ¢(U)
q — ¢(q).

VI

]

o

Si des points q et ' dans deux cartes U et U’ ont la méme image, alors, par
continuité, il existe des voisinages V de q et V' de ' tels que

(b/_IO(ﬁ:VHV/
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existe. Les cartes U et U’ sont appelées ”compatibles” si
¢ logiqrd(q)

est différentiable (¢'~' o ¢ € C*°). Un atlas est une réunion de cartes com-
patibles. Deuz atlas sont ”équivalents” si leur union constitue également un
atlas. Une variété différentiable se note (M, A), ot A est une classe d’atlas
équivalents. Le nombre m est le méme pour toutes les cartes, et est appelé la
dimension de la variété.

L’ensemble ¢ (V') est un voisinage d’un point ¢ (q), avec V un voisinage de
q. Nous supposons que des points différents ont des voisinages disjoints.

Un espace de configuration en mécanique est en générale une variété différentiable.
La dimension de cette variété est appelée le nombre de degres de liberté
du systeme considéré.

Exemple 1 Tout ensemble ouvert U C R™ est une variété différentiable de
dimensions m avec un atlas qui consiste en une seule carte :

U—-U:q—q.

Exemple 2 La sphere S? = {(z,y,2) |[2? + y* + 22 = 1} est une variété
différentiable de dimension 2. Nous pouvons choisir comme atlas (U;, ¢;),
U; = R? et ¢ /2 la projection stéréographique par le pole nord /sud. Pour
les détails, voir les exercices.

Fic. 2.2 — Exemple 2, un atlas de la sphere.

Exemple 3 Le pendule planaire. L’espace des configurations est un cercle
S!, qui est une variété différentielle de dimension d = 1. Comme atlas,
nous pouvons choisir Uy = (—m,7) et Uy = (0,27), avec ¢y (q) =
2 (q) = exp (iq).

Exemple 4 L’espace des configurations du pendule mathématique sphérique
est la sphere.
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[

Hist

FiG. 2.3 — Exemple 5, le double pendule planaire.

Exemple 5 L’espace des configurations du double pendule planaire est le
tore T'=S! x Sh.

Exemple 6 L’espace de configuration du double pendule sphérique est S? x
S2.

Exemple 7 L’espace de configuration d’un baton rigide dans le plan (g1, go)
est R? x S!' 3 (q1, ¢, q3). Il peut étre couvert avec deux cartes.

%

Fi1G. 2.4 — Exemple 7, baton rigide dans le plan.

Exemple 8 Un triangle rectangle rigide OAB est fixé a l'origine O (voir

fig. 2.5). L’orientation du triangle est déterminée par trois nombres : 2
0A
|04]
rotation autour de OA d’angle ¢ € S* détermine la position du point B
ou de maniere équivalente, de I'axe OB. La position du triangle définit

nombres fixent l'orientation de 'axe O?l, e = € S?, alors qu'une

uniquement un systeme orthogonal, {e;, es = ICO?%’ e = e; A ey}
L’espace des configurations est donc celui des rotations, pour lequel
une configuration est donnée par la rotation qui transforme le systeme
(e1,e2, e3) dans la base canonique (ex, ey, €,). De telles rotations sont

décrites par des matrices orthogonales 3 x 3 avec déterminant égal a 1 :
Re SO(3) & Zi”:l Rj;Ry; = 8, c'est-a-dire RT = R™! et det R = 1.

Exemple 9 Un systeme de & > 3 batons de longueur ¢ attachés les uns aux
autres, de fagon & former une chaine close possede 3+2 (k — 2)+1 = 2k
degrés de liberté : 3 pour la position du premier point du premier baton
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X

Fic. 2.5 — Exemple 9, triangle rigide.

dans notre espace spatial a trois dimensions, 2 pour son orientation, la-
quelle fixe la position du second baton, 2 pour l'orientation du second
baton, laquelle fixe la position du troisieme baton, et ainsi de suite
jusqu’au (k — 2)-ieme baton. L’orientation de 'avant-dernier baton est
restrictée sur un cercle de rayon ¢ autour du premier point et 1’orien-
tation du dernier baton est fixée par la contrainte de jonction entre la
position k et la position 1. Méme si les angles du (k — 2)-iéme baton ne
sont par exemple pas entierement libres, mais ne couvrent qu’'une partie
de S?, partie déterminée par le fait quune des extrémités du k — 1-ieme
baton doit étre située a une position telle que le dernier baton puisse
joindre 1, ceci ne change pas le nombre de degrés de liberté. Par contre,
une description précise de 'espace des configurations pour cet exemple
est compliquée.

Exemple 10 Une variété immergée. Nous appelons une variété M de di-
mension k une sous-variété de R”, avec n > k, si M C R" et, dans
un voisinage U C R™ de tout point x € M existent des fonctions

fl> XD fn—ka
fi:U—>R,
telles que 'intersection U N M est déterminée par les conditions

fl = ... = fn—k = 07

et les vecteurs {V f;(z)}"= sont linéairement indépendants V& € M.
Nous pouvons démontrer que toute variété est immergée dans un R".
Par exemple, il est facile d’immerger SO (3) dans R®. Un exercice
consiste & déterminer les 6 fonctions fi, ..., fg qui définissent SO (3)
dans R?.

A Taide de ce dernier exemple, nous définissons maintenant le concept im-
portant d’espace tangent :
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Définition 2.3 Soit M une variété de dimension k immergée dans R™. Pour
tout point x € M, nous pouvons définir un espace tangent T M. Cet espace
est le complément orthogonal a {V f1(x), ..., V fu_r(X)} dans R". C’est-a-dire

TeM={veR"|v -Vfj(x)=0, 1<j<n-—k}.

Evidemment, cet espace vectoriel est de dimension k. Les vecteurs de Toge M
s’appellent les vecteurs tangents a M au point x. Ces vecteurs sont également
I’ensemble de toutes les vitesses au point x des courbes lisses sur M qui
passent par x :

~: I — M (2.1)
t — (@), ICR 0el,v(0)=x,

nous avons alors la vitesse au point & dans l’espace tangent. Celle-ci est
définie ainsi :

v(t) —~(0)
t

¥(0) := lim € TxM. (2.2)

t—0

_F

Les courbes vitesse nous donnent la possibilité de définir [’espace tangent de
maniére intrinseque sous forme de classes d’équivalence : deux courbes y (t)
et o (t) dans M avec v(0) = o(0) = x sont appelées équivalentes en X si

Y=o

lim ; =0,y~0o, ~v,0€[].

La limite signifie que les deux courbes ont la méme vitesse a x, le symbole "~7
signifie qu’elles sont équivalentes et [y] est la classe d’équivalence. Un vecteur
tangent en X, v € T M, est une classe de courbes qui sont équivalentes en
X.

Soit U une carte de M avec les coordonnées ¢y, ..., q,. Alors les composantes
du vecteur tangent a la courbe «(t) au point x =« (0) sont les nombres

o dv;
Codt |,

&i (2.3)
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Définition 2.4 Le fibré tangent. L’union de tous les espaces tangents
Taxe M est appelé le ”fibré tangent ”

TM = U TeM.

xeM

La dimension 2k du fibré tangent est égale a deuz fois la dimension k de M.
Pour une carte

o:U — M
q — ¢(q),

nous pouvons définir la carte

d:UxRF - TM
(@,8) — (¢(a),[])

ou [y] est la classe d’équivalence des courbes qui passent par ¢ (q) = ~y (0)
de la vitesse

dry
Sl
L’application
nm:7T™™ — M
(x,[7]x) — x (2.4)

est appelée la projection de TM sur M et
TeM=11"(x). (2.5)

Définition 2.5 Variété riemannienne.

St une variété est immergée dans un espace euclidien R™, la métrique induite
par R™ nous permet de mesurer les longueurs des courbes, les angles entre
les vecteurs, les volumes, etc ... . Toutes ces quantités sont déterminées par
une forme quadratique sur l’espace tangent T M :

g:TeMXTegM — R

€m) = gx)EN = g;x)&m=£mn. (26)

ij=1
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La matrice symétrique définie positive g;; (x) dépend du systéme de coor-
données choisi. Par exemple, la longueur | d’une courbe v (t), t € [ty,ts] est
donnée par

L(y) = /X2 \/dx-dx:/t2\/")/(t)-")/(t) dt, (2.7)

six1 = (t1) et xa =y (t2).

Soit f : M — N une application d'une variété M dans une autre variété N .
L’application f est appelée différentiable si son expression en coordonnées
locales est donnée par des fonctions différentiables.

Définition 2.6 La dérivée d’une application différentiable f : M — N a un
point x est ['application linéaire

Ta}f . Ta}M — Tf(x)./\[ (28)

définie comme suit. Soit vy (t) une courbe dans M avecy (0) = x et~ (0)
Alors, (T f) v est la vitesse au point f(x) = f (v(0)) de la courbe f (v (t)).
Alors,

d

fv (@) (2.9)

t=0

Soient (x1, ..., xy,) des coordonnées dans un voisinage de x € M et (y1, ..., Yn)
des coordonnées dans un voisinage de f(x) dans N. Soient (&1, ...,&,) les
coordonnées de v = ~(0). Donc & = %h:o, ot x (t) est vy (t) exprimée dans
les coordonnées (xq, ..., xy). Soity (x) lexpression de f dans les coordonnées
(1, ooy Trn) €8 (Y1, ooy Yn ), €L (M1, -y M) les coordonnées de (T fv). Alors,

=0 XZ: aZL’Z dt Zz: aZL’Z & ( 0)

= Y (x (1))
Alors, exprimée en coordonnées locales, T f est donnée par la matrice

&yj nxm
(8_%) € M

t=0
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Soient les fonctions

fM - N
g: N — K,

alors il est possible en exercice de démontrer que pour h = go f

(Tzh) = (Ty@yg) - (Twf), avech=go f, (2.11)

ce qui, dans un systeme de coordonnées locales est une conséquence de la
regle de la chaine pour des applications d'un ouvert de R™ dans un ouvert
de R™.

2.3 Systemes dynamiques lagrangiens

Soit M une variété différentielle, T'"M son fibré tangent et L : T’M — R une
application différentiable. Un chemin v : R +— M est appelé un mouvement
lagrangien du systeme lagrangien sur I'espace des configurations M avec la
fonction de Lagrange L si « est un extremum de l'action

Shtot = [ LG40 b (2.12)

to
oll ¥ est la vitesse v € Ty M.

Exemple Soit M un ouvert de R™ avec des coordonnées q = (q1, .-, ¢m)-
La fonction

L:TM — R
(a,q4) — L(q,q). (2.13)
Alors, (q(t), q(t)) est un mouvement lagrangien s’il satisfait les équations

d’Euler-Lagrange. Ceci est aussi vrai pour des variétés différentielles
dans un systeme de coordonnées locales :

Théoréme 2.1 L’évolution dans coordonnées locales q = (qi, ..., ¢m) d'un
mouvement lagrangien 7y (t) satisfait aux équations d’Euler-Lagrange

doL 9L

W5 50 =" (2.14)

ot L(q,q) est l’expression de L en coordonnées locales.
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Nous décrivons et définissons maintenant la notion de ”systeme naturel”.
Soit T := %v v, v € TpM, une forme quadratique sur M appelée 1’énergie
cinétique, et U : M — R une fonction différentiable appelée 1’énergie poten-

tielle.

Définition 2.7 Un systéeme lagrangien sur une variété riemannienne est ap-
pelé "naturel” si L est de la forme

L=T-U. (2.15)

Exemple Nous considérons deux points massifs avec masses m; et my reliés
par une droite de longueur [ dans le plan (z,y) (fig. 2.6). L’espace des
configurations est de dimension 3

M =R?xS' c R? x R?.

F1G. 2.6 — Segment dans le plan

Nous voulons exprimer ’énergie cinétique

T2 (32 4 2) (2.16)

m
T =
2

- (@7 + ) +

dans les coordonnées (x,y, ¢) de M ou (z,y) fixe la position de m; et
¢ est I'angle entre la droite [ et 'axe x. Alors,

1 = T, =Y, ra=x+1cos (), yo =y + Isin (o)

':tl = 'j‘,7 yl = ya 'j:2 =T — Q% Sin(¢)7 y2 = y + ¢l COS(¢)
T = w (2 + %) + % <q's2z2 + 206 (¢ cos (¢) — i sin (¢))) .
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Evidemment, comme T (z1, 2, y1,y2) est positive, ceci est également
vrai pour T (x,y,¢) = T (z,x2(x,0),y,y2(y, ¢)). De plus, T (z,y, ¢)
est une forme quadratique. Donc, le systeme naturel (a1, x,) contraint
par la connection [ est aussi un systeme naturel. La validité de cet
argument est générale : un systeme naturel soumis a des contraintes
holonomes est aussi un systeme naturel.

Nous indiquons maintenant la procédure a suivre pour résoudre
des problemes avec contraintes :

1. Déterminer I’espace des configurations et introduire des coordonnées
locales q = (q1, -+, Gm)-
. 97 . . J o _ 1 -9
2. Exprimer 'énergie cinétique T' = 3}, m;1; comme forme quadra-
tique dans les vitesses généralisées ¢;,

1 ..
T = 3 Z aij (q) ¢ig;. (2.17)
ij

3. Construire L = T — U (q) et résoudre les équations de Euler-
Lagrange.

F1G. 2.7 — Surface de révolution

Exemple Nous considérons un point massif de masse égale a 1'unité.
Cette masse est libre et confinée sur une surface de révolution
(fig. 2.7). La surface est décrite par une fonction p = p(z) en
coordonnées cylindriques (p, ¢, z). Nous avons alors

T — %[¢2+y2+z2] :%[(1+p'2)732+p2¢2} — I,

U = 0. (2.18)
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Dans cette derniere expression, le prime signifie une dérivée par
rapport a la variable z. Dans ce probeme ¢ est une variable cy-
clique. Par conséquent,

oL

e
= po

Do
est une quantité conservée. Cette quantité n’est autre que la com-
posante z du moment cinétique. Comme nous allons le voir dans
la section suivante, cette conservation est liée a la symétrie sous
rotations autour de l'axe z. Comme ceci est un systeme avec
2 degrés de liberté, l'intégrale premiere p, suffit pour intégrer
completement le systéme. Si v est la vitesse du point g(t), pp =

vy = V-ey = vsin(a), v = |v| et a est 'angle entre la courbe
et le méridien qui passe par le point ¢ (¢). Comme la grandeur
H =1 = %vz est conservée, la conservation de p, implique

pvsin(«) = constante, et donc
psin (a) = constante,

cette derniere égalité porte le nom de "théoreme de Clairaut”.
Comme |sin ()| < 1, ceci implique que

p = po| sin (ao) |

et plus p décroit, plus a croit jusqu'a ppin = posin (ap). Pour ce
minimum, 'orbite est réfléchie et revient dans les régions de larges
valeurs de p (voir figure 2.8).

FiG. 2.8 — Géodésique sur la surface de révolution.

Pour intégrer le systeme nous utilisons que

2
v? = (14 p?)3* + % = const. (2.19)
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et donc

. U2p2_pgS _ = S
a0 1= [ qe e

Ici zg est la valeur de z a t = 0. De méme

o) = o) = v |
2)—o(20) =ps | 7 -
w0 P(Z)f(Z)
Pour résoudre le probleme il faut alors effectuer les intégrales
(2.20) et (2.21) et puis inverser la fonction ¢(z) pour obtenir z(t).
(Exercice : Trouver un profil p(z) qui permet a résoudre le probleme
analytiquement, ou choisir un profil et résoudre le probleme numériquement,
e.g. avec Mathematica.)

(2.21)

2.4 Systemes non autonomes
Si la fonction de Lagrange dépend explicitement du temps,

L:TMxR — R
(9,9,t) — L(q,q,1),
le systeme est appelé non autonome. Ceci arrive souvent pour des systemes
avec contraintes holonomes si les contraintes dépendent du temps. Le procédé

pour résoudre un tel systeme reste toutefois le méme que ce qui a été expliqué
auparavant.

Exemple Nous considérons le mouvement d’une perle le long d’'un fil en
forme de cercle en rotation avec vitesse angulaire constant w autour de
I’axe z. La perle est soumise au potentiel gravifique U = mgz.

z

X

Fi1G. 2.9 — Perle sur un cercle en rotation.
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L’espace de configurations au moment ¢ est alors donné par I'immersion

i:MxR — R’
(q,t) +— (rsin(q) cos(wt),rsin(q) sin(wt), rcos(q)) (2.22)

Quant a I’énergie cinétique, son expression est

T =25 = 2 (Wrsin® (q) + 1) |

et ’énergie potentielle

U = mgrcos(q).
Ainsi, L = Ty — Uy, avec

1
Ty = 5Mq2, M = mr?
Uy = Acos(q) — Bsin®(q), A=mgr, B= %uﬂr?

La forme du potentiel dépend du rapport entre A et B. Si 2B < A,
c’est-a-dire si w?r < g, la position inférieure ¢ = 7 reste un minimum
stable et le mouvement est quantitativement le méme que pour un
cercle qui ne serait pas en rotation. Mais si 2B > A, ¢ = 7 devient un

maximum local et deux minima apparaissent a cos (¢,,) = —% = -4
(figure 2.10).
Uo
\W / \\/\/ / q

Fic. 2.10 — Energie potentielle effective.

En guise d’exercice, il est utile de faire le calcul explicite pour discuter
de la nature des extrema de U, et de dessiner le diagrame de phases
dans le plan (q, q).
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2.5 Le théroeme de E. Noether
(Emmy Nother, 1882-1932)

Ce théoreme, qui reste valable pour des théories de champs classique et quan-
tiques, met en évidence le lien fondamental entre groupes de symétrie a un
parametre et lois de conservation : a tout groupe de symétrie a un parametre
dans l'espace des configurations correspond une intégrale premiere, c’est-a-
dire une fonction sur M qui est conservée sous le mouvement lagrangien.

Définition 2.8 Soit
h:M— M

une application différentiable. Nous appelons h une symétrie du systeme la-
grangien (M, L)

L:TM — R
(q7q) = L(q7q)7

si la transformation Th : TM — TM laisse L invariant, c’est-a-dire
L(h(q),T4h(q)) = L(q,q).

Exemple Nous considérons la variété M = R? et le lagrangien

1
L= imX2 - U(I‘Q,l’g) .

Ce lagrangien est invariant sous translation en direction de x; :
h.:R> — R3

(x1,m0,23) — (1 + ¢, 29, 73).

Définition 2.9 Un ensemble de diffeomorphismes sur M {hs | s € R} est
appelé un groupe a un parameétre si hg, o hs, = hg,4s,. Donc hy = 1 et
h_s=h;'.

Théoréme 2.2 (de E. Néther)
Si le systéme (M, L) admet un groupe de syméltrie a un paramétre

hs: M — M, seR.
alors le systeme lagrangien possede une intégrale premiere

I:TM—R
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donnée par

_ OLdhs(q)
C0q ds |,

I(q,q) (2.23)

Preuve 2.1 Nous faisons la preuve dans un systeme de coordonnées locales
autour du point (qo,qo), conditions initiales de la solution ¢ (t). Pour cela,
il faut simplement choisir t et s assez petits afin que hs (¢p(t)) puisse étre
exprimée dans les coordonnées choisies. Nous posons

$:RxR — M
(s,t) — hs((t)).
oP

. . s o, \ . /

Nous indiquons les dérivées par rapport a s avec un prime, ®° = Z= et celles
par rapport a t avec un point, ¢ = %—‘f. Comme hg est une symétrie, nous
POUVONS ECTirTe

OL(®.®) o1 _
O:%:a_z'q’+aq

o &' (2.24)

La courbe ®|s—const : R — M est une solution des équations d’Euler-Lagrange,

g oL (@, @ OL (®,®
- (aq ) — (8(1 ) . (2.25)

En substituant le membre de gauche de l’équation (2.25) dans (2.24), nous

obtenons
d OL OL ..
= |——|®' + —&
’ (dt aq) "4

d (oL )\ d
= a(%‘l’)—#

Lavaleur de I (q,q) = g—g@' ne dépend pas des coordonnées choisies. En effet,

O

I (q, q) est la variation de L si ¢ € TxM change avec la vitesse %|s:0hs (x).
Exemple 1 Soit

n

mg
L:ZTX?_U(wl"”’m”)’ (2.26)
i=1
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avec
X; = Tj1€1 + Typpes + Xi3€3,

contraint par les conditions f;(x) = 0,1 < j < k, x = (X1, ..., Xp).
Nous supposons que L est invariant sous translation le long de e;

hs X X+ seq.

Comme %\szohs (x;) = eq, nous trouvons
OL
I = a—q €1 = lemml = Pl. (227)

Par conséquent, 'impulsion en direction de e; est conservée. Le méme
argument est applicable aux autres directions. Nous pouvons donc
énoncer le résultat suivant :

St un systeme est invariant sous translation dans une direction donnée,
["tmpulsion dans cette direction est conservée.

Exemple 2 De la méme fagon, nous montrons que, si un systéme est inva-
riant sous rotation autour d’un axe donné e;, alors le moment cinétique
dans la direction e, M - e, est conservé avec

M::ar:/\a—l}:ac/\p.
oz

Pour démontrer ceci nous utilisons le fait qu’une rotation R (e, «) au-
tour de 'axe e d’angle « est donnée par

R(e,a)x = sin(a)(eAx)—cos(a)eN(enz)+e(e-x)

= ha(x). (2.28)
Donc, 2[,_oh, (x) = e Ax et
I(e) = g—£~(e/\x):e- (:c/\g—i)
= e-M.

Pour le lagrangien donné en (2.26) nous avons
OL ~ .

donc

1=1
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Exemple 3 Nous considérons une particule qui bouge dans un potentiel
invariant sous la transformation suivante

he (x) = R (e, a) x + coes, ¢ € R constant. (2.30)

Cette derniere transformation est celle du mouvement hélicoidal. Nous
avons alors

% azoha (x) = es Ax + ces, (2.31)
et donc
I =max(e3 ANx+ces) = Mz + cPs (2.32)

est une grandeur conservée.

2.6 Le principe d’Alembert

Exemple Considérons le systeme holonome (M, L) ot M C R? est une
surface et

1
L= 5m>‘<2—U(x).

Le point x de masse m est confiné a la surface M. Pour un mouvement
sur M qui satisfait aux équations de Euler-Lagrange correspondant a
L|m, les équations de Euler-Lagrange sur R? ne sont en général pas
satisfaites et nous avons

d oL 0L . ou

Par définition, la quantité R est appelée la ” force de contrainte ”. Pour
garder la masse sur M, il faut évidemment que

mx =R — o (2.34)

donc, la force R doit étre appliquée, en plus de celle provenant du

potentiel U. La force R qui contraint le point x sur M est normale a
M dans le sens que pour M C R™ 3 x (¢), le produit scalaire

R(1)- £(1) = (m:w) n ax—@)) £ =0

pour toute solution x(¢) des équations d’Euler-Lagrange induites dans
M 3 x(t) et £(t) € Txw M. Nous démontrons cet énoncé plus précisément
dans ce qui suit :
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Définition 2.10 La courbe x (t) dans M est appelée un extremum condi-
tionnel de l’action

S:/tzL(a:(t),dz(t))dt

si la différentielle 65 = 0 pour des variations qui consistent en courbes voi-
sines dans M avec x (t1) = x1 et x (t3) = ®2. Nous écrivons oS = 0.

Théoréme 2.3 (Principe d’Alembert) Une courbe x (t) est un extremum
conditionnel de S si et seulement si

d oL 0L
27 T o= T ) 2.
Lemme 2.1 Soit M C R" une variété différentielle de dimension k et
f:{t,t; <t<t}—R"

une application continue. Si pour tout champs vectoriel & (x(t)) € TxyM,
t2
|t -ema—o.
t1

alors, f(t) est normale a Ty M a chaque point x(t), c’est-a-dire que nous
avons t (t) -h = 0, Vh € Tx(t)M, YVt € (tl,tg).

Preuve 2.2 du lemme 2.1.

A chaque point x(t) nous choisissons une base orthonormée de R", telle que
ei(t), - ,ex(t) forment une base de TpwyM et donc epq1(t),---e,(t) sont
orthogonaux a Ty M. Nous exprimons les vecteurs &(t) et £(t) dans cette
base. Choisissons & = (£1(¢),0,---,0) alors

/ e 1) - €ty - / " R (2.36)

La preuve que f; = 0 est identique a la preuve qui montre que si

/tt2f(t)g(t)dt=0,

pour toute fonction continue g (t), alors f1(t) =0, fi étant supposée continue.
De méme pour les composantes f;, 2 <i < k. O

Nous démontrons maintenant le théoreme précédent .
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Preuve 2.3 du théoréme 2.5.
Soient x (t) et x (t)+& (t) deux courbes voisines dans M C R™, avec & (t1) =
& (t2) = 0. Au premier ordre en &, la variation de l’action S est

L.  OL 4oL L
555_/tl (8_d:€+8_ac£) dt——/tl (E&—a—x)-sdt. (2.37)

Comme x (t) et x(t) + & (t) sont dans M, il faut que la déviation infi-
nitésimale & (t) € Ty M. Pour que opmS = 0, il faut alors que 6¢S = 0,
pour tout champs vectoriel & (t) Ty M le long de la courbe x(t). Le lemme
2.1 implique donc le théoreme 2.3. O

Evidemment, si q € R* sont des coordonnées locales sur M et L(q,q) :=
L(x(q),x(q,q)), S est un extremum conditionnel si L(q,q) satisfait aux
équations d’Euler-Lagrange. Ceci démontre ’équivalence des équations d’Euler-
Lagrange sur M et le principe d’Alembert des ”variations virtuelles” (2.37).

Corollaire 2.1 Un point xg € M est un point d’équilibre si et seulement si
R (xq)-€=0,VE €T M.

Définition 2.11 xq € M est un point d’équilibre si x (t) = xo et X(t) =0
résolvent les équations de mouvement 6¢S = 0 VE&(t) € TpyM.

Tous les résultats du présent paragraphe sont également valables si les contraintes
dépendent du temps.

Exemple Nous considérons un anneau qui glisse le long d'un baton, lequel
est incliné d’'un angle o par rapport a la verticale. Ce baton tourne
autour de I'axe z avec une vitesse angulaire w (voir figure 2.11) telle
que & = (gsin « cos(wt), g sin asin(wt), g cos a).

Fi1G. 2.11 — Anneau en mouvement le long d’'un baton en rotation.
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Sans gravitation, nous avons donc

L’équation d’Euler-Lagrange devient
j = w?qsin®(a).

La force de contrainte R = mX est a tout point normale a la direction
du baton, mais non a la direction de la trajectoire. (Exercice : calculer
la force R.)

2.7 Le théoréme d’Ostrogrodski (1850)

Une question intéressante a se poser est la suivante : pourquoi les équations
du mouvement sont-elles généralement des équations du deuxieme ordre, et
non des équations du troisieme ou quatrieme ordre ?

Une réponse, quoique partielle, a cette question est donnée par le théoreme
d’Ostrogrodski. Pour un lagrangien L (q,q), les équations du mouvement
sont données par les équations d’Euler-Lagrange

it | (2.38)

Si le lagrangien n’est pas dégénéré, c’est-a-dire si nous avons

0%L )
det — 0,
(aqz-aqj 7

alors les équations d’Euler-Lagrange peuvent étre écrites sous la forme q =
F (q,q), et cette forme admet une solution q (t) qui dépend des conditions
initiales qo = q(0), o = ¢ (0). Comme nous I’avons vu auparavant, dans ce
cas nous pouvons définir les coordonnées canoniques

L

=~ 54 (2.39)

Q=q et P

et la fonction de Hamilton
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H(QP) = Pq—L

Les équations canoniques

OH . OH

Q
sont satisfaites. Cette évolution conserve la fonction H (Q,P) si L(q,q) n’a
pas de dépendance explicite du temps. H est donc la grandeur conservée qui
correspond a la symétrie de translation dans le temps (théoréeme de Noether).
Cette grandeur n’est autre que I’énergie.
Si nous couplons le systéeme donné avec de petites perturbations (ce qui est
toujours le cas, au moins si nous prenons en compte des effets quantiques),
il garde ses caractéristiques si et seulement si H admet une borne inférieure.
Dans le cas contraire, les degrés de liberté Q et P perdent toute pertinence
et nous n’observons jamais un systeme décrit par H (Q,P). Ceci motive la
définition suivante :

Définition 2.12 Un systéme lagrangien est appelé stable si la fonction de
Hamilton H (Q,P) admet une borne inférieure.

Nous énongons maintenant le théoreme d’Ostrogradski :

Théoréme 2.4 Un systeme lagrangien pour lequel le lagrangien est une fonc-

tion L = L(q,q,q) ne permet pas d’obtenir un hamiltonien admettant une
borne inférieure : par conséquent, un tel systéme n’est pas stable.

Preuve 2.4 du théoreme 2./
Pour simplifier la notation, nous considérons un systéme a une dimension
q = q. L’action est

s<q<t>>=/2L<q,q,q'> i,

t1

avec q (t) un chemin, q(t1) = q1, q(t2) = q2, et ¢(t1) = ¢1, 4 (t2) = ¢2. La
fonction q (t) est une solution des équations d’Euler-Lagrange, si l'action est
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un extremum. Considérons une petite variation § (t) = q (t) +€h(t). L’action
est un extremum si

as 2 0L OL. OL
0_% = /t1 (8_qh+8_qh+8_éjh)dt

(o, Loy,
Jy, \9q dtdq  di2 9 ’

ot nous avons supposé h(ty) = h(ty) = h(ty) = h(ty) = 0. L’équation
d’Fuler-Lagrange est donc

OL doL d* 0L
— ——— 4+ —=—=0, (2.41)
Oq dtdq  dt? 0q
qui est une équation du quatriéme ordre, justifiant les quatre conditions de
bord. Comme pour une équation du premier ordre, une équation différentielle
d’ordre impair ne peut pas étre obtenue a partir d’un systéme lagrangien.
Ceci est évident pour un systéme hamiltonien et c’est donc également une
conséquence de l’équivalence des systémes lagrangiens et hamiltoniens.

- \ ) s s s s 2 e -
Si le systéeme (2.41) n'est pas dégénéré, ZTQ # 0, nous pouvons le réécrire
sous la forme

¢ =F(q,4,4, 7). (2.42)

Comme cette équation est du quatriéme ordre, elle requiert deux pairs de
variables canoniques. Nous choississons

oL d oL
Q1 =q, 1= a_q — %8—(] (2.43)
et
. OL
Q:=¢q, D= % (2.44)

Comme L n’est pas dégénéré, nous pouvons résoudre (2.44) pour § = f (Q1,Q2, Ps).
L’hamiltonien est alors obtenu par transformation de Legendre dans les va-
riables Q1 = ¢ = Qs et Qs = = [ (Q1,Qa, P2). Nous obtenons alors

H (Q1,Q2, P, P2) = PIQ2 + Pof (Q1,Q2, P2) — L(Q1,Q2, f (Q1, Q2, P»)]2.45)

Comme nous dérivons maintenant, I’équation de mouwvement (2.41) est équivalente
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auzr équations canoniques

| om . oH
Qi = P, Py = - 0Q; done -
‘ . OH
Qi = == P,
Q@ = G=f(Q1,Q2P) mais
o of OLof
a5, = [ (@Qu@uP)+Pgp —mrap = f.
De plU57
oH of 0L OL of
oH L, of oL _oLof 2.47
0@ *0Q1 0q  9G0Q o
_ 9L _ _d (0L dOoL\ _
et
on 8f oL oL af
oH _ L, 0f 0L 0L Of 2.48
0Q2 P00, 940G 0Q, -
_a_L d OL

= 0(]‘+P1__E8—q:

Les équations canoniques sont donc satisfaites et H est la grandeur conservée
qui correspond a la symétrie de translation dans le temps, H (Q1,Q2, P, Ps),
est l’énergie du systeme. Cependant, dans [’équation (2.45), Py entre de
maniere linéaire, et donc H ne peut pas admettre de borne inférieure. Par
exemple pour Qo # 0 fixe, et Qo < 0, nous pouvons choisir Py trés grand, et
H devient alors arbitrairement négative. O

Cet énoncé ne dépend pas du choix des variables canoniques (Q1, Q2, Py, P»).
Comme nous allons le voir dans le chapitre 5, un changement de variables
(transformation canonique) laisse I’énergie invariante.

Il y a des exceptions importantes a ce théoreme, des situations pour lesquelles

2 . , . . . .

det ( 62_ an-) = 0 pour des raisons de symétrie ou en raison de contraintes im-
704;

posées. Le fait d’ajouter des dérivées d’ordre supérieur, L (q, ¢, G, ¢ ) n’améliore

pas la situation, puisque pour toute dérivée supplémentaire, il faut ajouter

une paire de variables canoniques, et donc, nous obtenons une impulsion ad-

ditionnelle dans laquelle 'hamiltonien est linéaire. Comme exercice, nous

proposons de chercher les variables canoniques (Q1, Q2, @3, P1, Py, P3) pour

L(q,q,q, ¢) avec det ( 82»2an~> = 0, déterminer I'hamiltonien et vérifier les
1045

équations canoniques.



Chapitre 3

Oscillation

Comme ce sujet a été discuté longuement lors du cours de Mécanique 1, nous
allons le traiter de maniere plus breve. Le présent chapitre doit donc étre
considéré comme un complément de la matiere dispensée en Mécanique 1.

3.1 Linéarisation

Définition 3.1 Un point xy € R™ est appelé point d’équilibre du systeme
dynamique

dx
- = f @) (3.1)
si f (xg) = 0. Alors, x (t) = xq est une solution de (3.1).

Définition 3.2 un point d’équilibre xq est appelé stable dans le sens de
Liapunov si pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que ||x (t) — xo|| < € si
|z (0) — x| < 9.
Théoréme 3.1 Soit (M, L), avec
1 .. .
L= > ai; (@) 4id; — Ulg) =T (q,q) —U(q), (3.2)

ij
un systéme lagrangien naturel, (a;;(q)) une forme quadratique positive définie,

avec point d’équilibre (q,,0). Si q, est un minimum local de U (q), alors
(o, 0) est un point d’équilibre stable.

Preuve 3.1 du théoréme (3.1).
Soit U (q,) = h. Pour de petites valeurs de €, l’'ensemble

{q:U(q) <h+¢€}

51
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qui contient q, est un voisinage arbitrairement petit de q,. Pour

o
p'_ aq7

la région de l’espace de phase définie par
{(g;p): E(q,p) =T+U < h+¢}

est un petit voisinage du point (q,,0). Comme [’énergie est conservée, une
trajectoire qui commence dans ce petit voisinage ne le quitte jamais. O

AU@)

o+ e

h

o

{E =k + e

Aﬂ’ﬁéﬂﬁl&.
ALV

Nous faisons encore remarquer que comme l'énergie le long d’une trajec-

toire est conservée, une position d’équilibre ne peut pas étre asymptotique-

ment stable. Il n’y a pas de bassin d’attraction tel que lim x (t) = x( si
t—o0

|z (0) — xo| < 0.
Si nous développons maintenant en série de Taylor autour de x, la fonction

f(x) (3.1), (pour simplifier, nous choisissons &y = 0, le cas général étant
obtenu par translation), nous obtenons

f(x)=Ax + R, (x),

avec
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_9f

A_aw

. Ry(z) =0 (2?).

=0

Le passage du systeme (3.1) au systeme

ij = A ; ToR™, 3.3
dt J 81']‘ y < 0 ( )

=0

est appelé la linéarisation du systeéme (3.1) autour du point d’équilibre = 0.
La solution du systeme précédent est

Yy (t) = y (0) exp (At), (3.4)

avec

1 1
exp (At) = 1+ At ZAM oo AT

Siy (0) = x (0) est sufisamment petit, les solutions de (3.1) et de (3.3) restent
proches assez longtemps.

Théoréme 3.2 Pour linéariser le systéeme lagrangien (3.2) autour du point
d’équilibre q = 0, il suffit de remplacer% Zij a;; (q) ¢i4; par sa valeur a q = 0,

1 ..
= 2 Z @ijdiq, iy = ai; (0), (3.5)
ij
et l’énergie potentielle U (q) par sa partie quadratique

QU
8%’ 8%‘ q:()‘

1
Uy = 5 izjbijqiqja bij (3'6)

Preuve 3.2 du théoréme (5.2)
Nous réduisons le systeme lagrangien a un systeme du premier ordre en uti-

lisant les variables canoniques p = g—é et q. Nous avons alors
OH 0H
p=—— ] = H=T+U. (3.7)

o 1T op
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Comme (q,p) = (0,0) est un point d’équilibre, l’expansion en séries de Taylor
des équations canoniques ne commence qu’avec des termes linéaires en q
et p. Mais ces termes linéaires, qui déterminent la linéarisation de (3.7)
proviennent des termes quadratiques de H

H2 :T2+U2,

ce qui correspond, comme nous l’avons vu en discutant les transformations
de Legendre, a

L2 :TQ—UQ, O.

Comme nous ’avons démontré, le point d’équilibre g = 0 est stable si il est

un minimum de U, i.e. si b;; = 68_ gq (0) est définie positive.
] 7

3.2 Petites oscillations
Nous considérons un systeme linéarisé

1, .. 1 ) n
=§(Aq,q), U=§(Bq,q), q.q € R".

A et B sont des matrices symétriques et A est définie positive. Nous pouvons
trouver une transformation linéaire C telle que pour Q = Cq, Q = Cq,

Aq q) ZQ2 (38)

Il est ensuite possible de diagonaliser la matrice symétrique (C"I)T BC~! par
une transformation orthogonale. Dans les nouvelles coordonnées appelées Q,
les énergies cinétique et potentielle prennent les formes suivantes

Sive v=iyae (3.9)

Les nombres \; sont appelés les valeurs propres de B par rapport a A.

Comme exercice, il est possible de montrer que les \; sont les solutions de
I’équation polynomiale

det (B — AA) = 0. (3.10)
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Pour la démonstration, il est conseillé de montrer d’abord que A = C*C.
Alors, les racines du polynome caractéristique de (C‘I)T BC~! sont égales
aux solutions de (3.10).

Dans les coordonnées @, le systeme lagrangien avec L =T — U se réduit a
n équations indépendantes,

Qi = —\Qi. (3.11)
Nous voulons énoncer tout ce qui précede sous forme de théoreme :

Théoreme 3.3 Un systeme lagrangien linéaire de dimension n est le produit
direct de n systémes linéaires a 1 dimension. Dans le cas d’un systeme a 1
dimension, nous avons les possibilités suivantes :

1. A=w? >0 oscillations, (q,q) = 0 est un équilibre stable :
Q = C cos (wt) + Cy sin (wt).

2.0=0, (q,q)=0 est un équilibre neutre :
Q = C1 + Cat.

8. A=—-w?<0, (q,q9)=0 est un équilibre instable :
@ = C cosh (wt) + Cy sinh (wt).

Corollaire 3.1 Soit \; = w? > 0 et & un vecteur propre correspondant a \;,
i.e. BE = \AE. Alors,

q (t) = (C} cos(wt) + Cysin(wt)) €
est une solution du systéme linéarisé.

Preuve 3.3 du corollaire 3.1.
La preuve procéde en diagonalisant le systéme et en choisissant

Q; = C cos (wt) + Cysin (wt) Q; =0Vj #1i. O (3.12)

Les nombres w; = v/ \; sont appelés les fréquences caractéristiques du systeme :

1. Un systeme est stable dans le sens de Liapunov si toutes ses fréquences
caractéristiques sont réelles et non-nulles.

2. — Le nombre d’oscillations stables d'un systeme linéarisé est égale a la
dimension du plus grand sous-espace sur lequel I'énergie potentielle
% (Bq, q) est définie positive.
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— Le systeme est stable si B € R™*" est définie positive.

Corollaire 3.2 Toute oscillation (solution du systeme linéarisé) est une
somme d’oscillations caractéristiques. Méme dans le cas d’un systeme stable,
une telle oscillation générique n’est en général pas périodique.

Exemple Nous considérons deux pendules de différentes longueurs couplés.
Le ressort est caractérisé par une constante de raideur a. Ce systeme
oscille avec une faible amplitude.

/11111111001

2

ms

Nous avons

1 ) 1 .

Ty = =mudil; + =madsls,

2 2
et

2 2

q q Q
U, = mlgllgl + 771295252 + 3 (n — C_I2)2>

oll g ~ 9.8m/s? et Paccélération gravitationnelle & la surface de la terre.
Les matrices A et B s’écrivent

= myl? O2 | B gmily + —a .
0 mols - gmsls + «

Le polynéme caractéristique, det (B — AA) = 0 donne la relation sui-
vante

CL)\2 — (b(] + blOé) A+ (Co + ClOé) =0
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dont les racines sont

by + by £ \/(bo + bla)2 —4a (co + c1av)

Aa1 = 3.13
2,1 5 7 (3.13)
avec

a = mimslily, bo = gmamalily (I + 12)

co = g'mamolily, by =mal; + malj

c1 = gmaly + gmals.

En exercice, il est possible de démontrer que
A = (by + bia)* — 4a (co + 1) > 0,

et par conséquent, Ao € Ry et wy1 = (/A21 € Ry également. Nous
définissons A; avec le signe — de la racine et Ay avec le signe +.
Avec ceci, pour a = 0, limite dans laquelle I'action du ressort devient

nulle et les pendules libres, nous obtenons \; = % et Ay = %. Alors,

wia(a=0) = ,/-L. Dans la limite &« — o0, nous avons Ag(a) =~
) 1,2 ?

a(by/a) — oo (choix du signe positif dans (3.13)). Pour obtenir Ay,
nous développons la racine

2b b? 4 4
\/(bo+b1a)2—4a(co—l—cla) = abl\/1+—0+ 0 _ =84 %

biao | BPa®  Ba a2
2 1
= Oébl—i—bo—ﬂ—f—(’)(—),

bl (8

et donc,

b+ by — (b by — %) )
\ ) (1)

_a 1
_ bl+0<a),

que nous écrivons

c mqly + mol
)\l(oo):_l_ 101 22: 2

= 3.14
bl mllf + mglg ( )

[oon
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Fia. 3.1 — Comportement de w5 en fonction de . L’asymptote pour wy ()
a la pente %1

3.3 Comportement des fréquences caractéristiques

Nous considérons un systeme stable avec de petites oscillations,

1, .. 1 )
T=§(Aq,q)>0, UZQ(Bq,q)>0 Vq,q # 0.

Définition 3.3 Un systeme avec la méme énergie cinétique et avec l’énergie
potentielle U' = %(B’q, q) > 0 est dit "plus rigide” que le systéeme avec
énergie potentielle U si U’ > U Vq € R™.

Théoreme 3.4 Un premier systeme plus rigide qu’un second possede des
fréquences plus élevés que ce dernier. Sotent w; < wo < -+ < w, les
fréquences caractéristiques du systeme L =T — U, et ) < wh < -+ < W)
celles du systeme L' = T — U'. Si U’ est plus rigide, alors wy < wj,ws <
Why v wp < wh.

Preuve 3.4 du théoréme (3.4)
Nous considérons les ellipsoides E C R™ et E' C R"™ définies par

E={qeR"(Bq,q) <1}
et
E'={qeR"|(Bq,q) <1}.

Comme U'(q) > U(q) Yq, la relation E' C E est satisfaite. Nous supposons
que T = %(q,q), i.e. A = 1, sans restriction de généralité. Alors, les azes
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principaur &, -+, &, et €, & des ellipses sont les vecteurs propres de
B et B' avec BE; = w2, et B'E, = w2, Les longueurs a; des demi-azes
principauzr sont données par

wia? =1,—a; = —
Wi
et
/ ’ 1
2 .2_1 —qa. = —
(3 1 ? /
Wi

avec a; > ag > -+ > a, etay > ay > --- > al,. Mais pour que E' C E, il
fout que d; < a0 < as,- -, < an.

En effet, le plus petit demi-aze d’une ellipse obtenue par l’intersection de
E avec un sous-espace Ay de dimension k, est plus petit ou égal a ap. De
méme le plus petit demi-axe d’une ellipse obtenue par l'intersection de E'
avec un sous-espace Ay de dimension k, est plus petit ou égal a aj,. Ceci est
une conséquance des inégalités suivantes :

aj, = max min ||z <max min ||z| = a, (3.15)
{AxCR"} TEANOE {Ax} TEALNOE
et donc, ay, < ay. O
a
a
a
a

F1G. 3.2 — Les demi-axes de 1'ellipse intérieure sont plus petits.

Nous nous intéressons maintenant au comportement des fréquences caractéri-
stiques sous l'imposition de contraintes. Afin qu'un systeme linéaire reste
linéaire sous imposition de certaines contraintes, il faut que les contraintes
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soient linéaires. Le systeme est par conséquent forcé de rester dans un sous-
espace linéaire de R". Soit R"~! C R" ce sous-espace (une contrainte linéaire)
et soient

wp Swarr < wy

les fréquences caractéristiques du systeme original et

les fréquences du systeme contraint.

Théoreme 3.5 Les fréquences caractéristiques des systemes original et contraint
vérifient la relation suivante :

(3.16)

/ /
w1§w1§w2...§w2...

IN
(S
AN
S

3

Grdce a lidentification w? = —alz, ce théoreme est équivalent au théoreme
7
suivant.

Théoreme 3.6 Soit E C R" [’ellipse avec demi-azes principaur ay > ag >
<o« > a, et E' son intersection avec un sous-espace linéaire de dimension
d= (n—1). Alors, E' est aussi une ellipse et les demi-azes principaur de E’
appelés a}, > ay > --- > al _, satisfont les inégalités

ap >ay >ag->ay>al | > a,. (3.17)
-

K

Fi1G. 3.3 — Contrainte linéaire



Chap. 3 : Oscillation 61

Preuve 3.5 du théoréme (3.0).
D’abord a), < ay, parce que

ar = max min _||z||,
{AkCR"} LeANOE

tandis que

a, = max min__||z]|.
{A,CR"1} TEA,NIE

Alors, pour a, le mazximum est défini sur un plus grand ensemble de sous-
espaces Ay que ce n'est le cas pour aj. Pour démontrer ) > apy1, nous
prenons Ajy1 C R™ et posons Al = Apyy "R La dimension de Ay est
> k. Donc

donné nous qui devient Aj sous intersection avec R"~1. Comme A, C Api1
et donc ENAgy1 DO EN Agyq, le plus petit demi-axe de [’ellipsoide EN Agyq
est plus grand ou égal a celle de EN Ajyq -

a, =  max min ||| > max min |||
{A,CR"~1} TEALNIE {Ag41CR™} LA, NOE
max min _||z|| = ag41. 0
{Ap1CR"} TEAL NOE
Ceci complete la démonstration des équations de la section 3.3. Nous propo-
sons encore I’exercice consistant a montrer qu’'une augmentation de 1’énergie
cinétique, pour un potentiel U fixé, a pour effet de réduire les fréquences ca-
ractéristiques. Il s’agit d’un fait bien connu pour le pendule pour lequel nous
avons w? = 2. Si on augmente la masse et reduit la longueur telles que
ml =constante, I’énergie cinétique est augmentée (comme [) mais 1’énergie
potentielle reste constante. Comme w o 1/[ est indépendante de la masse, la
fréquence augmente aussi.

3.4 Résonance paramétrique

Si les parametres d’un systeme varient de fagon périodique avec le temps, une
position d’équilibre qui est stable pour toutes les valeurs fixées des parametres
peut devenir instable. C’est ce phénomene de résonance qui permet a la
balangoire de fonctionner si bien.

Exemple 1 Un enfant sur une balancoire qui étend puis replie ses jambes
périodiquement, correspond a un pendule mathématique de longueur
variable [(t + T') = I(t), avec T la période du systeme.
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Exemple 2 Un pendule dans un champ gravitationnel qui varie périodiquement,
a cause de la présence de la lune par exemple, correspond au systeme

G=-w'(t)g, w(t+T)=uw(t),

avec T' la période du systeme.

Exemple 3 Un pendule avec un point d’attache et qui oscille vericalement
satisfait également 1’équation précédente.

En général, nous considérons un systeme dynamique de la forme

z=f(x,t), flz,t+7T)=f(x,t), x€R". (3.18)

Soit g; le flot de (3.18), c’est-a-dire

G =Yg (t> )

ol g (t) est la solution de (3.18) avec la condition initiale 4 (0) = @.
Comme f(x,t) dépend du temps, les applications g; ne forment pas un

groupe, g:°gs 7 Gi+s 7 s © g¢- Mais il est évident que grogs = grys = gsogr,
et en particulier, (g7)" = g,7. Par conséquent, les applications g,y forment
un groupe, n € Z.

L’application

A=gr:R" — R"
z=7z(0) — (1)

est appelée application de Poincaré.

Théoreme 3.7 1. Le point xy est un point fire de A, Axg = x( si et
seulement si la solution x(t) avec condition initiale x(0) = xy est
périodique de période T'.

2. La solution périodique x (t) est stable dans le sens de Liapunov ou
asymptotiquement si et seulement si A est stable dans le sens de Lia-
punov ou asymptotiquement.

3. Si le systéme (3.18) est linéraire, alors Uapplication A est linéaire.
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4. Sile systéme (3.18) est hamiltonien, l'application A préserve le volume,
Nous faisons remarquer que la stabilité d’une application A se référe a son
itération : A est ”Liapunov-stable” si Ve > 0, 3§ > 0 tel que pour ||x — x| <
J, la condition ||A"x —xo|| < € est satisfaite Vn > 0. A est asymptotiquement
stable si Ve > 0, In tel que ||A"x — x| <€, Vn > N et & dans un voisinage
de x.

Les énoncés du théoreme précédent sont de simples conséquences des définitions.
Nous n’en donnons par conséquent pas de preuve formelle.

Corollaire 3.3 Nous considérons

I"l = X2 (319)
y = —wr, wt+T)=w(t).

Le systéme est linéaire et hamiltonien. A est donc linéaire et det (A) = 1.
La solution triviale (x1(t), zo(t)) = (0,0) de (3.19) est stable si et seulement
si A est stable.

Théoreme 3.8 Soit A la matrice d’une application linéaire du plan. Cette
application préserve laire, det (A) = 1. Alors l'application A est stable si
[trA| <2 et instable si [trA| > 2.

Preuve 3.6 du théoréme (3.8).
Soit A1 et Ay les valeurs propres de A. Alors,

Mo (trA)A+1=A— ) (A= X)),
donc A1 + Ay = trA et Ay = 1. De plus,
A =1 — dac = (trA)* — 4,

done A\, o ER si A >0 — |trA| > 2. Si A =0, les solutions sont \; = 1 et
A=1.

Si|trA| > 2, A\ <1 et \y= /\il > 1. L’application A est donc instable dans
la direction du vecteur propre pour .

SitrA| < 2, les solutions A1 2 sont conjuguées complezes Ay = Ay et M\, = 1.
Donc, Ao = exp (+ia). A est alors une rotation d’angle o, trA = 2 cos .
O
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AW

Az

Al

F1a. 3.4 — La figure de gauche illustre le cas |trA| > 2 et celle de droite la
cas |trA| < 2.

La discussion de la stabilité de la solution triviale de (3.19) est alors réduite
au calcul de la trace de A. En général, ceci doit étre fait de fagon numérique.
Nous définissons maintenant le concept de ”stabilité forte”.

Définition 3.4 La solution triviale d’un systeme hamiltonien linéaire est
appelée “fortement stable 7, si elle est stable et la solution de tout systeme
hamiltonien suffisamment proche est stable. Ici, nous définissons la distance
d entre deuzr systemes de période T', € = Byx et € = Bsx comme d =
max || B, () — Bs (1) .

te[0,7
Le théoreme précédent implique le corollaire suivant :

Corollaire 3.4 Si [trA| < 2 pour un systeme de dimension 2, hamiltonien
et linéaire, alors la solution triviale est fortement stable.

Appliquons le corollaire précédent au systeme suivant

#F=—-w(l+e(t) e, (3.20)

avec € << let a(t) = a(t+2m), |a(t)| < 1. Par exemple a (t) = cos (t).
Dans ce cas, (3.20) est '’équation de Mathieu.

Nous représentons un systeme de la forme du systeme (3.20) par un point
dans le plan (w,€), w, e > 0. Les systémes stables avec |trA| < 2 forment un
ouvert dans le plan. La borne de stabilité est donnée par 1'égalité |trA| = 2.
De méme pour les systemes instables avec |trA| > 2 qui forment également
un ouvert dans le plan (w, €).
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)

3/2

1/2 %1
% s

Théoréme 3.9 Tous les points sur l'aze w du systéeme (3.20) excepté les
demi-entiers, w = g, k=0,1,2,3,..., correspondent a des systemes stables.
En d’autres termes, faire fonctionner une balancoire avec de petits change-
ments de longueur est possible seulement au voisinage des fréquences w = %

pour T = 27, résultat connu expérimentalement par tous les enfants.

Preuve 3.7 du théoréme (3.9) La preuve du théoréme se base sur la solution
de (3.20) avec e = 0. Dans ce cas,

x (t) = ¢1 cos (wt) + cosin (wt) .
La solution avec les conditions initiales
z(0)\ (1 ; cos (wt)
z(0))  \0/)’ €s —wsin (wt)

et celle avec les conditions initiales

(8- = ()

A:( cos (2mw) %sin(Qm‘)))’

—wsin (27w)  cos (27w)

Donc,

1

avec [trA] = [2cos(27w) | < 2 pour w # {0, 3,

0O.

1,% , et le théoreme suit.

Pour w ~ g, k € N, la position d’équilibre de la balancoire devient instable,

et ceci méme sous des changements arbitrairement petits de la longueur. Ce
phénomene est appelé résonnance paramétrique. Si la fréquence de la

perturbation a (t) est v (dans (3.20)), et la condition de résonnance devient

2 o~ g,k € N. Normalement, la résonnance k = 1 est la plus forte et les

enfants étendent et replient leurs jambes avec fréquence v = 2w = 2\/% ,
avec L la longueur de la balancoire.
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Corps rigide, la toupie.

4.1 Mouvement par rapport a un systeme de
coordonnées mobiles

Si nous voulons discuter le mouvement d’un corps rigide et surtout sa ro-
tation, nous nous référons souvent a un systeme de coordonnées fixé sur
ce corps, et non au systeme de coordonnées par rapport auquel 1'objet est
en mouvement (le laboratoire par exemple). Dans ce contexte, le principe
d’inertie veut qu’un point matériel sur lequel agissent des forces dont la
somme est nulle reste au repos ou garde son mouvement rectiligne uniforme.
Un référentiel galiléen obéit au principe d’inertie, et 'accélération reste la
méme dans tout référentiel galiléen. Cette approche n’est plus valable dans
des référentiels accélérés ou apparaissent les forces d’inertie.

Comme nous le verrons, toutes les forces d’inertie sont proportionnelles a la
masse. Ceci a conduit Einstein a penser que la gravitation pourrait étre une
sorte de force d’inertie, ce qui le mena a développer la théorie de la Relativité
Générale.

Nous considérons un systeme lagrangien L = L (q, q,t) décrit par les coor-
données (q, t). Nous voulons le décrire dans les nouvelles coordonnées Q (g, t)
en mouvement par rapport a q.

Théoreme 4.1 Si la trajectoire

v:q=o() .
solution de l’équation lagrangienne
d oL OL
atdg  Oq

66
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est écrite comme

v:Q=22(1),

alors la fonction ® (t) est une solution des équations de Euler-Lagrange du
lagrangien L' donné par

L(QQ.t)=1(a@1.4(Q.Q.1).1). (4.1)

Preuve 4.1 du théoréme (4.1)
La trajectoire v est un extremum de [’action

5/L(q,q,t)dt:0,
Y

et donc
6/L’ (Q,Q,t) dt = 0.
v
® satisfait par conséquent les équations d’Euler-Lagrange pour le lagrangien

L.

Définition 4.1 Soit maintenant k un systeme de coordonnées q galiléen,
et K un systeme de coordonnées en mouvement par rapport a k avec coor-
données Q. K et k sont des espaces euclidiens orientés de dimension n. Un
mouvement de K relativement a k est une application affine

D, K—k

qui dépend de t de fagon lisse et qui préserve la métrique ainsi que l’orien-
tation. Une application affine est de la forme

Qr— RQ+r(t) =qQ,1),

ot Ry est une applicatoin linéaire et v(t) est une translation. Il suit donc le
théoreme suivant :

Théoreme 4.2 Tout mouvement D; peut étre décomposé de facon unique
en une rotation Ry et une translation r (t).
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Preuve 4.2 du théoréme (4.2)
Nous voulons prouver que

DtQ = RtQ+r(t)7

de fagcon unique. Alors, comme D, doit préserver la métrique et [’orientation,
R, doit étre une rotation, R, € SO(n). O

Nous posons maintenant

q(t) = RQ@)+7(t) (4.2)

et la dérivée par rapport au temps ¢

q(t) = RQ(t) + RQ(t) + 7(t). (4.3)

Nous considérons d’abord le cas spécial pour lequel la condition R; = 0 est
satisfaite, sce qui équivaut a un mouvement de translation. Nous avons alors
le théoreme suivant.

Théoréme 4.3 Soient R, =0et7 = Alors, v = ¢ = v' + vy (addition
des vitesses), avec v/ = RQ.

(Ce théoréme est just un conséquence de (4.3) avec R, = 0.)
Nous considérons maintenant le cas de rotation avec 7 = 0. Si le point Q est
au repos, @ = 0, nous parlons alors de rotation transférée du point g ().

Exemple Nous considérons une rotation avec vitesse angulaire w autour
d’'un axe e fixé dans un espace a n = 3 dimensions. Comme nous
I’avons déja vu, dans un tel cas,

RQ =sin(a)eNQ —cos(a)en(enQ)+e-(e-Q)=q(t). (44)
Pour un axe e fixe et une vitesse angulaire w, nous avons
a=w et e=0,
et

qgt) = RQ=uwcos(a)ehQ+wsin(a)eA (e A Q)
= weAgq. (4.5)
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Pour la derniere égalité, nous observons d’abord que e A e = 0. En
employant (4.4), il reste alors a démontrer que

eNlen(en@)) =—-eNnQ. (4.6)

D’abord, il est clair que si e et Q sont paralleles, I’égalité est vérifiée.
Dans les autres cas, Q peut étre décomposé en une partie parallele et
une partie normale a e , Q@ = Q, + Q) avec Q| # 0 et seul la partie
Q, contribue dans (4.6). Il reste alors a démontrer que

eNlen(en@)))=—-eNQ,. (4.7)
Pour ceci nous observons que les vecteurs suivants

eNQ, eN(eN@))
T R

forment un systéeme orthonormé et nous définissons

eNQ@Q, eNlen@))
e=1v], ——= =17, —— "= —:yp;3.
Q.| Q.|
Alors, v1 A v3 = —va, et la relation (4.7) est démontrée.

Nous posons maintenant w = we de fagon a ce que ¢ = w A q. Dans le
cas général, « () et e (t), ce dernier produit vectoriel reste valable avec
une vitesse angulaire w (t) instantanée. Aux termes ¢, s’ajoutent des
termes comprenant é. Il est possible de trouver w (¢) a partir de (4.4),
mais il est plus simple de procéder de facon abstraite. Comme R; est
une matrice orthogonale R, R] = 1, et donc

. . . . T
R.RT + R,RT = R,RT + (RthT ) —0.
Par conséquent,
R,Q= R 'q=RRlq=Aq,

avec A+ AT =0, A est antisymétrique. En 3 dimensions, ’espace des
matrices antisymétriques est tridimensionnel et nous pouvons écrire

N
I

wy 0 —w (4.8)
—Wy w1 0
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de maniere a ce que

Ag=wANq pour w= (wl,wg,wg)T, (4.9)
ce qui démontre le théoreme suivant.

Théoréme 4.4 Pour tout moment t, il existe un vecteur w (t) € k tel que
la vitesse transférée d’un systéeme en rotation est donnée par

gd=wANgq, Vg €k, (4.10)
w (t) est la vitesse angulaire instantanée.

Cette démonstration montre aussi que la vitesse angulaire n’est en effet pas
un vecteur, mais une matrice 3 X 3 antisymétrique. Ce n’est qu’en dimen-
sion n = 3 qu’il est possible d’adopter la représentation vectorielle. Pour un
mouvement purement rotationnel, » = 0, nous avons alors

v=¢g=RQ+RQ=wAq+7 (4.11)

Théoréme 4.5 Un systeme K en mouvement (translation et rotation) par
rapport a k est décrit par une relation entre les vitesses :

q = RQ+r(t)
g=v = v +v,+ v, (4.12)

avec v = RQ, vo =7 et v, =w A (g — 7).

Fi1G. 4.1 — Additon des positions pour des référentiels en mouvement relatif.
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Preuve 4.3 du théoréme (4.5)

Pour prouver le théoréeme précédent, nous considérons d’abord le systeme K
qui tourne par rapport a K, de méme origine, mais sans translation. Donc,
a partir de (4.11),

’Ul:le(.O/\Ql—'—’U,.

Mais Ky décrit un pur mouvement de translation par rapport a k, donc v =
v+ 7 =v1+vg et q=Q1+7r. Alors,

v=v"+4wA(q—7)+ vp. O (4.13)

4.2 Forces d’inertie

Théoreme 4.6 Dans tout systeme K en mouvement de translation par rap-
port a un systeme d’inertie k, le mouvement d’un systéme mécanique est
semblable a celur d’un systeme mécanique dans un systeme d’inertie avec
force d’inertie

Fi = —m¥
ajoutée a la force résultante. Ici, ¥ est l'accélération du systeme K.

Preuve 4.4 du théoréme (4.6)

Q:q_ru
done
mQ = m{ —mi# = F + F. (4.14)

Un mouvement de translation est donc équivalent a l’ajout d’un champs de
force homogéne F; = —mf. O

Exemple 1 Une fusée dans sa phase de lancement est accélérée vers le haut
avec une accélération # > 0. La force de gravité vers le centre de la Terre
mesuré par une physicienne a bord de la fusée est alors —m (g + 7),
donc plus importante que pour les gens qui assistent au lancement par
terre.
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Exemple 2 Une physicienne en chute libre est accélérée avec # = g. Si
elle fait localement des mesures de la gravité, ses résultats pour la
force seront F' = m (g — #) = 0, comme une personne qui serait dans
une espace dépourvu de gravitation. Par conséquent, la chute libre et
I’absence de gravitation ne peuvent pas étre distinguées localement.
Ces idées jouerent un role tres importants pour Einstein dans son
développement de la Relativité Générale.

Exemple 3 Si le point de suspension d’un pendule est en mouvement ver-
tical avec accélération # (t) vers le haut, alors le pendule bouge comme
si il était dans un champs gravitationnel variable g’ (t) = g — # ().

4.2.1 Systeéemes en rotation

Soit

R K — k
Q — RQ=gq

une rotation. Le vecteur de rotation w dans le systeme k est défini comme
précédemment et nous posons

Q=R 'w, (4.15)

le vecteur de rotation dans le systeme K. Dans le systeme d’inertie k, q est
soumis a une force f (q, q)

mg = f(q.q).
Théoréme 4.7 En plus de la force F = R;7'f, le mouvement dans un
systeme en rotation est soumis a trois forces d’inertie

1. La force d’inertie de rotation : —mQAQ.
2. La force de Coriolis : —2mSY A Q.
3. La force centrifuge : —mQ N (Q A Q).

Par conséquent,

mQ=F—mOQAQ—-2mQAQ—mQA(QAQ) (4.16)
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avec Ry F <Q, Q) =f <RtQ,RtQ + RtQ> La force centrifuge est toujours

dirigée radialement vers [’extérieur de ’axe de rotation, et agit méme si Q =
0. Par contre, la force de Coriolis n’agit que sur un point en mouvement,

Q#0.
En exercice, on démontrera que dans I’hémisphere nord, la force de Coriolis

dévie tout point qui bouge le long de la Terre vers sa droite, et que tout point
se dirigeant verticalement vers le haut est dévié vers I'ouest.

2
QAQ

: &M(mm
- g

0

F1G. 4.2 — Force centrifuge d’inertie.

Preuve 4.5 du théoréme (4.7)
Pour X € K, nous avons

RX = wWARX=ROQANRX

La derniere eaution suit du fait que la rotation R; conserve longueurs et
angles, et par conséquent le produit vectoriel également. Alors,

q:RtQ+RtQ:Rt<QAQ+Q>
et
i = Rt<ﬂ/\Q+Q>—|—Rt(Q/\Q+Q/\Q+Q>
= Rt<Q/\<Q/\Q+Q)+Q/\Q+Q/\Q+Q>
:Rt<Q+QQAQ+Q/\Q+Q/\(Q/\Q)>. O
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Nous discutons maintenant brievement 1’effet du mouvement de la Terre sur
des expériences terrestres. La rotation de la Terre est presque uniforme, de
telle sorte qu’il est possible de négliger 2. L’accélération centrifuge atteint
sa plus grande valeur a I’équateur, et elle y vaut :

QA (RAQ)| = DRe
~ (7.3x107°)%6.4 x 10°2 ~ 0.03.
s s
Ceci correspond a environ 3%o de l'accélération gravitationnelle, g = 9.873.

Dans un laboratoire, cette quantité n’a pas un tres grand effet, et la dépendance
la plus importante provient de la force de Coriolis :

Q=g+2Q7Q

avec | ~ 7.3 x 107°s7! et g = 9.8%3. Pour une vitesse de Q| ~ 1012 ~
3000’%”, la force de Coriolis est du méme ordre de grandeur que la force
gravitationnelle.

4.2.2 Le pendule de Foucault

Nous considérons de petites oscillations d’un pendule idéal sur Terre. Nous
tenons compte de la force de Coriolis. Le pendule est positionné verticalement
(axe z) a une latitude Ag.

F1G. 4.3 — Pendule de Foucault

Nous ne nous interéssons que au mouvement dans le plan (x,y) qui est
indépendant de celui en direction e, que nous négligeons. La force de Coriolis
est :

F.=2mQ A Q = 2m, (je, — ie,),
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avec €1, = |Qsin(N\g) = Qsin()\g). Pour un pendule de fréquence propre

w, w? =4 avec g l'accélération gravitationnelle et [ la longueur du pendule,

nous obtenons les équations de mouvement suivantes :

io= —wir+ 205
= —wy—20.4. (4.17)
Nous écrivons (4.17) au moyen de la variable complexe u = x + iy, @ =

T+ 1y, U = T + 1y, et nous avons

i = —ww+2Q, (y—it) (4.18)

= —w?u— 2iQ.40.

Nous faisons alors I’Ansatz © = e que nous introduisons dans I’équation
différentielle précédente. Cette équation devient alors

A= —w?+2)0,,

équation algébrique du second degré admettant les deux solutions suivantes

)‘:I: = —szl: \/Qg—l—w?.

Pour des valeurs réalistes w > ()., nous développons au premier ordre en €,

Ay~ —Q, +w.
La solution générale (au premier ordre en % Jest alors
U (t) — 6—2ta (Clezwt + Cze—zwt)

) = e (o (w— Q) e —cp(w+ Q) e™).

Nous admettons les conditions initiales y(0) = ¢(0) = 0, ce qui permet de
fixer les constantes ¢j et ¢y 1 ¢c1 +ca € Ret ife;(w—Q,) — 2w+ Q)] €R,

T = a+ b
-Q, . Q, _
Ccy = aw —zb:a(l—Q—)—zb.
w

w+Q,
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Apres un aller-retour du pendule, une période s’est écoulée et nous nous
situons au temps t =T = %’T Nous avons

w(T) = e 2% (¢ + ¢0) = e 2™ 2 (0)

puisque les parties imaginaires des deux constantes s’annulent, et donc il ne
reste plus que la partie réelle de u(0), Re (u(0)) = x(0). Les deux solutions
indépendantes apres une période sont ainsi

2(T) = cos (27&) 2(0)

w

y(T) = —sin <27&) 2(0).

w

Le pendule a donc accompli une rotation d’angle

a(T)=0.T = 27;92. (4.19)

Au poéle nord, Q, = 27—, et par conséquent, le pendule fait un tour par
jour
jour. A une certaine latitude \g, nous avons €2, = 27 sin (\g) joﬁ, et le pendule

parcourt une fraction de tour de r = sin (\g) par jour. A Geneve, la latitude
est de \g = 46°12', et donc sin (\g) =7 = 0.72.

4.3 Corps rigides, la toupie

Définition 4.2 Un corps rigide est un systeme de masses {my, ma, ..., my,}
ponctuelles soumis aux contraintes holonomes

|x; — xj| = r;; = constante.

Théoreme 4.8 L’espace des configurations d’un corps rigide est de dimen-
sion d = 6 et est donné par R® x SO (3) (translations x rotations).

Preuve 4.6 du théoréme (4.8)

Nous supposons que le corps n'est pas linéaire (s’il l’était, le théoréme ne
serait pas valable). Nous choisissons trois points {x1, X2, X3} sur le corps de
telle maniére a ce qu’ils ne soient pas alignés sur une droite. Nous considérons
le systeme droit orthonormé donné par

Ty — I
= = =ez A 4.20
{ex T2 — :1;1|’ e =egz /ey, ez}, ( )
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FiG. 4.4 — Corps rigide

avec es la normale au plan engendré par {1, 2, T3}.

Comme |x; — xj| = r;; est fixé, toutes les positions du corps sont fixées si
les vecteurs {x1, T2, x3} sont connus. La configuration du corps est donc
entiérement déterminée si les vecteurs {x1, T2, T3} le sont. Finalement, une
translation der € R améne x4 a lorigine et une rotation change le référentiel

{e1,e2,e3} en {ey, ey, €.} O

Définition 4.3 Un corps rigide avec un point five x1 (t) = 0 est appelé une
toupie.

L’espace des configurations de la toupie est évidemment SO (3).

Nous considérons maintenant les lois de conservation pour un corps rigide
libre. Nous supposons que le corps rigide n’est soumis a aucune force, sauf les
contraintes. Le systeme est alors invariant sous translation globale. D’apres
le théoreme de Noether, il existe alors trois intégrales premieres, qui sont les
trois composantes du vecteur impulsion,

P = ZmZQ1 = constante.
i

Nous posons M = ). m; et
X = ! g Q
=7 : m;Qj,

le centre de masse. Le centre de masse ne se situe pas nécessairement sur le
corps lui-méme. Dans le cas d'une coquille, par exemple, il est a l'intérieur
du corps. Nous avons donc

1

X = — P =V, = constante,
M 0 constante
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et
Il en suit le théoréme suivant :

Théoreme 4.9 Le centre de masse d’un corps rigide libre se meut de fagon
uniforme et non-accélérée.

Si de plus, nous prenons comme référentiel le systeme de coordonnées X (t) =
0, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 4.1 Un corps rigide libre tourne autour de son centre de masse
comme si celui-ci était fixé a X = 0.

Ainsi, avec ce qui précede, le probleme du corps rigide s’est réduit au mou-
vement d’un corps rigide autour d’un point fixe 0. Nous étudions maintenant
ce probleme dans les détails, et nous ne demandons pas que ce point fixe soit
le centre de masse. L’espace des configurations est alors SO (3) et

L:TSO(3)—R

le lagrangien donné par 1’énergie cinétique est invariant sous rotation et trans-
lation dans le temps. D’apres le théoreme de Noether, ceci implique l'exis-
tence de quatre intégrales premieres correspondant aux trois composantes du
moment cinétique m et a I’énergie F conservée.

Théoreme 4.10 Le probleme d’un corps rigide avec point fixe O en absence
de forces (la toupie libre) posséde quatre intégrales premiéres, m et E.

La position et la vitesse du corps sont déterminées par un point dans 'es-
pace a d = 6 dimensions 7'SO (3). Dans le cas général pour lequel le corps
ne possede pas de symétrie, les différentes fonctions m,, m,, m, et £/ sont
indépendantes. Les équations

my = Ch, my:C27 m, = Cs, E =y,
donnent lieu a un sous-espace a d = 2 dimensions
Ve=V (Cl, 02, Cg, 04) c TS0 (3) .

Comme les vitesses angulaires sont limitées par £ = Cy (E est une forme
quadratique positive définie dans les vitesses angulaires), Vi est compact.
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Pour C; fixé, la trajectoire de la toupie est confinée sur Vi qui admet alors
un champs vectoriel tangent a ce mouvement. Si £ = Cy > 0, la toupie ne
peut pas s’arréter, et donc ce champs vectoriel ne peut pas avoir des points
singuliers qui sont des points sur Vo pour lesquels le champs s’annule. De
plus, T'SO (3) est orientable. Les variétés a d = 2 dimensions compactes,
connexes et orientables sont toutes connues. Ce sont des tores a n trous.

n=0 n=1 n=2

F1G. 4.5 — Variétés a d = 2 dimensions et n = 0, 1, 2 tuyau(x).

La seule de ces variétés qui admet un champs vectoriel sans point singulier est
le tore simple avec n = 1. Vi est donc un ou plusieurs tore(s). Nous verrons
plus tard qu'’il est possible de choisir des coordonnées (¢1, ¢2) (mod 27) sur
Ve telles que les équations de mouvement deviennent

(él = w1 (017 027 037 C4) ) et ¢2 = W2 (017 027 037 C4) . (421>

Si o ¢ Q, ceci implique que la toupie ne retourne jamais dans son état
initial. En général, une toupie libre accomplit une superposition de deux
mouvements périodiques. Les fréquences w; et wo dépendent des constantes
C; qui sont elles-mémes fixées par les conditions initiales.

Apres cette analyse qualitative, nous passons maintenant a ’étude quanti-
tative du probleme. Pour ce faire, nous adoptons les conventions d’écriture
suivantes :

Soit O le point fixe, k& un systeme de coordonnées stationnaires et K un
systeme de coordonnées tournant avec la toupie. Soit encore
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R:K — k (4.22)
Q — RQ=gq

la rotation qui lie les deux systemes. Nous posons :

— q € k le vecteur qui lie un point dans k a O.

— Q € K le vecteur qui lie un point dans K a O.

— v =q € Tk le vecteur vitesse.

~ V € TK le vecteur vitesse avec V = R; 'v.

— w la vitesse angulaire instantanée dans k.

Q = R, 'w la vitesse angulaire dans K.

m le moment cinétique dans k.

~ M = R;'m le moment cinétique dans K.

La rotation R; préserve le produit scalaire et le produit vectoriel :

v = wAq=V=0AQ (4.23)
m = gAmv=mgA(wAq) = M=mQANQNQ). (4.24)

L’expression (4.24) pour M est linéaire en €2. Il existe donc un opérateur
linéaire

AK — K (4.25)
Q — AQ= M.

Lemme 4.1 Lopérateur A est symétrique et il est donné par

A (Q)ij =m (Q25z’j - Qin) ) (4.26)

si le corps solide consiste en un point massif de masse m en Q. S’il existe N
points massifs de masses m,, ¢ Q™ , nous avons alors

N
A = Zmn ((Q(n))Qdi]’ - QEH)Q§N)> . (4.27)
n=1

Preuve 4.7 du lemme (4.1)
(4.26) est une conséquence de la définition. Nous utilisons d’abord l’expres-
sion suivante pour le produit vectoriel :

3
(@nb); = Z €itm A1y, - (4.28)

I,m=1



Chap. 4 : Corps rigide, la toupie. 81

Ici €, et le tenseur totalement antisymétrique en trois dimensions,

sign(o) sio:(1,2,3) — (i,l,m) est une permutation
Eilm = . . , (4.29)
0 st deux index sont égaur.
Avec ceci nous trouvons
3
mQANR2ANQ)), = m Z €ijkQj€kimSUQm (4.30)

jvkvlvmzl

3
= m Z (0310 jm — Oim0j1) Q; U@,

gk, lm=1

3
= m(Q°%—(Q-VQ;) =) AyQy.
j=1

L’équation (4.27) suit alors du fait que le moment cinétique de plusieurs
points massifs est la somme des moments cinétiques des points

M = ZM(”) - ZAWQ =AQ. O

Corollaire 4.2 [ ’énergie cinétique d’un point massif appartenant a un corps
solide est une forme quadratique par rapport a la vitesse angulaire,

T:%(AQ-Q): (M- Q). (4.31)

N —

Preuve 4.8 du corollaire (4.2)
Pour un point massif appartenant au corps, nous avons

2 _ M

v
2

(QAQ) .

mo, _m
2

Pour continuer nous utilisons la formule (a-(bAc)) = (b-(cAa)) pour
a=0OANQ,b=Q etc=Q. Alors
m

T = (QAQ)zzg(Q'(Q/\(Q/\QW

(M -Q), (4.32)

N o
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et pour une collection de points massifs,
N N

7= X T=d gm

n=1 n=1

1 & 1
_ §Z(M(”)-Q) S(M-Q). D
n=1

2
nVn

l\Dl}—‘

Nous nous intéressons maintenant aux axes principaux d'un corps quel-
conque. Tout opérateur linéaire symétrique et défini positif A possede trois
vecteurs propres. Nous appelons ces vecteurs propres axes principaux e;.
Ils sont orthogonaux et leurs sont associés les valeurs propres I; > 0. Si
maintenant nous exprimons la vitesse angulaire le long de ces directions

Q= Qlel + Qgez + Qgeg, (433)

nous trouvons alors

3
M = ) Me;=AQ=LQe; + L%es + IQses (4.34)

et
1
T=3 (L] + L3 + 1593) . (4.35)

Si les nombres I, I et I3 ne sont pas tous différents, les directions ey, eq et
es ne sont pas uniquement déterminées.

Théoreme 4.11 Pour la rotation d’un corps solide fixé au point O avec
vitesse angulaire Q = Qe (qui passe par O) autour d’un aze quelconque e,
[’énergie cinétique est

1
T = 51692, (4.36)

avec

N
le = Zmn (Q(”) — (Q(”) -e) 6)2.

n=1
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Preuve 4.9 du théoréme (4.11).
Au moyen la relation (4.30) et avec 2 = Qe, nous pouvons écrire

T = %;M(")-Q
SACORSRDY
- S (@)~ @)
- T (00 (@)

1

— —0%,.
9" € H

Le vecteur

r .— Q) (Qm) .e> e

est simplement la projection de Q™ dans le plan normal A e.

F1G. 4.6 — Energie cinétique d’un corps en rotation autour d’un axe.

Le nombre Ie dépend de I'axe de rotation e. Ce calcul démontre que
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Corollaire 4.3 le moment d’inertie Ie d’un corps autour de l'axe e est
donné par

Ie = Zmn (r("))2. (4.37)

Corollaire 4.4 Les valeurs propres I; sont les moments d’inertie du corps
autour des azxes principaur €;.

Pour étudier la dépendance du moment d’inertie Ie de I'axe e, nous considérons
les vecteurs \/%, avec e € S? une direction quelconque (vecteur unitaire).
e

Théoréme 4.12 Les vecteurs 2 := \/% forment un ellipsoide dans K.
e

Preuve 4.10 du théoréme (4.12).

Si Q= —€— alors nous trouwvons pour la forme quadratique T :
Vie

1 1, 1

ce qui est [’équation d’un ellipsoide. O

Définition 4.4 L’ellipsoide du théoréme précédent satisfaisant (AS2,2) = 1
s’appelle "ellipsoide d’inertie” du corps par rapport au point 0.

Corps

Fic. 4.7 — Ellipsoide d’inertie.

Nous faisons remarquer que normalement, un corps solide n’est pas une
simple collection de points massifs isolés, mais il est mieux décrit par un
volume continu et une densité de masse p(Q), de telle sorte que la masse
d'un élément de volume

dv = d*Q
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au point ) est donnée par

dm = p(Q) dv.
Dans ce cas,
Ay = /Corpsp@) Q%6 — Q4. (4:38)
et
le = / Q- @R (4.39)

Comme exercice, nous pouvons considérer un corps en forme d’ellipsoide
dont la densité est constante, p(Q) = po, et 0 est le centre de masse et en
déterminer alors I'ellipsoide d’inertie.

Le centre de masse d'un corps de masse totale m = [ p(Q)d*Q est défini par

Q= [r@are (1.40)

Si le corps a un axe de symétrie d’ordre k, tel qu’il se recouvre apres une
rotation d’angle 27” autour d’un axe e, l’ellipsoide d’inertie possede la méme
symétrie autour de cet axe. Mais un ellipsoide triaxial n’a pas d’axe de
symétrie d’ordre supérieur a 2, et donc tout axe d’ordre de symétrie £ > 2
est un axe de rotation de l’ellipsoide d’inertie.

F1G. 4.8 — Ellipsoide d’inertie d'un triangle équilatéral.

Définition 4.5 Un axe e est appelé axe de symétrie de [’ellipsoide d’inertie
st celui-ci est invartant sous rotation autour de e.
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Théoreme 4.13 de Steiner. Soit Iy le moment d’inertie d’un corps par rap-
port a un axe e qui traverse le centre de masse du corps, et soit €' un azxe
paralléle a e, et situé a une distance r de e. Alors, le moment d’inertie par
rapport a e’ est

I'= Iy +mr?, (4.41)
ot m est la masse du corps.

Preuve 4.11 du théoréme de Steiner.
Pour les coordonnées Q telles que Q = O corresponde au centre de masse,
nous avons

| r@aeq-o (1.42)

—

Nous choisissons maintenant le point O" sur €' tel que (O',0)= rey, ou
e, est un vecteur unitaire normal o e et €. Si Q' sont les coordonnées par
rapport ¢ O, Q' = Q +re, . Nous avons alors

I = / P (Q/) (Q/ _ (Q/ . e/) e/)Z dBQ/
I = / p(Q)(Q+re; —(Q-e)e)’d*Q
— hez [ pQQendQit [ Qa0

g

=0

= Ihy+7rm (4.43)
ou
L= [ @@-@eerdq
corps
m= [ Qe
corps
Le deuziéme terme disparait a cause de (4.42). O

Le moment d’inertie par rapport a un axe qui passe par le centre de masse
est toujours inférieur a tout autre moment d’inertie défini par rapport a un
axe parallele.
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F1G. 4.9 — Théoreme de Steiner

4.4 Les équations d’Euler, la description de
Poinsot du mouvement d’un corps solide

Nous considérons le mouvement d’un corps solide avec un point fixe O. Soient
M le moment cinétique du corps par rapport a O, € la vitesse angulaire et

(A;j) Popérateur d’inertie tel que

AQ = M.

Les vecteurs M et €2 sont définis dans le référentiel K qui bouge avec le
corps. En absence de forces, le moment cinétique dans ’espace d’inertie,

m = R,M,
est conservé. Donc, M doit varier de la maniere suivante :

0 = m:RthLRtM:Rth_lm—i—RtM

= w/Am+ RM,
et
0= R A RM + ReM = R, (@AM + M) .
Ainsi, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 4.14 En absence de forces extérieures,

M:iM:MAQ.
dt

Ces équations sont les équations d’Fuler en absence de forces.

(4.44)
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Comme AQ = M, nous décomposons €2 et M le long des axes principaux
du corps

Q= Qlel + 9262 + 9363
et
M = Mlel + M2€2 + M3€3

avec M; = I,$);, I; étant le moment d’inertie dans le direction e;, (4;; = 1;d;5).
Dans ce cas, (4.44) devient

My = LS = MQs — MaQy = (I, — I) Q2
M2 = IQQQ - (]3 - Il) 9193
M3 = IgQg = ([1 - [2) QlQQ. (445)

Si les forces extérieures ne sont pas nulles mais engendrent un moment de
force n(q) = q N f(q) a tout point g du corps, nous définissons le moment
de force total

n = / n(q) d’q, et N = R; 'n,
corps

alors les équations d’Euler prennent la forme suivante

dM
M MAQLN,
df *

Lemme 4.2 Les équations d’Fuler libres possédent deux intégrales premiéres
quadratiques en M :

2K
L L L

M? = M7 + M3 + M. (4.46)
Preuve 4.12 du lemme (4.2)

E est une quantité conservée par la loi de conservation de l’énergie et M?
I’est également par la loi de conservation du moment cinétique.

Le vecteur M bouge donc le long de l'intersection de la sphere M? = 12 et
de Dellipsoide 2F = ]\;[—112 + 1\14_222 + ]\;[—5 Pour étudier la structure des courbes
M (t), considérons I'intersection de ellipsoide, F > 0, avec des sphéres de
différents rayons .



Chap. 4 : Corps rigide, la toupie. 89

N\
<

z

Fic. 4.10 — Trajectoire des équations d’Euler sur une surface de niveau
d’énergie.

Nous supposons I; > I, > I3. Les longueurs des demi-axes de l'ellipsoide
sont alors \/2E1; > /2EI, > \/2EI3. Si i < \/2EI3 ou > \/2EI, il n’y a
pas d’intersection entre la sphere de rayon u et ellipsoide. Un mouvement
satisfaisant M2 = p? et d’énergie E est donc impossible. Si u = /2EI3,
'intersection consiste en deux points et pour pu = +/2E13, Uintersection se
réduit a deux petits cercles. Les points u = v/2FE 3 sont des points station-
naires stables, et de méme avec y = /2FE,. Par contre, la courbe p = /2E1,
consiste en deux cercles. Ce point stationnaire est alors instable.
Evidemment, les solutions M = M;e; et donc £ = ;e; sont des rotations
stationnaires, c’est-a-dire @ = M = 0, ainsi quil est possible de le voir &
partir de (4.45). Nous avons donc le théoreme suivant :

Théoreme 4.15 Les solutions M = Mey et M = Mses des équations
d’Euler (4.45) correspondant aux rotations autour de l'axe avec le plus grand
et le plus petit moment d’inertie sont stables, tandis que la solution station-
naire autour de l’axe moyen eq est instable.

Nous voulons encore mieux visualiser le mouvement du moment cinétique M
et de la vitesse angulaire €2 dans le référentiel du corps. Ils sont périodiques
si M? # 2FE1I;. Pour visualiser la facon dont le corps tourne dans 'espace,
nous considérons son ellipsoide d’inertie

£ ={8l(

(11

,AE) =1} C K.

A tout moment D'ellipsoide £ occupe la position R;E dans I'espace station-
naire k.
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Théoreme 4.16 de Poinsot
Lellipsoide d’inertie roule, sans glisser, le long d’un plan perpendiculaire au
moment cinétique m.

11

F1G. 4.11 — Roulement de l'ellipsoide d’inertie sur un plan invariable.

Preuve 4.13 du théoreme (4.16)
Nous considérons un plan 11 normal a mv et tangent R,E. 1l existe deux de ces
plans. Au point de contact, la normale a R;E est paralléle a m. L’ellipsoide
E est aussi donné par

Q 1
V2T’ 2
La normale a & est alors donnée par V (AQ, Q) = 2AQ = 2M, donc la

normale a RE est 2R,M = 2m, attachée au point de contact € entre 11 et
R,E. Dan k le point de contact est donné par &€ = RyE,

. (20,

£={

(11

P—
— —
— —

(Q,AQ) =T} C K.

=+—, T=—

¢ V2T 2

Mais, (&, m) = £/ 2T est une grandeur constante. Donc la distance entre le

plan 11 et le centre de masse O ne change pas et ellipsoide € roule sur 11
sans glisser. Il est aussi appelé “plan invariable”. O

L I, Is

Corollaire 4.5 Pour une condition initiale proche d’une rotation station-
naire autour du plus petit (grand) axze d’inertie, la vitesse angulaire reste
proche de sa position initiale non seulement par rapport au corps (2), mais
aussi par rapport 4 lespace fize (w). (Dans ce cas m et w sont presque
paralléles.)
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Nous considérons la trajectoire du point & € R,E NII. Lorsque £ a fait une
révolution entiere sur 'ellipsoide &, les conditions initiales se répetent, mais
le corps a tourné d’'un angle a autour de ’axe m. La seconde révolution est
exactement pareille & la premiere. Ainsi, si a = 27?%, p,q € N, le mouvement
est périodique aussi dans k, mais si 5~ ¢ Q, le corps ne retourne jamais dans
sa position initiale. Dans un tel cas, la trajectoire de &€ est dense dans un
anneau autour de O’ sur II :

'

F1G. 4.12 — Trajectoire d'un point de contact sur le plan invariable.

Nous considérons plus en détail le cas spécial important d'un ellipsoide d’iner-
tie avec symétrie axiale : [} = I # I3. Lellipsoide est donc symétrique sous
rotation autour de ’axe eg sur le corps, R;es3 dans 'espace fixe. Dans ce cas,

Q = Qg€3+QJ_
M = I3Q3e3+ 1,2,

avec 2, = Qye; + (ses. Done, e3, © et M sont dans le plan (ez, Q). De
méme, R;ez, w et m sont dans le plan donné par le vecteur constant m et
R;e3. Les équations d’Euler sont alors

dfls
_ 4.4
o 0 (4.47)
d, a0  d,
20, —1L 20 —2 = 2 (Q2) =
g TRy dt( 1) =0,
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et donc, %QZ = 0 et %wQ = 0. Les axes de rotation, w et de symétrie

R;es tournent autour de 'axe fixe m. Le mouvement de rotation de ’axe de
symétrie R;es s’appelle " précession”.

Fi1G. 4.13 — Mouvement de précession.

Q = Q3E3+QJ_

M = ]39363 + ]QQJ_, Q= l]\4 +(1-— é 9363
I P
1 I3
w = ROQA=—m+|1—- =) O3Res. (4.48)
I, Iy

La deuxieme composante de w n’est que la rotation du corps autour de son
axe de symétrie, tandis que la premiere composante est la précession,

1
Wpp = I—zm (4.49)

4.5 La toupie lourde ou toupie de Lagrange

Nous considérons un corps solide avec symétrie de rotation autour d'un axe
es, une toupie, avec par conséquent [ = Iy # [3. Cette toupie est placée
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dans un champ de force uniforme, gravitationnel par exemple. Nous verrons
)

que son mouvement est composé de trois processus périodiques : rotation,

précession et nutation. Nous introduisons maintenant les angles d’Euler.

AZ

zp = lcos @

0

F1G. 4.14 — Mouvement de la toupie.

Le cas général pour lequel aucune symétrie n’est requise ne peut pas étre
résolu. Nous considérons donc une toupie avec un axe de symétrie es. Par
conséquent, son centre de masse est situé sur es. Une rotation autour de ez ne
change pas la fonction de Lagrange, et donc, d’apres le théoreme de Noether,
il existe une intégrale premiere du systeme, laquelle est une conséquence de
la symétrie. Comme nous le verrons, il s’agit de Ms. En plus, I'énergie E et
le moment cinétique en direction de e,, m. sont des grandeurs conservées.
Le moment de force n = g A f est perpendiculaire a e, qui est parallele a f,
et ainsi, m, est constant.

Nous introduisons trois angles appelé angles d’Euler, comprenant I'angle de
rotation autour de 'axe z, ¢, et I’angle de rotation autour de ez, ¥. Ces deux
angles sont des variables cycliques et leurs impulsions canoniques sont alors
conservées. Les angles d’Euler, (¢, 1, 6), forment un systéeme de coordonnées
locales de SO(3), et sont définis comme suit :

Soit (e, ey, e;) le systeme cartésien de l'espace fixe, stationnaire et soit
(e1, ez, e3) un systéme cartésien droit, connecté avec le corps rigide le long
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des axes principaux avec moments d’inertie Iy = Iy # I3. Nous posons
en = e, A es qui définit la ligne nodale. (Si e, = ez on peut choisir en
abitrairement dans le plan normal & e,.) Pour transformer le référentiel sta-
tionnaire (e, €y, €;) vers le référentiel en mouvement (eq, ez, e3), nous ef-
fectuons les rotations suivantes :

1. Rotation d'un angle ¢ autour de l'axe e, = ej telle que e, devient
en = €] et e, reste fixe.

2. Rotation d'un angle § autour de l'axe ey = e} telle que e, = e}
devient es et en = e reste fixe.

3. Rotation d'un angle ¢ autour de l'axe eg telle que €] devient e; et e,
devient donc es.

Fic. 4.15 — Angles d’Euler.

Apres avoir effectué ces trois rotations, (e, ey, e,) — (e1,e2,es). Nous
avons donc le théoreme suivant :

Théoréme 4.17 A tout triplet (¢,0,v) € (0,27)x(0,7)x(0,27), la construc-
tion précédente associe une rotation R (¢p,0,1) = R (e3,¥) R (en,0) R (e, ¢) =
R3()R1(0)Rs(¢p) qui transforme le référentiel (e, ey, €,) en (eq,e2,e3).
Cette application fournit des coordonnées locales pour SO (3) qui est l’espace
des configurations de la toupie
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Nous voulons maintenant écrire la fonction lagrangienne correspondant a un
tel systeme. L’énergie potentielle est donnée par

U= /dx/dy/dzp(:c,y,z) gz = mgzy = mgl cos b, (4.50)

ol zg est la hauteur du centre de masse, [ est sa distance de la pointe g = Q =
0 et p(z,y,2) est la densité de masse au point = (x,y, z) du corps. Nous
calculons maintenant 1’énergie cinétique. Comme [, = I, ’énergie cinétique
ne peut pas dépendre des rotations autour de es (axe de symétrie du corps)
et de e, (axe n’ayant pas de rapport avec le corps). Par conséquent, ¢ et v
sont des variables cycliques dont ’énergie cinétique T ne dépend pas. Nous
la calculons alors pour ¢ = = 0.

Lemme 4.3 Pour ¢ = ¢ = 0, le moment angulaire de la toupie est donné
comme suit avec les angles d’Euler

w = ey + ¢gsinfes + (1D + ¢ cos 9) es. (4.51)

Preuve 4.14 du lemme (4.3)
Pour une rotation R; quelconque, le moment angulaire est définie comme

d . . (45
at (RQ) = ¢=RR'q = wAq

Rt ((b, 9, ¢) = Rt (63, lp) Rt (6’1, 9) Rt (eg, ¢)
R (6,0,9) = R, (ey.—¢) R (e}, —0) R (es, —)

et donc

RR' = R(es, ) R, (e3,1)) + Ry (es, v) Ry (€].0) R; (€}, —0) Ry (e3, —1)
+R; (€3, ) R, (€},0) R, (€}, ) R: (€}, —8) Ry (€}, —0) R, (es, )

(Rth_l> lg—y=0q@ = [Rt (es3,1) Rt_l (€3, 1) + Rt (6/1, 9) Ry (elp —9)
R, (€.6) f (). 0) By (eh —0) i (e).0)

<¢e3 + fey + (;Bez) Aq
= wAgq,
w = fes+ dsinbes + <¢ + ¢ cos 9) es . (4.52)
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Ici nous avons utilisé que

R(e,0)A(a)R(e,—0) = A(R(e,—0)x), ou

0 —Q3 (0%)]
Ala) = | a3 0 —o
—Q9 aq 0
pour o = pes. En plus,
R (e}, —0) e3 = e, = cosfes + sin ey . O

L’énergie cinétique s’écrit

(Ilwf + 12w§ + [gwg)

N~ N~

. . o 2
[Il (92 + ¢ sin® 6’) + I3 (1/) + ¢ cos 9) } , (4.53)
et avec (4.50) et (4.53),
I /. . L. /- . 2
51 (92 + ¢ sin? 6’) + 53 (@D + ¢ cos 9) — mgl cos §4.54)
I, ‘o 9 . 9 ]3 . . 2
5(9 + ¢ sin «9>+§<w+¢cosﬁ) + mglcos@.

Les intégrales premieres correspondant aux variables cycliques ¢ et ¢ sont :

M, = g_f; = (I;sin*6 + I5 cos® §) ¢ + Isipcos b (4.55)
oL .
3= @ = I <1D + ¢ cos 9) . (4.56)

Théoreme 4.18 L’inclination 6 de la toupie obéit a l’équation de mouve-
ment d’une particule de masse I; dans un potentiel Uyg (0) donné par

(M. — M cos 6)”
21, sin? 4

Ue (0) = + mgl cos 6. (4.57)
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Preuve 4.15 du théoréeme (4.18) . .
Nous wutilisons les deuzx équations (4.55) et pour (4.56) éliminer ¢ et ¢ de
I’énergie constante E =T + U correspondant au lagrangien (4.54),

. M
Y+ pcosh = 1_3,3 (4.58)
(M, — M3 cos )

b — 4.59
e I, sin?6 ’ ( )

et donc

L, (M, — Mscosf)? M2
E = —¢* z + —2 + mglcosh
2 21, sin 0 o1, Y
I. .
= 162+ U().
2
Comme les équations d’Fuler-Lagrange ne changent pas si nous modifions le
2
potentiel en ajoutant une constante, U — U — ]2\/[73, I’équation précédente est
3
équivalente a
/ I )2
E = 59 + Ueff (9) . O (460)

Une fois I’équation pour 6 résolue, § = 0 (t), nous obtenons ¢ par intégration
de (4.59), et ¢ par intégration de

. Ms  M;jcos’0 — M, cos
b= = .

4.61
Ig ]1 sin29 ( )

Pour une étude qualitative du systeme, il est utile d’introduire u = cos®,
U = — (sinf) 6. Comme

I

E =T +Ug= 592 + Uus ()

est une grandeur conservée, nous obtenons

’ _ 2
W2 2F (1—u?) - (M, — Mzu)™ 2mglu

I IE g (=)
— f(u). (4.62)
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Nous posons

et b=—2 (4.63)

de telle sorte que
flu) = (a—Bu) (1 —v?) — (a — bu)?, (4.64)
et (4.59) se réduit a

a— bu

b= (4.65)

1l — w2

Nous notons encore que pour u =1, § =0 f(u) > 0 seulement si M, = M;
et f = 0. Dans ce cas, u = 1 est un point d’équilibre de la dynamique de la
toupie lourde.

La fonction f(u) est un polynome de degré 3 avec f(+o00) = 400, et f(+1) =
—(aFb)? <0, si a#b. Pour le mouvement véritable, u? > 0, —1 < u < 1,
il faut que f (u) > 0 quelque part dans l'intervalle —1 < wu < 1. Dans ce cas,
f(u) possede deux zéros, u; < ug sur cet intervalle.

A f(u)

=

e

F1G. 4.16 — La fonction f (u) et ses zéros.

L’inclination de la toupie varie donc de fagon périodique entre 6; et 65, avec
u; = cosby et us = cosby. Ce mouvement périodique de # est la nutation.
L’angle ¢ entre e, et en, la ligne nodale, décrit le mouvement de 'axe de

la toupie ez autour de I'axe e.. Il obéit a I'équation du mouvement (4.65).
Sicost = u' = ¢ est tel que u' ¢ [uy,us], ¢ ne change pas de signe, et le

mouvement de 'axe de la toupie est comme le schéma (a) de la fig. 4.5. Si
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u’ € [uy,us, alors gb(u’) = 0, et ¢ change de direction a u’, schéma (b). Si
u' est au bord, par exemple u' = uy, le mouvement de l'axe ez possede une
"pointe” a u = uy = u’, schéma (c). Cette derniere possibilité est réalisée si
la toupie est lachée avec vitesse nulle a uy = cos 6.

(@) (b) (c)

Fi1G. 4.17 — Différents mouvement possibles de I'axe de la toupie.

Le mouvement azimuthal (i.e. en ¢) de la toupie est la précession, et le
mouvement autour de son propre axe de symétrie es (avec vitesse angulaire
Q3 = Af—f = w + écos 0) est la rotation. Ces trois mouvements possedent
leur période propre. Si les rapports entre ces périodes ne sont pas rationnels,
la toupie ne retourne jamais a sa position initiale, mais elle s’en approche

arbitrairement proche.
Nous discutons maintenant quelques cas particuliers de toupies.
Nous considérons d’abord la toupie dormante verticale, définie par ez =

e, 0 =0. Dans ce cas, M3 = M, = I3ws et le développement de Ugg a 0 =0
donne

(w3l3)® (1 — cos )

o = l 0
U o1, ey + mgl cos
((A)g]g)z mgl
— < 87, 3 6% + const. + O (94) .

La position d’équilibre # = 0 est stable si
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3 lg )

(4.66)

sinon elle est instable. Quand le frottement réduit la vitesse de rotation de
la toupie en dessous de la valeur donnée en (4.66), la toupie dormante se
réveille et commence ses mouvements de précession et de nutation.

Comme second cas particulier, nous discutons la toupie rapide. Une toupie
est appelée rapide si ’énergie cinétique de sa rotation est beaucoup plus
importante que son énergie potentielle

1 M2
=2 = S Lwi > mgl
21, 2T
Nous négligeons d’abord le potentiel gravitationnel, et dans ce cas nous ob-
tenons le lemme suivante :

Lemme 4.4 Sans gravité (g = 0) l'angle 0y donné par M, = Mscosby est
un équilibre stable de I’équation du mouvement de 'aze es de la toupie. La
fréquence de petites oscillations de 6 proche de cet équilibre est

T3ws M;
ot = —— = —= 4.67
A (4.67)
Preuve 4.16 du lemme (4.4)
Pour g = 0, nous avons
(M, — M cos 6)”
Uet = )
21, sin” 6
qui est définie positive et 0y donné par
M, = M3 cos by (4.68)

et Ut (6p) = 0 est un minimum. Le développement de Taylor de Ueg autour
de ce minimum donne (0 = 0y + x)

(M, — M; cos (6y + x))2
21, sin? (6 + ) '

Ueff (ZL’) =
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Les dépendances se trouvent dans les fonctions triogonométriques, dont les
développements fournissent

cos (Bp +x) = cosbycosx — sinfysinx
1
= <1 - 5:52) cosby — xsinfy + O (1’3) ,
et
sin (6 + ) = sinfycosx + cosfysinz
1
= (1 — 5:)52) sinfy + z cos by + O (1’3) )
Nous avons donc (M, — M cos (6 + z))* = Msaz?sin® 6y + O (2%), et

2

M.
Uegt (z) = 2—;1’552 + 0 (2°).

L’énergie devient

I, M,
E=— — 4.69

et comme elle est une constante du mouvement, nous obtenons en dérivant
par rapport au temps

2
o My,
T —?x Whut L
1
et donc
Ms
Whut =
L
C I _ M.,—Mzscosf 3N _ P 0 =0
omme ¢ = g alors de maniere évidente, ¢ = 0 a 6 = 6.

Pour trouver la précession pour des petites déviations de 6y, nous rappelons
la description de Poinsot pour la toupie de Lagrange, ce qui est notre cas
pour g = 0. L’axe de la toupie es tourne donc autour du moment cinétique
m qui est fixé dans l'espace
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m
A AZ
e; e
m
O
Description de Poinsot Description de Lagrange

F1G. 4.18 — Deux descriptions équivalentes de la toupie libre.

Donc, pour une toupie avec g = 0, le mouvement en ¢ (nutation) et en ¢
(précession) se compensent de telle maniere a ce que 'axe ez de la toupie
décrive un mouvement circulaire autour du moment cinétique m fixé dans
I’espace. Si nous ajoutons la gravitation, g # 0 et que la toupie reste rapide,
2%5 >> mgl, ce cercle est déformé en "rosette” et le mouvement de 'axe ej
avance nettement en direction ¢, comme le schéma (b) de la Fig. 4.17.

Nous étudions maintenant un autre cas particulier de la toupie : la toupie
relachée. Nous relachons une toupie qui tourne avec un moment cinétique
M3 a partir d’une position ou son axe forme un angle 6, avec la verticale,
sans élan. Nous avons donc M, = Mj; cos 8.

Théoreme 4.19 Sil’axe de la toupie est stationnaire initialement <q§ =6 = O)

et si la toupie tourne rapidement (ws — o0) autour de son axe qui est incliné
d’un angle 0y par rapport a la verticale e, alors asymptotiquement, (dans la
limite (w3 — 00) ), les énoncés suivants sont vérifiés :

1. La fréquence de nutation est proportionnelle a la fréquence angulaire

ws,
I
Wt = =2 w3 (4.70)
L
2. L’amplitude de nutation, ay. = w, est inversément proportionnelle

au carré de la fréquence de rotation, ws.

3. La fréquence de précession est inversément proportionnelle a la fréquence
de rotation.
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De maniére plus précice, les relations suivantes sont vérifiées

I3 Iimgl . 0
Whut I_wi’n Qnut ™~ 1202 S o,  Wprec ™~
1 3¥73

mgl
—_—. 4.71
oo (4.71)

Iei, fi(ws) ~ fa(ws) signifie que
lim fi (ws)

wz—oo fo (ng,)

=1,

i.e. f1 et fo se comportent de la méme fagon pour ws — 0.

Preuve 4.17 du théoréeme (4.19)

Si nous lachons la toupie a 6y, ug = cos by, H(t =0)=0et qb(t =0)=0 so
that M (t = 0) = Mses donc M, = Mjscosby. Nous avons alors

(M, — Mj cos 6)”

I .
E = 592 + mgl cos 6 + 2T 50 = mgl cos 0.
Avec les définitions (4.63),
2F' 2mgl
o= T 6= I

nous obtenons alors
a— [Beosby =a — Pug = 0.

Comme 0(0) = u(t = 0) = 0 il suit que f (ug) =0, donc ug = uy. De plus,
M, — Mj; cos 6 /

a— bug = =0 donc wug=u.

I

Nous nous trouvons alors dans la situation décrite par le schéma (c) de la
Fig. 4.17. Nous avons déja dérivé que dans la limite g — O (ce qui correspond
a wg — 00), la fréquence de nutation devient

Comme g £ 0, le minimum du potentiel Usg n’est pas exactement a 0y, mais
a by, avec 0, =6y + x,, |x,| << 1. Nous développons Usg en x =60 — 0y :
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Fwj
21,

mgl
Uet (z) = 22 4+ mgl cos 8y — xmgl sin Oy — Tg cos By’ + O (x?’) )
Comme % >> mgl, nous négligeons le dernier terme du développement.
Le minimum de Ueg atteint en x = x, est donne par

dU, VEDT
0= dl»ff . = ?)chg,’,lj‘g — mngiﬂe(],

et donc

Iymgl sin 6
Ty= ———
TR
L’inclination 6 de laze de la toupie oscille autour de 8, = 0y + x4. Mais au
moment initial 0 = 0y et 0 = 0. Donc, l'amplitude de cette oscillation est

By — 0] = 3, = Iymgl sin 6
Anut = |V — Ug| = Ty = 2 o
I3ws

M, — M5 cos 6 Ms

= = - z+ O (2?).
Il SiIl2 0 ]1 Sin 90 ( )
La valeur moyenne de x sur une oscillation est T = x4, et donc
- M3 . Mgmgl . mgl

Wprec = ¢ 0.

=", = = .
Iy sinf, ¢ 202 I5ws
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Pour la derniere égalité, nous avons utilisé Ms = I3ws. Ainsi, plus la toupie
tourne vite, plus la fréquence de précession et 'amplitude de la nutation
diminuent, et plus la position 6 ~ 6, de 'axe de la toupie devient stable.



Chapitre 5

Mécanique hamiltonienne :
transformations canoniques

5.1 Crochet de Poisson

Soit f(q,p,t) une fonction des positions, des impulsions et du temps. Sa
dérivée totale par rapport au temps le long d’une solution du systeme hamil-
tonien avec fonction de hamilton H est

i of of ., of .
v a+§<aqﬂ+ap,.p2) (5.1)
_of of OH  f OH
B E—i_;(&qi 8172‘_3]7@' 8qi> (5:2)
_ of
= S+ (5.3)

ol nous avons utilisé la définition générale du crochet de Poisson entre deux
fonctions g et f sur I'espace de phase

_ df dg  Of dg
to.f1=2 (061"0—2% - 0_pz-f9q") (54)

)

(Dans cette définition une éventuelle dépendance explicite du temps de f
et g n’entre pas en compte. Ici t est a regarder comme un parametre). Une
fonction qui reste constante lors du mouvement, c’est-a-dire une intégrale
premiere, satisfaisant alors

_of

0= +{H.f}. (5.5)

106
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Le crochet de Poisson possede les propriétés suivantes qui se déduisent aisément
de la définition

{g,¢} = 0 pour toute constante c. (5.
{1+ 92, f}y = {o, fY+{g2 [} (5.8)

En prenant la dérivée partielle de (5.4) par rapport au temps nous trouvons
encore

9 9 of
a{%f}—{a,f}"'{gaa : (5.9)
En plus, posant g = p; ou g = ¢;, nous trouvons
of
{f,p} = ~o (5.10)
n _ Of
{f,.d'} = o1 (5.11)
ce qui implique
{pjspiy ={d,q'y =0 et {p;,q'}=7;. (5.12)

Il est intéressant de noter la similarité de ces formules avec celles des com-
mutateurs en mécanique quantique.

Théoréme 5.1 (Crochet de Lie et crochet de Poisson)
— FEntre les crochets de Poisson formés de trois fonctions f, g et h sur [’espace
de phase, il existe la relation suivante appelée ’identité de Jacobi

{f {g, h}y+{g.Ah, f1} +{h{f 93} =0. (5.13)

— En plus, si nous définissons par Xy le champ vectoriel hamiltonien qui a
comme fonction de Hamilton la fonction f, donc

_(of . of _of . _of
Xf - (apl? ) apn7 aq17 9 aqn (514)
nous trouvons que
(X7, Xgl = Xir3 - (5.15)

Ici [ Xy, X,y| est le commutateur entre Xy et X, c¢’est-a-dire, que, pour une
fonction h sur l’espace de phase

(X5, Xol b= Xy (Xgh) = Xy (Xsh) -
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Preuve 5.1 La dérivation de l'identité de Jacobi (5.13), pour le crochet de
Poisson peut étre obtenue par un calcul direct qui est un peu long, mais ne
pose aucune difficulté particuliere (bon exercice!). Nous le laisserons donc de
coté ici.

Pour démontrer le lien entre le crochet de Poisson de deux fonctions et le cro-
chet de Lie des champs vectoriels hamiltoniens correspondants, nous revenons
a la définition du crochet de Lie. En général, pour deux champs vectoriels sur
une variété de dimension n,

X=> X0 et Y=) Y0, (5.16)
i=1 =1
nous avons

(X YIf Y(Xf) - X({YF)

n

Z (X79;f) — X0, (Y70;f)

zyl

Z YO, X7) — X'0,Y7) 0;f

zyl

Z X, Y0, f (5.17)
avec
= Z YVig X7 — X9,y (5.18)
Evidemment, ce produit est lmeama en X etY et antisymétrique. De plus, il
satisfait aussi l'identité de Jacobi,
Z, [ X, Y]+ [X, [V, Z]] + [V, |2, X]] = 0.

La démonstration de cette identité demande un peu de travail, mais a nou-
veau, il s’agit d’un simple calcul que nous laissons de coté.

Nous utilisons alors 'identité de Jacobi pour le crochet de Poisson, a fin de
démontrer (5.15) : la définition du crochet de Lie est (5.17)

(X, Xolh = Xp(Xgh) = Xo(Xh) .

Mais les définitions du crochet de Poisson et du champ hamiltonien X,
impliquent X ¢h = {f, h} telle que

Xy, Xglh = Xp(Xgh) — Xo(Xph) = Xp ({g,h}) — Xy ({ £, h})
T —{h A 93} = ({9} h) = Xygph
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O

Théoréme 5.2 (de Poisson) Soient f et g des intégrales premiéres par
rapport au champ hamiltonien Xg. Alors leur crochet de Poisson est aussi
une intégrale premiere.

Preuve 5.2 (du thm. 5.2) Ceci est une simple conséquence de ['identité de
Jacobi et de I'éq. (5.9) : avec Jacobi, nous avons

{H,{f, 9}t ={fAH 9} +{{H, }, 9} (5.19)

et donc
i) = SHreh+{H (L))
= () + ()0 + 5 90 + 1 (g
= %,g}+{f,%
O

Si deux intégrales premieres sont connues, il est possible d’en construire
d’autres par cette méthode. Bien sir, on ne trouve pas toujours quelque
chose de nouveau...

Exercice : Calculer {m;, m;} et {m;, p;} pour un systeme a une particule en
3 dimensions ot m = gAp est le moment cinétique. Montrer que {m;, f} =0
pour toute fonction f que ne dépend que de r = |q|.

5.2 Un principe variationnel pour les équations
canoniques

Nous ne considérons que des systemes autonomes. La généralisation sur des
systemes non-autonomes peut étre obtenue en ajoutant ¢ comme variable,
(@', q") = (¢"--- ", " =1).

Nous avons démontré dans le chapitre II que les équations d’FEuler-Lagrange
se dérivent a partir d’un principe variationnel par rapport a 'action

S(ta, 1) = /t * Llg(t). a(t)dt (5.20)

1

si nous considérons les points initiaux et finaux comme fixes.
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Nous considérons maintenant .S comme une fonctionnelle sur les trajectoires
physiques qui commencent & g; = g(t1) et qui dépend du point final g, =
q(t2). La variation de l'action si nous considérons une trajectoire et une
trajectoire voisine est alors donnée par

t=tg t
2 (0L d 0L
— — —— | dqdt . 5.21

+/t1 (8q qu) 9 ( )

oL
5S = 225
aq 7

Ici et par la suite nous utilisons I’écriture vectorielle telle que

oL (0L oL o .
aq—<8q17 >8qk)> 5q—(6Q> 75(])7

et de méme avec g—é. Une expression comme dans l'intégrale (5.21) est donc

a comprendre comme un produit scalaire :

k
oL 5t

—0q = .
dq — 0q'

Le long d’une trajectoire physique l'intégrant disparait et la dérivée de 1'ac-
tion par rapport au point final g = g(¢) donne

oS oL

De fagon analogue, nous pouvons considérer I’action comme fonction explicite
du temps final ¢ = t5. Par définition, la dérivée totale de ’action par rapport
au temps est alors

as
—=1L.
dt

D’autre part, en considérant ’action comme fonction des coordonnées finales
et du temps final, nous avons

ds 95 oS ., s

S o Gt = —— . 5.23
dt 8t+i0q’q at+ipq (5.23)
En comparant les deux expression, nous trouvons
oS ,
— =L- g =—H . 5.24
ot ;p q (5.24)
Ceci donne aussi is ot
ql
- _H i— . 5.25
dt 2y (5.25)
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Ceci donne la dérivée totale de S par rapport au temps final exprimée dans
les position et les impulsions finales de la trajectoire.

Nous supposons alors que non seulement les positions et le temps du point
final varient, mais aussi ceux du point initial. Il est évident que nous obtenons
les méme contributions avec le signe opposé du point initial, de telle maniere
que

i(1)

dsS dS d i(2) d
e = {¢) 2) q (1) C_I
o~ qm = H Z +HW Z

Ici les indices (1) et (2) indiquent les points initiaux et finaux. Cette équation
nous montre déja que quelque soit I’hamiltonien du systéme le mouvement
n’est pas arbitraire, mais toujours de la forme telle que ), p; 9L < — H soit une
dérivée totale.!

Les équations de Hamilton peuvent étre déduit formellement de la condition
de moindre action en écrivant (5.26) comme intégrale,

S:/(;pi%—}f) dtz/(pfl—?—}[) dt . (5.27)

La variation de cette action donne

b OH . OH

(5.26)

L’intégration par partie du deuxieme terme et la collection des variation
indépendantes dq et dp donnent

5= (el =] -

Evidemment, ceci est vérifié seulement pour des variations qui laissent les
points finaux et initiaux fixes. En demandant que la variation de S soit
nulle, nous retrouvons les équations canoniques

. OH . 0H

[Z’Z + Z—HD dt . (5.29)

Dans le langage des formes différentielles ceci implique que, le long d’une solution
la 1-forme 0 = Zipidqi est donnée par § = dS + Hdt. Pour un systéeme autonome
(H =constant), la 2-forme w = dH ANdt = df = ), dp; A dg* est conservée le long
d’une solution (c’est-a-dire sous le flot hamiltonien). La forme w est appelée une ’structure
symplectique’ sur ’espace de phase. Pour plus de détails sur la mécanique hamiltonienne
dans le langage des formes et sur des structures symplectiques, voir [1].
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5.2.1 Principe de Maupertuis

Pour un systeme hamiltonien autonome, il est parfois intéressant d’étudier
seulement la trajectoire elle-méme et non la relation entre une position sur
cette trajectoire et le temps correspondant.

En s’en tenant a cette question plus restreinte de la détermination de la seule
trajectoire, il est possible de donner au principe de moindre action une forme
simplifiée. Comme le systeme est autonome, 1’énergie est conservée le long
du mouvement,

H(q,p) = E = const.

En écrivant l'action (5.27) pour une énergie constante on a

S(t) = /t t (pfl—‘j) dt — B(t — to) (5.31)

La variation de cette action par rapport a tous les mouvements avec énergie
FE fixée donne alors

t
0So=0 avec Sy= / <pil—;1) dt .

to

L’action réduite Sy a un minimum sur l’ensemble de toutes les trajectoires
a énergie F et passant par le point final a un instant ¢ arbitraire. Pour
utiliser ce principe variationnel, il faut exprimer les impulsion en fonction des
vitesses et remplacer aussi dt par les différentielles des position en utilisant
la conservation d’énergie.

Exemple : Nous considérons un point massif dans un potentiel U(q). Donc

E-T+U="2 dq 2+U( )—@ d 2+U()
- ~ 9 \at V=5 \ v -

Ici df est ’élément de longueur le long de la trajectoire. La résolution pour

dt donne
/ m

En plus pg = 27 = 2(E — U) de telle fagon que

&:/mﬁzfﬁﬁﬁfﬁﬂ.

Le principe variationnel, .5y = 0, implique alors

ozg/dmmE—Umé
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le long du mouvement physique. Pour une particule libre, U = 0, nous avons

0:5/d€.

La particule suit donc la trajectoire la plus courte qui lie les positions initiales
et finales, c’est-a-dire elle se meut sur une droite.

5.3 Transformations canoniques

Dans les chapitres II et suivants, nous avons vu qu'un systeme lagrangien
peut étre décrit dans différents systémes de coordonnées, (¢',---,¢") ou

(Q17 e 7@71) avec

Q' =Q(¢", - ,q") et det(%(f]:)%o.

Bien sir, comme (g, p), (Q, P) définit aussi un systéme hamiltonien avec le
nouvel hamiltonien

oL’

oQ

H =Y PQ'-L'Q.QQ.,Pt)t) et P=

Le choix de bonnes coordonnées adaptées aux symétries est un art de grande
importance pour la résolution efficace d’'un probleme. Un des avantages du
formalisme hamiltonien est que en plus des transformations précédentes, un
tel systeme admet un grand nombre d’autres transformations, qui ne sont
pas de la forme d’une simple transformation de coordonnées spatiales, mais
qui mélangent les positions et les impulsions telles que

Q. P)

d(q. p)
Mais toute transformation de cette forme ne mene pas a nouveau a un
systeme canonique. Les transformations telles que les nouvelles équations
de mouvement sont encore des équations canoniques, donc qu’elles sont de

la forme
OH' ..  OH'

an Y Q = aPZ Y
pour un nouvel hamiltonien H'(Q, P,t), sont appelées transformations
canoniques.

Pour trouver la forme des transformations canoniques, nous utilisons le prin-
cipe variationnel

-
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5/ (Zpi% - H) dt=0. (5.32)

Ici toutes les coordonnées et les impulsions varient indépendemment et les
valeurs aux bords sont fixées. Pour que les nouvelles variables satisfassent
aussi les équations de Hamilton avec fonction de Hamilton H’, il faut que

aussi
dQ
P —H'|dt=0. .
5/(% — )dt 0 (5.33)

Mais ces deux principes variationnels ne sont équivalents que si les quantités
entre parentheses ne different que par une dérivée totale par rapport au
temps,

dq’ aQ )\ dF
o5 0)-2

~(OFdf  OF dQ'\ OF
Z(@q o o0 at ) o 534

Dans la deuxieme égalité, nous avons supposé que F' est une fonction des

variables ¢’ et Q' et du temps. Cette égalité doit étre vérifiée pour tous les
dg’

mouvements et donc pour toutes les vitesses - et dQ . En comparant les

coefficients des vitesses indépendantes, nous trouvons

OF OF 8F

I est appelée la fonction génératrice de la transformation canonique et
dans le cas ou F' = Fi(q,Q,1), il s’agit d'une transformation canonique
du type 1. Pour que la transformation soit bien définie, il faut que nous
pourrions résoudre p = q pour Q(q,bp). Donc il faut que

82F1 . 8pi
det <6qi8Qﬂ') = det (an) # 0. (5.36)

D’autre part, toute fonction Fi (q, Q,t) satisfaisant (5.36) définit une trans-
formation canonique.
Si F' dépend de (q, P,t), nous réécrivons le terme ), P 49" omme

idt
Q"
2P =2

ar
- ;Qi%
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tel que

dq' P\ dF,

B Z <8q 9 TP di ) i (5.37)
avec Fy(q,P) = F — >, P,Q" et donc
8F2 8F2 a}72
Pi= 5 Q opi € + (5.38)

Une transformation avec fonction génératrice Fy(q, P) est appelée transfor-
mation canonique du type 2. De méme, nous définissons les transforma-
tions du type 3 et 4 a travers des fonctions génératrices

2
F(p, Q1) = F—Z:piqi, det ( P%@) £0

_ OF _ OF
) ) o?
F4(p,P,t)=F—;(piq +PQY),  det PP #0
_ OF, _OF
U= g Qi=5pi - (5.40)

En général, une transformation canonique ne doit pas étre d'un de ces quatre
types. Dans ce cas, on parle de "type mixe”. Toute transformation cano-
nique peut étre composée de transformations élémentaires, c’est-a-dire des
transformations canoniques de la forme Q' = p;, P, = —¢', et Q7 = ¢
P; = p; V j # i, ainsi que d’'une tranformation du type 1.

Nous faisons encore remarquer que d’apres notre définition, un simple chan-
gement d’échelle, p — ap, q — bq et H' — abH pour des constantes po-
sitives a,b € R, n’est pas une transformation canonique. Dans ce cas, les
variations dans (5.32) et (5.33) ne different que par le facteur constant ab.
Un tel changement d’échelle ramene donc aussi le systeme dans un nouveau
systeme canonique. On appelle une transformation qui ne differe que d’un
facteur constante (le méme facteur a pour toutes les impusions et b pour
toutes les positions) d'une transformation canonique une transformation
pre-canonique. On peut démontrer formellement que ce sont les seules pos-
siblités. Seules les transformations pré-canoniques transforment tout systéeme
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canonique dans un autre systeme canonique. Par la suite, nous n’étudions que
des transformations canoniques.

Exercice Montrer que Q' = p;, P, = —¢' pour un index 7 fixé est une
transformation canonique. Determiner la fonction génératrice.

Théoreme 5.3 Le crochet de Poisson est invariant sous transformations
canoniques.

Preuve 5.3 du théoreme 5.3.
Pour simplifier, nous présentons la preuve en une dimension. En plus, il

est évident que la transformation canonique (Q = p et P = —q, préserve
le crochet de Poisson. Nous pouvons alors supposer que la transformation
canonique considérée est du premier type, et donc p = %—I; et P = —g—g. Nous

appelons le crochet de Poisson dans les variables q,p par {, },» et celui par
rapport & Q, P par {, }gp. Pour transformer des dérivées en (q,p) en dérivées
par rapport a (Q, P), nous utilisons que

oP
P=P(q,Q) donc | — =0 et,
0@ doe (57)

. 0
parce que pour P et p fixe, aussi () est five, donc —Q =0.

99 /), p
Dans ces expressions les variables fize sont indiquées en bas. Nous pouvons
alors transformer les derivées par rapport a p et ¢ dans {, },, en derivées par
rapport a P et ().

Gov. _ 0109 _dg0r
ILap = Op0Oq Opdq

_ 0/0Qogor 0y 0Q0f op

0Q dp OP dqg  9Q Op IP dq

0Q OP
= _{fag}QP (0_p8_q)
2 -1 2 -1

Nous posons encore M = %—]; = _aanq et aa—g = (g—g) = (%) =
—M~t. Donc le dernier terme en paranthése est —1 et nous trouvons

__9f9g 99 0f _

La seule différence en dimension d > 1 est que M devient une matrice non

dégénérée grice a la condition (5.36). Dans ce cas M~ est a remplacer par
T

(M—1)". O



Chap. 5 : Mécanique hamiltonienne : transformations canoniques 117

Les nouvelles coordonnées satisfont alors aussi a

{in Qj}qp =0, {Piv Pj}qp =0, {Piv Qj}qp = 52‘]‘ : (5-41>

Ces relations, écrites a ’aide des crochets de Poisson, représentent les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les nouvelles variables pour que la trans-
formation (¢, p) — (@, P) soit canonique.

Il est intéressant de noter que la variation des variables q, p lors du mouve-
ment d’un systeme autonome peut étre considérée comme une transformation
canonique : Soit g(t) et p(¢) une solution des équations du mouvement et
nous posons Q(t) = q(t+7) = Q(q,, p;, 7) et P(t) = p(t+7) = P(q;, p;, 7).
Alors, d’apres (5.23)

d@Q’ dgq' dg'(t +7 dq'(t
Z(Pzg _pid_qt) = Z(pi(tﬂLT)iq (dt )—Pi(t) qdz(t ))

dS ds d
= Z(+n) -0 =258, (5.4

ou 5,(t) = S(t+7). Ceci est alors une dérivée totale et donc (¢, p) — (Q, P) =
(¢-, pr) est une transformation canonique (avec fonction génératrice —S).

5.3.1 Théoréme de Liouville IT

Dans le chapitre I, nous avons démontré qu’un volume dans I’espace de phase
est invariant sous le flot d’un systéme hamiltonien autonome (flot hamilto-
nien). Ici nous démontrons qu'’il est aussi invariant sous une transformation
canonique.

Théoreme 5.4 Pour une transfomation canonique dans l’espace de phase,
¥ : (q,p) — (Qlg,p). P(q,p)) -

det(DV) =1, ou DU = ALP)

d(q,p)

est la Jacobienne de la transformation.

D’apres les regles de changement de variables, les volumes dans 1'espace de
phase sont alors invariants sous cette transformation.

Preuve 5.4 Une transformation canonique du type Q; = p; et P, = —q;
satisfait évidemment det(DW) = 1. Comme toute transformation canonique
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peut étre composée de transformations de ce type et d’une transformation ca-
nonique du type 1, nous pouvons supposer que la transformation en considérée
est du type 1. Nous écrivons alors

= (G60) ()

La premiere matrice est de la forme

et la deuziéeme est

_AQ.q) [ 0 I
M2‘8<q,p>‘<% o)

Pour une transformation du premier type nous avons

OF OF
b = o0 Di = o avec FI(Q,q) -
Donc
or, oF _ o 99 _ o\~ opi _ _O°F — AT
¢y 0Q0¢ N op \oQ/) ' 0 0gor

En appliquant les regles usuelles pour les déterminants de matrices en blocs
carrés, nous obtenons

detM; = det (—A) = (—=1)*detA et

_1_

detMy = (~1)*det (A7) " = (=1)" (det) ™" ,

ou k est le nombre de degrés de liberté. Avec ceci

det(DV) = det Mydet My =1 . O

5.3.2 Transformations canoniques comme transforma-
tions symplectiques

Nous voulons encore formaliser quelque peu la notion de transformation ca-
nonique. Pour ceci nous notons que le champ hamiltonien

x,_ (9H OH oH = OH
T \op g 9t Ogk
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est de la forme

Xy =JVH (5.43)
ol la matrice J est donnée par
— 0 ]Ik 2k x 2k
J = <_]Ik 0) e R . (5.44)

I est facile a vérifier que JT = J=t = —J, J? = —1 et det(J) = 1. Le groupe
de matrices laissant invariant la forme bilinéaire, anti-symétrique définie par
J s’appelle le groupe symplectique.

Définition 5.1 Le groupe symplectique noté Sp(k,R) est composé des
matrices M € GL(2k,R) qui satisfont ¢ MJMT = J. C’est-a-dire

Sp(k,R) = {M € GL(2k,R) : MJM"* = J}. (5.45)

Théoreme 5.5
Une transformation V : (q,p) — (Q(q,p), P(q,p)) est canonique si et seule-
ment si DV € Sp(k,R). Ici DV est la jacobienne de V.

Preuve 5.5 du théoreme 5.5.

Une transformation canonique est une application de l’espace de phase sur
lui-meéme, qui transforme tout systéme hamiltonien dans un autre systéme ha-
miltonien. Un champ vectoriel X transfomé est noté par DWX . Par conséquent
pour toute fonction H sur ’espace de phase, nous demandons l’existence (lo-
cale) d’une fonction F telle que DY Xy = Xp. Nous posons K(¥(q,p)) =
H(q,p). Pour une solution q(t),p(t) du systéme hamiltonien avec hamilto-
nien H nous voulons montrer que le systeme transformé satisfait aux équation
d’Hamilton avec hamiltonien K : Pour simplifier la notation nous posons
x = (q,p). Nous avons

%\If(x)(t) = DUx
DU Xy
= DVJVH = DVJ(VK'DU)"
= DUJ(DV)'VK
= JVK = Xg. (5.46)

L’avant dernier signe d’égalité n’est valable pour tout K que si DU JDWT =
J, c’est-a-dire D¥ € Sp(k,R). La vérification de VH = (VKTDW)T est la

plus simple en coordonnées. O
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Ceci met en évidence une caractéristique utile des transformations cano-
niques : leurs jacobiennes sont des matrices symplectiques. C’est pourquoi
les transformations canoniques sont parfois aussi appelées transformation
symplectiques.

Exercice : Montrer que a 'aide de la matrice J le crochet de Poisson prend
la forme suivante

2k

{f.9==> (Vili(Vg);=—(V)TI(Vyg). (5.47)

ij=1

Avec ceci, il est facile de montrer que des transformations symplectiques
laissent invariant le crochet de Poisson.

Corollaire 5.1 un difféomporphisme ¥ local et qui peut dépendre du temps
est précanonique si et seulement si les composantes W' satisfont la relation

suivante
{\Di, \Ifj} = —CJZ']', C 7é 0. (548)

Preuve 5.6 du corollaire 5.1.
L’équation (5.48) n'est rien d’autre que la composante (ij) de [’équation
DV J(DW)T = J. En effet

ov; 0V,
(DWI(DY)T), = > 5 Jlm%n]@ = (VU)T (V) = —{V;, ¥,} .
Le dernier signe d’égalité est une conséquence de [’exercice. O

Exercice : Montrer encore que la matrice M est symplectique si et seulement
si M7 est symplectique.



Chapitre 6

Mécanique hamiltonienne 1II :

équation d’Hamilton-Jacobi, systemes intégrables
et théorie des perturbations

6.1 La théorie de Hamilton-Jacobi

Dans le chapitre précedant, nous avons introduit la notion d’action comme
fonction de la position et du temps finales. Nous avons montré que (5.24)

oS

En plus, de la relation (5.25), il suit que

o5
an _p’l'

EN remplagant alors les implusions p dans (6.1) par les dérivées 0.S/0q, nous
obtenons I’équation de Hamilton-Jacobi

oS oS

BT + H(q, aq,t)—(). (6.2)
L’équation de Hamilton-Jacobi représente un point de départ pour la résolution
des équations du mouvement bien adaptée pour un traitement systématique
de la théorie des perturbations. Avant d’exposer cette méthode, nous rap-
pelons que toute équation aux dérivées partielle du premier ordre possede
une solution dépendant d’une fonction arbitraire. Cette solution est ap-
pelée intégrale générale de I’équation. Dans les applications en mécanique, ce
n’est pas cette intégrale générale qui joue un role essentiel, mais ce qu’on
appelle l'intégrale complete. L’intégrale complete est la solution générale
de I'équation Hamilton-Jacobi qui contient autant de constantes arbitraires

121
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indépendantes qu’il y a de variables indépendantes. Dans notre cas, ces va-
riables sont les positions ¢' et le temps. Pour un systéme a k degrés de
liberté ceci meéne a k + 1 constantes. Comme S n’ apparait dans (6.2) que
par des dérivées, il est toujours possible d’ajouter une constante arbitraire.
L’intégrale complete est donc de la forme

S:f(taqlu'”7qk7a17"'7ak>+A7 (63)

ou les ay, - -+, ay et A sont des constantes arbitraires.
Nous voulons étudier la relation entre cette intégrale complete et la solution
de probleme mécanique. Pour cela passons par une transformation canonique
des variables (g, p) vers des nouvelles variables (3, &) en choisissant comme
fonction génératrice f(t,q, o). La fonction génératrice dépend des anciennes
coordonnées et des nouvelles impulsions, elle est donc du type 2. Les an-
ciennes impulsions et les nouvelles coordonnées sont données par

pi:g—c‘;, ﬁ’:aaoj;, et H’:H—l—aa—{:H—l—aa—f:O. (6.4)
Les équation canoniques dans les nouvelles variables sont donc triviales, &; =
Bi = 0 et le mouvement est donné par

a; = const. , [3' = const.
Les k équations
of ;
g V
Q;

permettent d’exprimer les k£ positions q en fonction du temps et des 2k
constantes a et B et du temps.

La solution du probleme du mouvement d’un systeme hamiltonien par la
méthode de Hamilton-Jacobi se ramene aux étapes suivantes : En partant
de I'hamiltonien, nous écrivons ’équation de Hamilton-Jacobi et cherchons
I'intégrale complete (6.3). Bien sur, ce pas qui requiert la solution d’une
équation différentielle partielle est absolument non-trivial et n’est possible
dans sa totalité dans des cas particuliers uniquement. En dérivant 'intégrale
complete par rapport aux constantes «, on obtient k& équations algébriques
qui contiennent 2k constantes,

oS
(90(,-
Leur résolution pour les variables ¢'(¢, 3, &) nous donne les positions (en

fonction des constantes du mouvement (3 et «). Les impulsions sont alors
obtenues par la relation

-4,

oS

aq =Di -
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Si nous n’arrivons pas a trouver une intégrale complete mais seulement une
intégrale incomplete de I’équation de Hamilton-Jacobi ne dépendant que d’un
nombre s < k de constantes «;, il est quand méme possible de simplifier le
probleme en utilisant les équations

25
80éi a

g

Nous trouvons des relations entre les variables g, ce qui nous permet de
réduire le nombre de degrés de liberté.

L’équation de Hamilton-Jacobi prend une forme un peu plus simple dans le
cas ou la fonction H ne dépend pas du temps, c’est-a-dire pour un systeme
autonome (ou conservatif). Dans ce cas, la dépendance explicite de I'action
du temps se réduit au terme —Et et nous obtenons (5.31)

En substituant 'action réduite Sy, dans I’équation de Hamilton-Jacobi (6.2)
nous touvons
05y

q, g
Ceci est ’équation de Hamilton-Jacobi racourcie.

Remarques : Dans la théorie des systemes dynamiques, il est possible de
démontrer que localement, tout systeme peut étre transformé dans le systeme
trivial. Ici nous avons vu que pour des systemes hamiltoniens, ceci peut étre
réalisé au moyen d’une transformation canonique.

En général, il n’est pas plus facile de résoudre 1’équation de Hamilton—
Jacobi (6.2), équation différentielle partielle, que de résoudre directement
les équations canoniques en (p,q). Cependant, il existe des exceptions im-
portantes. Plus pertinent : la méthode de Hamilton—Jacobi s’adapte tres bien
a un développement perturbatif.

En plus, I’équation de Hamilton—Jacobi correspond a I'équation eikonale qui
est a la base de la limite optique de ’électrodynamique (voir mon cours
d’électrodynamique II).

Nous illustrons la méthode avec un exemple simple a un degré de liberté,
k = 1, 'oscillateur harmonique :

H( )=E. (6.6)

H _ P e 6.7
(p,q) + —mw?q*. (6.7)

2m 2
L’équation de Hamilton-Jacobi racourcie est alors

+ Zmw?d = E )
2m<0q) Qm 1 ’ (6.8)
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ou Sy = Sp(q) et 'action complete est donnée par
S(a,t) = Solq) — Et. (6.9)

Comme nous le verrons plus tard, pour un systeme autonome, cet Ansatz
pour la dépendance du temps est toujours possible. Avec S| = dd—‘zo I'éq. (6.8)
devient

1 2F
2m5/2 + 2mw ¢¢=FE donc S)=muw — — ¢? (6.10)
Ceci donne
(6.11)
925
90E ~ Mok
pour ¢% < mwg, (6.11) est une solution de ’équation de Hamilton—Jacobi. Le
mouvement est déterminé par
oS 2K
p = a—q:mw — — ¢, (6.12)

B = (6.13)

mw
1 /
__/’_______t
w Jo /73_52_(]/2

Pour les conditions initiales ¢(0) = o et p(0) = po, nous obtenons la relation
suivante entre (F, ) et (po, qo) :

py 1
E = Z%+§mw%§a (6.14)
1 . do
B = —arcsin | ———| . (6.15)
2
w P 2
mw? 4o

Pour 'expressions de (3, nous avons utilisé

/ L = arcsin (f) .

La résolution de (6.13) donne alors

a dd’ 2
/ W~ acsin e q| =w(B+1) (6.16)
0o J28 _ _n 2F
moz 4
2

mw?
q = 5F sin(wt + wf) . (6.17)
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Donc g joue le role d’un temps initial et £ est bien str I’énergie su systeme.

6.2 Systemes intégrables

Définition 6.1 Les fonctions Hy,...H, sur ’espace de phase sont dites "en
involution” si {H;, H;} =0 V1<i,j<r.

Le théoreme suivant est appelé théoreme de Jacobi. Il donne des conditions
pour lesquelles 'intégration des équations canoniques se réduisent (locale-
ment) a des inversions de fonctions et intégrales simples (quadratures) :

Théoréme 6.1 de Jacobs.
Soit P l'espace des phases de dimension 2k. Si Hy,...H} sont des fonctions
sur P en involution et leurs gradients (nous posons encore = (q,p))

0H, 0H,
oxr’' ' Ox

sont (localement) linéairement indépendants, il est possible de trouver par
simple intégration (quadrature) des fonctions Gy,...Gy € F (P) telles que
l’application

v (qla'” 7qkapla"' 7pka) = (/819"' 7ﬁk>ala'” >ak) (618)
ﬁl = G2<q7 p)7 a; = Hl(q7 p)

est canonique. Il existe une transformation canonique ¥ avec
{HZ, HJ} = {Gw G]} =0 et {Hl, G]} = 52] (619)
Preuve 6.1 du théoréeme 6.1.

L’équation (6.19) est équivalente a —{V;,V;} = J;;. D’apres le corollaire
5.1, elle est verifiée si et seulment si ¥ est une transformation canonique.
Comme le rang de (gf;) est mazimal (il vaut k), nous pouvons toujours
arriver au moyen de transformations élémentaires de la forme

¢ — —pi, pi—q e qrq, pi—p Vj#i

0H,;
H, =
P <3Pj)

a ce que la matrice
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ne soit pas singuliere, i.e detH, # 0. Avec ceci nous pouvons résoudre les
équations

a,; = Hz (q, p) y 1 = H= E, (620)

pour les p; = fi(q, ). Nous définissons encore les matrices

Y= (g{ﬁ) et (Hg),; = (gg) : (6.21)

Nous démontrons que la matrice F' est symétrique. Pour ceci nous prenons
la dérivée de lidentité o; = H; (q, F'(q, @)) par rapport a q et obtenons

0=Hy+ Hy- Fy. (6.22)

L’identité {H;, H;} = 0 s’écrit sous forme matricielle

HoHY — HyH! = 0. (6.23)
En multipliant (6.22) de droite avec H. et en utilisant (6.23), nous obtenons

HyH! + HyFgH! = HyHY + H,FaH! = 0.
Comme Hy, n’est pas singuliére, il suit
HY + FyH] = 0= Hy+ H,F, =0.

En comparant ceci avec (6.22), il suit Fy = Fg, et par conséquent

of 0f; _

o¢?  0q'

(6.24)

Autrement dit, le rotationnel de (f;) est nul. 1l exzsiste alors une fonction S

telle que f; = 35; . (Ceci est le lemme de Poincaré.) De plus,

S pi \ _ -1
det <0q"8aj) = det <8aj) =detH,;" #0.

La fonction S génére donc localement une transformation canonique de type
2 par

s, 08
pl_aqi’ Z_aO{i

(a,p) — (B,a,). (6.26)
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Les fonctions G; sont obtenues en résolvant les 3; de la relation (6.25) pour
q et p, G; = 5;(q,p). La fonction S est obtenue par intégration

q
S(q,a)z/q Zfi(q’,a)dq"- (6.27)

(Ceci est aussi une conséquence du lemme de Poincaré.) Par la relation
(6.24), cette intégrale est indépendante du chemin. La fonction génératrice
S est unique a une fonction des o pres. O

Alors, par ce théoreme, nous pouvons définir la notion d’intégrabilité :

Définition 6.2 Un systéme canonique autonome avec fonction de Hamilton
H est appelé intégrable si il existe k — 1 intégrales premieres Ho, ...Hy, qui
sont en involution et qui sont telles que les vecteurs VHy,---,VHy avec
H, = H sont des vecteurs linéairement indépendants a tout point (q,p) € P
(en dehors d’un sous-espace de dimension inférieure a 2k ).

Nous savons déja que si VH # 0, le champs hamiltonien Xy = JVH # 0
et nous pouvons donc lisser le champs Xy localement, i.e. le transformer
en X% = (1,0,---,0). Dans la démonstration du théoréme précédent, nous
avons vu que pour un systeme intégrable, nous pouvons trouver la fonction
génératrice de la transformation canonique qui lisse notre systeme S(q, o),
par simple intégration (quadrature) et des inversions. Les équations cano-
niques dans les variables (a, 3) données par (6.25) sont simplement

{Oéi,Hl} = Oél = 0

- 1,i=1

Par conséquent, cette transformation lisse le systeme.

Par exemple, dans un systéme autonome P, H, L et X = XY — V¢ sont des
quantités conservées. (Ici XM est le centre de masse et V est sa vitesse.)
Les composantes des quantités conservées sont des intégrales premieres. Les
quantités suivantes sont en involution : P, H, |L|, L3 (exercice). C’est pour-
quoi le probleme & N = 2 corps (k = 6) est intégrable, mais non le probleme
a N corps pour N > 3.

En plus de i’intégrabilité nous démontrons encore que, dans la cas ou l'en-
semble des trajectoire avec a =const. est compact, il est difféomorphe au
tore 7" de dimension k,

T = {¢ = (61, &n)l¢; € R/mod 27} .
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Théoréme 6.2 (de Liouville)
Nous considérons des ensembles de trajectoires qui ont les intégrales premieres
fixes d’un systéeme intégrable,

Ma ={(q,p) € P: Hi(q,p) =, 1 <i<k}. (6.28)

Les énoncés suivants sont vérifiés :
1. Mg est une variété invariante sous le flot de H = H;.

2. Si Mg est compacte et connexe, elle est difféomorphe au tore T*. Le
flot hamiltonien induit un mouvement de la forme suivante sur le tore

¢ _

o= w(a), o(t) =w(a)t+ ¢, . (6.29)

Preuve 6.2 du théoréme 6.2.

La seule chose qui reste a dmontrer est que Mg, est difféeomorphe au tore.
Pour ceci nous utilisons le lemme suivante de la géométrie différentielle (pour
une démonstration élémentaire voir [1].

Lemme 6.1 Soit M"* une variété compacte, connexe et X;, 1 < j < k
des champs vectoriels sur MF, qui sont linéairement indépendants et qui
commutent, [X;, X;] = 0. Alors, M* est difféomorphe au tore T*.

(Nous avons appliqué une version plus fort de ce lemme dans le cas k = 2
ou nous avons utiliser que le tore T? est la seule variété bi-dimensionnelle
compacte qui admet des champs vectoriels sans zéro.)

Il faut alors juste trouver de tels champs vectoriels. Mais évidemment les
champs X; = Xpg, ont les propriétés souhaitées : Ils sont tangent a M car
Xu,Hj ={H;,H;} =0, donc les fonctions H; sont constantes le long du flot
des X, ce qui implique que ces champs sont tangent a Me. En plus,

[Xi, Xj] = [XHNXHJ'] = Xgm,m,y = 0. =

6.3 Variables d’angle et d’action

Nous considérons d’abord un systeme canonique autonome avec 1 degré
de liberté uniquement. Ce systeme possede la propriété que toutes les or-
bites sont périodiques et non-dégénérées dans un intervalle d’énergie [E;, Es].
L’hamiltonien est de la forme naturelle,

2

b
H=—+V(q).
2m+ (9)
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FiG. 6.1 — Le potentiel d'un systeme a 1 degré de liberté et les orbites dans
I’espace des phases.

Cette situation est esquissée dans la figure 6.1. Nous supposons aussi que dans
le domaine de I'espace des phases considéré, il n’y a pas de point d’équilibre.
Le long d’une orbite vg, nous définissons

1

J(E) = %% pdq. (6.30)

J(E) représente I'aire de 1'espace des phases a U'intérieur de g divisée par
2m. Alors, I’équation de Jacobi racourcie est

25\

Soit Sp(g, E') une solution de (6.31). Nous posons

S définit une transformation canonique avec

oS oS
p_a_qa ¢_W(qv<])>
1 oS
F)=— — dq.
J(E) =5 o (¢, J)dq
La dérivation par rapport a J donne
2

2w ) 0qdJ or | 0¢ T 21’
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La fonction de Hamilton par rapport aux nouvelles variables (J, ¢) est E(J),
par conséquent

. oF . OF
J = 00 0 et ¢= 27 = const =: w. (6.32)
Donc
p=wt+90 (6.33)
w = 8—? est alors la fréquence angulaire de 1'orbite et si 7" dénomme la période

de 'orbite, nous trouvons

oF
Ad=wT =T—— = 27. .34
p=w 57 = 27 (6.34)
La transformation canonique
(¢,p) — (¢, )

transforme le domaine considéré en un cercle en ¢ et un intervalle en J. Pour
un J fixé, I'orbite est un cercle parcouru avec vitesse angulaire w constante.
La quantité ¢ est appelée la variable angulaire et J est appelée la variable
d’action.

6.3.1 Construction des variables d’angle et d’action en
k dimensions

Ce résultat peut etre généralisé a des systemes intégrables possédant k degrés
de liberté :

Théoréme 6.3 (Arnold,Jost)

Soit H ’hamiltonien d’un systéme autonome intégrable a k degrés de liberté
et soient H = Hy, Ho, ..., Hy, k intégrales premieres en involution, telles que
VHy,---,VHy sont linéairement indépendants sur

Ma ={x € P|H(x) = aq, ..., H(x) = oy }.

St M est conneze et compact, il est alors difféomorphe au tore de dimen-
sion k. De plus, il existe un € > 0 tel que dans l’intervalle U|a—a'|<eMOé’
des coordonnées canoniques ¢, ..., %, Ji, ..., J, (variables d’angle et d’action)
peuvent étre introduites telles que les H; sont des fonctions des variables J;
unitquement.
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Ceci est une simple, conséquence du théoreme 6.2
Soit alors Mg le tore invariant 7% et ~y; le cycle 0 < ¢p; < 2w, ¢; =0V i # j
sur T*. Nous posons

1

Ji(a) = gy % p-dq. (6.35)

Comme le tore, le cycle y; n’est pas uniquement défini, mais la variable .J;(ox)

'est (4 une simple renumérotation pres). En effet, comme p; = fi(qa) = gfi,
localement 55
p-dq=dS — Tdai =dS sur Mg (6.36)
O{Z
S est donc une fonction a valeurs multiples sur le tore Mg,
NS =850 ,¢0;+2m,---  J(a)) = S(--, 05, ,J(x)) =2nJ;(x) .
(6.37)
Les J;(ax) sont les variables d’action et les ¢; celles d’angles. Nous supposons

9Jm

Oap,

encore que det ( ) # 0. Dans ce cas, la transformation (q,p) — (¢, J)

est une transformation canonique car localement nous pouvons inverser J ()
en a(J). La fonction génératrice S(q, @) = S(q, a(J)) peut donc étre com-
prise comme fonction de g et J, donc p = Sq(q,J) = p(q,J). Localement,
I’équation 6.36 implique

S(q,a>—s<qo,a>=/qd5=/qu=/qp<q,J>~dq

Sans restriction, nous pouvons encore poser S(q,, &) = 0. Par conséquent,
S(q,J) est une fonction génératrice du type 2 :

oS oS
P=—-—, ¢ = a7 -
0q oJ
On peut encore démontrer que cette transformation est bien définie non seule-
ment dans un voisinage de g, mais dans toute un voisinage de M. Comme
S, la variable ¢ est également a valeurs multiples avec

oS
¢J ajj J
Remarque : En générale, il existe certaines valeurs a pour lesquelles

les fonctions H; ne sont pas indépendantes. Pour ces valeurs, la variété Mg
n’existe pas ou est de dimension inférieure. De telles valeurs critiques de «
correspondent a des séparatrices qui divisent l'espace de phase en parties
différentes avec Mg compact et non-compact.
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Exemple (voir fig. 6.2) : Le pendule lourde avec H = 1p* + cosgq, (¢,p) €
St x R, La séparatrice H = 1 sépare le mouvement oscillatoire des rotations
non-bornées. VH = (singq, p) = 0 aux points (¢, p) = (0 mod 2m,0). Ce sont
les points de croisement de la séparatrice ou Mg n’est pas bien définie. Les
points (7 mod 27, ,0) correspondent au point d’équilibre a énergie £ = H =
—1. Ici Mg se réduit a un seul point.

A
//%_\x
__///4_\¥
P ey G
I e — S
e S B
\\_(_/ —

0 C 27

F1G. 6.2 — La séparatrice H = 1 indiquée en gras sépare les orbites fermées,
—1 < H < 1 ou le pendule oscille et les orbites infinies H > 1 ou le pendule
fait des rotations sans s’arréter.

6.3.2 Mouvements quasi-périodiques

Définition 6.3 Soit T* le tore de dimension k, (¢1,--- ,¢r) mod 27 = ¢.
Un mouvement quasi-périodique est un groupe de transformations TF — T
a un parametre déterminé par ’équation différentielle

b=w, w = (wy, - ,wk) = const. (6.38)

Ce mouvement est alors de la forme ¢(t) = wt + @, et les trajectoires sont
des droites sur T*.

Les quantités wq, -+ ,wy sont appelées les fréquences du mouvement quasi-
périodique.

Les fréquences sont appelées indépendantes si elles sont linéairement indé-
pendantes sur le corps des nombres rationnelles Q. C’est-a-dire si (n-w) =0
pour un n € ZF, il suit que n = 0.

Par rapport aux nouvelles coordonnées, H = Hy(.Jy,..J;), donc

OH

0 (6.39)
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et

OH

=95 w' = const = ¢' = w't + 4. (6.40)

q'bi

Le flot pour Jy, .., Jr donnés est alors un mouvement quasi-périodique sur le
tore avec des fréquences angulaires w’(.Ji, ..., Ji). Projeté sur un cycle ¢; ce
mouvement est toujours périodique. Si les fréquences sont commensurables
(non indépendantes), i.e. s'il existe des entiers m € Z* \ {0} tels que

k

Z miw’ = 0,

1=1

le mouvement est alors confiné & un sous-espace de dimension d > 2 périodique.
Si les fréquences sont indépendantes, le mouvement est dense sur le tore (voir
corollaire suivant).

6.3.3 Moyennes

Soit f une fonction (intégrable) sur T*.
Définition 6.4 La moyenne spatiale de f est le nombre

1

B 2
7= EZFF?Jg 06, - - déuf(¢)

Nous considérons aussi la moyenne de f comme fonction sur une orbite ¢(t) =
w+ ¢

Définition 6.5 La moyenne temporelle est le nombre

T—o0

e
prefin 2 [ dtps ),
T Jo
(si cette limite existe).
Théoréme 6.4 (Théoréme sur les moyennes) :
St les fréquences w; sont indépendantes, la moyenne temporelle existe pour

tout @, et elle est égale a la moyenne spatiale si f est continue par morceauz.

Corollaire 6.1 Siles fréquences sont indépendantes, toute trajectoire {¢p(t)|t €
R} est dense dans T*.
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Preuve 6.3 (du corollaire)

Supposons le contraire. Alors il existe une trajectoire ¢(t) et un ouvert D €
T* tels que aucun point de ¢(t) ne rencontre D. Mais il est facile de construire
une fonction continue qui vaut zéro a l'extérieur de D et qui a moyenne spa-
tiale e valeur 1. Sa moyenne temporelle est alors évidemment O # 1. O

Preuve 6.4 (du théoréme )

Nous montrons d’abord que le théoreme est vérifié pour des exponentielles,
f =exp(in - ¢), n € Z*.

Pour mn =0 évidemment f = f* =1. Pour n # 0, f = 0. Mais

17 _exp(in - ¢y) exp(i(n - w)T) — 1
—/0 dt f(wt + ¢p) = T i w) .

T

Donc 1 5
1< lim —=———=0
L T T—oo T |(n - w)|
La linéarité de l'intégration implique alors que le théoréme est vérifié pour

des polynomes trigonométriques,
f=> Fn ™D
M|<N

Mais toute fonction intégrable au sens de Riemann, donc toute fonction conti-
nue par morceauxr sur le tore, peut étre approrimée de facon arbitrairement
proche par un polynome trigonométrique (série de Fourier). a

Définition 6.6 Un systéme hamiltonien (6.39, 6.40) est apellé non-dégénéré

st
&ui 82H
det <0Jj) = det <8Ji<]j> #0.

Dans le cas non-dégénéré, nous pouvons alors choisir les w comme variables
(d’impulsion) indépendantes au lieu des J. Pour presque toutes les valeurs
des w, les orbites sont denses sur le tore J=constant. Il suit alors

Corollaire 6.2 5i le systéme est non-dégénéré, les tores invariants J =
const. sont définis de fagcon unique, indépendement du choiz des variables
d’angle et d’action, (¢, J).

]

Preuve 6.5 Pourla "majorité” de valeurs J les fréquences w sont indépendantes
et donc les tores peuvent étre définis comme 1’adhérence des orbites (I’en-
semble fermé le plus petit qui contient toute l'orbite J = J).

(Si le systeme est dégénéré, les tores invariants ne sont en général pas uniques.)
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6.4 Théorie des perturbations

6.4.1 Moyenner les perturbations

La plupart de systemes qu’on rencontre dans la nature ne sont pas intégrables.
Exemple : Le systeme solaire avec ses 8 planetes (et les nombreuses lunes).
Jusqu’ici, vous connaissez surtout des systemes intégrables, comme les systemes
a deux corps (Kepler), l'oscillateur harmonique, la toupie libre ou la toupie
de Lagrange, etc. Dans tous ces exemples nous avons trouvé que le mouve-
ment correspond a des enroulements sur des tores qui remplissent les tores
invariants de dimension k£ de fagon dense.

Mais ce comportement n’est pas du tout générique et il se peut qu'une trajec-
toire d’un systeme a k degrés de liberté remplisse de fagon dense jusqu’a 2k—1
dimensions dans 'espace de phase. (Par exemple le mouvement géodésique
sur un espace a courbure négative.) De tels systémes ne sont pas intégrables
et ne permettent pas d’intégrales premieres indépendantes de H. L’étude
de tels systemes est un domaine actif de la physique mathématique (chaos,
théorie ergodique, ...).

Mais souvent, un systeme physique est proche d’un systeme intégrable tel
que dans les variables d’angle et d’action nous ayons

H = Hy(J) + eH,(J, p). (6.41)

Ici, (¢, J) sont les variables d’angles et d’action du systéme intégrable Hy,
et € < 1. Nous considérons d’abors le cas plus général (pas nécessairement
canonique d’un systeme de la forme

¢ = wlJ)+ecf(J, 9),
J = eg(J,p) e<1. (6.42)

Nous considérons ce systéme dynamique sur T*xG ot T* = {(¢y, - - - ¢1) mod 27}
est le tore et G C R¥ = {J = (Jy,---J;.)}. Pour € = 0, le mouvement est
quasi-périodique sur le tore T* avec, au plus, k fréquences indépendantes. Le
principe des moyennes pour (6.42) consiste a remplacer g par sa moyenne g,

J=cg(d). g(J)zﬁ / Cdgy - dbug(d,T) . (6.43)

Nous supposons que (6.43) est une bonne approximation pour (6.42). Ce
principe n’est ni un théoréme, ni un axiome ou une définition, mais plutot
une proposition physique qui est encore formulée vaguement et qui, dans
le sens strict, est fausse comme nous le verrons. Mais de telles propositions
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sont souvent tres fécondes pour un traitement plus rigoureux. En remplagant
(6.42) par (6.43), nous négligeons le terme

Ce terme est d’ordre € comme g et g. Pour mieux comprendre le role de g,
g et g nous considérons I'exemple le plus simple, k = 1, avec

p=w#0 et J=ecg(o). (6.44)
Nous montrons que pour 0 < ¢ < 1/,
|[I(t) — J(t)| <ce ou I(t)=eqgt

et J(t) est la solution de (6.44).
J(t) — J(0) = e/o g(do + wt)dt = 6/0 9+ G(¢o + wt)]dt
— gt + 5 /Ow G(¢)de = I(t) — I(0) + ih(wt) .

La fonction h(¢) = f(f’g(qs’ )d¢' est périodique et donc bornée (parce que
)" 3(¢)dg = 0).

Par conséquent, la variation de J avec le temps contient deux parties :
une oscillation avec amplitude d’ordre € qui dépend de g et une évolution
systématique avec vitesse eg (voir fig. 6.3)

Le principe de la moyenne est basé sur I'hypothese que le systeme (6.42) peut
étre séparé en une “évolution” (6.43) et de petites oscillations. En général,
ceci n’est pas vrai.

Nous l'appliquons cependant pour le cas d'un systeme hamiltonien avec
équations canoniques

0H, 0H,

0 = {H ) =57 g =) eg (6.45)
S = A = e gy = S (6.46)
Dans ce cas
1 T
Hy(¢,J)d¢p =0.

R
En d’autre termes, il n’y a pas d’évolution systématique dans un systeme
hamiltonien non-dégénéré. Une variante de cette dérivation non-rigoureuse
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et

F1G. 6.3 — Le principe de la moyenne. Le terme systématique est capturé par
la moyenne I(t) et seule la petite oscillation est négligée.

est ce qu’on appelle le théoreme de Laplace : les axes principales des ellipses
Keplériennes n'ont pas de perturbations "séculaires”. (Ce qui n’est pas du
tout vrai!)

Pour mieux justifier le principe de la moyenne, nous formulons alors un
théoreme qui le démontre pour le cas d’une seule fréquence sur l'intervalle
de temps 0 <t < 1/e.

Nous considérons le systeme de ¢ 4 1 équations différentielles de la forme

6 = wJ)+ef(J.9),
J = eg(J, ) e<1, (6.47)

peSt JeGCR et f(J,04+2m) = f(J,0),g(J, p+2m) = g(J, $). Nous
le comparons avec le systeme moyenné ou 1’équation pour J est remplacée
par

1

T=eg) o= / " g(1,9)do (6.48)

2T

Nous dénommons par (¢(t), J(t)) la solution de (6.47) avec condition initiale
(¢, Jo) et par (¢(t), I(t)) celle de (6.48) avec la méme condition initiale.

Théoréme 6.5 Si les conditions 1), 2) et 3) ci-dessous sont satisfaites,
|J(t) — I(t)] < ce Vitel01/€

pour € suffisamment petit, 0 < € < €.
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1. Les fonctions w, f et g ainsi que leurs premieres et deuriemes dérivées
sont bien définies et bornées pour J € G, et le domaine G est borné,

l|w, f, glle2@axsy < a.

2. Dans le domaine borné G, w > b > 0.

3. Pour 0 <t < 1/e, il existe un d tel que J € G ¥ J, tels que pour un
t la distance ||J — I(t)|| < d.

La constante ¢ dépend de a, b et d mais pas de €.

La preuve détaillée de ce théoreme se trouve dans ([1], p294ff).

Ainsi, si w > b > 0, la solution avec perturbation moyennée reste longtemps
proche de la solution exacte. Pour un systeme hamiltonien, ceci implique que
les déviations de la solution non-perturbées sont petites et oscillatoires.
Pour mieux comprendre ce qui peut arriver pour un systeme avec plusieurs
fréquences, nous écrivons encore une fois la solution d’ordre 0, ou solution
non perturbée :

J; = const. P = W't + B}, (6.49)
Nous développons H; en série de Fourier dans la variable périodique ¢

Hi= Y him,J)d™9. (6.50)

mezk

Nous intégrons alors (6.46) et (6.45) avec la solution (6.49) et I’Ansatz (6.50)
par rapport au temps. Pour obtenir les solutions perturbées JU(¢), ¢V (¢),
nous trouvons des termes comportants des expressions

B c 7k,
(m-w)

Ces termes deviennent importants si (m - w) est une grandeur petite ou
nulle, et ceci, méme si H; est tres petit. Ceci nous donne des perturba-
tions ’séculaires’, lesquelles sont croissantes proportionnellement au temps.
Si (m - w) = 0, I'exponentielle ¢lM-®) egt une constante et son intégrale est
proportionnelle au temps ¢t. Méme si les fréquences w sont indépendantes, si
k > 1 elles sont toujours arbitrairement proches de fréquences commensu-
rables. Les fréquences commensurables sont denses dans R*.

C’est le probleme des petits dénominateurs. Excepté ce probleme, la facon de
procéder est évidente : les solutions J(t) et ¢V (t) des éqs. (6.46) et (6.45)
sont déterminées par intégration. Puis, nous les insérons du coté droit des
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équations canoniques. Par intégration par rapport au temps, nous trouvons
alors J(t) et ¢ (1), et ainsi de suite par itérations successives.

La théorie des perturbations pour des systemes hamiltoniens proches d'un
systeme intégrable a été développée en profondeur aux 18eme et 19eme siecles
et jusqu'au début du 20eme siecle. Un des résultats les plus significatifs en
est la découverte de la planete Neptune. En 1781, F.W. Herschel a réalisé
que l'orbite calculée de la planete Uranus ne correspondait pas a l'orbite
observée. Ceci a conduit Bessel a postuler en 1840 I'existence d’une planete
supplémentaire. Adams et le Verrier ont fait les calculs pour déterminer I’or-
bite de cette hypothétique planete. Apres que 'astronome J. Galle ait eu
connaissance des calculs de le Verrier, il localisa Neptune apres une heure
seulement d’observation.

Pour discuter la stabilité d’un systeme hamiltonien perturbé, il faut surtout
analyser ce qui se passe dans le voisinage des fréquences commensurables.
Ce probleme est difficile; il demande une analyse qualitative des points
critiques du systeme. La vraie démonstration de la stabilité d'un systeme
comme notre systeme solaire n’a été trouvée que dans les années 1960 par
les mathématiciens Kolmogorov, Arnold et Moser (théorie de KAM). Mal-
heureusement, le temps manque pour développer ici ce sujet fascinant.

6.4.2 Invariants adiabatiques

Nous considérons un systeme hamiltonien avec un degré de liberté et fonction
de Hamilton H (g, p; A) qui dépend d’un parametre \. Par exemple, le pendule
mathématique (de masse m = 1)

9 2

H = .
24

+ (6.51)

P
2
Le parametre pourrait étre ¢ ou g. Nous supposons que A varie lentement
avec le temps.

Nous allons trouver un phénomene remarquable : dans la limite ou le taux
de variation de A, )\/ A tend vers 0, deux quantités, qui en générales sont
indépendantes deviennent fonction I'une de 'autre. Par exemple si la lon-
gueur du pendule change trés lentement (comparé a la fréquence des oscil-
lations), 'amplitude des oscillations devient une fonction de la longueur. En
plus, le rapport entre ’énergie H du pendule et la fréquence w = \/W varie
tres peu, méme si chacune de ces variables change beaucoup.

Des quantités comme ce rapport qui changent peu lors de variations lentes
des parametres du systeme sont appelées des invariants adiabatiques.
Nous considérons un systéme hamiltonien H(q, p; A) deux fois différentiable
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en A. Nous posons \ = et.

o0H . OH
_0—q ) Q—a—pa H_H(q7p7€t)' (6-52)

Nous définissons un invariant adiabatique comme suit :

p=

Définition 6.7 Une quantité J(q,p, \) est un invariant adiabatique du systeme
(6.52) si pour tout k > 0 il existe un €y > 0 tel que pour e < ey et 0 <t <1/e

|/ (q(t), p(t), et) — J(¢(0), p(0), 0)] < .

Evidemment, J doit étre une quantité conservée du systeme original (A = 0),
choisir ¢ = 0. Nous considérons le systeme hamiltonien H(q,p;\) pour A
fixe et nous supposons que la trajectoire dans ’espace de phase soit fermée,
fig. 6.1. Alors, laire incluse n’est rien d’autre que notre variable d’action J,
a un facteur 27 pres,

2mJ(A) = fpdq,
gl
qui est constante pour toute la trajectoire.

Théoréme 6.6 Si la fréquence w(J,\) du systéme (6.52) n’est nulle part
zéro, J(q(t),p(t),\) est un invariant adiabatique.

Preuve 6.6 Pour X\ fixe, nous introduisons les variables d’angle et d’action

(¢, J) pour le systéme (6.52) par la transformation canonique qui dépend de
A,

. . OH
(qvp)'_)(¢7’]>7 (bIW(J,)\), ']:07 CU(J,)\):W,
oS ¢_8S

S(q, J; \) est la fonction géneratrice a valeurs multiples et p = 3o =57
Nous laissons alors varier A comme A\ = et. Notre transformation canonique
dépend ainsi du temps et la nouvelle fonction de Hamilton est, voir éq. (5.38)

H=H(JN\).

oS oS
K=H+—=H+¢e—.
T T T
Notez que méme si S est a valeurs multiples, comme ces valeurs différent de
2nJ, la fonction g—f et donc K est bien définie. Les équations de mouvement
sont alors de la forme
¢ = w ) +ef(L,o,N), f= 0’3 (6.53)
- I » I - aJ@)\ .
. 0?8
J = €eg(J.0,N), (6.54)

I~ Bpox
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Comme w # 0, le théoreme 6.5) s’applique. Le systéme moyenné est de la
forme J = €g = 0 parce que

2
=5 [ 55 (5h) =0,

2 0 a¢ a
parce que 93 est bien définie sur le cercle, 95 (2m) = 95(0). Alors |J(t) —
J(0)] < ceVtel0,1/e]. (Pour k donné, choisir € = c/k.) O
Exemples :

— Pour l'oscillateur harmonique, H = %pz + §q2 nous avons vu (exercices)
que J = % = g Donc le rapport entre énergie et fréquence est un inva-
riant.

— Nous considérons une balle (de masse m = 1) qui bouge entre deux parois
ou elle est refléchie de facon parfaitement élastique. La distance entre les
parois est ¢ et la vitesse de la balle soit +v. Donc, J = % [ pdg = %
Donc fv est un invariant adiabatique. Si on rapproche lentement les parois
I'un de l'autre, & une distance ¢/2, la vitesse a doublé.

— La longueur d'un pendule & masse 1 (a = 1, b* = g/¢, w = +/g/{) est
lentement doublée. Comment I'amplitude varie-t-elle ?

Réponse : 2nJ = 21E/w = 71(g/0)q? ./ +/9/{ = constant. Donc guax(t) =

1/4
Gmax (0) (%) . L’amplitude de I'oscillation change donc tres peu et I’angle

£(0) /4 .
Omax(t) = Gmax(t)/0(t) = max(0) (m) diminue si la longueur aug-

mente.

FIN
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