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Avertissement

Ces notes sont encore provisoires. Certains passages n'ont pas encore été relus correc-
tement.

Les marques @@ signi�e qu'il faut compléter ou revoir le passage.
Le signe (*), signi�e que le passage peut être sauté en première lecture, et sera proba-

blement sauté lors de l'exposé.
Merci de me communiquer toute remarque ou correction (d'orthographe, d'expression,

ou sur le contenu physique ou mathématique). Les remarques d'ordre pédagogique seront
particulièrement les bienvenues : commentaires sur la progression pédagogique, sur les
passages plus ou moins faciles à assimiler, et plus ou moins appréciés.

Ces notes ont été rédigées en utilisant le logiciel libre et gratuit LyX sous Linux.
Pour les graphiques, nous avons utilisé x�g ou inskcape. Pour les calculs numériques,
nous avons utilisé entre autres la librairie graphique C++ root. Pour certains calculs
symboliques, nous avons utilisé xcas (logiciel libre et gratuit).

0.0.1 Introduction

0.0.1.1 But et objets de la mécanique quantique :

Le rôle de la théorie quantique est de décrire le comportement et donner les lois d'évo-
lution des constituants microscopiques de la matière. Plus précisement, les phénomènes
quantiques (que sont essentiellement des �phénomènes d'interférences� présentés plus loin)
se manifestent pour des objets de petite taille ∆x et/ou de petites impulsions ∆p telles
que

∆x∆p ' h

avec la constante de Planck : 1

h = 6.626 10−34J.s

on utilise aussi la constante appelée �h barre� :

~ =
h

2π

La théorie quantique est donc essentielle en physique des particules, nucléaire, physique
atomique, moléculaire et physique du solide. Par ailleurs, comme les phénomènes macrosco-
piques résultent du comportement collectifs des objets microscopiques, la théorie quantique
a des conséquences indirectes mais essentielles à l'échelle macroscopique.

Ordres de grandeurs (tiré du cours de l'X sur le Web) :

1. Remarque sur les dimensions : d'après les relations, p = mdx
dt et E = p2

2m , on a p dx = ... = 2E dt et
on déduit que [x] [p] et [E] [t] ont les même dimensions.

http://www.lyx.org
http://root.cern.ch
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/giac.html


10 TABLE DES MATIÈRES

Système Masse (kg) Vitesse (m/s) Ouverture a (m) p.a/h

Homme passant une porte 70 1 1 1034

Globule rouge dans capillaire 10−16 10−1 10−4 1011

Electron à travers une fente 9 10−31 700 10−6 1

0.0.1.2 Di�érences et relations entre mécanique classique et mécanique quan-
tique

◦ Le changement radical entre la mécanique quantique et la mécanique classique est
essentiellement que en mécanique classique une particule est un objet ponctuel
décrit par un point (~x, ~p) dans l'espace des phases (position - vitesse), alors que
en mécanique quantique, une particule est un objet étendu, décrit par une fonc-
tion d'onde ψ(~x). Une conséquence est la possibilité d'interférences. Le rôle de la
mécanique est de donner les lois qui gouvernent l'évolution de ces objets. Ce sont
les équations de Hamilton (ou Newton) dans le cas classique et l'équation de
Schrödinger dans le cas quantique.
◦ La théorie quantique est valable pour des constituants élémentaires ou pour une
assemblée de quelques constituants (atomes molécules) tant qu'il sont parfaitement
�isolés� de leur environnement. Ici le mot �isolé� signi�e précisément que le sys-
tème étudié ne modi�e pas son environnement au sens où il ne change pas l'état
quantique de l'environnement de façon �signi�cative�. Voir discussion précise à la
section 1.6.1 page 57. On ne peux pas parler de la fonction d'onde d'une balle ou
même d'une poussière qui sont des objets non isolés. En principe une théorie com-
plète devrait pouvoir décrire toutes les échelles de la nature. A l'heure actuelle on
ne sait pas rendre compatible de façon totalement satisfaisante, la théorie quan-
tique avec l'aspect �classique� de la nature à l'échelle macroscopique. Cela est dis-
cuté depuis longtemps, voir le paradoxe du chat de Schrödinger. Voir par exemple
[Cla88],[Har02],[DEC+96] pour les développements récents à ce sujet.
◦ Si le système étudié n'est pas isolé et in�uence un système extérieur, il est nécessaire
d'inclure ce système extérieur dans la description quantique. Cette a�rmation sera
justi�ée page 168. Sinon, on peut se contenter d'une description classique du système
extérieur.

0.0.1.3 Place de la théorie quantique en physique :

On oppose :
théorie Classique et théorie Quantique.
Théorie non relativiste, relativiste et relativité générale (où l'énergie et la matière in-

�uencent la courbure de l'espace temps) ;
Cela donne le tableau suivant :
(A droite et en dessous, se trouve chaque fois une théorie supposée plus générale que

la précédente.)
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Mécanique : Classique Quantique

Non relativiste Mécanique de Newton (1687) Mécanique quantique(1925)

Relativiste Relativité restreinte (1905) Théorie Quantique des champs (≥1930)
Equations de Maxwell (1865)

Relativité Générale Relativité générale (1916) ... ?théorie des cordes ?...

0.0.1.4 Autres remarques

◦ Esprit du cours : introduction à la mécanique quantique ; présentation à travers
des exemples physiques autant que possible. Les notions mathématiques ne sont
introduites que lorsque elles sont jugées nécessaires.

0.0.1.5 Prérequis supposés

◦ En mathématiques : notion d'espace vectoriel, de transformée de Fourier.
◦ En physique : mécanique analytique, Hamiltonienne. Voir [Fau10c] ou Section 0.1.
◦ En mécanique quantique : problèmes 1D stationnaire,...

0.0.1.6 Références conseillées :

on insiste sur l'importance de travailler le cours avec des livres.

Livres en francais : Cohen [CBF], Feynmann[Fey63], Messiah [Mes64], Basvedant [Bas86].

Livres en anglais :
◦ Bransden[BC89], et plus di�ciles : Sakurai[J.J85], Ballentine[L.E90].

Aspects mathématiques :
◦ Gustavson [SI00], et plus avancés : [Tay96a], [RS72].

0.1 Rappels de mécanique classique

La théorie de la mécanique quantique a été découverte par Heisenberg, Schrö-
dinger et d'autres au début du XXème siècle. Elle décrit la matière par des
"ondes de matière" qui évoluent selon l'équation de Schrödinger. Ces ondes ont
une signi�cation probabiliste en physique. Avant, les constituants de la matière
étaient décrit par les équations de la "mécanique classique" (Newton 1686, Ha-
milton 1833) qui sont des lois déterministes pour les trajectoires des particules.
Nous rappelons quelques aspects de la mécanique classique dans cette Section.
A la Section 1 suivante on expliquera le passage entre les descriptions classique
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et quantique en terme de paquet d'onde, assimilable à une particule et avec le
"principe de correspondance" (qui se formalise avec le théorème d'Egorov).

On appelle mécanique classique, les lois fondamentales de la physique en générale an-
térieures à la mécanique quantique mais plus précisément les lois � non quantiques �. On
discutera de cette distinction précisément plus loin. En mécanique classique il y a :
◦ Les loi de Newton et de Hamilton : elles dé�nissent les équations du mouvement
pour les éléments de matière ou particules élémentaires soumises à di�érentes forces.
◦ Les lois de Maxwell : elles décrivent l'évolution des champs électromagnétiques et
les forces qu'ils exercent sur la matière chargée.

Ensuite, avec la physique statistique (qui contient la thermodynamique), à partir de ces
lois fondamentales, on peut décrire les � milieux continus � comme les gaz, les �uides, les
matériaux, les plasmas etc..

La théorie de la relativité d'Einstein (relativité restreinte en 1906 puis relativité gé-
nérale 1916) est considérée aussi comme une théorie de la mécanique classique (car non
quantique). Elle propose un nouveau cadre théorique plus géométrique dans l'espace-temps
pour formuler les équations de mouvement de la matière et des champs électromagnétiques.

0.1.0.7 Équations de mouvement :

Notons x (t) ∈ Rd la position d'une particule à l'instant t ∈ R. (il est habituel de
considérer les dimensions d'espaces d = 1, 2, 3). La fonction t ∈ R → x (t) ∈ Rd s'appelle
la trajectoire de la particule.

Dé�nition 0.1.1. � Loi de Newton 1687 �. La trajectoire d'une particule de masse
m > 0 et soumise à une force F (x, t) ∈ Rd est déterminée par l'équation di�érentielle
ordinaire :

m
d2x

dt2
= F (x, t) (0.1.1)

avec la donnée des conditions initiales de position x (0), et vitesse dx
dt

(0).

Il est préférable de transformer l'équation du deuxième ordre en équation du premier
ordre. Avec l'hypothèse de force potentielle, cela donne les équations de Hamilton :

Dé�nition 0.1.2. On supposera que F (x, t) est une force potentielle c'est à dire qu'elle
peut s'écrire sous la forme particulière 2 :

F = −
(
∂V

∂x1

, . . . ,
∂V

∂xd

)
=: −∂V

∂x
(0.1.2)

2. Localement il est nécessaire et su�sant que rot (F ) = 0
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avec une fonction V (x, t) ∈ R appelée énergie potentielle. Posons l'impulsion :

p := m
dx

dt
∈ Rd (0.1.3)

et introduisons la fonction réelle suivante, appelée Hamiltonien (ou énergie totale)

H (x, p, t) :=
1

2m
|p|2 + V (x, t) ∈ R (0.1.4)

(Le premier terme 1
2m
|p|2 = 1

2
m
∣∣dx
dt

∣∣2 s'appelle l'énergie cinétique).

Proposition 0.1.3. � Équations de Hamilton 1833 � Les équations de Newton (0.1.1)
peuvent s'écrire sous la forme :

dx (t)

dt
=
∂H

∂p
,

dp (t)

dt
= −∂H

∂x
(0.1.5)

déterminant un champ de vecteur V :=
(
∂H
∂p
,−∂H

∂x

)
sur l'espace des phases (x, p) ∈

Rd × Rd (�gure 0.1.1).

Démonstration. On calcule
∂H

∂p
=

(0.1.4)

1

m
p =

(0.1.3)

dx

dt

et

−∂H
∂x

=
(0.1.4)

−∂V
∂x

=
(0.1.2)

F =
(0.1.1)

m
d2x

dt2
=

(0.1.3)

dp

dt

Remarque 0.1.4. L'aspect antisymétrique assez particulier des équations de Hamilton (0.1.5)
laisse déjà entrevoir d'une certaine façon la mécanique quantique ondulatoire. En 1833 Ha-
milton a utilisé au départ ces équations pour exprimer l'optique géométrique des rayons
qui n'est qu'une approximation de l'optique ondulatoire [GS90]. Nous verrons de façon
analogue que la mécanique classique est une approximation de la mécanique quantique
ondulatoire.

0.1.0.8 Exemples

Il faut savoir que pour les problèmes à un degré de liberté, d = 1 (donc l'espace des
phases est (x, p) ∈ R2 de dimension 2), et H (x, p) indépendant de t, alors les équations
du mouvement sont solubles. En dimension plus grande elles ne le sont pas en général,
sauf exceptions comme le problème à deux corps qui est soluble car il se ramène en fait à
un problème à un degré de liberté. Plus généralement ces problèmes solubles sont appelés
systèmes intégrables[Arn76]. L'étude du chaos déterministe est consacrée au contraire
à l'étude des problèmes parmi les � plus simples � qui ne sont pas solubles.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_du_chaos
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(x(t), ξ(t)) = φt(x0, ξ0)

x

(x0, ξ0)

V

Champ de vecteurs

Flot au temps t

p

Figure 0.1.1 � Champ de vecteurs de Hamilton V et �ot Hamiltonien φt dans l'espace des
phases.

Exemple 0.1.5. � Le problème à deux corps � C'est un système intégrable d'impor-
tance historique car c'est par lui que Newton a écrit (0.1.1) en 1687. A l'échelle du système
solaire, on peut considérer la Terre comme un point de masse m = 6.1024kg à la position
x ∈ R3 soumise à la force d'attraction gravitationelle de la part du soleil (situé en x = 0) :

F (x) = −C u

|x|2

avec u = x
|x| vecteur unitaire et C = G · m · mS avec la masse du soleil mS = 2.1030kg

et la constante de gravitation universelle G = 6, 67.10−11N.m2.kg−2. Cette force dérive de
l'énergie potentielle

V (x) = −C 1

|x|
. (0.1.6)

L'équation du mouvement obtenue est d2x
dt2

= 1
m
F (x) = −G ·mS

u
|x|2 . Remarquer que curieu-

sement la masse de la Terre n'y intervient pas. Cela signi�e que par exemple une poussière
(ayant une autre masse) qui serait à la place de la Terre (même position et même vitesse)
aurait la même trajectoire autour du Soleil. Cette remarque appelée � principe d'équi-
valence � a conduit Einstein à la théorie de la relativité où la gravitation n'est plus une
force mais découle de la géométrie de l'espace temps.

De façon analogue mais à une toute autre échelle, dans un atome d'hydrogène, un
électron de masse m = 9, 31.10−31kg est soumis à la � force de Coulomb � de la part du
proton

F (x) = −C ′ u
|x|2

, V (x) = −C ′ 1

|x|
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avec C ′ = kCq.q où q = 1.6 10−19C est la charge élémentaire de l'électron et du proton et
kC = 9.109Nm2C−2 est la constante de Coulomb.

Dans ces deux problèmes, grâce à la forme particulière de V (x), on peut résoudre exac-
tement les équations du mouvement et obtenir que les trajectoires de la planète (respect. de
l'électron) sont des ellipses (ou paraboles ou hyperboles selon la condition initiale) [Arn76].

Exemple 0.1.6. � Puits de potentiel, oscillateur Harmonique �. A une dimension
d = 1 on s'intéresse à une particule près d'un minimum local de l'énergie potentielle V (x)
que l'on suppose en x = 0 avec V (0) = 0. Par développement de Taylor, on écrit :

V (x) =
1

2
kx2 +O

(
x3
)

avec k = d2V
dx2 (0) > 0. En ne gardant que ce premier terme (comme première approximation)

le Hamiltonien s'écrit :
H (x, p) =

1

2m
p2 +

1

2
kx2 (0.1.7)

et s'appelle le modèle de l'oscillateur harmonique. Les trajectoires sont des ellipses dans
l'espace des phases 3, voir �gure 0.1.2.

x

p

Figure 0.1.2 � Une trajectoire de l'oscillateur harmonique dans l'espace des phases. La
position x (t) et la vitesse v (t) = 1

m
p (t) oscillent en quadrature.

3. Avec le changement de variables X :=
√

k
2x, Y := p√

2m
et posant ω :=

√
k
m , Z = X + iY , (0.1.5)

donne l'équation de mouvement dZ
dt = −iωZ qui donne le mouvement de rotation Z (t) = Z (0) e−iωt.
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Première partie

Les fondements
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Chapitre 1

Une particule quantique sans spin, à 1
dimension (I)

Dans ce chapitre il y a beaucoup de rappels du cours de licence, mais avec une présen-
tation aussi un peu plus formelle. Nous allons étudier une particule quantique se déplaçant
à une dimension x. Il s'agit d'une particule sans degré de liberté interne (sans spin).

Pour �xer les idées, il peut s'agir d'un atome vibrant au coeur d'un matériau ou dans
une molécule, soumis aux forces des atomes voisins. Il peut aussi s'agir d'un électron libre
se déplaçant dans un �l conducteur (en oubliant le spin).

Dans les premières sections on suppose que la particule quantique est isolée de son
environnement. Précisément cela signi�e que son mouvement n'in�uence pas le reste de
la nature (les particules environnantes). Par contre on accepte que son environnement
exerce sur elle une certaine force F décrite par une fonction énergie potentielle V (x),
d'après la relation F (x) = −dV/dx. (La force pouvant même dépendre du temps, mais
nous la supposerons indépendante du temps dans ce chapitre).

Avec ces hypothèses, la théorie quantique nous permet de décrire l'état dynamique de la
particule par une fonction d'onde. Bien sûr pour être valables en pratique, ces hypothèses
nécessitent des approximations. Il est important de noter que le terme �particule� sera
employé mais que c'est un terme trompeur, puisqu'il faut imaginer une onde qui est
un objet étendu et non ponctuel.

1.1 Espace des états : les fonctions d'ondes

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions d'ondes

Une fonction d'onde permet de décrire l'état spatial d'une particule. C'est une fonc-
tion à valeurs complexes. Si l'espace est à une dimension (paramétré par la position x ∈ R),
une fonction d'onde est :

ψ : x ∈ R→ ψ(x) ∈ C

19
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L'ensemble des fonctions d'ondes noté H forme un espace vectoriel complexe car si
ψ1, ψ2 ∈ H, alors la somme et le produit par une constante complexe appartiennent aussi
à cet ensemble 1 :

si ψ1, ψ2 ∈ H et λ ∈ C alors :

ϕ = (ψ1 + ψ2) ∈ H (1.1.1)

φ = λψ1 ∈ H (1.1.2)

Mais il s'agit d'un espace vectoriel de dimension in�nie (voir plus loin) ; cela est lié
au fait que une fonction ψ est déterminée par les valeurs de ψ(x) prises en une in�nité de
valeurs de x di�érentes.

Dans la notation de Dirac on convient de représenter une fonction d'onde ψ par le
symbole |ψ〉 et appelé ket. Ainsi on écrira pour eq.(1.1.1)

|ϕ〉 = |ψ1〉+ |ψ2〉,

|φ〉 = λ|ψ1〉.

Il n'y a rien de nouveau dans cette notation, sauf peut être l'image que l'on se fait d'une
fonction d'onde. L'image traditionnelle est une fonction x → ψ(x) représentée par son
graphe. Dans la notation de Dirac, on imagine plutôt un point de l'espace vectoriel H,
(qui est l'extrémité d'une �èche). Cette image vectorielle suggérée par Dirac (et les mathé-
maticiens) a des avantages certains, mais notre imagination ne permet pas de dépasser la
dimension trois, alors que H est de dimension in�nie ! Voir �gure (1.1.1).

1.1.2 Exemples importants

Voici deux exemples importants de fonctions d'ondes à une dimension. On se contente de
donner ici leur expression et représentation. Leur interprétation physique et mathématique
sera donnée plus loin.

1. En mathématiques, un groupe est un ensemble G munit d'une loi interne notée . : (G,G)→ G qui
est associative, c'est à dire ∀a, b, c, a.(b.c) = (a.b).c telle qu'il y ait un élément appelé identité, noté 1,
véri�ant : 1.g = g.1 = g, ∀g ∈ G, et tel que tout élément g ∈ G ait un inverse noté g−1, c'est à dire :
∀g ∈ G, ∃g−1 ∈ G, g.g−1 = g−1.g = 1.

Un groupe est dit commutatif si ∀ g, h ∈ G, g.h = h.g. Dans ce cas il est habituel de noter la loi
interne par le signe + (g.h = g + h).

Un espace vectoriel complexe E est un ensemble munit d'une loi interne notée +, telle que (E,+)
est un groupe commutatif, et munit d'une loi externe notée . :(C, E)→ E qui est distributive par rapport
à la loi + : λ. (v + w) = λ.v + λ.w.

On parle d' espace vectoriel réel si la loi externe est : (R, E)→ E.



1.1. ESPACE DES ÉTATS : LES FONCTIONS D'ONDES 21

ψ (x)

ψ
1
 (x)

ψ
2
 (x)

ψ (x)= ψ
2
 (x)

ψ
1
 (x) ψ

1
 (x)

|ψ  >1

|ψ  >1

x

ψ
1
 (x)+

φ(x)= λ

|ψ>

H

|ψ  >2

|φ>=|ψ  >+|ψ  >1 2

|φ>=λ|ψ >
1

Vision fonction d’ondes Vision vectorielle (Dirac)

Figure 1.1.1 � Cette �gure illustre l'aspect vectoriel de l'espace des fonctions d'ondes.

1.1.2.1 Les ondes planes

L'onde plane d'impulsion p ∈ R est :

ψp(x) =
1√
2π~

exp
(
i
px

~

)
(1.1.3)

|p〉 : notation de Dirac (1.1.4)

Remarque : l'intérêt du préfacteur sera montré plus loin, avec la relation de fermeture,
cf eq(1.5.9).

1.1.2.2 Paquet d'onde Gaussien

Le paquet d'onde Gaussien de position moyenne x0 ∈ R, d'impulsion moyenne
p0 ∈ R et de largeur σ ∈ R est :
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Figure 1.1.2 � Onde plane, avec p > 0, voir (1.1.3).

ψx0,p0,σ(x) =
1

(πσ2)1/4
exp

(
i
p0x

~

)
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
(1.1.5)

|x0, p0, σ〉 : notation de Dirac (1.1.6)

Figure 1.1.3 � Paquet d'onde Gaussien, voir (1.1.6).

Remarques :
◦ la valeur du préfacteur sera justi�ée plus loin, pour des raisons de normalisation,
voir exercice 1.1.2.
◦ Lorsque la largeur σ → ∞, le paquet d'onde Gaussien tend vers une onde plane
d'impulsion p0 (à condition de modi�er aussi le préfacteur).
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1.1.3 Le produit scalaire

A�n de pouvoir distinguer de manière quantitative deux fonctions d'ondes di�érentes,
on introduit le produit scalaire.

Le produit scalaire Hermitien de deux fonctions d'ondes |ψ1〉 et |ψ2〉 est le nombre
complexe noté 〈ψ1|ψ2〉 dé�ni par 2 :

〈ψ1|ψ2〉 =

∫
R
ψ1(x)ψ2(x) dx (1.1.7)

où ψ1(x) est le nombre complexe conjugué de ψ1(x). (Une di�culté mathématique
apparait : on doit se restreindre aux fonctions pour lesquelles l'intégrale a un sens, i.e.
n'est pas divergente. Cela dé�nira l'espace de Hilbert, voir plus loin.)

La notation de Dirac 〈ψ1|ψ2〉 pour le produit scalaire fait clairement intervenir les deux
vecteurs |ψ1〉 et |ψ2〉, mais aussi la notation 〈ψ1| qui corresponds au fait que l'on a prit le
conjugué de la fonction ψ1(x).

Comme en géométrie Euclidienne, on peut interpréter le produit scalaire 〈ψ1|ψ2〉 comme
la composante du vecteur |ψ2〉 projetée orthogonalement sur le vecteur |ψ1〉. Voir la �gure
1.1.4. Intuitivement 〈ψ1|ψ2〉 renseigne donc si la fonction ψ2(x) est plus ou moins �compo-
sée� de la fonction ψ1(x).

21 1
|ψ  >1

|ψ  >1<ψ1

2|ψ  >

(<ψ  |ψ  >) |ψ  >

Figure 1.1.4 � Schéma du produit scalaire de deux fonctions d'ondes.

Les deux fonctions sont orthogonales si 〈ψ1|ψ2〉 = 0.
Comme en géométrie Euclidienne, ‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉 dé�nit la norme au carré de la fonc-

tion ψ. En terme de fonction, cela donne 3

‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉 =

∫
R
|ψ(x)|2 dx > 0

2. Par dé�nition, un produit scalaire Hermitien 〈ψ1|ψ2〉 ∈ C sur un espace vectoriel H doit véri�er
les propriétés suivantes :

1. 〈ψ2|ψ1〉 = 〈ψ1|ψ2〉 (complexe conjugué).

2. 〈ψ1|λψ + µϕ〉 = λ〈ψ1|ψ〉+ µ〈ψ1|ϕ〉 : linéarité à droite

3. 〈ψ|ψ〉 ≥ 0 avec égalité si et seulement si |ψ〉 = 0.

On déduit de (1) et (2) l'antilinéarité à gauche : 〈λψ + µϕ|φ〉 = λ〈ψ|φ〉+ µ〈ϕ|φ〉. Dans le cas présent, ces
trois propriétés sont véri�ées ci-dessous.

3. Comme ‖ψ‖2 ∈ R, cette équation montre que |ψ(x)|2 dx n'a pas d'unité, et donc que en dimension
1, ψ(x) a l'unité de �1/

√
longueur�.
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et donc la norme carré ‖ψ‖2 est la surface sous la courbe positive |ψ(x)|2.
On dit qu'un vecteur est normalisé si ‖ψ‖ = 1, c.a.d. 〈ψ|ψ〉 = 1 . Cela signi�e en

terme vectoriel que le vecteur est de longueur 1. En terme de fonction cela signi�e que la
surface sous la courbe |ψ(x)|2 est égale à 1.

(Cette notion sera essentielle page 63 pour interpréter |ψ(x)|2 comme une densité de
probabilité de présence lors de la détection de la particule, voir eq(1.6.3)). 4

Il faut remarquer qu'il y a des fonctions dont la norme est in�nie. Par exemple pour
une onde plane, 〈ψp|ψp〉 =

∫
R(1/h)dx = ∞ d'après (2.2.22). L'espace des fonctions pour

lesquelles la norme est �nie sera noté H dans la suite et appelé l'espace de Hilbert 5 des
fonctions d'ondes (appelé aussi l'espace des fonctions de carré sommable). D'un point de
vue physique cette restriction sera importante pour parler de la probabilité de présence de
la particule lors de sa détection, et d'un point de vue mathématique, c'est aussi important
car l'espace de Hilbert aussi noté :

H = L2 (R)

possède des propriétés très intéressantes, notamment vis à vis de la transformée de Fourier,
voir [RS72, CB73], et se prête bien à la théorie spectrale.

Exercice 1.1.1. Montrer que l'espace des fonctions de carré sommable est un espace
vectoriel. (il faut véri�er les relations (1.1.1)).

Exercice 1.1.2. Montrer que le paquet d'onde gaussien (1.1.6) est normalisé.

Exercice 1.1.3. Calculer le produit scalaire entre deux paquet d'ondes Gaussien |x0, p0, σ〉
et |x′0, p′0, σ〉, et interpréter le résultat.

Remarques et propriétés utiles :
◦ On a pour λ ∈ C,

〈ψ1|ψ2〉 = 〈ψ2|ψ1〉
〈λψ1|ψ2〉 = λ〈ψ1|ψ2〉

〈ψ1 + ψ2|ψ3〉 = 〈ψ1|ψ3〉+ 〈ψ2|ψ3〉

4. En général pour un produit scalaire hermitien, on peut montrer les deux propriétés suivantes :

1. |〈ψ|ϕ〉|2 ≤ 〈ψ|ψ〉〈ϕ|ϕ〉 : inégalité de Schwartz
2. ‖ψ + ϕ‖ ≤ ‖ψ‖+ ‖ϕ‖ : inégalité triangulaire

Ces deux égalité sont véri�ées si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires (i.e. |ψ〉 = λ|ϕ〉)
5. Une dé�nition précise de cet espace est

H = L2 (R) := {ϕ ∈ C∞0 (R)}

où C∞0 (R) := {ϕ ∈ C∞,∃R > 0,∀ |x| > R,ϕ (x) = 0} est l'ensemble des fonctions in�niment dérivables à
support compact (i.e. nulle en dehords d'un intervalle) et qui sont donc de carré sommable et {.} signi�e
la fermeture ou complétion pour la norme ‖ϕ‖ :=

√
〈ϕ|ϕ〉 (i.e. on considère toutes les limites possibles des

suites de Cauchy, Voir [RS72] page 39).
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Démonstration. 〈ψ1|ψ2〉 =
∫
ψ1(x)ψ2(x) dx =

∫
ψ1(x)ψ2(x) dx = 〈ψ2|ψ1〉. etc...

◦ D'autres espace de Hilbert que l'on rencontre souvent pour décrire une particule à
une dimension sont

� Pour décrire une particule con�née dans le segment x ∈ [0, L], c'est l'espace des
fonctions de carré sommable ψ(x), s'annulant en dehors du segment, et noté :

H = L2 ([0, L])

� Pour décrire une particule con�née sur un cercle S1 (par exemple un électron
dans un petit �l conducteur circulaire, appelé �l quantique), c'est l'espace des
fonctions de carré sommable périodiques ψ (θ), où θ est la position angulaire sur
la �l circulaire, et noté :

H = L2
(
S1
)

� Il est parfois utile de considérer d'autres produits scalaires que (1.1.7) (et d'autres
normes associées). C'est ainsi que l'on dé�ni les espaces de Sobolev par
exemple [Tay96a].

1.1.4 Vecteur dual, espace dual

Mathématiquement, on peut interpréter le produit scalaire autrement : pour |φ〉 ∈ H
vecteur �xé, l'opération noté 〈φ| (en notation de Dirac) :

〈φ| :

{
H −→ C
|ψ〉 −→ 〈φ|ψ〉

est une application qui à un vecteur quelconque |ψ〉 lui associe un nombre complexe (le
résultat du produit scalaire avec |φ〉). Cette opération est linéaire car 〈φ|λψ1 + µψ2〉 =
λ〈φ|ψ1〉+ µ〈φ|ψ2〉. On dit alors que 〈φ| est une forme linéaire sur H, ou aussi appelé un
vecteur dual. L'espace des vecteurs duaux (formes linéaires sur H) est noté H∗, et appelé
espace dual. Le vecteur dual 〈φ| est aussi appelé bra (dans la littérature physique).

On vient de voir que à partir d'un vecteur |φ〉 ∈ H, on peut construire un vecteur dual
noté 〈φ| ∈ H∗, grâce au produit scalaire. Inversement, un théorème important (le Lemme
de Riesz, voir [RS72] page 43) montre que tout vecteur dual s'obtient de cette façon. On a
donc l'isomorphisme de Riesz :

|φ〉 ∈ H → 〈φ| ∈ H∗

dé�nit à partir du produit scalaire.
Il est important de noter que

si |φ〉 = λ|ψ1〉+ µ|ψ2〉,
alors 〈φ| = λ〈ψ1|+ µ〈ψ2|

Si la notion de vecteur dual vous parait trop abstraite, il su�t de retenir qu'un vecteur
dual 〈φ| sert à e�ectuer le produit scalaire 〈φ|ψ〉 avec un autre vecteur.
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1.2 Opérateurs di�érentiels x̂, p̂, Ĥ

1.2.1 Dé�nitions

Un opérateur transforme une fonction d'onde (un vecteur) en une autre fonction
d'onde (autre vecteur). C'est donc une opération dans l'espace des fonctions d'ondes H.
Voici la dé�nition des trois opérateurs x̂, p̂, Ĥ d'après leur action sur des fonctions. On
donnera plus loin leur interprétation physique et mathématique, ce qui justi�era leur dé�-
nition.

|ψ>

|φ>=Η |ψ>
^

Figure 1.2.1 � Schéma d'un opérateur qui transforme les vecteurs.

Opérateur de position x̂ :

|φ〉 = x̂|ψ〉 dé�ni par φ(x) = xψ(x), ∀x ∈ R. (1.2.1)

Opérateur d'impulsion p̂ :

|φ〉 = p̂|ψ〉 dé�ni par φ(x) = −i~dψ
dx

(x), ∀x ∈ R. (1.2.2)

Opérateur Hamiltonien (ou énergie) Ĥ :

|φ〉 = Ĥ|ψ〉 dé�ni par Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂)

donc φ(x) = − ~
2

2m

d2ψ

dx2
(x) + V (x)ψ(x), ∀x ∈ R. (1.2.3)
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On dit que ce sont des opérateurs di�érentiels car ils sont dé�nit à partir de l'opé-
ration de dérivation et de multiplication par la fonction x.

Exemples (*) : Supposons (sans se soucier des unités) que ψ(x) = exp(−x2).
Si |φ >= x̂|ψ > alors φ(x) = x exp(−x2).
Si |φ >= p̂|ψ > alors φ(x) = −i~2x exp (−x2).
Si |φ >= Ĥ|ψ >et V (x) = gx4, alors φ(x) = (gx2 − 4~2/(2m))x2 exp(−x2).

1.2.2 Opérateurs linéaires

On dit que x̂, p̂, Ĥ sont des opérateurs linéaires d'après la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.2.1. Un opérateur T̂ est un opérateur linéaire si

∀|ψ1 >, |ψ2 >∈ H, ∀λ ∈ C,

alors T̂ (λ|ψ1 >) = λ
(
T̂ |ψ1 >

)
et T̂ (|ψ1 > +|ψ2 >) = T̂ |ψ1 > +T̂ |ψ2 >

Propriétés et remarques (*)
◦ On convient souvent de mettre un �chapeau� sur le symbole d'un opérateur. Parfois,
on omettra cette convention lorsque ce sera clair.
◦ L'ensemble des opérateurs linéaires sur H forme un espace vectoriel, noté L(H). (à
véri�er. On peut aussi associer le produit scalaire de Hilbert-Schmidt comme〈
T̂1|T̂2

〉
:= Tr

(
T̂+

1 T̂2

)
lorsqu'il est dé�ni).

◦ Si T̂1, T̂1 sont deux opérateurs linéaires, alors T̂1T̂2 (la composition) est aussi linéaire.
◦ x̂, p̂, Ĥ sont des opérateurs linéaires.
◦ L'opération qui transforme un vecteur en lui même (c.a.d. opération qui ne fait rien)
est une opération linéaire, appelée l'opérateur identité :

Î : |φ >∈ H → |φ >∈ H.

◦ Cette propriété de linéarité est très �contraignante� pour la transformation T̂ , car
pour connaître son action sur n'importe quel vecteur, il su�t de connaître son action
sur une base. (voir page 41).
◦ Remarquons que ψ (x) = 1

1+x
∈ L2 (R), car 〈ψ|ψ〉 < ∞. Mais si |φ〉 = x̂|ψ〉, on a

φ (x) = x
1+x

/∈ L2 (R) car 〈φ|φ〉 =∞. On dit que φ n'appartient pas au domaine de
dé�nition de l'opérateur x̂. La notion de domaine de dé�nition est essentielle pour
faire la théorie mathématique correcte des opérateurs linéaires non bornés. (Voir
[RS72] chapitre VIII).
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1.2.3 Opérateurs adjoints et autoadjoints

Dans la suite, on utilise la notation :

|T̂ψ >= T̂ |ψ >∈ H.

Dé�nition 1.2.2. Si T̂ : H → H est un opérateur linéaire, l'opérateur adjoint de T̂
est l'opérateur linéaire, noté T̂+, véri�ant :

< φ|T̂+ψ >=< T̂φ|ψ >, ∀|φ >, |ψ >∈ H.

Propriétés et remarques
◦ la relation ci-dessus dé�nit bien l'opérateur adjoint et de façon unique (on ignore
ici les questions de domaine, voir [RS72] page 252).
◦ On a (

T̂+
)+

= T̂

preuve : < φ|T̂++
ψ >=< T̂+φ|ψ >= < ψ|T̂+φ > = < T̂ψ|φ > =< φ|T̂ψ >

◦ On a (
T̂1T̂2

)+

= T̂+
2 T̂

+
1(

T̂1 + T̂2

)+

= T̂+
1 + T̂+

2(
T̂ n
)+

=
(
T̂+
)n

: pour n ∈ N

preuve : < φ|
(
T̂1T̂2

)+
|ψ >=< T̂1T̂2φ|ψ >=< T̂2φ|T̂+

1 ψ >=< φ|T̂+
2 T̂

+
1 ψ >.

Notation de Dirac : Pour un opérateur linéaire, on note < φ|T̂ |ψ > pour signi�er :

< φ|T̂ |ψ >=< φ|T̂ψ >=< T̂+φ|ψ >
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Dé�nition 1.2.3. L'opérateur linéaire T̂ est autoadjoint ou hermitique si T̂ = T̂+

c'est à dire si
< φ|T̂ψ >=< T̂φ|ψ >, ∀|φ >, |ψ > .

Proposition 1.2.4. x̂, p̂, Ĥ sont des opérateurs autoadjoints.

Une conséquence de cette propriété est donné plus loin. Voir (1.3.2) page 30.
preuve (TD) : pour tout vecteur φ, ψ ∈ C∞0 (R),

< φ|x+ψ >=< x̂φ|ψ >=

∫
R
xφψ dx =

∫
R
φxψ dx =< φ|x̂ψ >

Idem pour V (x̂).
Et

< φ|p̂+ψ > =< p̂φ|ψ >=

∫
−i~

(
dφ

dx

)
ψ dx

= i~
∫
dφ

dx
ψ dx = −i~

∫
φ
dψ

dx
dx =< φ|p̂ψ >

où on a utilisé la formule d'intégration par partie

[φψ]+∞−∞ =

∫
dφ

dx
ψ dx+

∫
φ
dψ

dx
dx

et le fait que [φψ]+∞−∞ = 0. Finalement,

Ĥ+ =

(
p2

2m
+ V (x)

)+

=
p2

2m
+ V (x) = Ĥ.

Exercise 1.2.5. On considère les opérateurs Ai (i = 1, . . . , 6) sont dé�nis comme suit sur
l'espace des fonctions à une variable ψ (x):

(A1ψ) (x) = (ψ(x))2 ; (A4ψ) (x) = x2ψ(x)

(A2ψ) (x) = dψ(x)
dx

; (A5ψ) (x) = sin
(
ψ(x)

)
(A3ψ) (x) =

∫ x
a
ψ(x′) dx′ ; (A6ψ) (x) = d2ψ(x)

dx2

1. Lesquels sont des opérateurs linéaires ?

2. Parmi les opérateurs linéaires, lesquels sont autoadjoints ?
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1.3 Évolution d'un état quantique

1.3.1 L'équation d'évolution

L'équation de Schrödinger spéci�e comment l'onde quantique ψ(x, t) de la particule
évolue au cours du temps. En notation de Dirac, cette équation donne la loi d'évolution
du vecteur |ψ(t) > dans l'espace de Hilbert H :

d|ψ(t) >

dt
=

(
−iĤ
~

)
|ψ(t) > (1.3.1)

c'est à dire que en notation de fonctions d'ondes d'après 1.2.3 page 26 :

i~
∂ψ

∂t
(x, t) = − ~

2

2m

∂2ψ

∂2x
(x, t) + V (x)ψ(x, t) : ∀x, t

Remarques
◦ Remarquer que l'on utilise la dérivée �droite� d/dt si il y a une seule variable, ici t
pour le vecteur |ψ(t)〉, et que l'on utilise la dérivée partielle ∂/∂t si il y a plusieurs
variables, ici (x, t) pour la fonction ψ (x, t).
◦ L'équation de Schrödinger donne précisément la modi�cation instantanée de l'onde
à un instant précis. Cette modi�cation dépend de la masse de la particule et aussi
des forces qu'elle subit à travers la fonction potentiel V (x). Pour cette raison on dit
que l'opérateur Hamiltonien Ĥ est le générateur de l'évolution temporelle.
L'équivalent de cette équation d'évolution en mécanique classique est l'équation de
Newton, ou plus précisément les équations de Hamilton du mouvement.
◦ C'est une équation linéaire, et donc si l'on connaît l'évolution de |ψ1(t) > et de
|ψ2(t) >, alors la somme |φ(0) >= |ψ1(0) > +|ψ2(0) > évolue comme la somme des
évolutions : |φ(t) >= |ψ1(t) > +|ψ2(t) > . C'est une propriété très forte, importante
pour la suite qui s'appelle aussi le principe de superposition. De même le produit
|φ2(0) >= λ|ψ(0) > évolue comme |φ2(t) >= λ|ψ(t) >. Pour cela on peut dire
que λ|ψ(t) > et |ψ(t) > ont le �même comportement�. (En termes mathématiques,
l'évolution est dé�nie sur l'espace projectif P (H). Voir cours de Master 2 [Fau10a]
à ce sujet).
◦ D'après l'équation de Schrödinger, la fonction d'onde conserve sa norme au
cours du temps :

‖ψ‖2 (t) =< ψ(t)|ψ(t) >= const (1.3.2)

preuve :

d(< ψ|ψ >)/dt =< dψ/dt|ψ > + < ψ|dψ/dt >=< −iĤψ/~|ψ > + < ψ| − iĤψ/~ >

= (i/~)
(
< ψ|Ĥ+ψ > − < ψ|Ĥψ >

)
= 0
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car Ĥ est autoadjoint. Cela montre l'importance du fait que Ĥ+ = Ĥ. �

Exercice 1. montrer de même que le produit scalaire est conservé < ψ(t)|φ(t) >= cste.

1.3.2 Exemples d'évolutions d'ondes (images et �lms)

Cette section se trouve sur la page Web : http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/
~faure/enseignement/meca_q/animations/, où l'on peut voir des animations, en plus
du texte reproduit ci-après.

1.3.2.1 Présentation générale

Hormis quelques cas particuliers, il est impossible de résoudre analytiquement l'équation
de Schrödinger. Pour des problèmes simples avec peu de degrés de liberté, il est possible de
la résoudre numériquement (i.e. avec un ordinateur). Dans cette section, nous présentons
des solutions obtenues en résolvant numériquement cette équation.
◦ pour di�érentes conditions initiales (des paquets d'ondes gaussiens, ou des ondes
stationnaires),
◦ pour di�érentes forces externes (choix du potentiel de la forme V (x) = 0,V (x) = x2,
V (x) = x2 + λx4, V (x) = −x2 + λx4),
◦ et comparaison avec l'évolution d'une particule (ou nuage de particules) classique
soumise aux mêmes forces, évoluant avec l'équation de Newton.
◦ Il y aura des commentaires sur l'étalement de la fonction d'onde du à la dispersion,
et sur l'e�et tunnel.
◦ Et des commentaires sur la nécessité de voir la mécanique quantique dans
l'espace des phases.

Modèle étudié : La dynamique est spéci�ée par son Hamiltonien (l'énergie de la parti-
cule), qui est de la forme :

H(x, p) =
p2

2m
+ V (x)

où m est la masse de la particule, et V (x) est le potentiel qu'elle subit. (La force est
F (x) = −dV/dx).

L'état quantique initial est un paquet d'onde Gaussien de largeur L. L'évolution de la
particule classique est obtenue en résolvant numériquement les équations de mouvement
de Newton (ou Hamilton). L'évolution de la fonction d'onde quantique est obtenue en
résolvant numériquement l'équation de Schrödinger. Dans la suite les paramètres suivants
sont choisis :

m = 1 : masse

~ = 1 : constante de Planck

σ = 1 : Largeur du paquet d onde Gaussien

http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/meca_q/animations/
http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/meca_q/animations/
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1.3.2.2 Dé�nition de la représentation de Husimi dans l'espace de phase

Nous utilisons une représentation d'un état quantique dans l'espace de phase : la re-
présentation de Husimi. Cette représentation sera étudiée page 141. Pour le moment
nous donnons sa dé�nition qui est intuitive et naturelle :

C'est la fonction :
Husψ (x, p) = |〈x, p|ψ〉|2

qui est obtenue en faisant le produit scalaire entre l'état |ψ〉 et un paquet d'onde Gaussien
|x, p〉, et faisant varier (x, p). Le paquet d'onde |x, p〉 est relativement �localisé� en position
et en impulsion et donc, intuitivement, ce produit scalaire sonde la présence de l'état
quantique à la position (x, p) de l'espace de phase. Autrement dit, si la fonction Husψ (x, p)
est importante au point (x, p), c'est que le produit scalaire 〈x, p|ψ〉 est important et donc
que l'état quantique |ψ〉 est �fortement� composé du paquet d'onde |x, p〉.

1.3.2.3 L'oscillateur harmonique

Potentiel :
V (x) =

1

2
x2

L'état classique initial est choisi en x0 = 8, p0 = 0.

Dynamique dans l'espace de con�guration x(t) Voir �gure (1.3.1).

Figure 1.3.1 �

Commentaires
◦ Le point bleu de la �gure de gauche montre la position x(t) de la particule classique.
On a représenté la valeur E de l'énergie totale et la fonction énergie potentielle V (x).
◦ Sur la �gure de droite, on a représenté le module carré de la fonction d'onde quan-
tique : |ψ(x, t)|2, qui s'interprète comme la densité de probabilité de présence de la
particule.
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Observations

1. Il y a une correspondance parfaite entre la position de la particule classique et celle
du paquet d'onde quantique à tout instant.

2. Le paquet d'onde garde sa forme Gaussienne concentrée au cours du temps. Il n'y
a pas de dispersion.

Dynamique classique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir �gure (1.3.2).

Figure 1.3.2 �

Commentaires
◦ La �gure de gauche montre les trajectoires classiques dans l'espace de phase (x, p).
◦ La deuxième image montre l'évolution classique (de Liouville), non plus d'un point,
mais d'une distribution f (x, p, t) sur l'espace de phase, qui est choisi comme étant
une fonction Gaussienne à t = 0. Le niveau de gris est relié à l'intensité de la fonction
f(x, p). Cette distribution est répartie sur plusieurs trajectoires.

Observations

1. La période de chaque trajectoire est T = 2π = 6.28.

2. La distribution de Liouville reste Gaussienne au cours du temps, car les trajectoires
ont toutes la même période T = 2π. Cela explique pourquoi il n'y a pas de dispersion
avec l'Oscillateur Harmonique.

Dynamique quantique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir �gure (1.3.3).
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Figure 1.3.3 �

Commentaires Il s'agit de la représentation de Husimi de l'état quantique |ψ(t)〉. La
deuxième image montre cette distribution Husψ(t) (x, p, t) en trois dimensions ; la première
image montre cette même distribution en niveaux de gris.

Observations Il est remarquable d'observer que à chaque instant la distribution
quantique Husψ(t) (x, p, t) coincide avec l'évolution classique de Liouville de la même dis-
tribution initiale. Cela est propre à l'oscillateur Harmonique, et est encore relié au fait qu'il
n'y a pas de dispersion.

Etat stationnaire Les états quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur
forme évolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnée, il y a des fonctions
d'ondes quantique particulières, appelée ondes stationnaires, dont la forme reste invariante.
Chaque onde stationnaire a une énergie précise.

Voici ici l'onde stationnaire numéro 33, d'énergie E = 32, 5. Voici le même état quan-
tique, en représentation de Husimi dans l'espace de phase :

Voir �gure 1.3.4.

Observations

1. L'onde stationnaire est répartie sur toute la région classique permise d'énergie E.

2. Dans l'espace de phase, l'onde stationnaire est concentrée sur la trajectoire classique
d'énergie E. C'est clairement une distribution invariante lors de l'évolution.

3. A x donné, les oscillations de la fonction d'onde |ψ(x)|2 se comprennent à partir
de la distribution dans l'espace de phase, comme résultant d'une interférence (su-
perposition) entre la partie d'impulsion positive p > 0 de la forme exp (ipx), et la
partie p < 0 de la forme exp (−ipx), donnant au total des oscillations de la forme
cos (px).
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Figure 1.3.4 �

1.3.2.4 L'oscillateur Anharmonique

Potentiel :

V (x) =
1

2
x2 + 0.02x4

L'état classique initial est en x0 = 6,p0 = 0.

Dynamique dans l'espace de con�guration x(t) Voir �gure (1.3.5).

Figure 1.3.5 �

Commentaires
◦ Le point bleu de la �gure de gauche montre la position x(t) de la particule classique.
On a représenté la valeur E de l'énergie totale et la fonction énergie potentielle V (x).
◦ Sur la �gure de droite, on a représenté le module carré de la fonction d'onde quan-
tique : |ψ (x, t)|2, qui s'interprète comme la densité de probabilité de présence de la
particule.
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Observations

1. Pour les temps courts, t < 6, le paquet d'onde reste concentré, et sa position corres-
pond bien à la position de la particule classique. Cependant, il y a des phénomènes
d'interférences lorsque le paquet d'onde rebondit sur les bords du potentiel (oscilla-
tions de petites longueurs d'onde).

2. Pour les temps plus longs (t > 6), le paquet d'onde se disperse, et s'étale sur toute
la largeur permise classiquement.

Dynamique classique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir �gure (1.3.6).

Figure 1.3.6 �

Commentaires
◦ La �gure de gauche montre les trajectoires classiques dans l'espace de phase (x, p).
◦ La deuxième image montre l'évolution classique (de Liouville), non plus d'un point,
mais d'une distribution f(x, p, t) sur l'espace de phase, qui est choisi comme étant
une fonction Gaussienne à t=0. Le niveau de gris est relié à l'intensité de la fonction
f(x, p). Cette distribution est répartie sur plusieurs trajectoires.

Observations

1. Contrairement au cas de l'oscillateur harmonique, ici les trajectoires d'énergie dif-
férentes ont des périodes di�érentes. La période diminue avec l'énergie.

2. Cela explique le comportement de la distribution de Liouville dans l'espace de phase :
la partie extérieure de la distribution qui a une énergie plus élevée, tourne plus vite
que la partie intérieure, et il résulte que la distribution s'étale, et s'enroule. On dit
qu'il y a de la dispersion classique.
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Figure 1.3.7 �

Dynamique quantique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir �gure (1.3.7).

Commentaires Il s'agit de la représentation de Husimi (voir dé�nition ci-dessus) de
l'état quantique |ψ(t)〉 dans l'espace de phase. La deuxième image montre cette distribution
Hus (x, p, t) en trois dimensions ; la première image montre cette même distribution en
niveaux de gris.

Observations

1. Pour les temps courts, t < 6, la distribution reste localisée.

2. Pour les temps intermédiaires, 6 < t < 18, la distribution s'étale peu à peu, et s'en-
roule jusqu'à atteindre une circonférence. Ensuite la partie rapide (la tête) rejoint
la queue et interfèrent.

3. Pour les temps longs, t > 20, la distribution est répartie sur toute la trajectoire, et
parfois des petits paquets apparaissent, à cause de phénomènes d'interférences.

4. Il est intéressant de comparer l'évolution de la distribution de Husimi avec celle
de Liouville. Les deux évolutions sont similaires jusqu'à ce que les phénomènes
d'interférences quantiques apparaissent pour t > 20.

Etat stationnaire Les états quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur
forme évolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnée, il y a des fonctions
d'ondes quantique particulieres, appelée ondes staionnaires, dont la forme reste invariante.
Chaque onde stationnaire a une énergie précise.

Voici ici l'onde stationnaire numéro 31, d'énergie E : Et voici le même état quantique,
en représentation de Husimi dans l'espace de phase :

Voir �gure 1.3.8.
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Figure 1.3.8 �

Observations

1. L'onde stationnaire est répartie sur toute la région classique permise d'énergie E.

2. Dans l'espace de phase, l'onde stationnaire est concentrée sur la trajectoire classique
d'énergie E. C'est clairement une distribution invariante lors de l'évolution.

3. Sur les oscillations de |ψ(x)|2, même remarque que ci-dessus. Voir 1.3.2.3.

1.3.2.5 Le double puits de potentiel

Potentiel :

V (x) = −1

2
x2 + 0.005x4

L'état classique initial est en x0 = 3, p0 = 0.

Dynamique dans l'espace de con�guration x(t) Voir �gure (1.3.9).

Figure 1.3.9 �
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Commentaires
◦ Le point bleu de la �gure de gauche montre la position x(t) de la particule classique.
On a représenté la valeur E de l'énergie totale et la fonction énergie potentielle V(x).
◦ Sur les deux autres �gures, on a représenté le module carré de la fonction d'onde
quantique : |ψ(x, t)|2, qui s'interprète comme la probabilité de présence de la par-
ticule. La deuxième �gure montre une evolution régulière en temps, t = 0 à 10.
La troisième �gure montre une evolution en temps, t = 0 à 107 sur une échelle
logaritmique.

Observations

1. Pour les temps courts, le paquet d'onde évolue dans le puits de droite, comme dans
le modèle de l'oscillateur anharmonique.

2. Pour les temps plus longs (t>500), le paquet apparait dans le puits de gauche. Ce
puits de gauche serait permi classiquement, mais la barrière de potentiel empèche la
particule classique d'y aller. Pour des temps très longs (t > 106), l'onde quantique
est répartie équitablement dans les deux puits, et �uctue. Ce passage dans le puits
de gauche interdit classiquement, s'appelle l'e�et tunnel.

Dynamique classique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir �gure (1.3.10).

Figure 1.3.10 �

Commentaires Cette �gure montre les trajectoires classiques dans l'espace de phase
(x,p).

Dynamique quantique dans l'espace de phase x(t), p(t) Voir �gure (1.3.11).

Commentaires
◦ Il s'agit de la représentation de Husimi de l'état quantique |ψ(t)〉. L'intensité de
cette distribution Hus(x,p,t) est représentée en niveaux de gris. La première �gure
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Figure 1.3.11 �

montre une evolution régulière en temps, t=0 à 10. La deuxième �gure montre une
evolution en temps, t=0 à 107 sur une échelle logaritmique.

Observations Mêmes observations de l'e�et tunnel que ci-dessus.

Etat stationnaire Les états quantiques ci-dessus ne sont pas stationnaires, car leur
forme évolue au cours du temps. Pour une forme du potentiel donnée, il y a des fonctions
d'ondes quantique particulieres, appelée ondes staionnaires, dont la forme reste invariante.
Chaque onde stationnaire a une énergie précise.

Voici ici l'onde stationnaire numéro 7, d'énergie E : Et voici le même état quantique,
en représentation de Husimi dans l'espace de phase :

Voir �gure 1.3.12.

Figure 1.3.12 �
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Observations

1. L'onde stationnaire est répartie sur toute la région classique permise d'énergie E,
dans les deux puits.

2. La barriere de potentiel n'est pas un obstacle. Cela correspond à l'e�et tunnel ci-
dessus.

3. La forme de l'onde stationnaire est symétrique, et possède donc la même symétrie
que le potentiel V(x).

1.4 Bases, et changement de bases

Pour continuer cet exposé de la mécanique quantique, il nous faut maintenant dévelop-
per quelques aspects mathématiques reliés à cet espace H des fonctions d'ondes.

1.4.1 Base orthonormée

Dé�nition 1.4.1. Une suite de vecteurs |Vi >∈ H, i = 1, 2 . . .forme une base ortho-
normée (b.o.n.) de l'espace H, si

< Vi|Vj >= δi,j (δi,j = 1 si i = j, δi,j = 0 sinon)

et si tout |φ >∈ H se décompose sous la forme :

|φ >=
∑
i=1,2...

φi |Vi >, (1.4.1)

avec φi ∈ C : composantes (1.4.2)

Si la suite de vecteurs |Vi >, i = 1, 2 . . .∞ est in�nie, on dit que l'espace H est de
dimension in�nie. Sinon, si i = 1, 2, . . . , N , on dit que H est de dimension �nie N .

Remarques et propriétés :
◦ On verra ci-dessous que l'espace des fonctions d'ondes H = L2(R) est de dimension
in�nie. Dans le chapitre suivant, on étudiera l'espace de Hilbert du spin 1/2 qui est
de dimension �nie N = 2.
◦ Les composantes φi ∈ C du vecteur |φ > dans la base |Vi > sont obtenues par le
produit scalaire :

φi =< Vi|φ > (1.4.3)

en e�et : < Vi|φ >=
∑

j φj < Vi|Vj >=
∑

j φjδi,j = φi. Voir �gure 1.4.1.
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1|V  >

|V  >2
2(<V  |

1(<V  |

|V  >2

1|V  >

φ>) 

|φ>

φ>) 

Figure 1.4.1 � Schéma de la décomposition du vecteur |ψ > dans la base |V1 >,|V2 >.

◦ On a alors
< φ|φ >=

∑
i

|φi|2

et donc forcément φi → 0, pour i→∞.
preuve : On a < φ|φ >=

(∑
i φi < Vi|

) (∑
j φj |Vj >

)
=
∑

i,j φiφj < Vi|Vj >=
∑

i φiφi.

◦ (*) Par rapport à la la base |Vi > choisie, on représente le vecteur |φ > par le tableau
de composantes complexes, ou vecteur colonne :

|φ >≡


φ1

φ2

φ3
...


mais attention, si on choisit une autre base, le même vecteur aura d'autres compo-
santes, et sera représenté par un autre tableau.
◦ (*) Pour des calculs avec un ordinateur, on représente le vecteur |φ > par un tableau
(vecteur colonne), que l'on tronque en ne gardant qu'un nombre �ni N (mais très
grand) de composantes. La propriété φi → 0, pour i → ∞ mentionnée plus haut
garanti que la précision peut être su�sante si N est assez grand.
◦ (*) Il y a un théorème sur l'existence de b.o.n. dans un espace de Hilbert, voir [RS72]
page 44.

1.4.1.1 Exemple d'une particule sur un cercle

Pour décrire une particule con�née sur un cercle S1 (par exemple un électron dans un
petit �l conducteur circulaire, appelé �l quantique), l'espace de Hilbert est l'espace des
fonctions de carré sommable périodiques :

H = L2
(
S1
)

Si le �l est de circonférence L, et si x est la position le long du �l, c'est l'espace des fonctions
véri�ant :

φ(x+ L) = φ(x)
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Propriété Les fonctions

Vk(x) =
1√
L

exp

(
ik

2πx

L

)
, k ∈ Z (1.4.4)

forment une b.o.n. de l'espace H = L2 (S1).
preuve (TD) : on véri�e d'abord l'orthonormalité : < Vk|Vl >= 1

L

∫ L
0 exp

(
i(l − k)2πx

L

)
dx.

Si k 6= l, < Vk|Vl >= 1
i(l−k)2π [exp (//)]L0 = 0. Si k = l, < Vk|Vl >= 1. Ensuite le théorème des

séries de Fourier, dit que toute fonction périodique φ(x) de carré sommable, peut se décomposer
sous la forme :

φ(x) =
∑ φi√

L
exp

(
ik

2πx

L

)
.

Pour cette raison, on dit aussi que |Vk > est la base de Fourier de H = L2
(
S1
)
. �

Exercice 2. Donner une autre b.o.n. possible pour H = L2 (S1) ?

1.4.2 Relation de fermeture

D'après eq.(1.4.1)et eq.(1.4.3) ci-dessus, on a :

|φ >=
∑
i

(< Vi|φ >) |Vi >

que l'on écrit de la façon suivante (en écrivant le nombre complexe < Vi|φ > à droite du
vecteur |Vi > ) :

|φ >=
∑
i

|Vi >< Vi|φ >=

(∑
i

|Vi >< Vi|

)
|φ >

ainsi la somme

∑
i

|Vi >< Vi| = Î (1.4.5)

laisse le vecteur |φ > inchangé, et peut donc être considérée comme l'opérateur identité.
Cette expression donnant l'opérateur identité à partir des vecteurs d'une base o.n. s'appelle
la relation de fermeture ; elle est extrêmement pratique.
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Remarques (*)

La notation Id =
∑

i |Vi >< Vi| peut se comprendre de façon précise avec la
notion de vecteur dual < Vi|. En e�et un terme de la somme P̂i = |Vi >< Vi|
correspond à un opérateur qui transforme le vecteur |φ > en P̂i|φ >= |Vi ><
Vi|φ >= (< Vi|φ >) |Vi > c'est à dire en sa projection orthogonale sur le vecteur
de base |Vi >, voir �gure 1.4.1. On la relation

P̂ 2
i = P̂i

qui traduit en général que P̂i est un projecteur, et

P̂+
i = P̂i

précisant que c'est un projecteur orthogonal. L'opérateur identité est alors
Î =

∑
i P̂i.

1.4.3 Expression d'un opérateur dans une base

Plus généralement, pour un opérateur Ô, on lui associe ses éléments de matrice dans
une base o.n. (|Vi >) :

Oi,j =< Vi|Ô|Vj >

Les coe�cients Oi,j, i, j = 1, 2, . . . forment une matrice de taille in�nie.
Si |φ >= Ô|ψ >, alors les composantes φi de |φ〉 s'obtiennent à partir des composantes

ψj de |ψ〉 par la multiplication du vecteur par la matrice

φi =
∑
j

Oi,jψj

En e�et, à l'aide de la relation de fermeture, on a :

< Vi|φ >=< Vi|Ô Id|ψ >=< Vi|Ô
∑
j

|Vj >< Vj|ψ >=
∑
j

< Vi|Ô|Vj >< Vj|ψ >

Ainsi, étant donné une base o.n., il y a une correspondance parfaite entre les vecteurs,
et les tableaux colonne d'une part, et les opérateurs et les matrices d'autre part.

Proposition 1.4.2. Par rapport à la base o.n. |Vi〉i, tout opérateur Ô peut s'écrire :

Ô =
∑
i,j

Oi,j|Vi〉〈Vj|

avec Oi,j = 〈Vi|ÔVj〉.

Démonstration. On écrit Ô = ÎÔÎ, on utilise la relation de fermeture (1.4.5) et on déve-
loppe.
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1.4.4 Changement de base (*)

Si |Vi >, i = 1, 2 . . . et |Wi >, i = 1, 2 . . . sont deux bases o.n. di�érentes du même espace
H, et si |φ >∈ H est un vecteur, ses composantes φi =< Vi|φ > (respect. φ̃i =< Wi|φ >)
dans chacune des bases sont reliées par :

φi =< Vi|Id|φ >=
∑
j

< Vi|Wj >< Wj|φ >=
∑
j

< Vi|Wj > φ̃j

On a utilisé pour cela la relation de fermeture, et Qi,j =< Vi|Wj > s'interprète comme les
éléments de matrice de la �matrice de changement de base�, qui est une matrice unitaire.

Exercice 3. 1. montrer que la matrice dans une b.o.n. de l'opérateur adjoint Ô+ est la
transposé-conjuguée de la matrice de l'opérateur Ô. (On note O+ = O

t
)

2. Montrer que la matrice dans une b.o.n. d'un opérateur unitaire est une matrice
unitaire.

3. Montrer inversement qu'un opérateur unitaire Q̂ correspond à un changement de
base o.n., par |Wi >= Q̂|Vi >, i = 1, 2 . . ..

1.5 Spectre d'opérateurs

1.5.1 Dé�nition et propriétés générales

Dans cette section nous continuons de développer des aspects mathématiques liés aux
opérateurs linéaires, qui seront indispensables pour la suite.

Dé�nition 1.5.1. pour un opérateur linéaire T̂ donné, on dit que la fonction |φ >∈ H
est un vecteur propre de l'opérateur T̂ , et que λ ∈ C est sa valeur propre associée,
si :

T̂ |φ >= λ|φ >

L'ensemble des vecteurs propres et valeurs propres de T̂ forment le spectre de l'opérateur
T̂ .

Exercice Trouver le spectre (valeur propres et vecteurs propres) des matrices
(

2 1
1 1

)
et
(

2 3
1 2

)
. Dessiner les axes propres dans le plan R2, et interpréter la particularité des

solutions obtenues (angles entre les axes propres, et produit des valeurs propres). Aide :
utiliser le résultat en annexe sur le spectre d'une matrice 2× 2.
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Proposition 1.5.2. :

1. Si T̂ est un opérateur autoadjoint, (i.e. T̂+ = T̂ ), alors la valeur propre λ
est réelle. (λ ∈ R).

2. Si T̂ est un opérateur autoadjoint et si T̂ |φ1 >= λ1|φ1 >, et T̂ |φ2 >= λ2|φ2 >,
avec λ1 6= λ2, alors

< φ1|φ2 >= 0 (1.5.1)

c.a.d. que : les vecteurs propres de deux valeurs propres di�érentes sont
orthogonaux.

Démonstration. 1) On écrit

λ < φ|φ >=< λφ|φ >=< T̂φ|φ >
=< φ|T̂+φ >=< φ|Tφ >= λ < φ|φ >

donc λ = λ.

2) On a

< φ2|T̂ |φ1 >= λ1 < φ2|φ1 >= λ2 < φ2|φ1 >

donc (λ1 − λ2) < φ2|φ1 >= 0 avec (λ1 − λ2) 6= 0, donc < φ2|φ1 >= 0.

Remarques
◦ si |φ > est un vecteur propre de T̂ de valeur propre λ alors |φ′ >= µ|φ >, (avec
µ ∈ C quelconque) est aussi vecteur propre avec la même valeur propre (car T̂ |φ′ >=
T̂ (µ|φ >) = µT̂ |φ >= µλ|φ >= λ|φ′ >).
En particulier en peut toujours choisir un vecteur propre |φ′ > normalisé (c.a.d. de
norme un : < φ′|φ′ >= 1). Il su�t de prendre :

|φ′ >=
1√

< φ|φ >
|φ >

C'est le procédé de normalisation d'un vecteur.
◦ Un opérateur peut avoir beaucoup de vecteurs propres et valeurs propres di�érentes ;
mais ce ne sont que des vecteurs très particuliers, car la somme de deux vecteurs
propres n'est pas un vecteur propre : T̂ (|φ1 > +|φ2 >) = λ1|φ1 > +λ2|φ2 >, sauf si
λ1 = λ2.
◦ Il apparaitra parfois (et souvent pour des raisons de symétrie), que plusieurs vecteurs
propres φ1, φ2, . . . φN aient la même valeur propre λ :

T̂ φi = λφi, i = 1 . . . N
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Notons Hλ = Vect (φ1, φ2, . . . φN) l'espace vectoriel engendré par ces vecteurs, cad
contenant toutes les combinaisons linéaires, et dimHλ = N . Si ψ ∈ Hλ, cad si
|ψ〉 = ψ1|φ1〉 + . . . ψN |φN〉 avec ψi ∈ C, alors T̂ |ψ〉 =

∑
i ψiT̂ |φi〉 =

∑
i ψiλ|φi〉 =

λ|ψ〉 donc ψ est aussi vecteur propre. Autrement dit tous les vecteurs de Hλ sont
vecteurs propres de même valeur propre λ. On dit que Hλ est l'espace propre
associé à la valeur propre λ. On dit que N = dimHλ est la multiplicité ou la
dégénérescence de la valeur propre λ. Si N = 1, on dit que λ est une valeur
propre simple. Dans le cas des opérateurs autoadjoints ou unitaire, l'opérateur

P̂λ :=
N∑
i=1

|φi,λ〉〈φi,λ|
〈φi,λ|φi,λ〉

(1.5.2)

est une expression utile du projecteur orthogonal sur l'espace propre Hλ. (en e�et,
il véri�e 6 P̂2

λ = P̂λ, P̂+
λ = P̂λ et ψ ∈ Hλ ⇔ P̂λψ = ψ). Si les vecteurs propres sont

normalisés, ‖φi,λ‖ = 〈φi,λ|φi,λ〉 = 1, l'expression se simpli�e :

P̂λ :=
N∑
i=1

|φi,λ〉〈φi,λ|

La relation de fermeture sur H s'écrit 7

Î =
∑
λ

P̂λ =
∑
λ

(
N∑
i=1

|φi,λ〉〈φi,λ|

)

et si l'on suppose de plus que les vecteurs propres de l'opérateur T̂ forment une base
de l'espace de Hilbert alors

T̂ =
∑
λ

λP̂λ =
∑
λ

λ

(
N∑
i=1

|φi,λ〉〈φi,λ|

)
◦ Si on note (λi)i, i = 1, 2, . . . la suite des valeurs propres, avec la possibilités de
dégénérescences (cad λi = λj) alors l'écriture ci-dessus devient simplement :

T̂ =
∑
i

λi|φi〉〈φi| (1.5.3)

6.

Démonstration. On a 〈φi,λ|φj,λ〉 = δi,j〈φi,λ|φi,λ〉 donc d'après (1.5.2)

P̂2
λ =

∑
i,j

|φi,λ〉〈φi,λ|φj,λ〉
〈φi,λ|φi,λ〉

〈φj,λ|
〈φj,λ|φj,λ〉

=

N∑
i=1

|φi,λ〉〈φi,λ|
〈φi,λ|φi,λ〉

= P̂λ

7. Pour des opérateurs non autoadjoints et plus précisément non normaux, des relations analogues
existent en dimension �nie, mais il peut y avoir de grosses di�cultés en dimension in�nie.
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et on a la relation de fermeture

Î =
∑
i

|φi〉〈φi| (1.5.4)

Dans la base des vecteurs propres |φi〉, l'opérateur T̂ est représenté par une matrice
qui est diagonale (avec λ1, λ2, . . . sur la diagonale). En e�et Ti,j = 〈φi|T̂ φj〉 =
λj〈φi|φj〉 = λjδi,j.

Le spectre d'un opérateur autoadjoint n'est pas toujours constitué de valeurs propres dis-
crètes. Il peut y avoir du spectre continu comme le montre l'exemple suivant des opérateurs
x̂, p̂, Ĥ. Dans tous les cas, on peut cependant considérer que les vecteurs propres forment
une �base� et écrire des relations de fermeture comme (1.5.3) et (1.5.4).

1.5.2 Spectre de l'opérateur x̂, �base de position�

Une fonction propre de l'opérateur de position x̂ serait une fonction de norme �nie et
non nulle φ(x) telle que x̂|φ >= λ|φ >. Cela donne xφ(x) = λφ(x),∀x, soit (x− λ)φ(x) =
0,∀x donc φ(x) = 0 si x 6= λ. La fonction recherchée φ(x) est donc nulle partout sauf peut
être au point x = λ. Sa norme est donc nulle.

Conclusion : l'opérateur x̂ n'admet pas de vecteur propre dans l'espace H (ni
de valeurs propres).

Cependant on peut quand même résoudre partiellement ce problème, par un processus
de limite de la façon suivante :

Pour une valeur de x ∈ R donnée, et ε ∈ R donné petit, considérons la fonction notée
|xε > (ou xε(x′)) dé�nie par xε(x′) = 1/ε si x′ ∈ [x, x+ ε], et xε(x′) = 0 sinon. Voir �gure
(1.5.1).

ε

1/ ε

x (x’)

x x+ε
x’

Figure 1.5.1 � Fonction xε(x′) aussi notée |xε >, convergeant vers la distribution de Dirac
|xε >→ |x >pour ε→ 0.

On a alors

< xε|φ >=

∫
xε(x

′)φ(x′) dx′ =

∫ x+ε

x

1

ε
φ(x′)dx′ → φ(x)

∫ x+ε

x

1

ε
dx′ = φ(x), pour ε→ 0

(1.5.5)
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Comme la limite < xε|φ >→ φ (x) pour ε → 0, existe pour toute fonction continue
φ ∈ C (R), on déduit que limε→0〈xε| est un vecteur dual bien dé�ni noté :

〈x| = lim
ε→0
〈xε|

et on a donc la relation importante (qui dé�ni 〈x|) :

< x|φ >= φ(x), ∀φ (1.5.6)

Et par dé�nition de l'opérateur x̂ , voir eq.(1.2.1), on a : (x̂φ)(x) = xφ(x) que l'on peut
écrire :

< x|x̂|φ >= x < x|φ >

(valable pour tout |φ >), donc :

< x|x̂ = x < x|
x̂|x >= x|x >

La dernière équation montre ce que l'on recherchait :
|x > est vecteur propre de l'opérateur x̂ avec la valeur propre x.
En conclusion, le spectre de l'opérateur x̂ est constitué par les valeurs propres x ∈ R,

et les états |x > associés. On dit que x̂ a un spectre continu. (car toutes les valeurs
de x sont permises, formant un ensemble continu). Il n'y a pas de contradiction avec la
remarque faite plus haut, car |x〉 /∈ H (En e�et ‖|xε〉‖ =

∫ x+ε

x
1
ε2
dx′ = 1

ε
→∞ pour ε→ 0).

Remarques
◦ Du point de vue physique, si une particule est dans l'état |x >, cela signi�e que
l'onde de la particule est �très localisée� au point x. Précisément, l'onde a une
certaine largeur ε (comme la fonction |xε >) mais que l'on considère comme très
petite (négligeable) ; et bien sûr on espère que la valeur précise de la largeur ε, ainsi
que la forme précise de l'onde à petite échelle n'importe pas. Au lieu de la fonction
xε dé�nie plus haut, on aurait pu prendre n'importe quelle forme se concentrant
pour ε→ 0, et véri�ant eq.(49).
◦ D'un point de vue mathématique, pour ε→ 0, la valeur des fonctions xε(x) diverge,
donc la limite |x > n'est pas une fonction, c'est à dire |x〉 /∈ H. En physique, on
appelle néanmoins cette limite la �fonction de Dirac� (introduite par Dirac pour
les besoins de la mécanique quantique et avant lui par Heaviside à la �n du XIX
ème siècle). Elle est aussi notée δ(x′ − x) (abusivement puisque ce n'est pas une
fonction), et la relation fondamentale (1.5.6) s'écrit :∫

R
δ(x′ − x)φ(x′)dx′ = φ(x) (1.5.7)

◦ C'est le mathématicien Laurent Schwartz en 1950 [Sch66]qui a donné un sens rigou-
reux à cette notion, en observant que la relation eq.(1.5.6), montre que < x| est une
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forme linéaire qui à la fonction |φ > associe le nombre φ(x). Il est donc correct de
dire que < x| est un vecteur dual mentionné page 25 (Habituellement noté S ′ (R)).
Dans cette théorie mathématique, appelée théorie des distributions, < x| est ap-
pelée la distribution de Dirac en x. (Le point de vue physique et mathématique
sont donc assez semblables, ce qui est �raisonnable�). La théorie des distributions
est fondamentale pour l'étude des équations aux dérivées partielles de la physique.
Voir [Tay96a].
◦ Le fait que x̂ a un spectre continu est étroitement relié au fait que les vecteurs
propres associés ne sont pas des vecteurs de H.

Exercise 1.5.3. Pour ε > 0, on considère la fonction suivante appelée Lorentzienne de
largeur ε:

Lε(x) =
1

π

ε

x2 + ε2
(ε > 0)

Tracer l'allure de Lε (x). Montrer que la suite de fonctions Lε ne converge pas vers une
fonction pour ε → 0, mais qu'elle converge au sens des distributions vers la distribution
de Dirac δ (x). Pour cela il faut montrer d'après la dé�nition (1.5.5) ou (1.5.7) que pour
toute fonction φ (x) (qui tend assez vite vers 0 pour x→ ±∞):

lim
ε→0
〈Lε|φ〉 = φ (0)

Montrer de même:

δ(x) = limε→0
1
2ε
e−|x|/ε ; δ(x) = limε→0

1
ε
√
π
e−x

2/ε2

δ(x) = limε→0
1
π

sin(x/ε)
x

; δ(x) = limε→0
ε
π

sin2(x/ε)
x2

1.5.2.1 Relation de fermeture en position

En utilisant (1.5.6) on a :

∀|ψ1〉, |ψ2〉, < ψ1|ψ2 >=

∫
ψ1(x)ψ2(x) dx =

∫
< ψ1|x >< x|ψ2 > dx

donc

Î =

∫
|x >< x| dx

qui est la relation de fermeture dans la base position.
Abusivement, on dira que |x >, x ∈ R forme une base de l'espace H dite base de

position, pour la représentation en position. (Attention, ce n'est une base au sens
précis du terme, car |x〉 /∈ H).
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Ainsi la relation eq.(1.5.6) s'interprète par analogie avec eq.(1.4.3) en disant que :
φ(x) est la composante du vecteur |φ > dans la base (|x >)x.
De même on a d'une part < x|φ >=

∫
< x|x′ >< x′|φ > dx′et eq.(1.5.7) : φ(x) =∫

δ(x′ − x)φ(x′)dx′. Donc par identi�cation :

< x|x′ >= δ(x′ − x)

Exercice 4. montrer que l'on peut écrire :

x̂ =

∫ +∞

−∞
x |x >< x|dx

qui est analogue à (1.5.3) page 47.

Exercice 1.5.4. Si Â est un opérateur, montrer qu'il est caractérisé par la connaissance
de �ses éléments de matrices dans la base position�

A (x′, x) := 〈x′|Â|x〉

appelée noyau de Schwartz. Si φ est un vecteur, montrer que(
Âφ
)

(x′) = 〈x′|Âφ〉 =

∫
〈x′|Â|x〉〈x|φ〉dx

1.5.3 Spectre de l'opérateur p̂, �base d'impulsion�

On cherche une fonction φp(x) vecteur propre de l'opérateur p̂ (qui sera aussi noté
|p〉 = |φp〉 pour simpli�er), et de valeur propre associée p ∈ R. C'est à dire tels que :

p̂|φp >= p|φp >

avec φp (x) = 〈x|φp〉 = 〈x|p〉. D'après (1.2.2), cela donne

−i~dφp(x)/dx = pφp(x)

soit φ(x) = C. exp (ipx/~). La constante C est arbitraire (cf remarque page 46). On choisit
C = 1/

√
2π~ de façon a pouvoir écrire simplement la relation de fermeture ci-dessous,

eq.(1.5.9).
Le spectre de p̂ est donc constitué par les valeurs propres p ∈ R avec vecteur propre

associé noté |p > donné par la fonction appelée onde plane (on utilise dorénavant la
relation (1.5.6)) :

φp(x) =< x|p >=
1√
2π~

exp

(
ipx

~

)
On remarque que le spectre de p̂ est continu, et que les fonctions φp ont une norme

in�nie (car < p|p >=
∫
R

1
(2π~)dx = ∞). Tout comme les états |x〉, les fonctions propres φp

ne sont donc pas des vecteurs de l'espace de Hilbert H = L2 (R).
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1.5.3.1 Transformée de Fourier, et relation de fermeture en impulsion

Utilisons (|p >, p ∈ R) comme une base de H (Comme expliqué plus haut, il est abusif
d'appeler cela une base, ). Les composantes d'un vecteur |φ > dans cette base sont donc
< p|φ >, et on a

< p|φ >=

∫
< p|x >< x|φ > dx =

1√
2π~

∫
e−i

px
~ φ(x) dx = φ̃(p) (1.5.8)

montrant que les composantes < p|φ > sont la fonction transformée de Fourier φ̃(p)
de la fonction d'onde φ(x) (avec le coe�cient ~ en plus qui est juste un facteur d'échelle,
par rapport à la dé�nition mathématique de la transformé de Fourier, voir Annexe). On
dit aussi que la base |p > est la base de Fourier, et que φ̃(p) est la représentation en
impulsion.

La relation de Fourier inverse (voir Annexe) :

φ(x) =
1√
2π~

∫
ei
px
~ φ̃(p) dp

s'écrit en notation de Dirac :

< x|φ >=

∫
< x|p >< p|φ > dp

et montre donc que l'on a la relation de fermeture dans la base d'impulsion :

Î =

∫ +∞

−∞
|p >< p| dp (1.5.9)

Remarques :
◦ Sans le choix C = 1/

√
2π~ de la constante ci-dessus, cette relation de fermeture

aurait eu un facteur supplémentaire.

1.5.3.2 Applications de la relation de fermeture

d'une part

< φ|φ >=

∫
< φ|x >< x|φ > dx =

∫
|φ(x)|2 dx

d'autre part :

< φ|φ >=

∫
< φ|p >< p|φ > dp =

∫ ∣∣∣φ̃(p)
∣∣∣2 dp
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donc < φ|φ >=
∫ ∣∣∣φ̃(p)

∣∣∣2 dp =
∫
|φ(x)|2 dx qui est la relation de Parceval.

On a p̂|p〉 = p|p〉 avec p ∈ R, donc pour tout φ ∈ H

< p|p̂|φ >= p < p|φ > (1.5.10)

donc : (
p̂φ̃
)

(p) = p φ̃(p)

ainsi l'opérateur p̂ agit comme une dérivation dans la base de position (voir dé�nition
(1.2.2)), et comme une multiplication dans la base d'impulsion.

Exercice 5. Calculer et représenter la fonction d'onde du paquet d'onde Gaussien en re-
présentation impulsion :ψ̃x0,p0,σ(p) =< p|x0, p0, σ >.

Exercice : montrer que l'on peut écrire

〈p′|p〉 = δ (p′ − p) , p̂ =

∫
p (|p〉〈p|) dp.

Solution : d'après (1.5.9) on a 〈p′|φ〉 =
∫
〈p′|p〉〈p|φ〉dp montrant que 〈p′|p〉 = δ (p′ − p)

d'après la dé�nition (1.5.7) de la distribution de Dirac (ici en variable p). On a

〈p′|
(∫

p (|p〉〈p|) dp
)
|φ〉 =

∫
p〈p′|p〉〈p|φ〉dp =

∫
pδ (p′ − p) 〈p|φ〉dp = p′〈p′|φ〉 = 〈p′|p̂|φ〉

d'après (1.5.10). Donc p̂ =
∫
p (|p〉〈p|) dp.

Exercice Écrire l'équation d'évolution de Schrödinger en représentation d'impulsion,
pour la fonction φ̃(p, t).

1.5.4 Spectre de l'opérateur Ĥ, base des états stationnaires

L'expression exacte de l'opérateur Ĥ = p̂2

2m
+V (x̂) dépend du potentiel V (x) considéré.

Supposons qu'une onde |φE >∈ H (non nulle) véri�e l'équation appelée équation de
Schrödinger stationnaire :

Ĥ|φE >= E |φE > (1.5.11)

La valeur propre E ∈ R est appelée énergie de |φE > (car E comme le Hamiltonien
Ĥ a la dimension d'une énergie).

Sauf dans des cas particuliers (dus à des symétries), il est impossible de trouver analyti-
quement l'expression des fonctions propres φE(x) et des valeurs propres E. On doit utiliser
des méthodes d'approximation décrites dans le chapitre 8.

Ces cas particuliers à une dimension sont par exemple :
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◦ V (x) = 0 : potentiel nul, c.a.d. pas de force extérieure, donc particule libre.
◦ V (x) = 1

2
kx2 : potentiel quadratique, c.a.d. force F (x) = −dV/dx = −kx linéaire

(dite Harmonique).
◦ Plus généralement V (x) = ax2 +bx+c par morceaux. Le cas de potentiels constants
par morceaux est très étudié en licence.

1.5.4.1 Interprétation physique : onde stationnaire

Si à t = 0, |φ (0)〉 = |φE〉 véri�e (1.5.11) alors au cours du temps, l'onde |φ(t) > évolue
d'après (1.3.1) comme :

d|φ(t) >

dt
=

(
−iĤ
~

)
|φ(t) >= −iE

~
|φ(t) >

dont la solution est explicitement :

|φ(t) >= exp

(
−iEt
~

)
|φ(0) > (1.5.12)

c'est à dire

φ(x, t) = exp

(
−iEt
~

)
φ(x, 0).

Autrement dit, l'enveloppe de l'onde ne change pas (i.e |φ(x, t)| est constant au cours du
temps), seule sa phase complexe change à vitesse constante (dépendant de E). On dit alors
que |φ(t) > est une onde stationnaire ou un état stationnaire. Remarques :
◦ c'est l'analogue des ondes stationnaires sur une corde vibrante qui pulsent d'après
l'équation d'évolution des ondes ∂2

t φ− c2∂2
xφ = 0.

◦ Il est important de savoir que les ondes stationnaires (vecteurs propres de Ĥ)
sont des solutions particulières. En générale pour une condition initiale quelconque
φ(x, 0) l'onde évolue, se déforme et n'est pas stationnaire. Voir exemples ci-dessous.
Les ondes stationnaires sont néanmoins importantes pour trois raisons au moins :

1. Au niveau mathématique, les vecteurs propres de Ĥ forment une base de l'espace
total H .

2. A température (presque) nulle, un système non isolé se met dans son état de plus
basse énergie, qui est l'onde stationnaire de plus basse énergie. A température
plus élevée, on montre en physique statistique (loi de Boltzmann) que le système
est dans une répartition statistique d'ondes stationnaires de di�érentes énergies.
L'état stationnaire de plus basse énergie s'appelle l'état fondamental.

3. Dans les expériences de spectroscopies (Expérience assez standard pour sonder
la matière par le rayonnement), on impose une force stationnaire au système (par
exemple une onde monochromatique laser sur une molécule), la faisant transiter
vers un état d'énergie spéci�que.
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◦ (*) Pour l'opérateur de Schrödinger Ĥ = p2

2m
+ V (x), les vecteurs propres peuvent

être choisis comme étant des fonctions φ(x) réelles (et non complexes), car l'équation
di�érentielle est une équation réelle. Exercice : à montrer.

1.5.4.2 Exemple d'une particule libre sur l'axe x

Si V (x) = 0 pour tous x ∈ R, c'est à dire Ĥ = p̂2

2m
, alors les fonctions propres sont

les ondes planes |φE >= |p >, car Ĥ|φE >= p2

2m
|p > et donc E = p2

2m
≥ 0 est l'énergie

cinétique.

Remarques
◦ Le spectre est continu car toutes les valeurs de E ≥ 0 sont permises. Cela est relié
au fait que à toute énergie E ≥ 0, la particule peut partir à l'in�ni. Voir plus loin
un critère plus précis, �gure 1.5.2.
◦ Pour une valeur donnée de E, il y a deux fonctions propres di�érentes associées :
|p >, | − p >, avec p =

√
2mE . On dit que la valeur propre E est dégénérée, avec

une multiplicité deux.
◦ (*)La relation de fermeture dans la base d'énergie s'écrit pour la particule libre

I =

∫
R
dp|p >< p|

◦ Physiquement |p > correspond à une onde d'énergie E se déplaçant vers la droite,
et | − p > vers la gauche.

1.5.4.3 Exemple d'une particule libre sur un cercle

L'espace des fonctions périodiques est H = L2(S1) déjà décrit page 42. Pour une parti-
cule libre Ĥ = p̂2/(2m). Pour une fonction de base Vk(x) = 1√

L
exp

(
ik 2πx

L

)
, voir eq.(1.4.4),

on a :

< x|p̂|Vk >= −i~dVk
dx

(x) =
k2π~
L

Vk(x) = pk < x|Vk >

donc les valeurs propres de l'impulsion sont discrètes

pk =
k2π~
L

, k ∈ Z

et aussi pour l'énergie Ĥ|Vk >= Ek|Vk > avec :

Ek =
p2
k

2m
, k ∈ Z.

Le spectre d'énergie est à nouveau de multiplicité deux (sauf si k = 0), mais cette fois ci le
spectre d'énergie est discret. On verra que cela est lié au fait que la particule est con�née
sur un cercle. La relation de fermeture en énergie s'écrit :

I =
∑
k∈Z

|Vk >< Vk|
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1.5.4.4 Remarques

Spectre discret ou continu ? En général (V (x) quelconque) le spectre de Ĥ peut avoir
une partie discrète (i.e des valeurs propres associée à des fonctions d'ondes normalisées)
et une partie continue. C'est le cas dans l'exemple important d'un puits de potentiel, voir
�gure 1.5.2. Cela sera justi�é plus loin.

trajectoire "ouverte"

trajectoire 

confinée

V(x)

spectre

continu

spectre

discret

E

Figure 1.5.2 � Schéma d'un Spectre discret et continu en relation avec la nature des
trajectoires classiques con�née ou ouvertes (partant à l'in�ni).

Il y a des exemples moins intuitifs, par exemple celui d'un potentiel V (x) �aléatoire�,
mais borné (0 < V (x) < V ), décrivant un électron dans un conducteur contenant des
impuretés par exemple. On montre alors que le spectre est constitué de valeurs propres
(�spectre ponctuel�) discret pour toute valeur d'énergie (même au dessus du potentiel
E > V ) et que toutes les fonctions d'ondes d'énergie sont localisées (norme �nie), alors
qu'une particule classique d'énergie E > V peut s'échapper à l'in�ni. C'est le phénomène
de localisation forte de Anderson.

Relation de fermeture (*) A partir de l'ensemble des vecteurs propres de Ĥ, on peut
écrire la relation de fermeture. Supposons que chaque vecteur propre est indicé par i. Alors

I =
∑
i

|φi >< φi|

Dans cette notation un peu vague, il faut comprendre que l'indice i peut être continu
si le spectre est continu, et alors

∑
est une intégrale. Dans ce cas la relation de fermeture

s'écrit :

Î =

∫
dn|En〉〈En| =

∫ (
dn

dE

)
dE|En〉〈En| =

∫
|En〉〈En|ρ (E) dE

où ρ (E) = dn
dE

est la densité d'état.
, et que deux indices i di�érents peuvent correspondre à une même énergie E = Ei = Ei′

si il y a dégénérescence.
On a de même

Ĥ =
∑
i

Ei|φi >< φi|
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Exercice : Utilisation pour l'évolution d'un état quelconque (TD) : Exprimer |φ(t) > à
partir de < φi|φ(0) > où |φi〉 sont les vecteurs propres de Ĥ. Cas d'une particule libre.

1.6 Spectre d'opérateur et résultat d'une mesure

1.6.1 Opération idéale de mesure d'un système quantique

1.6.1.1 Limite de validité de l'équation de Schrödinger

Jusqu'à présent nous avons supposé que la �particule� (i.e. l'onde quantique) se dé-
plaçant selon l'axe x était parfaitement isolée du reste de la nature, dans le sens où son
mouvement n'in�uençait pas l'environnement.

Donnons dès à présent une dé�nition d'un système quantique isolé :

Dé�nition 1.6.1. Dans une description quantique de deux systèmes en interaction, par
exemple un système 1 couplé à un système 2 (par ex. �l'environnement�), on dit que le
système 1 est isolé du système 2 (par ex. de l'environnement) si l'évolution
de l'état quantique de l'environnement ψenv (t) est indépendant de l'état quantique du
système 1 (ici |ψ1 (0)〉ou |ψ′1 (0)〉) pendant le processus étudié :

|ψ1 (0)〉|ψenv (0)〉 → |ψ1 (t)〉|ψenv (t)〉, |ψ′1 (0)〉|ψenv (0)〉 → |ψ′1 (t)〉|ψenv (t)〉

(en écrivant |ψ1〉|ψenv〉 = |ψ1〉⊗ |ψenv〉 on utilise ici implicitement le produit tensoriel ⊗
qui sera introduit plus tard). Pour comprendre le sens de cette dé�nition, remarquer que
si le système 1 est préparé dans l'état de superposition ψ1” (0) = ψ1 (0) + ψ′1 (0) alors son
évolution sera décrite par :

|ψ1” (0)〉|ψenv (0)〉 = |ψ1 (0)〉|ψenv (0)〉+ |ψ′1 (0)〉|ψenv (0)〉
→|ψ1 (t)〉|ψenv (t)〉+ |ψ′1 (t)〉|ψenv (t)〉

= (|ψ1 (t)〉+ |ψ′1 (t)〉) |ψenv (t)〉
= |ψ1” (t)〉|ψenv (t)〉

cet état |ψ1” (t)〉 = |ψ1 (t)〉 + |ψ′1 (t)〉 reste donc dans une superposition (cela peut se
manifester expérimentalement par des �gures d'interférences etc.). Sans l'hypothèse que le
système soit isolé, on n'aurait pas pu obtenir cette conclusion.

Naturellement il n'est pas toujours vrai qu'un système soit isolé :
◦ Si la particule in�uence seulement quelques autres particules autour d'elle, il faut
considérer cet ensemble de particules comme un système quantique dans sa glo-
balité, (caractériser l'espace de Hilbert correspondant) et l'équation d'évolution de
Schrödinger s'applique à l'ensemble du système quantique. Ce cas sera décrit dans
les chapitres suivants. Par exemple il peut s'agir d'un atome in�uençant les quelques
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atomes voisins dans une petite molécule. Il faut alors traiter la molécule entière par
la mécanique quantique.
◦ Dans d'autres cas la particule in�uence un nombre incalculable de particules autour
d'elle. Nous allons considérer le cas simpli�é, lorsqu'un expérimentateur observe la
particule a�n de connaître son état dynamique comme sa position, sa vitesse ou
son énergie : forcément la particule en question in�uence les appareils de mesure de
l'expérimentateur. Et qu'on le veuille ou non ces appareils in�uenceront (un tant
soit peu) leur environnement, ne serait-ce que les molécules d'air, ou les photons
autour d'eux.

Dans ce dernier cas, on sort du cadre de la théorie quantique décrite précédemment :
l'équation d'évolution de Schrödinger ne s'applique plus , car la particule n'est plus
isolée au sens que l'on a convenu. Ce qui se passe alors est décrit par une autre loi appelée
postulat de la mesure énoncé ci-dessous. Ce postulat a été �découvert� seulement parce
qu'il correspond parfaitement aux faits expérimentaux. (On doit dire �découvert� et non
pas �inventé�).

1.6.1.2 Exemple d'expérience : mesure de la position d'une particule passant
par les double fentes de Young.

A�n de se �xer les idées sur un exemple concret, nous décrivons ici une expérience qui
mesure la position d'un atome.

La particule est issue d'une source et passe par un dispositif de double fentes de Young
(qui a pour but de créer des interférence de l'onde quantique). L'onde quantique arrive
ensuite sur une rangée de détecteurs. Voir la �gure 1.6.1. Une telle expérience a été réalisée,
par exemple avec des atomes (néon), des électrons, et même des molécules C60.

Supposons que la source soit capable de lancer individuellement des atomes, tou-
jours dans le même état : un paquet d'onde répartit sur plusieurs directions. Voici la
description orthodoxe de cette expérience :
(A) Au sortir de la source, ce paquet d'onde évolue librement (1) ; puis il passe à travers

les deux fentes d'Young (2) (une partie est ré�échie), et ensuite les deux parties de
l'onde transmises interfèrent entre elles, créant une onde (3) au niveau des détec-
teurs qui possède des ondulations d'intensité |ψ (x)|2. Durant toute cette période,
l'onde a subit l'in�uence des fentes d'Young, mais elle n'a pas in�uencé (de façon si-
gni�cative) son environnement. Par conséquent, il est correct de décrire la particule
par l'équation de Schrödinger et par une fonction d'onde ψ(~x, t).

(B) En arrivant au détecteurs, la particule interagit avec eux. Il n'est plus correct de
continuer à décrire la particule individuellement par l'équation de Schrödinger. De
façon surprenante, un seul détecteur situé à la position x1 détecte la particule. La
valeur de x1 sélectionnée est le fruit du hasard le plus total (Il n'y a aucun moyen
de le prédire). On suppose qu'après la détection, la particule n'est pas détruite, et
est à nouveau libre. Elle est alors décrite par une fonction d'onde qui est un paquet
d'onde localisé en x1 (la valeur observée). On dit qu'il y a réduction du paquet
d'onde.
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(C) La détection d'un seul atome donne une valeur x1 de position qui est complètement
aléatoire (imprévisible). Mais si l'on répète la même expérience un grand nombre
de fois avec le même état initial, on détectera des atomes aux positions successives
x1, x2, x3, . . . , xN , et l'on s'apercevra que l'histogramme des valeurs de xi coïncide
avec le module carré de la fonction d'onde |ψ (x)|2 à l'approche des détecteurs.
Cela signi�e précisément, que la courbe Nombre de réponses du détecteur(x)
(renormalisée) converge vers |ψ (x)|2 pour N →∞. Ainsi, après l'envoi de N
atomes, les détecteurs touchés seront répartis comme sur la �gure (1.6.2).

La seule prédiction que peut faire la mécanique quantique est donc d'ordre statistique :
pour N → ∞, l'histogramme converge vers |ψ (x)|2 prédit par la théorie. (Bien que la
théorie quantique décrive la fonction d'onde ψ (~x, t) individuelle d'un atome, celle-ci n'est
pas observable).

1.6.1.3 Postulat de la mesure

L'expérience que nous venons de décrire montre une application du postulat de la
mesure dans le cas d'une mesure de la position de la particule. En fait, ce postulat est
valide pour toutes les mesures physiques possibles. Voici sa généralisation.

Supposons que avant la mesure, la particule soit isolée de l'environnement, et décrite
par l'état quantique |φ >∈ H.

L'expérimentateur décide de mesurer la position, ou l'impulsion ou l'énergie de la parti-
cule, ou toute autre grandeur qui est de même associée à un opérateur auto-adjoint noté
Â. (Â = x̂ ou p̂ ou Ĥ ,...). On appelle cet opérateur Â l'observable.

On note le spectre de Â par

Â|ψa >= Aa|ψa >

où a est un indice discret ou continu et (Aa)a (nombre réel) sont les valeurs propres.
D'après le postulat (Aa)a sont aussi les di�érents résultats possibles de la grandeur mesurée.
Attention, il peut y avoir des dégénérescences, c'est à dire des valeurs propres identiques.
Aa = Aa′ avec des indices a 6= a′.

A une valeur propre A ∈ R donnée, on associe le projecteur spectral :

P̂A =
∑

a tq Aa=A

|ψa〉〈ψa|
〈ψa|ψa〉

où la somme porte sur les indices a tel que Aa = A. projecteur orthogonal sur l'espace
propre associé, voir (1.5.2) page 47.
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x

Source d’atomes

individuels

(Doubles fentes de Young)

Série de détecteurs

(A) Avant la détection:

Propagation de l’onde quantique d’un atome, 

décrite par l’équation de Schrodinger.

(interférences)
(2) (3)

(1)

x

Source d’atomes

individuels

(Doubles fentes de Young)

Série de détecteurs

x

(B) après la détection:

La particule est ensuite localisée en x. 

Un détecteur apercoit la particule à la position x (Hasard total !)

Détection de la particule en x

Figure 1.6.1 � Mesure de la position d'un atome (A) et (B)
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Nombre de réponses

i Détecteur (x  )

N=1 atome lancé

0 1 2 ... Nombre de réponses

i Détecteur (x  )

0 1 2 ... Nombre de réponses

i Détecteur (x  )

0 1 2 ...

N=31 atome lancésN=14 atome lancés

Hasard total

|Ψ( )|x 2

Figure 1.6.2 � (C) Réponses des détecteurs après l'envoi de N atomes. La seule prédiction
de la mécanique quantique est pour N →∞ : l'histogramme converge vers |ψ (x)|2.

Alors juste après la mesure, la valeur observée sera l'une ou l'autre des valeurs
propres Aa selon un hasard total. Si Aa est une valeur propre simple alors la valeur
Aa est observée avec la probabilité

Proba (A) =
|< ψa|φ >|2

< φ|φ > 〈ψa|ψa〉
(1.6.1)

et dans ce cas, juste après la mesure, la particule se trouve dans l'état

|φ′〉 = |ψa〉
〈ψa|φ〉
〈ψa|ψa〉

.

Plus généralement, si la valeur propre A est dégénérée alors la valeur A est observée
avec la probabilité

Proba (A) =

∥∥∥P̂Aφ∥∥∥2

‖φ‖2 (1.6.2)

et juste après la mesure, la particule se trouve dans l'état

|φ′〉 = P̂A|φ〉.

Remarque : si l'indice a est continu alors P (A) = Pa est une densité de probabi-
lité, c'est à dire que P (A)dA est la probabilité de détecter A′ avec A′ ∈ [A,A+ dA].
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Remarques
◦ Noter que dans le cas N = 1 (valeur propre Aa simple), les deux énoncés sont

équivalents car P̂a = 1
〈ψa|ψa〉 |ψa〉〈ψa| donc

∥∥∥P̂aφ∥∥∥2

=
∥∥∥|ψa〉 〈ψa|φ〉〈ψa|ψa〉

∥∥∥2

= |〈ψa|φ〉|2
〈ψa|ψa〉 .

◦ Cela signi�e précisément que juste après la mesure, un des évènement suivant arrive :
soit l'expérimentateur observe la valeur A1 et alors la particule est passée dans l'état
|ψ1 >, soit il observe A2 et la particule est en |ψ2 >, etc... on ne sait pas lequel de
ces évènement se produit, seulement on sait que c'est A1 avec la probabilité P1,
ou A2 avec la probabilité P2,...Que signi�e précisément la notion de probabilité ?
Comme expliqué ci-dessus, cela n'a de sens que si l'on répète la même opération
de mesure dans des conditions strictement identiques un grand nombre N de fois.
Après chaque mesure, on aura un résultat qui résulte du hasard ; on aura une série
de résultats disons par exemple A1, A3, A4, A1, A2, A1, . . . . Alors la proportion de
A1 par rapport au total est P1, la proportion de A2 est P2, etc... (autrement dit,
appelons NAi le nombre de fois que le résultat Ai apparaît. alors (NAi/N) → Pi
pour N →∞)
◦ On a

∑
a Pa = 1

<φ|φ>
∑

a < φ|ψa >< ψa|φ >= <φ|φ>
<φ|φ> = 1, donc∑

a

Pa = 1

ce qui est nécessaire pour parler de probabilité. De plus la valeur des probabilité est
la même pour deux vecteurs proportionnels : |φ > et |φ′ >= λ|φ >, avec λ ∈ C. En
e�et

P ′a =
|< ψa|λφ >|2

< λφ|λφ >
=
|λ|2 |< ψa|φ >|2

|λ|2 < φ|φ >
= Pa

Par conséquent on dit que |φ > et |φ′ >= λ|φ >correspondent au même état
physique, puisqu'ils ont les même propriétés observables. Si les états |φ > et |ψa〉
sont normalisés, alors< φ|φ >= 1, 〈ψa|ψa〉 = 1, et l'expression (1.6.1) est légèrement
simpli�ée, mais ce n'est pas du tout nécessaire.
◦ En résumé, tant que le système est isolé, la mécanique quantique est déterministe :
elle est capable de prévoir l'évolution de la fonction d'onde grâce à l'équation de
Schrödinger. Mais lorsque qu'une mesure se produit, elle n'est plus capable de pré-
voir exactement ce qu'il va se produire. Elle permet seulement de connaître les
probabilités des di�érentes possibilités (ce qui est déjà très fort, puisque à partir de
ces probabilités et avec la théorie de la physique statistique, on obtient les lois de
la thermodynamique et de la mécanique classique). Il y a donc une part de hasard
inhérent à la théorie quantique, lors de la mesure.
◦ Ce processus de mesure ne nécessite pas la présence d'un expérimentateur. Il se
produit dès que la particule quantique in�uence son environnement, et peut donc
se produire aussi bien dans une pièce vide, que sur une île déserte, que sur mars
ou ailleurs. Ce phénomène est en fait incessant et omniprésent, c'est le contraire
qui est plutôt exceptionnel : un système peut être considérer comme étant approxi-
mativement isolé que pendant un certain intervalle de temps appelé le temps de
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décohérence τdecoh.. Il est intéressant d'appliquer l'équation de Schrödinger à ce
système, seulement si son état quantique a le temps de changer de façon signi�cative
pendant cet intervalle. Voir le site Web http://www.decoherence.de/. Ou le cours
en PDF de C. Cohen-T :[Cla88] ou de Serge Haroche [Har02].
Exemple de valeurs de τdecoh ([DEC+96], p.57) :

τdecoh Grosse molécule Poussière
taille a=10−6cm taille a = 10−3cm

E�et des molécules d'air 10−18s. 10−24s.
E�et du� vide de labo� (103 part/cm3) @@ 10−5s. 10−11s.

E�et des photons fossiles à 300K. 106s.
Il faut comparer ces temps aux temps électroniques (période d'un électron dans un
atome) τe ' ~/eV ' 10−15s, ou aux temps moléculaires (période de vibration d'un
atome) τvib ' ~/10−3eV ' 10−10s. Les e�ets de cohérence quantique �n'existent
pas� si les temps de décohérence sont plus courts que ces temps caractéristiques.
◦ Dans la description vectorielle de la mécanique quantique que nous avons adop-
tée jusqu'à présent, nous avons montré que toutes les bases ortho-normées de H
sont �équivalentes� dans le sens où elles permettent de représenter les mêmes états
quantiques et la même équation d'évolution. Ce ne sont que des représentations
di�érentes.
Par contre le mécanisme de la mesure qui résulte de l'interaction du système quan-
tique avec son environnement privilégie une certaine base, qui est la base de po-
sition en général, ou la base d'énergie dans les expériences de spectroscopie.

Exemple : mesure de la position Voyons comment l'énoncé général du postulat de
la mesure donne l'exemple de la mesure de position d'une particule traité plus haut.

Supposons que l'état de la particule soit un paquet d'onde |φ >, et que l'observateur
e�ectue une mesure de la position x. L'observable est donc l'opérateur Â = x̂. La grandeur
observée est la position x qui est une grandeur continue. On cherche l'expression de la
loi de probabilité : P (x)dx qui est la probabilité de détecter la particule dans l'intervalle
[x, x+ dx[. la fonction P (x) s'appelle densité de probabilité.

La base de l'observable est la base de position |x >, et d'après (1.6.1), on a :

P (x) =
|< x|φ >|2

< φ|φ >
=

1

< φ|φ >
|φ(x)|2 (1.6.3)

Dans le cas d'un paquet d'onde normalisé |φ >= |x0, p0, σ >eq.(1.1.6) , cela donne

P (x) = |ψx0,p0,σ(x)|2 =
1

(πσ2)1/2
exp

(
− (x− x0)2 /σ2

)
qui est une Gaussienne représentée sur la �gure 1.1.3.

Si après une mesure, l'observateur détecte la particule dans l'intervalle |x, x + dx[,
alors la particule se trouve dans l'état |x >(plus précisément |xε > avec ε = dx, voir �g.
1.5.1). L'onde de la particule subit un brusque changement |φ >→ |x >, et se concentre
spatialement ; on dit qu'il y a réduction du paquet d'onde.

http://www.decoherence.de/


64 CHAPITRE 1. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN, À 1 DIMENSION (I)

Mesure de l'impulsion De la même façon si l'observable est l'opérateur de position
Â = p̂, on obtient que la probabilité d'observer une impulsion comprise dans l'intervalle
[p, p+ dp[ est

P (p)dp =
1

< φ|φ >

∣∣∣φ̃(p)
∣∣∣2 dp

.
Dans le cas du paquet d'onde normalisé eq.(1.1.6) , cela donne

P (p) =
∣∣∣ψ̃x0,p0,σ(p)

∣∣∣2 =
σ

~
√
π

exp

(
−(p− p0)2

(~/σ)2

)

qui est une Gaussienne. Après la mesure, la fonction d'onde de la particule est une certaine
onde plane |p >.

1.6.2 Sur la di�culté d'interpréter la mécanique quantique

1.6.2.1 Faut il interpréter ? La description orthodoxe su�t t-elle ?

Le postulat de la mesure présenté plus haut est indispensable pour donner une réalité
à la théorie quantique, pour la confronter aux résultats d'expériences. Par rapport à
la confrontation avec l'expérience, la théorie quantique, avec le postulat de la
mesure est parfaitement satisfaisant : il n'y a pas de mesure qu'il les contredisent, et
tous les phénomènes observables semblent entrer dans le cadre de cette théorie (bien que de
nombreux phénomènes physiques, soient en pratique hors de portée d'explications simples
et directes à partir des premiers principes : citons les phénomènes complexes comme la
turbulence (météo) ou l'auto-organisation de la matière).

Cependant d'un point de vue théorique ou plus conceptuel, une lacune demeure : si la
théorie quantique décrit tous les phénomènes physiques, elle devrait aussi décrire les phé-
nomènes macroscopiques, les appareils de mesure, et donc l'interaction entre une particule
quantique et un appareil de mesure. Autrement dit, le �postulat de la mesure� ne devrait
pas être un �postulat� (c'est à dire imposé sans explications), mais il devrait pouvoir s'ex-
pliquer dans le cadre de la théorie quantique ordinaire lorsque celle ci est appliquée à la
particule et à son environnement.

1.6.2.2 Où est la Limite classique-quantique ?

(lire l'article Zureck [Zur91])
Disons tout de suite, que cela n'est pas fait, aucune expérience ne permet de montrer

que la théorie quantique (comme le principe de superposition d'états) s'applique à des
objets macroscopiques. Tout au plus des expériences récentes montrent des phénomènes
d'interférences avec des systèmes contenant quelques dizaines de particules, donc encore
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microscopique (expériences d'Aroche et al. entre photons et atomes) 8. La raison de cette
limite n'est pas que le principe de superposition cesse de s'appliquer au-delà de quelques
particules, cela on ne le sait pas. La di�culté vient du fait que pour tester le principe de
superposition, il faut faire des expériences de type interférences, et pour cela isoler su�-
samment le système quantique de son environnement ; c'est cet isolement qui est quasiment
impossible à obtenir en pratique ; c'est le phénomène de décohérence quantique.

La question suivante reste donc ouverte : la théorie quantique s'applique t-elle aux
assemblées d'objets (objets macroscopiques) ou se limite t-elle à peu de particules ? Sinon
quelle expérience faire pour détecter cette limite ? Quelle nouvelle théorie permettrait de
dépasser cette limite ?

Remarquons que comme le prouve l'histoire des sciences, en général, une nouvelle théorie
physique ne se trouve que à partir de résultats expérimentaux préalables.

1.6.2.3 Une interprétation alternative : appliquons le principe de superposi-
tion aux objets macroscopiques

Essayons cependant d'appliquer naturellement les idées de la mécanique quantique au
delà de son domaine de validité prouvé, c'est à dire d'appliquer le principe de superposition
aux objets macroscopiques comme les détecteurs, et tout l'environnement. Voici ce que cela
donnerait dans l'exemple de la mesure de position d'une particule, �gure (1.6.1) ci-dessus.

Il y a des détecteurs à chaque position (discrète) x. L'état du détecteur situé en x éteint
est noté : |Dx〉. Par contre si le détecteur interagit avec la particule, il �s'allume� et passe
dans l'état quantique noté |D∗x〉. Autrement dit, l'interaction de l'onde quantique de la
particule avec les détecteurs, est dé�nie par la règle d'évolution suivante. (En notant |x〉
un état de la particule à la position x)

|x〉|Dx′〉 Evolution−−−−−−−−−−→

{
|x〉|D∗x′〉 : si x = x′

|x〉|Dx′〉 : si x 6= x′

L'état quantique de l'ensemble des détecteurs est décrit par la notation

|D〉 = (|Dx1〉|Dx2〉 . . . |DxN 〉)

(on verra au chapitre suivant qu'il s'agit d'un produit tensoriel).
Avant d'interagir avec les détecteurs, la particule est dans l'état quantique |ψ〉 qui est

répartit dans l'espace, et se décompose donc (principe de superposition) en paquet d'ondes
localisés en x : |ψ〉 =

∑
x ψ (x) |x〉.

8. Une remarque est nécessaire ici : les phénomènes physiques comme la super-�uidité, la supracon-
ductivité ou la condensation de Bose-Einstein font intervenir au moins des milliers de particules et se
décrivent par un état collectif. La théorie quantique permet de bien décrire cet état collectif, en terme
�d'état cohérent�. Pour cela on dit souvent que la matière est dans un état quantique macroscopique.
Notons cependant, que l'on n'observe pas la matière dans une superposition cohérente de tels états (ou
alors dans une superposition de deux ou trois de ces états, voir expériences sur les jonctions Josephsons
quantiques). En fait d'un point de vue théorique, ces états collectifs de la matière pour les atomes, sont
des �états classiques� semblables à l'état du champ classique électromagnétique pour les photons.
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En arrivant sur les détecteurs, toujours en appliquant le principe de superposition,
l'interaction particule-détecteurs est décrite par (faire schéma avec deux détecteurs@@) :

|ψ〉|D〉 =
∑
x

ψ(x)|x〉 (|Dx1〉|Dx2〉 . . . |DxN 〉)

Evolution−−−−−−−−−−→
∑
x

ψ(x)|x〉 (|Dx1〉|Dx2〉 . . . |D∗x〉 . . . |DxN 〉)

Ainsi le résultat de la mesure serait une superposition d'état de la forme

|x〉 (|Dx1〉|Dx2〉 . . . |D∗x〉 . . . |DxN 〉)

. Un tel état décrit la particule localisée en |x〉, le détecteur correspondant Dx allumé et
les autres éteints. C'est bien la réalité physique observée dans une expérience. Cet état
quantique décrit donc la particule et son environnement. On dit que c'est une description
du �monde classique�. (Dans la description ci-dessus, on pourrait rajouter d'autres objets
de l'environnement sans di�culté, de la même façon que l'on a traité les détecteurs).

Mais contrairement à l'explication orthodoxe (postulat de la mesure) et au bon sens de
ce que l'on voit, l'état �nal décrit ici est une superposition de tels états de type �mondes
classiques�. Autrement dit tous ces états coexisteraient simultanément. Voici donc ce que
donnerait une application (abusive et naïve) de la mécanique quantique à tous les objets
macroscopiques de notre environnement : l'existence de mondes multiples qui coexistent et
s'ignorent mutuellement. Cette interprétation de la mécanique quantique a été remarquée
dès le début par les physiciens (qui imaginaient le chat de Schrödinger... ), et a porté le
nom de �Many world interpretation� après la thèse de H. Everett en 1957.

Notons cependant que cette description des choses ne donne aucune explication quand
à l'origine des probabilités : d'où provient la loi (1.6.1) ? Il ne s'agit donc pas d'une inter-
prétation complète de la mécanique quantique.

Nous en avons parlé, premièrement car cette démarche théorique qui est de décrire
l'environnement par ses états quantiques est couramment utilisée, notamment dans les
théories de la décohérence qui elles ont des conséquences observables.

Deuxièmement, c'est aussi pour montrer que le phénomène de la mesure quantique, et
donc du sens de la mécanique quantique elle même, est un problème di�cile. Il n'y a même
pas de question claire. C'est un sujet très di�cile, qui préoccupe les physiciens depuis le
début de la mécanique quantique, sans qu'aucun n'ait pu apporter une réponse satisfaisante
à ce jour. Il faut savoir que de nombreuses tentatives d'interprétations existent, voir par
exemple le livre de R.Omnès [Omn00].

1.6.3 Valeurs moyenne et variance de l'observable

Dans cette section nous étudions les relations possibles entre un opérateur autoadjoint
donné Â et un état quantique donné |φ >∈ H.

Cette étude a un sens physique immédiat dans le cadre du processus de mesure de
l'observable Â sur l'état |φ > comme expliqué plus haut, et permettra de donner les formules
statistiques (moyenne et variance) de la grandeur observée.
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Mais cette étude a aussi un sens si le système reste isolé de son environnement. L'in-
terprétation de l'étude dans ce cas est d'analyser l'état |φ > par rapport à la base propre
de Â.

Comme ci-dessus, on note le spectre de Â par

Â|ψa >= Aa|ψa >

où a est un indice discret ou continu et 〈ψa|ψa〉 = 1. Dans la base propre de Â, un vecteur
|φ >∈ H quelconque se décompose :

|φ >=
∑
a

φa|ψa >, avec φa =< ψa|φ >

et l'on pose comme ci-dessus :

Pa =
|< ψa|φ >|2

< φ|φ >
qui s'interprète comme la probabilité d'observer la valeur Aa dans le cadre d'une mesure,
voir section précédente. (Dans le cadre d'un système isolé, Pa est juste un coe�cient positif
qui ne s'interprète pas comme une probabilité).

La liste des valeurs possibles Aa avec leur probabilité respective Pa pour di�érents a
constitue un histogramme, et il est conventionnel de dé�nir des grandeurs caractéristiques
pour un tel histogramme (voir �gure 1.6.3) :

Dé�nition 1.6.2. La valeur moyenne de l'histogramme (Aa, Pa)a est

〈A〉 :=
∑
a

PaAa

Graphiquement, la valeur moyenne caractérise le barycentre de l'histogramme.
La variance de l'histogramme (Aa, Pa)a est :

(∆A)2 :=
〈
(A− 〈A〉)2〉 (1.6.4)

=
∑
a

Pa (Aa − 〈A〉)2 (1.6.5)

∆A s'appelle l'écart type ou encore l'incertitude sur la valeur de A. Graphiquement,
l'écart type ∆A (et la variance) caractérise la largeur de l'histogramme. Cette dé�nition de
�largeur� est naturelle car elle montre comment les valeurs Aa s'écartent du barycentre 〈A〉.
On a pris la valeur moyenne des écarts au carré (au lieu des distances) pour des raisons de
commodité.
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A2

ap  

AA1

p1

p2

...

A∆

<A>

Figure 1.6.3 � Histogramme de valeurs A1, A2, . . . avec les poids respectifs P1, P2, . . ..
Valeur moyenne 〈A〉 et écart type ∆A de l'histogramme.

Proposition 1.6.3. on a les relations très utiles :

〈A〉 =
< φ|Â|φ >
< φ|φ >

(1.6.6)

(∆A)2 =
〈
A2
〉
− 〈A〉2

=
< φ|Â2|φ >
< φ|φ >

−

(
< φ|Â|φ >
< φ|φ >

)2

Ces écritures en terme de vecteur et d'opérateur, sont intéressantes car ne dépendent
pas explicitement de la base.

Démonstration. On écrit

< φ|Â|φ >
< φ|φ >

=

(∑
a

< ψa|φa

)
Â

(∑
a′

φa′ |ψa′ >

)
/ < φ|φ >

=

(∑
a

Aaφaφa

)
/ < φ|φ >=

∑
a

PaAa

Et 〈
(A− 〈A〉)2

〉
=
〈
A2 − 2A 〈A〉+ 〈A〉2

〉
=
〈
A2
〉
− 2 〈A〉 〈A〉+ 〈A〉2 = 〈A〉2 − 〈A〉2

.
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Remarque (*) plus généralement, pour un histogramme ou distribution, on dé�nit le
moment d'ordre n par Mn = 〈An〉. Ici, 〈A〉 = M1, et V ar(A) = M2 −M2

1 .

Exercice Pour le paquet d'onde |φ >= |x0, p0, σ > dé�ni en (1.1.6) page 22, et les
observables de position x̂ ou d'impulsion p̂, montrer que :

〈x̂〉 =

∫
xP (x)dx =

∫
x |ψx0,p0,σ(x)|2 dx = x0

〈p̂〉 =

∫
pP (p)dp =

∫
p
∣∣∣ψ̃x0,p0,σ(p)

∣∣∣2 dp = p0

∆x = 1√
2
σ

∆p = 1√
2

( ~
σ

)
Remarque : on a

∆x∆p =
~
2

(1.6.7)

indépendant de σ.
〈x〉 = x0 est donc la moyenne de la distribution |ψx0,p0,σ(x)|2. Et ∆x = σ/

√
2 est sa

largeur.

〈p〉 = p0 est donc la moyenne de la distribution
∣∣∣ψ̃x0,p0,σ(p)

∣∣∣2. Et ∆p = (~/σ) /
√

2 est
sa largeur.

Ce résultat est schématisé sur la �gure 1.6.4.

2
p|ψ(  )|

~

|ψ(  )|x
2

p0 ∆

∆x

p

Surface ~ h

x

p

x0

Figure 1.6.4 � Distribution de probabilité |ψ(x)|2 et
∣∣∣ψ̃(p)

∣∣∣2 pour le paquet d'onde. La

relation ∆x∆p = ~
2
montre que la paquet d'onde �occupe� une surface ' h dans l'espace

de phase. Cela est formulé plus rigoureusement plus loin.

Exercice 1.6.4. Calculer l'énergie moyenne 〈E〉 et la largeur en énergie ∆E pour un
paquet d'onde |φ >= |x0, p0, σ > libre ( cad avec le Hamiltonien Ĥ = p̂2/(2m)).
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Exercice 1.6.5. (voir Cohen T. p.240)
Montrer que

d 〈A〉 (t)
dt

=
1

i~

〈[
Â, Ĥ

]〉
+

〈
∂Â

∂t

〉
Déduire la conservation de l'énergie moyenne (et d'une manière plus directe).
Déduire le théorème d'Erhenfest pour Ĥ = p̂2

2m
+ V (x̂) :

d 〈x̂〉
dt

=
1

m
〈p̂〉

d 〈p̂〉
dt

= −
〈
dV

dx
(x̂)

〉
qui sont des relations très analogues aux équations de Hamilton classiques (dans ces der-
nières la deuxième relation serait plutôt d〈p̂〉

dt
= −dV

dx
(〈x̂〉) ; cette di�érence apparament

minime est en fait cruciale et se manifeste dans les di�érences entre évolution quantique
du paquet d'onde et l'évolution classique d'une distribution de Liouville observées numé-
riquement au début du chapitre).

1.6.4 Relation d'incertitude et relations de commutation

Supposons maintenant la donnée d'un état quantique |φ > et de deux opérateurs au-
toadjoints Â et B̂.

Dé�nition 1.6.6. Le commutateur de deux opérateurs Â et B̂ est l'opérateur :

[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â

Proposition 1.6.7. Dans le cas des opérateurs x̂ et p̂, on a

[x̂, p̂] = i~ Î (1.6.8)

Démonstration. considérons une fonction φ (x) quelconque. On (x̂p̂φ) (x) = −i~
(
xdφ
dx

)
et

(p̂x̂φ) (x) = −i~d(xφ)
dx

= −i~φ − i~
(
xdφ
dx

)
. Donc ([x̂, p̂]φ) (x) = i~φ (x) =

(
i~Î
)
φ (x). Cela

étant vrai pour toute fonction φ, on déduit [x̂, p̂] = i~ Î.
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Proposition 1.6.8. La relation suivante montre plus généralement que pour deux opéra-
teurs autoadjoints Â, B̂, l'incertitude dans l'état |φ > sont contraintes par la relation de
commutation : (ref : Ballentine [L.E90] p.166)

∆A∆B ≥ 1

2

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣ , ∀ |φ >∈ H (1.6.9)

Remarque : attention que bien que ce ne soit pas explicite, les expressions ∆A et 〈.〉
dépendent de l'état φ ∈ H.

Démonstration. On considère un état φ ∈ H, ‖φ‖ = 1, et pour simpli�er, on suppose que〈
Â
〉

=
〈
φ|Âφ

〉
= 0, et

〈
B̂
〉

= 0 (pour cela il su�t de retrancher la moyenne). Alors

∆A =

√〈
φ|Â2φ

〉
=

√〈
Âφ|Âφ

〉
=
∥∥∥Âφ∥∥∥. On a

〈
i
[
Â, B̂

]〉
= i
(〈
φ|ÂB̂φ

〉
−
〈
φ|B̂Âφ

〉)
= i
(〈
Âφ|B̂φ

〉
−
〈
B̂φ|Âφ

〉)
= i

(〈
Âφ|B̂φ

〉
−
〈
Âφ|B̂φ

〉)
= −2=

(〈
Âφ|B̂φ

〉)
alors, utilisant l'inégalité de Schwartz 9

1

2

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣ =
∣∣∣=(〈Âφ|B̂φ〉)∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈Âφ|B̂φ〉∣∣∣ ≤ ∥∥∥Âφ∥∥∥∥∥∥B̂φ∥∥∥ = ∆A∆B

Remarques :

◦ Dans le cas où
[
Â, B̂

]
= 0, on verra (page 231) que les deux opérateurs Â et B̂ ont

des vecteurs propres en commun. Si |φ > est un tel vecteur, alors ∆A = 0, ∆B = 0.
Dans ce cas les deux termes de l'inégalité sont nuls.
◦ Dans le cas des opérateurs q̂, p̂, d'après (1.6.8), l'inégalité (1.6.9) devient l'inégalité
de Heisenberg ou relation d'incertitude bien connue :

∆q∆p ≥ 1

2
~ (1.6.10)

Remarquer que dans le cas du paquet d'onde Gaussien |φ >= |x0, p0, σ >, on a
montré eq.(1.6.7), que cette inégalité est une égalité.

9. Pour deux vecteurs ~u,~v ∈ Rn l'inégalité de Schwartz est |~u.~v| ≤ ‖~u‖ ‖~v‖. De même pour deux
vecteurs φ, ψ ∈ H, |〈φ|ψ〉| ≤ ‖φ‖ ‖ψ‖.
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1.7 Résumé du chapitre 1

Ce résumé sert au premier cours de Master 1, car on suppose ce premier chapitre comme
étant connu, déjà étudié en L3.

Il est apparu dès le XIXème siècle que de nombreux phénomènes de la physique ne
trouvaient pas d'explications avec la mécanique classique. De nouvelles idées apparaissent
progressivement (� loi du corps noir � par Planck 1900, � e�et photo électrique � par
Einstein 1905) et en 1925 Schrödinger propose une � théorie ondulatoire � pour des � ondes
de matière �, que l'on appelle lamécanique quantique. Dans cette théorie, une particule
élémentaire est modélisée par une fonction d'onde ψt (x) ∈ C∞ (R3) qui est une fonction
à valeur complexes sur l'espace x ∈ R3 qui évolue en temps t ∈ R selon l'équation de
Schrödinger. Commençons par parler des fonctions d'ondes.

1.7.1 Fonction d'onde

On va décrire une particule quantique élémentaire qui se déplace à une dimension
selon x ∈ R.

Remarque importante :
◦ La �particule� peut être soumise aux �in�uences extérieures� (par exemple une
force F (x) associées à une énergie potentielle V (x)) mais on suppose que en retour,
elle n'in�uence pas son environnement. Cela est le cas par exemple, d'une
particule légère (un électron) et de son environnement qui serait des atomes lourds.
Sinon, il est nécessaire de décrire aussi l'environnement dans le système quantique
étudié.

L'état de la particule à l'instant t est décrit par une fonction appelée fonction d'onde

ψ : x ∈ R→ ψ (x) ∈ C

notée parfois |ψ〉 et appelé ket (notation de Dirac). En mathématiques, l'espace des fonc-
tions ψ ∈ C∞ (R) est un espace vectoriel (on peut considérer la somme ψ1 + ψ2 et le
produit externe λ.ψ avec λ ∈ C).

Exemple particuliers mais importants :
◦ Une onde plane d'impulsion p ∈ R est

ψp(x) =
1√
2π~

exp
(
i
px

~

)
aussi notée |p〉, avec la constante de Planck ~ = h

2π
,h = 6.626 10−34J.s. Il est

important de noter que la longueur d'onde (= période spatiale) de cette onde plane
est l = 2π~/p qui est très petite à notre échelle.
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◦ Un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x0 ∈ R, d'impulsion moyenne
p0 ∈ R et de largeur σ > 0, est :

ψx0,p0,σ(x) =
1

(πσ2)1/4
exp

(
i
p0x

~

)
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)

Remarque : un paquet d'onde est �localisé� comme une particule. On parle aussi d'état
quasi-classique.

Aspects mathématiques (Analyse) :
◦ Le produit scalaire entre deux fonctions d'ondes ψ (x) et ϕ (x) est

〈ψ|ϕ〉 =

∫
R
ψ(x)ϕ(x) dx

La norme de ϕ est

‖ϕ‖ =
√
〈ϕ|ϕ〉 =

(∫
R
|ϕ (x)|2 dx

)1/2

Par exemple ‖ψx0,p0,σ‖ = 1 et ‖ψp‖ =∞ (norme in�nie).
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◦ L'espace de Hilbert des fonctions de carré sommable est (la fermeture)

L2 (R) := {ϕ ∈ C∞0 (R) , ‖ϕ‖ <∞}

On notera aussi
H := L2 (R)

l'espace de Hilbert des états quantiques. Si ϕ ∈ L2 (R), ϕ 6= 0, alors ϕ̃ = 1
‖ϕ‖ϕ véri�e

‖ϕ̃‖ = 1. On dit qu'elle est normalisée.
◦ Avec la notation de Dirac, on note 〈ψ| ou 〈ψ|.〉, appelée bra, la forme linéaire :

〈ψ| :

{
L2 (R) → C
ϕ → 〈ψ|ϕ〉

On appelle 〈ψ| le vecteur dual métrique de |ψ〉. On peut penser que le vecteur
dual ψ détecte des propriétés de ϕ (voir sens physique du produit scalaire ci-dessous).
◦ La distribution de Dirac en x ou l'état de position x, est la forme linéaire :
δx : ψ ∈ C∞ (R)→ δx (ψ) = ψ (x) ∈ C qui donne la valeur de ψ en x. On note aussi
〈x| ≡ δx ainsi on peut écrire ψ (x) = 〈x|ψ〉. Son dual est |x〉. L'écriture suivante est
abusive mais utile. δx (y) = 〈x|y〉 = δ (y − x). Ainsi les deux écritures suivantes sont
équivalentes (la deuxième utilise la notation de Dirac) :

ψ (x) =

∫
δx (y)ψ (y) dy ⇔ 〈x|ψ〉 =

∫
〈x|y〉〈y|ψ〉dy

On peut penser que la distribution de Dirac est une fonction d'onde in�niment
concentrée au point x et sans impulsion.

Le sens physique du produit scalaire deviendra clair lorsque nous rappelerons le postulat de
la mesure. Rappelons déjà l'inégalité de Cauchy-Schwartz qui est la relation générale

|〈ψ|ϕ〉| = (cosα) ‖ψ‖ ‖ϕ‖ ≤ ‖ψ‖ ‖ϕ‖

où α ∈
[
0, π

2

]
est �l'angle� entre les états ψ et ϕ. On a donc

0 ≤ cosα =
|〈ψ|ϕ〉|
‖ψ‖ ‖ϕ‖

≤ 1

Signi�cation physique de l'angle α :
◦ Si α ' π

2
⇔ |〈ψ|ϕ〉|
‖ψ‖‖ϕ‖ ' 0 alors ψ et ϕ décrivent deux états physiques di�érents.

◦ Si α ' 0⇔ |〈ψ|ϕ〉|
‖ψ‖‖ϕ‖ ' 1 alors ψ et ϕ décrivent deux états physiques semblables.

On a alors ψ ' λϕ où λ ∈ C est une constante (λ = eiθ est une phase si les états
sont normalisés).
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Exercice : Voici des exemples de fonctions d'ondes, construites à partir du paquet d'onde
ψx0,p0,σ(x) ci-dessus et di�érentes valeurs des paramètres x0, p0.
◦ ψ1 = ψ0,0,σ avec largeur σ � 1.
◦ ψ2 = −ψ0,0,σ.
◦ ψ3 = 2ψ0,0,σ.
◦ ψ4 = ψ0,p,σ avec impulsion p� ~

σ
.

◦ ψ5 = 1√
2

(ψ0,0,σ + ψ1,0,σ) avec σ � 1.
◦ ψ6 = ψ1,0,σ.
◦ ψ7 = 1√

2
(−ψ0,0,σ + ψ1,0,σ).

1. Tracer l'allure de ces fonctions d'ondes.

2. Dans la limite σ � 1 et p � ~
σ
, calculer les produits scalaires 〈ψi|ψj〉 pour i, j =

1 . . . 6 et déduire les valeurs de cosαi,j =
|〈ψi|ψj〉|
‖ψi‖‖ψj‖ qui mesure la di�érence entre les

états quantiques.

1.7.2 Evolution d'un état quantique ψt (x)

1.7.2.1 Equation de Schrödinger

On suppose que la particule est soumise à une force

F (x) = −dV
dx

où V (x) est l'énergie potentielle (qui peut dépendre du temps : V (x, t)).
L'onde quantique évolue d'après l'équation de Schrödinger :

dψ(t)

dt
=

(
−iĤ
~

)
ψ(t)

avec

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂) opérateur Hamiltonien (énergie)

p̂ = −i~ ∂
∂x

opérateur impulsion

x̂ opérateur position

donc p̂2

2m
ψ = − ~2

2m
∂2ψ
∂x2 et (x̂ψ) (x) = xψ (x), (V (x̂)ψ) (x) = V (x)ψ (x). L'équation de

Schrödinger s'écrit donc de façon plus explicite comme une équation linéaire aux déri-
vées partielles (E.D.P.) :

i~
∂ψ

∂t
(x, t) = − ~

2

2m

∂2ψ

∂2x
(x, t) + V (x)ψ(x, t) : ∀x, t
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Remarques :
◦ Le fait que l'équation de Schrödinger est linéaire s'appelle le principe de superpo-
sition. La conséquence est que si ψ1 (x, t) , ψ2 (x, t) sont solutions alors (ψ1 + ψ2) (x, t)
et λ.ψ1 (x, t) sont aussi solutions. La manifestation physique sont les phénomènes
d'interférences.
◦ Un résultat fondamental (qui a un statut mathématique) est qu'un paquet d'onde
Gaussien ψx0,p0,σ évoluant d'après l'équation de Schrödinger est proche à tout ins-
tant t d'un paquet d'onde ψx(t),p(t),σ(t) avec x (t) , p (t) régit par les équations de
mouvement de Hamilton de la mécanique classique :

dx

dt
=
∂H

∂p
,

dp

dt
= −∂H

∂x

Plus précisément, cela est vrai approximativement pour t �xé et dans la limite de
~ petit (i.e. petite longueur d'onde) par rapport aux unités physique du problème
(respect. taille du système). Pour les temps plus longs le paquet d'onde se disperse.
Cette approximation est donc d'autant plus valable que l'on observe les ondes à
grande échelle (par rapport aux échelles atomiques où ~ ' 1). En physique, la petite
valeur de h = 6.626 10−34J.s à l'échelle humaine explique qu'il ait fallu attendre le
XXème siècle pour découvrir les e�ets subtils de la mécanique quantique qui se
manifestent à l'échelle des atomes 10.
◦ Le fait d'obtenir l'opérateur Hamiltonien Ĥ en substituant les variables x, p dans
le Hamiltonien classique (0.1.4) par les opérateurs x̂, p̂ s'appelle le principe de
correspondance. La remarque précédente explique ce principe. On en discutera
encore en Section 1.7.2.3.
◦ (*) Voir videos d'évolutions d'ondes quantiques sur la page web [Faub].

1.7.2.2 Ondes stationnaires

Une onde stationnaire est un état particulier, c'est un vecteur propre de Ĥ :

Ĥψ = Eψ, E ∈ R énergie (1.7.1)

qui s'appelle l'équation de Schrödinger stationnaire.
L'évolution de ψ est donc :

dψ

dt
(x, t) =

(
−i
~

)
Ĥψ =

(
−i
~

)
Eψ (x, t)

donnant
ψ (x, t) = e−iEt/~︸ ︷︷ ︸

phase

ψ (0, t)

10.
� En mathématique cette correspondance classique-quantique s'appelle l' � analyse semi-classique �

ou � analyse micro-locale �[Zwo12, Tay96b, chap.7].
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Par conséquent le module |ψ (x, t)| = |ψ (x, 0)| ne bouge pas (d'où le nom d'onde station-
naire).

L'ensemble des valeurs propres Ee, e = 1, . . .∞ s'appelle les niveaux d'énergie. Les
états d'énergie, vecteurs propres ou ondes stationnaires associées sont notées ψe.

Bien que les vecteurs propres (ondes stationnaires) soient des états très particuliers, ils
ont une importance en physique car :
◦ l'état stationnaire de plus basse énergie ψe=1, appelé état fondamental, apparait
à basse température à cause des phénomènes de relaxation thermique.
◦ Dans les expériences de spectroscopie, on excite un atome ou une molécule avec un
rayonnement monochromatique, le faisant transiter par e�et de résonance vers un
état stationnaire ψe d'énergie plus élevée.

Dans le cas d'un électron gravitant autour d'un proton (atome d'Hydrogène, voir (??)),
on peut calculer les valeurs propres de Ĥ qui sont négatives et prennent des valeurs
discrètes[BC89] :

En = −R 1

n2
, n ∈ N∗, (1.7.2)

avec la constante de Rydberg R = 1
2
α2mc2 et la constante de structure �ne α = kce2

~c .
Historiquement ce spectre discret a permis d'expliquer les raies de �uorescence des atomes,
observées dès 1752 par T. Melvill. Voir �gure 1.7.1.

0.70.60.50.4
λ(µm)

Hβ HαHγHδHζHε

Figure 1.7.1 � On éclaire un gaz d'hydrogène avec un laser pour lui fournir de l'énergie. Les
électrons des atomes réemmettent l'énergie hν sous forme lumineuse (appelée �uorescence)
après une transition entre des niveaux d'énergie En → Em , avec Em < En. Par exemple
les raies de Balmer (1885), notées Hα, Hβ, . . ., ont des longueurs d'ondes λn dans le visible
données par hνn = 2π~

λn
= En − E2, n ≥ 3 avec En données par (1.7.2).

Modèle très simple : c'est celui à une dimension d = 1 d'une particule libre dans
l'intervalle x ∈ [0, L]. On a H (x, p) = 1

2m
p2, Ĥ = − 1

2m
~2 d2

dx2 et (1.7.1) s'écrit ψ′′ (x) +
2mE
~2 ψ (x) = 0 avec les conditions aux bords ψ (0) = ψ (L) = 0. Les ondes stationnaires

sont donc ψn (x) = sin
(
nπ x

L

)
, n ≥ 1 et les niveaux d'énergie sont En = 1

2m

(
nπ~
L

)2
.
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1.7.2.3 Explication du principe de correspondance sur un modèle simple

On considère dans cette Section la position dans l'espace x ∈ Rd. Considérons la fonc-
tion de Hamilton classique linéaire suivante 11

H (x, p) = v · p+ w · (−x) (1.7.3)

avec V = (v, w) ∈ Rd × Rd = R2d �xé. Les équations de Hamilton (0.1.5) donnent alors

dx

dt
=
∂H

∂p
= v,

dp

dt
= −∂H

∂x
= w

qui signi�ent que le point (x (t) , p (t)) se déplace à vitesse constante V = (v, w) sur l'espace
des phases. Voir �gure 1.7.2.

x

ξ

|ψt(x)|

|(F~ψt)(ξ)|

v

w
V = (v, w)

Figure 1.7.2 � Champ de vecteurs de Hamilton V = (v, w) du modèle simple (1.7.3). On
montre qu'avec l'équation de Schrödinger, une onde (respect. sa T.F.) se déplace aussi à
la vitesse v en x (respect. w en p).

Au niveau de la mécanique quantique, avec le principe de correspondance on obtient
l'opérateur :

Ĥ = v · p̂+ w · (−x̂) (1.7.4)

et l'équation de Schrödinger (??) peut se résoudre pour donner explicitement pour toute
fonction ψ0 ∈ C∞0

(
Rd
)
12 :

ψt (x) =
(
e−itOp~(H)/~ψ0

)
(x) = eiw(xt− 1

2
vt2)/~ψ0 (x− vt) (1.7.5)

ainsi la fonction
|ψt| (x) = |ψ0 (x− vt)|

11. Attention ce modèle ne correspond pas directement à un modèle de physique. Il peut cependant être
considérer (par linéarisation) comme le comportement local d'une fonction H (x, p) quelconque.

12. En e�et i~dψt

dt = −w (x− vt)ψt (x) + i~ (−v) eiw(xt− 1
2 vt

2)/~ (∂xψ0) = Ĥψt et car ∂xψt = iwt~ ψt +

eiw(xt− 1
2vt

2)/~∂xψ0
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se déplace à la vitesse v selon x, comme en mécanique classique. Voir �gure 1.7.2. Ensuite,
pour comprendre l'e�et de w, considérons la ~-transformée de Fourier 13 de ψt :

(F~ψt) (p) :=
1(√

2π~
)d ∫

Rd
e−ipx/~ψt (x) dx.

Eq. (1.7.5) donne :

(F~ψt) (p) = e−iv(pt−
1
2
wt2)/~ (F~ψ0) (p− wt) (1.7.6)

qui montre que la fonction

|F~ψt| (p) = |(F~ψ0) (p− wt)|

se déplace à la vitesse w selon p. Voir �gure 1.7.2.
Ce petit modèle justi�e à posteriori le principe de correspondance car avec le Hamilto-

nien (1.7.3), l'onde se déplace comme une particule avec la vitesse V = (v, w) sur l'espace
des phases (en fait vitesse v en x et vitesse w en p après transformée de Fourier). De plus
il montre la signi�cation de l'impulsion p : elle intervient dans l'expression e−ipx/~ = e−iωxx

et on peut donc dire que ωx = 1
~p est une fréquence spatiale 14. Pour un Hamiltonien

quelconque H (x, p), le champ de vecteur V n'est pas uniforme mais l'idée du calcul semi-
classique est de montrer que dans la limite ~→ 0, on peut considérer que V est � localement
constant � dans l'espace de phase (x, p) (on dit � microlocalement �), on se ramène à ce
modèle simple où le principe de correspondance est valide. Dans le calcul semiclassique, on
calcule les corrections à cette approximation sous la forme d'un developpement en ~.

1.7.3 Signi�cation probabiliste de la fonction d'onde ψ (x)

1.7.3.1 L'expérience des doubles fentes de Young

Voir �gure 1.7.3. Il s'agit d'une expérience les plus intriguante de mécanique quantique
mettant en valeur la dualité onde-corpuscule, très simple en principe mais suscitant
des questions d'interprétation qui n'ont pas vraiment de réponse. En rapport avec cette
expérience qu'il commente dans son chapitre 1, Richard Feynmann [Fey63](physicien no-
toire dans l'élaboration de la mécanique quantique) a écrit � Personne ne comprends la
mécanique quantique �.

Les résultats de cette expérience est �expliquée� par le �postulat de la mesure�.

1.7.3.2 Le postulat de la mesure

Dans cette Section on considère une particule dans l'espace R3. La fonction d'onde ψ (x)
a une signi�cation probabiliste : si une même expérience est répétée un grand nombre de

13. Inversement ψt (x) = 1

(
√
2π~)

d

∫
Rd e

ipx/~ (F~ψt) (p) dp.

14. en langage de la géométrie di�érentielle, l'impulsion p est un vecteur cotangent
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canon

Mur

1

2

x

à électrons

Détecteur P1 = |ψ1|2

P2 = |ψ2|2

x
P12 = |ψ|2

= |ψ1 + ψ2|2

Figure 1.7.3 � Schéma d'une expérience faite en 2012 [BPLB13], interférences et détec-
tion de l'onde quantique d'un électron après le passage dans une double fente. Après un
petit nombre de détections les résultats semblent aléatoires, mais après un grand nombre
d'expériences indentiques on observe la densité de probabilité |ψ (x)|2 prédit par la théorie
quantique. Voir video des impacts sur la page web du journal.

fois et produit une particule toujours dans le même état décrit par la fonction ψ (x) alors
cela signi�e que la probabilité de détecter expérimentalement la particule dans le domaine
U ⊂ R3 de l'espace est :

P (U) =
1

‖ψ‖

∫
U

|ψ (x)|2 dx, (1.7.7)

avec la constante de normalisation ‖ψ‖ :=
(∫
R3 |ψ (x)|2 dx

)1/2
. Autrement dit la densité

de probabilité est 1
‖ψ‖ |ψ (x)|2 dx. Noter que grâce au préfacteur 1

‖ψ‖ , et comme attendu, la
probabilité sur tout l'espace est P (R3) = 1. Notons aussi que le résultat P (U) est inchangé
si on modi�e ψ → λψ avec λ ∈ C\ {0}. Cette invariance est aussi vraie pour l'équation
d'évolution (??) qui est linéaire. Donc il est plus pratique de supposer que les fonctions
d'ondes sont normalisées c'est à dire ‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉 = 1, ce que l'on fera dans la suite.

Ce résultat (1.7.7) étonnant (appelé postulat de la mesure) montre que pour une
unique expérience, la théorie quantique ne prédit rien. Elle ne peut prédire que des moyennes
sur des grands nombres. En physique, on parle de � hasard quantique intrinsèque �. Par
exemple la position moyenne de la particule 〈x〉 ∈ R3 est donnée par

〈x〉 :=

∫
x |ψ (x)|2 dx = 〈ψ|xψ〉 (1.7.8)

Dans ce principe de la mesure il est aussi postulé que après une mesure où la particule a
été détectée dans un domaine U ⊂ R3, alors la nouvelle fonction d'onde est supportée sur
U . Cela s'appelle le � collapse de la fonction d'onde � ou � réduction du paquet
d'onde �.

La relation (1.7.8) est en fait plus générale. Par exemple pour une mesure de l'énergie,

http://iopscience.iop.org/1367-2630/15/3/033018/article
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la valeur moyenne prédite est donnée par

〈H〉 =
〈
ψ|Ĥψ

〉
et il est postulé en physique que cela est valable pour toutes les � observables �. Ce
postulat de la mesure est en accord remarquable avec tous les expériences de physique
menées jusqu'à ce jour.

Nous allons énoncé dans la Section 1.7.3.4 le postulat de la mesure de façon plus gé-
nérale (et plus abstraite). Avant cela nous rappelons quelques aspects d'algèbre linéaire
(mathématiques).

1.7.3.3 Rappel d'algèbre linéaire. Spectre d'opérateurs. (Analyse fonction-
nelle).

Considérons un opérateur linéaire Â : H → H. L'opérateur adjoint Â+ est dé�ni par
la relation 〈ϕ|Â+ψ〉 = 〈Âϕ|ψ〉 pour tous ψ, ϕ ∈ C∞0 (R). On dit que Â est autoadjoint si
Â+ = Â. Par exemple les opérateurs x̂, p̂, Ĥ sont auto-adjoints. Pour simpli�er on considère
des opérateurs autoadjoints.

On considère les vecteurs propres ψa et valeurs propres Aa ∈ R de l'opérateur Â :

Âψa = Aaψa

où a = 1, 2, . . . sont des indices.
Les valeurs propres Aa sont réelles et que les vecteurs propres ψa forment une base

orthogonale de l'espace des états H.

Démonstration. On écrit

〈ψa|Âψb〉 = Ab〈ψa|ψb〉 = 〈Â+ψa|ψb〉 = 〈ψb|Âψa〉 = Aa〈ψb|ψa〉 = Aa〈ψa|ψb〉

En faisant a = b on déduit que Aa = Aa donc Aa ∈ R, valeurs propres réelles. En sup-
posant Aa 6= Ab on déduit que (Ab − Aa) 〈ψa|ψb〉 = 0 et 〈ψa|ψb〉 = 0 cad vecteurs propres
orthogonaux.

On peut classer les valeurs propres par ordre croissant A1 ≤ A2 ≤ . . .. Attention,
on peut avoir des valeurs propres répétées Aa = Aa+1, appelées dégénérescences. Plus

précisément, pour une valeur propres A ∈ R donnée, on note EA :=
{
ψ ∈ H, Âψ = Aψ

}
l'espace propre associé. dim (EA) ≥ 1 est le degré de dégénérescence. Les espaces propres
(EA)A sont orthogonaux entre eux. Dans un espace propre donné EA on choisit les vecteurs
propres (ψa)a comme formant une base orthogonale de EA.

A une valeur propre donnée A, on associe le projecteur spectral P̂A : H → EA. On a les
expressions utiles suivantes pour le projecteur spectral :

P̂A =
∑

i t.q.Ai=A

|ψi〉〈ψi|
〈ψi|ψi〉
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Pour l'opérateur Â :

Â =
∑
A

AP̂A

et pour l'opérateur identité :
Id =

∑
A

P̂A

appelée relation de fermeture.

Démonstration. Il su�t de les véri�er sur les vecteurs propres car ils forment une base
orthogonales : 〈ψa|ψb〉 = δa,b〈ψa|ψa〉. Considérons un vecteur propre ψb de Â. On a vu
que si Ai = A 6= Ab alors 〈ψi|ψb〉 = 0 donc P̂Aψb = 0. Au contraire si Ab = A alors
P̂Aψb = |ψb〉〈ψb|ψb〉

〈ψb|ψb〉
= ψb. C'est bien la dé�nition du projecteur orthogonal sur EA.

De même,
(∑

AAP̂A
)
ψb = AbP̂Abψb = Abψb = Âψb donc Â =

∑
AAP̂A. Et �nalement(∑

A P̂A
)
ψb = P̂Abψb = ψb donc Id =

∑
A P̂A.

Il est important de savoir qu'un projecteur othogonal P̂ est caractérisé par les relations
P̂2 = P̂ et P̂† = P̂ , voir [Fau10b].
◦ Dans le cas simple où la valeur propre A est non dégénérée et le vecteur propre est
normalisé, ‖ψa‖ = 1, alors on a l'expression plus simple :

P̂A = |ψa〉〈ψa|
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◦ Par exemples
� pour l'opérateur Hamiltonien (énergie) on a

Ĥ =
∞∑
e=1

Ee|ψe〉〈ψe|

et
Id =

∑
e

|ψe〉〈ψe|

� L'opérateur de position a un spectre continu car ses �valeurs propres� sont x ∈
R. Pour appliquer les relations présentées ici, il faut considérer un intervalle
[x, x+ dx] et le projecteur spectral associé s'écrit P|x,x+dx] =

∫ x+dx

x
|x′〉〈x′|dx′.

Pour l'opérateur position on a alors

x̂ =

∫
R
x|x〉〈x|dx

et

Id =

∫
|x〉〈x|dx

� De même, pour l'opérateur impulsion, on a

p̂ =

∫
R
p|p〉〈p|dp

et

Id =

∫
|p〉〈p|dp

1.7.3.4 Mesure d'un état quantique

◦ Si la particule interagit et in�uence son environnement, alors l'équation de Schrö-
dinger ci-dessus n'est pas valable.
◦ On dit que cet environnement est un �détecteur� si il �mesure� une grandeur phy-
sique particulière A appelée observable (ex : position x de la particule, impulsion
p, énergie H, etc..). Voici comment décrire la mesure dans un cas idéal.
� Un opérateur autoadjoint Â (comme discuté ci-dessus) est associé à l'observable

A. On considère ses vecteurs propres ψa et ses valeurs propres Aa dé�nies par :

Âψa = Aaψa

où a = 1, 2, . . . sont des indices. (Dans le cas d'une mesure de position, penser
par exemple que a = 1, 2 . . . numérote des détecteurs alignés sur l'axe x, et que
Aa = xa ∈ R est la position du détecteur a.)
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Postulat de la mesure :
◦ Si la particule est dans un état initial φ et intéragit avec le détecteur alors le ré-
sultat de la mesure sera une des valeurs propres A1, A2, . . .. Après une seule
expérience il est impossible de savoir quelle valeur est obtenue, c'est le �hasard
quantique� .
◦ Mais si on répète un grand nombre de fois la même expérience (cad avec le même
état initial φ, même détecteur, même observable) alors la valeur A apparait avec la
probabilité 15 :

Proba (A) =

∥∥∥P̂Aφ∥∥∥2

‖φ‖2 =
〈φ|P̂Aφ〉
〈φ|φ〉

On véri�e 16 que
∑

A Proba (A) = 1.
Remarques :
� dans le cas simple où la valeur propre A est non dégénérée et les états sont

normalisés, cad ‖ψa‖ = 1, ‖φ‖ = 1, alors on a l'expression simple :

Proba (A) = 〈φ|ψa〉〈ψa︸ ︷︷ ︸
P̂A

|φ〉 = |〈ψa|φ〉|2

� Si les résultats expérimentaux après N mesures sont a1, a2, . . . , aN , la moyenne
expérimentale est 〈a〉N := 1

N
(a1 + a2 + . . .+ aN). Pour N → ∞ la théorie

quantique prédit qu'elle converge vers une valeur précise

〈a〉N −→N→∞
〈A〉

qui est lamoyenne statistique donnée par (on utilise la relation de fermeture) :

〈A〉 :=
∑
A

A · Proba (A) =
∑
A

A
〈φ|P̂Aφ〉
〈φ|φ〉

=
〈φ|Âφ〉
〈φ|φ〉

◦ Juste après la mesure, si la particule n'a pas été détruite, elle est alors dans l'état

φ′ = P̂Aφ

qui est donc un vecteur propre de Â : Âφ′ = Aφ′. Ce phénomène s'appelle aussi la
réduction du paquet d'onde ou le collapse de la fonction d'onde.

Par exemple si on mesure la position de la particule, l'observable est l'opérateur position
x̂ et (supposant l'état initial normalisé ‖ψ‖ = 1)

Proba (x ∈ [x, x+ dx]) = 〈ψ|P̂[x,x+dx]ψ〉 =

∫ x+dx

x

|〈x′|ψ〉|2 dx′ =︸︷︷︸
dx→0

|〈x|ψ〉|2 dx = |ψ (x)|2 dx

On dit que |ψ (x)|2 est la densité de probabilité en position.

15. la dernière égalité vient de ce que P̂A est un projecteur orthogonal véri�ant P̂2
A = P̂A et P̂†A = P̂A

donc :
‖P̂Aφ‖2
‖φ‖2 =

〈P̂Aφ|P̂Aφ〉
〈φ|φ〉 =

〈φ|P̂AP̂Aφ〉
〈φ|φ〉 =

〈φ|P̂Aφ〉
〈φ|φ〉 .

16. Preuve : avec la relation de fermeture,
∑
A Proba (A) =

∑
A
〈φ|P̂Aφ〉
〈φ|φ〉 =

〈φ|∑A P̂Aφ〉
〈φ|φ〉 = 〈φ|φ〉

〈φ|φ〉 = 1
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Remarque 1.7.1. Une particule quantique qui se déplace dans un milieu pas parfaitement
vide est localisée sans cesse par le phénomène de réduction. Cela lui donne l'aspect d'une
particule classique localisée qui se déplace .

1.8 Conseils de Lecture

◦ Cohen-Tannoudji [CBF], chapitres I,II,III
◦ Cours de Feynmann [Fey63], chapitres 1,2,3,8,20.

Pour approfondir :
◦ Pour approfondir les problèmes de décohérence et de mesure quantique :
� Cours de C. Cohen Tanoudji du collège de France, (à télécharger sur le web !) :[Cla88]
� Très bon cours de Joos dans : [DEC+96]
� Cours de S. Haroche du collège de france [Har02].
◦ Pour approfondir les aspects mathématiques,
� Mathématiques générales : [YCB82]
� Livre de mathématiques sur l'analyse fonctionnelle : Reed & Simon [RS72].
� Pour plus de précisions sur la théorie mathématique des opérateurs linéaires non

bornés :[RS72] chapitre VIII.
� Sur la théorie des distributions : [Tay96a],[Sch66], ou [CB73].
� Mathématiques pour la mécanique quantique : [SI00].
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Chapitre 2

Une particule quantique sans spin à 1
dimension (II)

Dans cette deuxième partie toujours consacrée à la description d'une particule isolée,
à une dimension (et sans spin), on développe l'aspect algébrique, et on montre en parti-
culier l'utilité de la théorie des groupes à travers la résolution du spectre de l'oscillateur
harmonique.

2.1 Interprétation des opérateurs x̂, p̂, Ĥ comme généra-
teurs

2.1.1 Ĥ génère les translations dans le temps

2.1.1.1 L'opérateur d'évolution : le propagateur

L'équation d'évolution de Schrödinger (1.3.1) page 30 donne la modi�cation instantanée
d
dt
|φ (t)〉 =

(−i
~

)
Ĥ|φ (t)〉 de l'état quantique. Étant donné un état initial |φ(0)〉 à l'instant

t = 0, nous allons voir qu'il est possible d'avoir l'expression de l'état |φ(t)〉 après une durée
�nie t d'évolution.

87
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Proposition 2.1.1. L'équation d'évolution de Schrödinger (1.3.1) page 30 donne la mo-
di�cation instantanée d'un état quantique à chaque instant

d

dt
|φ (t)〉 =

(
−i
~

)
Ĥ|φ (t)〉 (2.1.1)

On dit que Ĥ est un générateur. Étant donné un état initial |φ(0)〉 à l'instant t = 0, son
état |φ (t)〉 à un autre instant t est donné par

|φ(t)〉 = Û(t) |φ(0)〉 (2.1.2)

où l'opérateur Û(t), appelé propagateur ou opérateur d'évolution ou encore opéra-
teur de translation dans le temps est solution de l'équation :

dÛ (t)

dt
=

(
− i
~
Ĥ (t)

)
Û (t) , Û (0) = Î (2.1.3)

Si Ĥ (t) est indépendant du temps, alors cette équation admet une solution unique que
l'on note :

Û(t) = exp

(
−iĤt
~

)
=
∞∑
n=0

1

n!

(
−iĤt
~

)n

(2.1.4)

Démonstration. Supposons eq.(2.1.4). Véri�ons que |φ(t)〉 dé�ni par (2.1.2) satisfait l'équation
de Schrödinger (dont la solution est unique) :

d|φ(t)〉/dt =
dÛ

dt
|φ(0)〉 =

(
−iĤ/~

)
Û(t)|φ(0)〉 =

(
−iĤ/~

)
|φ(t)〉

Remarque (*) : la série (2.1.4) sert de dé�nition à la notion d'exponentielle d'opérateur,
mais n'est pas convergente si Ĥ n'est pas un opérateur borné. Or Ĥ = p̂2

2m
+V (x̂) n'est pas

borné car l'énergie peut être arbitrairement grande. Si Ĥ est une matrice, (ou opérateur de
rang �ni), il n'y a pas de problème. Dans ce cours, on se permettra d'utiliser l'expression
(2.1.4), bien que ce ne soit pas justi�é à priori. Pour plus d'informations mathématiques
sur l'équation (2.1.3), consulter un ouvrage sur �la théorie des semi-groupes�, par exemple
celui Pazy [Paz83] ou Engel et Nagel [EN06, EN99].
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Proposition 2.1.2. Si Ĥ est autoadjoint (c'est à dire Ĥ+ = Ĥ) alors Û (t) est unitaire
c'est à dire l'on a les relations suivantes (qui sont équivalentes) :

(1)∀ϕ,
∥∥∥Û (t)ϕ

∥∥∥ = ‖ϕ‖ norme conservée

(2)∀ϕ, ψ, 〈Û (t)ψ|Û (t)ϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉 :produit scalaire conservé

(3)
(
Û (t)

)+

=
(
Û (t)

)−1

= Û (−t)

Démonstration. Supposons que Ĥ+ = Ĥ. Alors

Û+(t) = exp
(
−iĤt/~

)+
= exp

(
iĤ+t/~

)
= exp

(
iĤt/~

)
= exp

(
−iĤ(−t)/~

)
= Û(−t)

Û+(t)Û(t) = Û(−t)Û(t) = exp
(
iĤt/~

)
exp

(
−iĤt/~

)
= Î

donc
(
Û (t)

)+
= Û (−t) =

(
Û (t)

)−1
. On a montré (3). Ensuite on a

(2) : ∀ψ,ϕ, 〈Û (t)ψ|Û (t)ϕ〉 = 〈ψ|
(
Û (t)

)+
Û (t)ϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉

⇔Û+(t)Û(t) = Î

donc on a obtenu (3)⇔(2). Et Finalement (2) implique (1) car
∥∥∥Û (t)ϕ

∥∥∥2
=
〈
Û (t)ϕ|Û (t)ϕ

〉
=

〈ϕ|ϕ〉 = ‖ϕ‖2.
(*) Finalement pour montrer que (1)⇒(2), On utilise 〈ψ+φ|ψ+φ〉 = 〈ψ|ψ〉+〈φ|φ〉+2< (〈ψ|φ〉)

donnant 〈ψ + iφ|ψ + iφ〉 = 〈ψ|ψ〉+ 〈φ|φ〉 − 2= (〈ψ|φ〉) et donc :

〈ψ|φ〉 = < (〈ψ|φ〉) + i= (〈ψ|φ〉) =

=
1

2
(〈ψ + φ|ψ + φ〉+ (i− 1)〈ψ|ψ〉+ (i− 1)〈φ|φ〉 − i〈ψ + iφ|ψ + iφ〉)

Cette dernière expression de 〈ψ|φ〉 appelée relation de polarisation, ne fait intervenir que des
produits scalaires de la forme 〈ϕ|ϕ〉 = ‖ϕ‖2. (1) suppose que cette norme est conservée par l'action
de Û . On déduit que 〈ψ|φ〉 est aussi conservé, soit (2).

◦ Exercice (TD) : retrouver l'eq.(1.5.12) à partir de eq.(1.5.11) et (2.1.2).

Remarque (*)
◦ L'équivalent en géométrie euclidienne (espace vectoriel réel) sont les transformations
orthogonales (par exemples les rotations) qui conservent le produit scalaire euclidien.
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2.1.1.2 Le groupe d'évolution des états quantiques dans le temps

Les opérateurs d'évolution Û(t) dépendent du paramètre continu t ∈ R. Ils forment
donc un ensemble d'opérateurs unitaires, véri�ant les 3 propriétés suivantes :

Û(t1)Û(t2) = Û(t1 + t2) : loi de composition (2.1.5)

Û(0) = I : élément neutre (2.1.6)(
Û(t)

)−1

= Û(−t) : inverse (2.1.7)

Pour cela on dit qu'ils forment un groupe de Lie de dimension 1 d'opérateurs unitaires.
Le terme �groupe� est lié aux 3 propriétés, et le terme �Lie de dimension 1� vient du

fait qu'ils dépendent continuement d'un paramètre : t.
Dans le cas présent c'est le groupe d'évolution dans le temps.
On dit que Û(t) est un élément du groupe (c'est ici un opérateur unitaire) et que

Ĥ est le générateur du groupe (c'est un opérateur auto-adjoint). Les trois expressions
équivalentes (2.1.1),(2.1.3),(2.1.4) montrent la relation entre le générateur Ĥ et l'élément
du groupe Û (t).

La notion de groupe peut paraître un peu abstraite ou inutile ici, mais nous rencon-
trerons d'autres exemples moins simples de groupes dans la suite, où ces même relations
apparaissent et cette notion a �nalement une extrême importance en mécanique quantique.

Exercice (Autre exemples de Groupes de Lie) (*)

1. Montrer que les translation d'un point sur la droite (R), (respectivement le plan (R2),
et l'espace R3) est un groupe de Lie de dimension 1 (respect. 2 et 3). Remarquer que
le groupe d'évolution dans le temps ci-dessus est isomorphe au groupe de translation
sur la droite.

2. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans le plan R2

forment un groupe de Lie de dimension 1. Ce groupe de matrices est noté SO(2).

3. Montrer que les matrices de rotations conservant l'orientation dans l'espace R3

forment un groupe de Lie de dimension 3. Ce groupe de matrices est noté SO(3).
(Rappel : il faut trois angles d'Euler pour spéci�er une rotation).

Remarque : Nous avons deux points de vue sur l'opérateur auto-adjoint Ĥ :

1. dans ce paragraphe (et aussi d'après l'équation de Schrödinger), il est interprété
comme un générateur d'évolution.

2. Dans le paragraphe sur l'opération de mesure, il est interprété comme une obser-
vable possible de la grandeur énergie.

Ce double aspect est valable pour tout opérateur auto-adjoint.
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Développement limité (*) : Si t � 1, le développement limité au premier ordre de
(l'exponentielle) Û(t) est :

Û(t) = exp

(
−iĤ
~
t

)
= Î − iĤ

~
t+ o(t)

Cette expression montre le rôle de Ĥ dans l'expression de Û(t) comme transformation
in�nitésimale.

2.1.1.3 Relation d'incertitude temps-énergie

Considérons un état quelconque |ψ〉 ∈ H normalisé, et son évolution |ψ(t)〉 = Û (t) |ψ〉.
Si |ψ〉 est état propre de Ĥ, alors c'est un état stationnaire car il véri�e |〈ψ(t)|ψ(0)〉| =
1, ∀t, et son incertitude en énergie (dé�nie par 1.6.4) est ∆E = 0. Un état quelconque
par contre n'est pas forcément un état stationnaire. On a la propriété suivante.

Proposition 2.1.3. Si |ψ〉 ∈ H est un état normalisé, son évolution étant notée |ψ(t)〉 =
Û (t) |ψ〉 alors le produit scalaire avec l'état initial décroit comme :

|〈ψ (0) |ψ(t)〉|2 = 1−
(
t

∆t

)2

+ o(t2)

avec la durée caractéristique :

∆t =
~

∆E
(2.1.8)

(∆E)2 := 〈
(
Ĥ −

〈
Ĥ
〉)2

〉 = 〈Ĥ2〉 −
〈
Ĥ
〉2

L'interprétation est que l'état |ψ(t)〉 a sensiblement changé de l'état initial |ψ(0)〉 (et avec
lui toutes ses propriétés observables) seulement après la durée ∆t.
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(remarquer que ∆t→∞ si ∆E → 0). Cette dernière relation qui s'écrit aussi ∆t∆E =
~, s'appelle la relation d'incertitude temps-énergie. Attention cependant que nous
n'avons pas introduit d'opérateur �temps�, et donc que cette relation d'incertitude n'est
pas de la forme (1.6.9) étudiée plus haut.

Démonstration. on a

|ψ(t)〉 = Û(t)|ψ(0)〉 =

(
Î − i t

~
Ĥ − t2

2~2
Ĥ2 + o(t2)

)
|ψ(0)〉

Alors

〈ψ(0)|ψ(t)〉 = 1− i t
~
〈ψ|Ĥ|ψ〉 − t2

2~2
〈ψ|Ĥ2|ψ〉+ o(t2)

et donc

|〈ψ (0) |ψ(t)〉|2 =

(
1− t2

2~2
〈Ĥ2〉

)2

+

(
t

~
〈Ĥ〉

)2

+ o(t2) = 1− t2

~2
〈Ĥ2〉+

t2

~2
〈Ĥ〉2 + o(t2)

= 1− t2

~2

(
〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2

)
+ o(t2) = 1− t2

~2
(∆E)2 + o(t2)

2.1.2 Groupe des translations des états quantiques en espace

Soit ψ(x) une fonction d'onde, et ψλ(x) = ψ(x−λ) la même fonction translatée de λ ∈ R
en espace, dans la direction x. Voir �gure (2.1.1). On dé�nit l'opérateur de translation
T̂λ qui e�ectue cette transformation :(

T̂λψ
)

(x) = ψ(x− λ) (2.1.9)

λψ  =T
λ
ψψ

x x−λ

Figure 2.1.1 � Translation d'une fonction d'onde de λ.

Propriétés et remarques
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Proposition 2.1.4. les opérateurs T̂λ forment un groupe à un paramètre λ ∈ R d'opéra-
teurs unitaires, appelé groupe des opérateurs de translation des états quantiques
en x. Le générateur est l'opérateur impulsion selon x :

p̂ = −i~ d
dx

(2.1.10)

Démonstration. Notons p̂ le générateur des translations sans savoir à priori son expression. Par
dé�nition

d|ψλ〉
dλ

=

(
− ip̂
~

)
|ψλ〉

donc

〈x| d
dλ
|ψλ〉 = 〈x|−i

~
p̂|ψλ〉

On a ψλ(x) = ψ(x− λ), donc

〈x| d
dλ
|ψλ〉 = (

dψλ
dλ

)(x) =
d

dλ
ψ(x− λ) = −(

dψ

dx
)(x− λ) = −(

dψλ
dx

)(x)

Par identi�cation on déduit que −i~ p̂ = − d
dx , soit p̂ = −i~ d

dx
.

◦ (*) Graphiquement, la relation de base (dψλ/dλ)(x) = −(dψλ/dx)(x) (qui est res-
ponsable de la fameuse expression � p̂ = −i~ d

dx
� pour l'opérateur impulsion) est assez

claire sur la �gure (2.1.2).

x

λ

Figure 2.1.2 � Schéma d'une petite translation, montrant la relation (dψλ/dλ)(x) =
−(dψλ/dx)(x) entre la variation de la fonction et sa dérivée.

◦ L'interprétation de l'impulsion comme générateur des translations spatiales est assez
fondamentale, et valable en mécanique classique comme en mécanique quantique,
voir page 95. De plus, le calcul précédent justi�e d'un certain point de vue l'expres-
sion à priori surprenante de l'opérateur impulsion p̂ = −i~d/dx introduite dès le
chapitre 1.
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Exercice 2.1.5. Montrer l'action suivante de l'opérateur translation sur les états de posi-
tion

〈x|T̂λ = 〈x− λ| (2.1.11)

T̂λ|x〉 = |x+ λ〉 (2.1.12)

2.1.3 Groupe des translations en impulsion (*)

On peut faire de même avec la translation en impulsion, c'est à dire considérer l'opé-
rateur B̂µ qui translate de µ ∈ R la fonction d'onde en représentation d'impulsion (1.5.8)
page 52 :

ψ̃µ(p) = (B̂µψ̃)(p) = ψ̃(p− µ)

D'après la relation p = mv (obtenur en mécanique classique si H (q, p) = p2

2m
+ V (q)),

l'opérateur B̂µ consiste à changer la vitesse par une constante ν = µ
m
. Cela s'appelle aussi

un boost. Ce changement intervient lors d'un changement de référentiel Galiléen :
x′ = x+ νt, donnant dx′/dt = dx/dt+ ν.

Exercice 2.1.6. Montrer que B̂µ forment un groupe à un paramètre µ ∈ R d'opérateurs
unitaires, et que l'opérateur position (−x̂) est leur générateur, i.e. :

B̂µ = exp

(
−i(−x̂)µ

~

)
= exp

(
ix̂ µ

~

)
(2.1.13)

d|ψµ〉
dµ

=

(
−i(−x̂)

~

)
|ψµ〉

Résumé jusqu'à présent : (voir �gure 2.1.3)
◦ L'opérateur (−x̂) est le générateur des translations des fonc-
tions d'ondes en impulsion.
◦ L'opérateur p̂ est le générateur des translations des fonctions
d'ondes en espace.
◦ L'opérateur Ĥ est le générateur des translations des fonc-
tions d'ondes en temps.

Cet énoncé un peu abstrait, est utilisé dans les formulations �modernes� et géométriques
des théories physiques.
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Position x

impulsion

p

temps t

généré par p

généré par H

^

^

généré par −x̂

Figure 2.1.3 � Résumé de l'action des générateurs des translations dans l'espace (de phase)
et temps.

2.1.4 Générateurs en mécanique classique (*)

Montrons que en mécanique classique de Hamilton la situation est analogue.
Rappels (voir cours de mécanique analytique de L3 [Fau10c]) : un état est un point

(x, p) dans l'espace de phase. Si le point (x(t), p(t)) évolue en temps, il satisfait l'équation
d'évolution de Hamilton :

d

dt

(
x
p

)
=

(
∂H
∂p

−∂H
∂x

)
C'est équation qui est l'analogue classique de l'équation de Schrödinger, permet de dire
que la fonction de Hamilton H est le générateur de l'évolution temporelle.

Si maintenant on considère les translations en espace de λ ∈ R,

(xλ, pλ) = Tλ (x0, p0) = (x0 + λ, p0)

alors dxλ/dλ = 1, et dpλ/dλ = 0, soit

d

dλ

(
xλ
pλ

)
=

(
∂G
∂p

−∂G
∂x

)
où le générateur est cette fois ci la fonction impulsion G(x, p) = p.

De même pour les translations en impulsion, le générateur est la fonction G(x, p) = −x.
1

1. Attention, il y a cependant une di�érence entre les translations dans l'espace de phase en mécanique

classique et quantique : du fait de la non commutativité [q̂, p̂] 6= 0, on déduit que
[
T̂λ, B̂µ

]
6= 0 en général,

où T̂λ est l'opérateur (2.1.9) et B̂µ est (2.1.13). On verra par conséquence que le groupe des translations
quantiques dans l'espace de phase, appelé groupe de Weyl-Heisenberg, est un groupe de Lie non commutatif
de dimension 3. En mécanique classique le groupe des translations dans l'espace de phase est un groupe
de Lie commutatif de dimension 2. Le troisième paramètre apparaissant en mécanique quantique est une
phase dont on verra l'importance dans la section suivante.
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x

p

Figure 2.1.4 � Trajectoires dans l'espace de phase classique (x, p) engendrée par le géné-
rateur G(x, p) = p. Ce sont des translations en x.

2.1.5 Représentation de Heisenberg (*)

En résumé, dans la description mathématique que nous venons de faire de l'évolution
quantique, un état quantique est un vecteur ψ (t) ∈ H qui évolue d'après l'équation de
Schrödinger :

i~
dψ

dt
= Ĥψ

où Ĥ (t) est l'opérateur Hamiltonien. On a alors ψ (t) = Û (t)ψ (0) avec

Û (t) = exp
(
−iĤt/~

)
.

Si on e�ectue une expérience associée à une observable Â (opérateur auto-adjoint), la
distribution statistique des résultats possibles est donnée par les probabilités d'observer la
valeur propre A à l'instant t (d'après eq.(1.6.2) page 61) :

PA =

∥∥∥P̂Aψ (t)
∥∥∥2

‖ψ (t)‖2

(où P̂A est le projecteur sur l'espace propre associé à la valeur propre A).
Cette description s'appelle aussi la représentation de Schrödinger.
On a vu que l'opérateur Û (t) est un opérateur unitaire, qui agit sur l'espace de Hilbert

en préservant sa structure (son produit scalaire). On utilise l'opérateur Û (−t) à l'instant
t comme transformation dans l'espace de Hilbert :{

H → H
ψ → ψ̃ := Û (−t)ψ

:transformation d'un vecteur

(La transformation inverse est simplement ψ̃ → ψ = Û (t) ψ̃). La représentation de
Heisenberg de la mécanique quantique consiste à e�ectuer cette transformation.
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Par cette transformation, un opérateur Â devient :

Ã (t) = Û (−t) ÂÛ (t) : transformation d'un opérateur

et dépend donc du temps.

Démonstration. En e�et : par dé�nition un opérateur agit sur des vecteurs : si ψ1 ∈ H
et ψ2 = Âψ1 alors par la transformation on obtient ψ̃1 = Û (−t)ψ1 et ψ̃2 = Û (−t)ψ2.
L'opérateur recherché Ã est dé�ni par ψ̃2 = Ãψ̃1. Or ψ̃2 = U (−t)ψ2 = U (−t) ÂÛ (t) ψ̃1

donc Ã (t) = Û (−t) ÂÛ (t).

Exemples :
◦ par cette transformation, l'état ψ (t) qui évolue devient :

ψ (t) = Û (t)ψ (0)→ ψ̃ = Û (−t)ψ (t) = ψ (0)

et devient donc un vecteur qui n'évolue pas.

Remarque :
◦ Il n'y a rien de profond dans ce �changement de représentation�. Il faut considérer la
représentation de Heisenberg comme un changement de coordonnées en géométrie ou
en mécanique classique. Son intérêt est que l'évolution ne porte plus sur les vecteurs
(qui deviennent �xes) mais sur les opérateurs comme Ã (t). Or il existe des tech-
niques très puissantes pour étudier les opérateurs, leur spectre, la dynamique qu'ils
génèrent, comme l'analyse micro-locale ou l'analyse semiclassique (qui consiste à ra-
mener l'étude d'opérateurs par l'étude de fonctions sur l'espace de phase, appelées
symbole de l'opérateur), [?], [Mar02].

Exercice 2.1.7. �Groupe de Weyl-Heisenberg�
Le but de cet exercice est de montrer le rôle fondamental des opérateurs Ĥ, p̂, x̂ comme étant

respectivement les générateurs des transformations dans le temps t, l'espace x des positions, et
l'espace p des impulsions. On considère une fonction d'onde ψ (x, t) = 〈x|ψ (t)〉 décrivant une
particule évoluant à une dimension.

1. Soit t0 un intervalle de temps. On note ψ (x, t+ t0) = 〈x|Û (t0)ψ (t)〉, où Û (t0) est l'opéra-
teur unitaire d'évolution sur l'intervalle de temps t0. Partant de l'équation de Schrödinger
dψ(t)
dt =

(−i
~
)
Ĥψ (t), déduire l'expression de Û (t0) en fonction de Ĥ. On dit que Ĥ est le

générateur de la transformation Û (t0).

(a) Par analogie, soit x0 un intervalle d'espace. On note (à t �xé) 〈x|ψx0〉 = ψx0 (x) =
ψ (x− x0) = 〈x−x0|ψ〉 la fonction d'onde ψ (x) translatée de x0 (véri�er sur un schéma
que c'est la bonne expression). En dérivant cette équation par rapport à x0, montrer que
dψx0 〉
dx0

=
(−i
~
)
p̂ψx0 . On note T̂ (x0) l'opérateur unitaire qui translate la fonction d'onde

de x0, c'est à dire ψx0 = T̂ (x0)ψ. Montrer que T̂ (x0) = exp
((−i

~
)
p̂x0

)
. On dit que p̂

est le générateur des translations en espace. Montrer que |x+ x0〉 = T̂ (x0) |x〉.
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(b) Soit B̂ (p0) l'opérateur �boost� d'une impulsion p0, c'est à dire qui transforme une
onde plane : B̂ (p0) |p〉 = |p + p0〉. Note : en mécanique non relativiste, cet opérateur
correspond à faire un changement de référentiel de Galilée : v → v + v0, avec p = mv,
p = mv0. Par analogie avec ci-dessus, montrer que l'opérateur (−x̂) est le générateur
des ces transformations : B̂ (p0) = exp

((−i
~
)

(−x̂) p0

)
.

(c) Si Â, B̂ sont deux opérateurs qui ne commutent pas, mais tels que
[
Â, B̂

]
commute

avec Â et B̂, alors eÂeB̂ = eÂ+B̂e
1
2 [Â,B̂] (relation de Glauber, voir Cohen-Tannoudji

[CBF] p. 174). Utilisant cette relation, montrer que :

T̂ (−x0) B̂ (−p0) T̂ (x0) B̂ (p0) = e−2πi S
2π~ Î

où S = x0p0 est l'aire du rectangle dans l'espace de phase parcourut par le chemin des
transformations successives. Note : on appelle S l'action. Les transformations T̂ (x0),
B̂ (p0) forment le groupe de transformations de Weyl-Heisenberg. Le rôle de la

phase e−2πi S
2π~ est fondamental en mécanique quantique. Quelle est l'interprétation de

la quantitée sans dimension S/ (2π~) ?

2.2 Le potentiel harmonique ; Spectre de Ĥ et évolution

référence : Ballentine p111 [L.E90].
Comme signalé plus haut, il est en général impossible de résoudre de façon exact l'équa-

tion de Schrödinger pour une particule dans un potentiel quelconque V (x) à une dimension.
En revanche cela est possible pour un potentiel quadratique V (x) = ax2+bx+c. Dans cette
section nous allons résoudre ce problème, et nous intéresser au potentiel Harmonique :

V (x) =
1

2
kx2

Le Hamiltonien correspondant est celui de l'oscillateur harmonique :

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
kx̂2 (2.2.1)

2.2.1 Importance du potentiel Harmonique en physique

Si une particule se déplaçant à une dimension, subit un champ de force dérivant d'un
potentiel F (x) = −dV/dx, et se trouve près d'une position d'équilibre, disons en x = 0,
alors F (0) = −(dV/dx)(0) = 0 ; si de plus cette position d'équilibre est stable, alors
(dF/dx)(0) = −(d2V/d2x)(0) < 0. Dans ce cas le mouvement de la particule reste au
voisinage de cette position d'équilibre, et on peut approximer la fonction potentielle par
son développement limité en x ' 0 :

V (x) = V (0) + x
dV

dx
(0) +

1

2
x2d

2V

dx2
(0) + o(x2) (2.2.2)

=
1

2
kx2 + o(x2) (2.2.3)
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en posant :

k =
d2V

dx2
(0) > 0

et V (0) = 0 (par choix de l'échelle d'énergie). Voir �gure 2.2.1.
Cette situation est très courante, car à �basse� température, les particules ont tendance

à se mettre près de leur position d'équilibre stable qui est la position de plus basse énergie.

k x1_ 2

x

V(x)

2

0

approximation

harmonique

Figure 2.2.1 � Approximation harmonique près de la position d'équilibre stable.

Pour ces raisons, l'approximation harmonique est très utile et fondamentale
en physique.

Les équations de mouvement classique sont pour le Hamiltonien H (x, p) = p2

2m
+ 1

2
kx2,

dx

dt
=
∂H

∂p
=

p

m
,

dp

dt
= −∂H

∂x
= −kx. (2.2.4)

Elles sont linéaires en les variables (x, p), car celles ci n'apparaissent que au degré 1.
Pour cette raison, on parle aussi de l'approximation linéaire du mouvement. (Plus
généralement, les équations de mouvement sont linéaires lorsque le Hamiltonien H (x, p)
est quadratique en (x, p)).

La résolution de ces équations (voir rappels ci-dessous) montre que la particule a un
mouvement d'oscillation à la fréquence

ω =

√
k

m

indépendante de l'énergie, et que x(t) = A sin (−ωt+ ϕ) est purement sinusoïdale. Le
terme �harmonique� vient de cette propriété. Rappelons nous aussi que les trajectoires
x(t), p(t) dans l'espace de phase sont des ellipses (voir �gure 1.3.2).

Rappels sur le mouvement classique de l'oscillateur harmonique (*) : L'équation
H (x, p) = p2

2m
+ 1

2
kx2 = E = cste est l'équation d'une ellipse dans l'espace de phase (x, p)

de demi axes

xmax =

√
2E

K
, pmax =

√
2mE
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Voir �gure.

mais pour connaitre le mouvement (x (t) , p (t)) sur cette ellipse, il faut résoudre les
équations du mouvement (2.2.4). Ce qui est particulier dans ces équations est que le terme
de droite est linéaire en x, p (cad de degré 1). La petite di�culté est que les deux équations
sont couplées. Un tel système est soluble avec de l'algèbre linéaire. Pour simpli�er, ici on
exploite le fait que l'expression est simple. Posons (avec E = 1) :

X :=
x

xmax
=

√
k

2
x, Y :=

p

pmax
=

p√
2m

(2.2.5)

Posons

ω :=

√
k

m

alors

Ẋ =

√
k

2
ẋ =

√
k

2

( p
m

)
=

√
k

m
Y = ωY

Ẏ =
1√
2m

ṗ =
−k√
2m

x = −ωX

Soit
Z := X + iY ∈ C
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alors
Ż = Ẋ + iẎ = −iω (X + iY ) = −iωZ

on obtient une équation très simple à résoudre :

Z (t) = Z (0) e−iωt, (2.2.6)

qui est un mouvement de rotation à vitesse angulaire ω dans le sens indirect sur C.
En notant Z (0) = Aeiϕ, on a

Z (t) = Aei(−ωt+ϕ)

donc

X (t) = < (Z (t)) = A cos (−ωt+ ϕ) , Y (t) = = (Z (t)) = A sin (−ωt+ ϕ)

Remarquer que
H = X2 + Y 2 = ZZ

Avec le changement de variable (2.2.5) les ellipses dans les coordonnées de départ (x, p)
sont devenues des cercles dans les coordonnées (X, Y ).

Remarques :
◦ pour un problème à plusieurs dimensions ou plusieurs degrés de liberté, cela est
encore valable.
◦ Par exemple, les équations de Maxwell sont linéaires par rapport aux champs ~E, ~B.
Ainsi la dynamique du champ de Maxwell est �harmonique�, et l'analyse de cette
section sera directement applicable pour comprendre la nature quantique du champ
électromagnétique et le concept de photon (états stationnaires quantiques des os-
cillations du champs).
◦ Comme autre exemple, citons les ondes de vibration d'un solide. L'équation d'onde
élastiques est non linéaire mais pour les faibles amplitudes, on peut utiliser l'ap-
proximation linéaire comme décrite ici, et les petites vibrations du solide sont alors
décrites par un Hamiltonien qui est la somme d'oscillateurs harmonique indépen-
dants. Les phonons sont les états stationnaires quantiques de ces oscillations.
◦ Dans la théorie actuelle (moderne) de la physique fondamentale, appelée �modèle
standard de la physique des particules�,le Hamiltonien est non quadratique.
Par conséquent les équations de mouvement classiques des champs sont non linéaires.
A�n de pouvoir les résoudre, on néglige les termes non linéaires (lorsque cela est
possible, et cela revient à négliger les interactions), et l'on obtient des équations li-
néaires appelées �équations des champs libres�, analogues au modèles de l'oscillateur
harmonique. Les états propres quantiques de ces champs libres correspondent aux
particules élémentaires. La grande di�culté à laquelle est confrontée la physique
des particules est de justi�er cette approximation linéaire (de montrer que les vrais
états propres sont proches), et d'aller au delà de cette approximation. Voir section
5.4.
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2.2.2 Résolution algébrique du spectre

Pour résoudre le spectre de l'oscillateur Harmonique nous allons essayer de mettre en
évidence dans ce cas simple, une démarche générale qui est bien adaptée aux problèmes
possédant une symétrie dynamique. (Cette même démarche sera utilisée plus loin pour
l'étude du groupe de rotation, et s'utilise en général pour tous les groupes de symétrie
continus.)

2.2.2.1 Changement de variable

On simpli�e tout d'abord l'expression de Ĥ en introduisant des coordonnées
(
Q̂, P̂

)
sans dimension :

Q̂ =
(mω
~

)1/2

q̂ (2.2.7)

P̂ =

(
1

m~ω

)1/2

p̂ (2.2.8)

donnant :
Ĥ =

1

2
~ω
(
P̂ 2 + Q̂2

)
(on a ainsi factorisé la seule constante ayant une dimension d'énergie : ~ω). On obtient
pour les nouvelles variables : [

Q̂, P̂
]

=
1

~
[q̂, p̂] = i Î (2.2.9)

2.2.2.2 Remarques sur l'algèbre de Lie de l'oscillateur harmonique (*)

En utilisant eq.(A.2.3), donnant
[
Q̂, F (P̂ )

]
= idF (P̂ )

dP̂
,
[
F (Q̂), P̂

]
= idF (Q̂)

dQ̂
, ou directe-

ment, on remarque que [
Ĥ, Q̂

]
= −i~ωP̂ (2.2.10)[

Ĥ, P̂
]

= i~ωQ̂

Le problème fait donc intervenir seulement quatre opérateurs autoadjoints : Ĥ, Q̂, P̂ , Î.
Nous venons de montrer une propriété remarquable qui est que les commutateurs de deux
quelconques de ces opérateurs est une combinaison linéaire de ces opérateurs. On dit que
l'espace vectoriel engendré par ces opérateurs est stable vis à vis de l'opération de commu-
tation.

L'algèbre de Lie de l'oscillateur Harmonique, noté O est l'espace vectoriel engen-
dré par ces quatre opérateurs, c'est à dire par toutes les combinaisons linéaires possibles.
C'est un espace vectoriel de dimension 4, qui est stable par l'opération de commutation.
(i.e. un élément quelconque Â ∈ O s'écrit Â = αQ̂+ βP̂ + γĤ + δÎ, avec α, β, γ, δ ∈ R ; et

si Â, B̂ ∈ O alors 1
i

[
Â, B̂

]
∈ O).
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Nous verrons ci-dessous page 127, que ces opérateurs sont les générateurs du groupe de
Lie des déplacements dans l'espace de phase (rotation comprise). 2

2.2.2.3 Opérateurs de création et d'annihilation

Nous allons voir qu'il est préférable de considérer d'autres opérateurs appartenant à
l'algèbre de l'oscillateur Harmonique :

a :=
1√
2

(
Q̂+ iP̂

)
a+ :=

1√
2

(
Q̂− iP̂

)
: adjoint de a

2. Une algèbre de Lie d'opérateurs est un ensemble d'opérateurs auto-adjoints formant un espace-
vectoriel réel de dimension �nie n et stable par l'opération de commutation.

En notant A une telle algèbre de dimension n, cela signi�e, qu'il existe des opérateurs auto-adjoints
Â1, Â2, . . . , Ân indépendants, formant une base de A, et que tout élément Â ∈ A s'écrive, comme une
combinaison linéaire à coe�cients réels :

Â =

n∑
i=1

aiÂi ∈ A, ai ∈ R

et il faut aussi que si ∀ Â, B̂ ∈ A alors 1
i

[
Â, B̂

]
= 1

i

(
ÂB̂ − B̂Â

)
∈ A.

Remarques :

◦ L'algèbre est caractérisée par sa dimension n et par les commutateurs des éléments de base Âi,
autrement dit par les coe�cients Cijk ∈ R dé�nis par :

1

i

[
Âi, Âj

]
=

n∑
k=1

CijkÂk

◦ Deux algèbres de Lie A et A′ sont dites isomorphes (i.e. �équivalentes�) si il existe une bijection
ϕ : A → A′ (qui permet d'identi�er A et A′) telle que :

1. ϕ soit une application linéaire (i.e. préserve les combinaisons linéaires)

2. ϕ préserve les commutateurs : 1
i

[
Â, B̂

]
= Ĉ alors 1

i

[
ϕ
(
Â
)
, ϕ
(
B̂
)]

= ϕ
(
Ĉ
)
.

(On verra l'exemple d'un tel isomorphisme page 127).

◦ On peut considérer aussi les combinaisons à coe�cients complexes. Il s'agit alors de l'algèbre de

Lie complexi�ée.
◦ Nous verrons que les opérateurs auto-adjoints d'une algèbre de Lie peuvent toujours être considérés

comme des générateurs ; et que l'on peut associer un groupe de Lie d'opérateurs unitaires.
◦ En physique la notion de algèbre de Lie et groupe de Lie est une notion qui peut être abstraite et

se manifeste dans des situations très di�érentes.



104CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN À 1 DIMENSION (II)

qui véri�ent [
a, a+

]
= Î

(en e�et : [a, a+] = 1
2

([
Q̂,−iP̂

]
+
[
iP̂ , Q̂

])
= 1

2 (1 + 1) = Î)

On a inversement Q̂ = 1√
2

(a+ a+),P̂ = i√
2

(a+ − a). On utilise aa+ = a+a + Î et on
obtient :

Ĥ =
1

2
~ω
(
P̂ 2 + Q̂2

)
=

1

2
~ω
(
−1

2

(
a+ − a

)2
+

1

2

(
a+ a+

)2
)

=
1

4
~ω
(
−
(
a+
)2 − a2 + a+a+ aa+ + a2 +

(
a+
)2

+ a+a+ aa+
)

=
1

2
~ω
(
a+a+ aa+

)
=

1

2
~ω
(

2a+a+ Î
)

= ~ω
(
N̂ +

1

2
Î

)
soit :

Ĥ = ~ω
(
N̂ +

1

2
Î

)
(2.2.11)

où l'on a posé :

N̂ := a+a

(remarquer que N̂ est autoadjoint : N̂+ = (a+a)
+

= a+a = N̂). Sachant que aa+ = a+a+Î,
on calcule [

N̂ , a
]

= a+aa−
(
aa+

)
a = a+aa−

(
a+a+ Î

)
a = −a

Et de même [
N̂ , a+

]
= a+

(
aa+

)
− a+a+a = a+

(
a+a+ Î

)
− a+a+a = a+

On a donc obtenu les relations[
a, a+

]
= Î (2.2.12)[

∗, Î
]

= 0 avec ∗ = tout opérateur (2.2.13)[
N̂ , a

]
= −a (2.2.14)[

N̂ , a+
]

= a+ (2.2.15)

Ainsi, les quatre opérateurs
(
N̂ , a+, a, Î

)
forment une autre base de la même algèbre de

Lie O de l'oscillateur harmonique, mais les relations de commutation sont plus simples.
On les a mis sous une forme standard appelée décomposition de Cartan 3.

3. pour être plus précis, on considère l'opérateur adjoint� adN : O → O sur l'algèbre de Lie dé�nie par

adN

(
Â
)

=
[
N̂ , Â

]
.

Les relations (2.2.15) montrent que la base de Cartan est une base de vecteurs propres pour l'opérateur
adN .
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2.2.2.4 Spectre l'Oscillateur Harmonique

La relation (2.2.11) montre que le spectre de Ĥ se déduit simplement du spectre de
N̂ . Grâce aux relations précédentes de Cartan, il est possible de calculer le spectre de
l'opérateur N̂ , et donc de déduire celui du Hamiltonien Ĥ. Voici le résultat. La preuve sera
donnée ensuite.

Proposition 2.2.1. Dans l'espace quantique H = L2 (R), le spectre de N̂ = a+a est formé
par :

N̂ |ψn〉 = n|ψn〉, n ∈ N,

Les états propres |ψn〉, n ∈ N forment une base de l'espace de Hilbert. L'état |ψ0〉 véri�e :

a|ψ0〉 = 0

sa fonction d'onde normalisée dans la �représentation Q� , est une fonction gaussienne :

ψ0 (Q) := 〈Q|ψ0〉 =
1

π1/4
e−

1
2
Q2

(2.2.16)

et plus généralement pour les états |ψn〉 la fonction d'onde est appelée fonction de Her-
mite :

ψn (Q) = 〈Q|ψn〉 =
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

n!2n

)1/2

Hn (Q)

où Hn (Q) est un polynome de degré n à coe�cients entiers, appelé polynome d'Hermite,
obtenu par la relation de récurrence

Hn(Q) =

(
2Q− d

dQ

)
Hn−1(Q)

Les premiers termes sont :

H0 (Q) = 1, H1 (Q) = 2Q, H2 (Q) = 4Q2 − 2, . . .

Code sous Maple ou sous xcas (qui est libre et gratuit, [B.]) pour dessiner les fonctions
d'Hermite ψn (Q) :

f0:=exp(-x^2/2);

f1:=1/(sqrt(2*1))*(x*f0-diff(f0,x));

f2:=1/(sqrt(2*2))*(x*f1-diff(f1,x));

f3:=1/(sqrt(2*3))*(x*f2-diff(f2,x));

plot([f0,f1,f2,f3],x=-5..5);

Proposition 2.2.2. Donnant la �gure 2.2.2.
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3

x

|ψ  >2

|ψ >

1

0

|ψ >

|ψ >

Figure 2.2.2 � Fonctions d'ondes stationnaires ψn (Q) = 〈Q|ψn〉 de l'oscillateur Harmo-
nique.

Proposition 2.2.3. Les opérateurs a+, a véri�ent les relations suivantes et sont appelés
des opérateurs d'échelle ou opérateurs de création et d'annihilation (voir �gure
2.2.3 ) :

a+|ψn〉 =
√
n+ 1|ψn+1〉, pour n ≥ 0

a|nψn〉 =
√
n|ψn−1〉, pour n ≥ 1

donc chaque état normalisé |ψn〉 s'exprime à partir de l'état |0〉 :

|ψn〉 =
1√
n!

(
a+
)n |ψ0〉 (2.2.17)

Corollaire 2.2.4. le spectre de Ĥ est :

Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 (2.2.18)

En = ~ω
(
n+

1

2

)
(2.2.19)

La relation de fermeture dans la base (|ψn〉)n s'écrit :

Î =
∞∑
n=0

|ψn〉〈ψn|
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(1/2)h ω

hω

a+

a+

a+

EnergieEtats

E

|3>

|2>

|1>

|0>

a

a

a

Opérateurs

Figure 2.2.3 � Schéma des opérateurs d'échelle agissant entre les états propres |n〉 = |ψn〉,
et schéma du spectre d'énergie équidistant de l'oscillateur Harmonique. On appelle aussi a+

l'opérateur de création, et a l'opérateur d'annihilation. (Ce terme est plus approprié
dans le cadre de l'électrodynamique quantique, voir plus loin).

Remarque 2.2.5. Il est habituel de noter |n〉 = |ψn〉 pour la fonction d'Hermite du niveau
n ≥ 0.

Démonstration. (*)Cherchons la fonction notée ψ0 (Q), dé�nie par :

aψ0 = 0

(c'est à dire que ψ0 est dans le noyau de l'opérateur a). On se rappelle que par dé�nition des
opérateurs Q̂, P̂ , pour tout état ψ, on a 〈Q|Q̂ψ〉 = Q〈Q|ψ〉 et 〈Q|P̂ψ〉 = −i ddQ〈Q|ψ〉. Cela donne :

0 = 〈Q|aψ0〉 =
1√
2
〈Q|

(
Q̂+ iP̂

)
ψ0〉 =

1√
2

(
Q+

d

dQ

)
ψ0 (Q) , ∀Q ∈ R.

On obtient donc l'équation di�érentielle du premier ordre :

dψ0

dQ
= −Qψ0

que l'on résoud en écrivant :

dψ0/ψ0 = −QdQ⇔ d logψ0 = −d
(

1

2
Q2

)
⇔ logψ0 = −1

2
Q2 + cste⇔ ψ0 (Q) = Ce−

1
2
Q2

La constante C se trouve en cherchant une solution normalisée :

1 = ‖ψ0‖2 =

∫
|ψ0 (Q)|2 dQ = C2

∫
e−Q

2
dQ = C2√π
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(on a utilisé l'intégrale Gaussienne eq. (A.1.1) page 361) donc C = π−1/4,

ψ0 (Q) =
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)
Notons que ψ0 est vecteur propre de l'opérateur N̂ = a+a avec la valeur propre 0 :

N̂ψ0 = a+ (aψ0) = 0ψ0

On cherche maintenant les autres vecteurs propres de N̂ . Pour un entier n ≥ 1, on dé�nit par
récurrence l'état ψn par

ψn =
1√
n
a+ψn−1 =

1√
n (n− 1)

(
a†
)2
ψn−2 = . . . =

1√
n!

(
a†
)n
ψ0

Supposons que N̂ψn−1 = (n− 1)ψn−1. Alors utilisant (2.2.15), donnant N̂a
+ = a+N̂ + a+ =

a+
(
N̂ + Î

)
on a

N̂ψn =
1√
n
N̂a+ψn−1 =

1√
n
a+
(
N̂ + Î

)
ψn−1 =

1√
n
a+ (n− 1 + 1)ψn−1 = nψn

Calculons la norme de ψn. On utilise aa+ = a+a+ Î :

‖ψn‖2 = 〈ψn|ψn〉 =
1

n
〈ψn−1|aa+ψn−1〉 =

1

n
〈ψn−1|

(
N̂ + Î

)
ψn−1〉 =

(n− 1 + 1)

n
‖ψn−1‖2 = ‖ψn−1‖2

Par récurrence on déduit que ‖ψn‖2 = 1 (est normalisé) et que pour tout n ∈ N, ψn est vecteur
propre de N̂ avec la valeur propre n :

N̂ψn = nψn

Remarquons aussi la relation :

aψn =
1√
n
aa+ψn−1 =

1√
n

(
a+a+ Î

)
ψn−1 =

√
nψn−1.

Cherchons maintenant la fonction d'onde de l'état ψn :

ψn(Q) = 〈Q|ψn〉 =
1√
n
〈Q|a+ψn−1〉 =

1√
2n

(
Q− d

dQ

)
ψn−1(Q) (2.2.20)

La fonction d'onde ψn(Q) s'obtient donc par une opération de dérivation à partir de la fonction
ψn−1(Q). Pour simpli�er l'écriture, on dé�nit la fonction Hn (Q) par l'écriture :

ψn (Q) = 〈Q|ψn〉 =
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

n!2n

)1/2

Hn (Q)

et connaissant ψ0 (Q) ci-dessus, on observe que H0 (Q) = 1. La relation de récurrence (2.2.20)
donne

1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

n!2n

)1/2

Hn (Q) =
1√
2n

(
Q− d

dQ

)(
1

π1/4
exp

(
−Q

2

2

)(
1

(n− 1)!2n−1

)1/2

Hn−1 (Q)

)

⇔
(

1

2n

)1/2

Hn (Q) =
1√
2n

(
QHn−1 − (−Q)Hn−1 −

dHn−1

dQ

)
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donc :

Hn(Q) =

(
2Q− d

dQ

)
Hn−1(Q)

et on déduit que Hn (Q) est en fait un polynôme de degré n à coe�cients entiers appelé
polynome d'Hermite, dont les premiers termes sont :

H0 (Q) = 1, H1 (Q) = 2Q, H2 (Q) = 4Q2 − 2, . . .

Comme N̂ est auto adjoint (N̂+ = (a+a)
+

= N̂), on a d'après (1.5.1), que les vecteurs propres
ψn forment un ensemble orthonormés de vecteurs. Pour montrer que l'opérateur N̂ n'a pas d'autres
vecteurs propres, il faut montrer que ces états ψn forment une base de l'espace H = L2 (R).

On cherche une fonction ϕ (Q) orthogonale à toutes les fonctions ψn précédentes. Par hypothèse
on a donc

∫
ϕ (Q) e−Q

2/2Qn pour tout n ≥ 0. On écrit la transformée de Fourier

F
(
ϕ (Q) e−Q

2/2
)

(P ) =
1√
2π

∫
R
ϕ (Q) e−Q

2/2e−iPQ

=
1√
2π

∫
ϕ (Q) e−Q

2/2

(
1− iPQ+

1

2
(−iPQ)2 + . . .

)
Chaque terme du développement en série de e−iPQ est un polynôme en Q. On permute la sé-
rie et l'intégrale, et on déduit d'après l'hypothèse sur ϕ que chacun des termes est nul, donc

F
(
ϕ (Q) e−Q

2/2
)

= 0, donc ϕ (Q) e−Q
2/2 = 0,∀Q, donc ϕ = 0. Il n'y a donc pas de fonction

orthogonale à l'espace engendré par les ψn. Conclusion : les vecteurs orthogonaux ψn engendrent
tout l'espace L2 (R) et forment donc une base orthonormée.

Le spectre de Ĥ se déduit simplement de la relation Ĥ = ~ω
(
N̂ + 1

2Id
)
et du spectre de N̂

obtenu ci-dessus.

2.2.2.5 (*) Fonctions d'ondes ψn(x)

On a donné l'expression des fonctions d'onde avec la variable Q sans unité. Voici leur
expression avec la variable de position x. Pour cela on a la propriété générale suivante
concernant un changement d'échelle :

Proposition 2.2.6. Soit α > 0. Pour le changement de variable de position x̂→ Q̂ = α x̂,
l'état de position est |Q〉 = 1√

α
|x〉.

Démonstration. Posons |Q〉 = β|x〉. On a |Q〉 = β|x〉 = β
∫
dQ′ |Q′〉〈Q′|x〉 = β

∫
αdx′ |Q′〉β〈x′|x〉.

Or 〈x′|x〉 = δ(x′ − x), donc |Q〉 = αβ2|Q〉, ainsi β = 1/
√
α.
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Dans le cas considéré ci-dessus, avec α =
(
mω
~

)1/2
, on obtient alors pour l'état fondamental :

ψ0(x) = 〈x|0〉 =
√
α〈Q|0〉 =

(mω
π~

)1/4

exp
(
−mω

2~
x2
)

(2.2.21)

qui est le paquet d'onde Gaussien (1.1.6), avec x0 = 0, p0 = 0, et de largeur σ =
√

~
mω

.

2.2.3 Application : Modèle d'Einstein (1907) sur la capacité calo-
ri�que des matériaux

Nous discutons maintenant une conséquence expérimentale remarquable de la quanti�-
cation du spectre de l'oscillateur Harmonique, très importante au niveau historique. C'est
un modèle que Einstein a introduit en 1907, bien avant la connaissance de la mécanique
quantique.

On modélise un atome de carbone dans un cristal de diamant, par une particule oscillant
autour de sa position d'équilibre. Dans l'approximation harmonique, son mouvement selon
x est décrit par le Hamiltonien (2.2.1) de l'oscillateur harmonique. Ses niveaux d'énergie
selon x sont donc quanti�és, selon :

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

A température nulle, l'atome est dans le niveau |0〉 d'énergie le plus bas, mais à température
T plus élevée, il peut être dans le niveau |n〉, d'énergie En avec la probabilité

Pn =
1

Z
exp (−En/(kBT ))

C'est la loi de Boltzmann 4 avec Z constante de normalisation.
Comme En ≥ 1

2
~ω on devine que tant que à température su�sement basse de sorte

que kBT � ~ω (ou T � ΘE := ~ω
kB

appelée température d'Einstein), alors En
kBT
� 1 et

donc Pn � 1 pour n ≥ 1, c'est à dire que l'atome a une probabilité négligeable d'atteindre
les niveaux excités n ≥ 1, et restera donc dans l'état fondamental n = 0 (son mouvement
est �gelé�). Son énergie moyenne reste donc constante, 〈E〉 ' E0, et sa capacité calori�que
c(T ) = d 〈E〉 /dT ' 0 est quasiment nulle.

Pour le diamant, cela correspond à T � ΘE = ~ω
kB

= 1320K. C'est donc le cas à
température ambiante 5.

4. Rappelons que la loi de Boltzmann est à la base de la physique statistique. On montre qu'elle
découle du comportement chaotique miscroscopique (�hypothèse ergodique�). Cependant on ne connait
pas de preuve rigoureuse pour les systèmes réalistes.

5. Notons les propriétés remarquables du diamant : matériau le plus dur connu ; les atomes de carbone
du diamant sont à température ambiante dans leur état quantique fondamental (comme à T = 0K !). Aussi
c'est un matériau inerte chimiquement, si bien que l'on trouve des diamants qui ont été créés il y a des
milliards d'années, qui ont survécus à des générations de tectonique des plaques dans la croute terrestre.
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La quanti�cation des niveaux d'énergie explique donc que c(T ) → 0 pour T � ΘE.
Voir la �gure 2.2.4.

Un calcul précis donne une expression analytique de la courbe c(T ), (voir cours de
physique statistique).

En particulier, le théorème d'équipartition classique donne c(T )→ 3R pour T � ΘE.

Exercice 2.2.7. On considère un atome oscillant à une dimension x.

1. Utilisant Pn = 1
Z

exp (−En/(kBT )) qui est la probabilité d'occupation du niveau n
à la température T (loi de Boltzmann) , montrer que l'énergie moyenne de l'atome
est
〈
E(x)

〉
=
∑

n≥0 PnE
(x)
n = kBΘ

2
coth

(
Θ
2T

)
.

(a) Déduire la capacité calori�que molaire :

c (T ) = 3R

(
Θ

2T

)2
1

sinh2
(

Θ
2T

) , R = NAkB

et tracer l'allure de cette courbe. Remarquer que d'après l'expression ΘE = ~ω
kB
,

et utilisant la relation ω =
√

k
m
, un coe�cient de raideur k élevé est relié à une

valeur Θ élevée. Ainsi cette théorie relie des propriétés d'élasticité ou mécaniques
du matériau à des propriétés calori�ques. Par exemple pour le diamant qui est
dur, ΘE = ~ω

k
= 1320K. Pour l'or qui est plus mou (k plus faible) on a ΘE =

165K = −108Co.

Figure 2.2.4 � Capacité calori�que molaire c(T ) du diamant, avec ΘE = ~ω
kB

= 1320K.
(A.Einstein, Ann. Physik, vol 22, 180, (1907)). La quanti�cation des niveaux d'énergie
explique donc que c(T )→ 0 pour T � ΘE.
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Remarque : Le modèle de Debye tient compte du couplage entre atomes voisins, les
modes de vibration sont donc di�érents. Mais la méthode et les phénomènes sont les même.
Les résultats sont proches.

2.2.4 Application : les modes quantiques du champ électromagné-
tique dans le vide.

2.2.4.1 Les équations de Maxwell dans le vide interprétées comme une assem-
blée d'oscillateurs harmoniques

Bien que le modèle de l'oscillateur harmonique soit simple, il se trouve être utilisé pour
décrire la dynamique du champ électromagnétique

(
~E (~x, t) , ~B (~x, t)

)
dans le vide, c'est à

dire en négligeant le couplage à tout autre champ comme un champ de matière chargée.

Rappels d'électromagnétisme : (cours de Licence 3)
Les équations de Maxwell sont des équations linéaires par rapport aux variables(

~E, ~B
)
(et leurs dérivées partielles) . Le champ électromagnétique forme un système dyna-

mique avec un nombre in�ni de degrés de liberté. Lorsque l'on résoud les équations de
Maxwell, on isole les degrés de liberté indépendants. Un degré de liberté indépendant
du champ électromagnétique dans le vide est une onde plane caractérisée par son
vecteur d'onde ~k ∈ R3, et sa polarisation (droite ou gauche). Nous montrons maintenant
que la dynamique (linéaire) de cette onde plane s'identi�e à la dynamique d'un
oscillateur harmonique.

Pour démarrer rappelons-nous d'un résultat d'électromagnétisme (voir [Jac75] par exemple),
qu'une onde plane dans le vide, de vecteur d'onde ~k ∈ R3 et de polarisation circulaire gauche
a pour expression (avec ~x ≡ (x, y, z)) :

Ex (~x, t) = E cos
(
ωt− ~k.~x

)
Ey (~x, t) = −E sin

(
ωt− ~k.~x

)
(2.2.22)

où E > 0 est l'amplitude. Donc {
∂Ex
∂t

= ωEy
∂Ey
∂t

= −ωEx

La norme de ~k est reliée à la fréquence ω de l'onde par

k =
∣∣∣~k∣∣∣ =

ω

c
.

Le champ ~B (~x, t) quant à lui est complètement spéci�é par

~B (~x, t) =
1

c

(
~k

k
∧ ~E (~x, t)

)
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E

B

k

Figure 2.2.5 � Triade des vecteurs ~k, ~E, ~B orthogonaux pour une onde plane.

C'est à dire que ~k, ~E, ~B forment une base orthogonale directe, et

By (~x, t) = −1

c
Ex, Bx (~x, t) =

1

c
Ey.

La densité volumique d'énergie de l'onde plane est

H =
ε0

2

(
E2(~x, t) + c2B2(~x, t)

)
= ε0E

2 = ε0

(
E2
x + E2

y

)
et sa densité d'impulsion est donnée par le vecteur de Poynting :

~P = ε0
~E(~x, t) ∧ ~B(~x, t) =

ε0

c
E2

(
~k

k

)
(Remarquer la relation relativiste H2 − P 2c2 = 0 entre l'énergie et l'impulsion).
D'après ci-dessus la dynamique de l'onde plane, se représente à ~x �xé, par un mouve-

ment circulaire dans le plan (Ex, Ey) (ou (Bx, By)).

Ex

Ey

Ez

Etat classique

du champ

(un point qui tourne)

rotation

Figure 2.2.6 �

Cela fait naturellement penser à la dynamique de l'oscillateur harmonique dans le plan
(q (t) , p (t)). Pour préciser cette formulation, choisissons un point de référence, par exemple
l'origine ~x = 0, et dé�nissons : 6

q (t) =

√
2ε0

ω
Ex (0, t) , p (t) =

√
2ε0Ey (0, t) . (2.2.23)

6. Pour procéder systématiquement, posons q = αEx et p = βEy, avec α, β inconnus. On a dEx/dt =
ωEy, dEy/dt = −ωEx et H = ε0

(
E2
x + E2

y

)
. Donc dq/dt = (αω/β) p et dp/dt = − (βω/α) q. On voudrait

dq/dt = p et dp/dt = −ω2q et H = 1
2

(
p2 + ω2q2

)
. On déduit que α =

√
2ε0/ω et β = αω =

√
2ε0.



114CHAPITRE 2. UNE PARTICULE QUANTIQUE SANS SPIN À 1 DIMENSION (II)

Alors on véri�e que l'on a bien les relations dé�nissant la dynamique d'un oscillateur
de fréquence ω :

H =
1

2

(
p2 + ω2q2

)
dq

dt
= p (t) =

∂H

∂p
dp

dt
= −ω2q = −∂H

∂q

Pour le mode de polarisation circulaire droite, la démarche est identique, il su�t d'in-
verser le rôle de Ex et Ey.

D'un point de vue dynamique, le rayonnement électromagnétique classique dans le
vide est donc équivalent à une assemblée d'oscillateurs harmoniques. il y a une in�nité de
variables (q, p) di�érentes et indépendantes, pour chacun des modes (ou onde plane) :

mode ≡
(
~k ∈ R3, polarisation = ±1

)
Globalement, l'espace des phases classique est donc

Pphase = 2
⊕
~k∈R3

R2
qk,pk

et le Hamiltonien classique est la fonction suivante sur Pphase :

H =
∑
~k∈R3

1

2

(
p2
k + ω2

kq
2
k

)
avec ωk = c

∣∣∣~k∣∣∣. Noter que la décomposition d'une onde en ondes planes est similaire à la
décomposition de Fourier d'une fonction en modes de Fouriers.

2.2.4.2 Quanti�cation du champ électromagnétique

Bien qu'il s'agisse d'une onde, le champ électromagnétique de Maxwell est de
nature classique et non quantique (l'onde n'exprime pas une amplitude de probabi-
lité de présence d'une particule). Mais comme nous le ferons remarquer ultérieurement
(page 168), pour la cohérence interne de la physique, il est nécessaire de considérer que
le champ classique n'est que �l'apparence classique� d'un objet quantique �le
champ électromagnétique quantique� (essentiellement cela correspond à considérer
des superpositions quantiques de di�érentes con�gurations de champ électromagnétique).

Les expériences con�rment tout à fait l'existence de ce champ quantique. Les manifes-
tations sont nombreuses et les plus simples (à l'origine de la découverte de la mécanique
quantique d'ailleurs) sont
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◦ l'e�et photo-électrique (emmission d'un électron par un matériau soumis à la
lumière).
◦ le rayonnement du corps noir. (Voir page 133).

La théorie quantique du champ électromagnétique dans le vide est très simple, il su�t
de considérer que l'oscillateur harmonique décrivant une onde plane est un oscillateur
harmonique quantique comme (2.2.1) page 98.

L'état quantique d' un mode donné mode ≡
(
~k, pol

)
est décrit par une fonction d'onde

ψ (q) de la variable dynamique q. La dynamique n'est donc plus celle d'un point dans le
plan (q ∝ Ex, p ∝ Ey), eq.(2.2.23), mais d'une onde (�une onde quantique d'ondes électro-
magnétiques classiques�).

L'espace quantique total du champ électromagnétique est

H =
⊗
~k∈R3

(
L2 (Rqk)⊗ C2

)
où L2 (Rqk) est l'espace de Hilbert d'un oscillateur harmonique du mode ~k et C2 est pour
l'état de polarisation. (On verra plus loin pourquoi c'est un produit tensoriel).

2.2.4.3 Une onde classique est un paquet d'onde quantique

Essayons de donner un sens physique à cette onde ψ (q). Par exemple le faisceau mo-
nochromatique issue d'un Laser que l'on décrit de façon idéale par l'onde plane classique
(1.1.3), c'est à dire par le point de la �gure (2.2.6), est dans la description quantique plûtot
un paquet d'onde quantique centré sur ce point. On l'appelle aussi état cohérent du
champ. Ce n'est donc pas un état stationnaire.

La largeur du paquet d'onde s'appelle �uctuations quantique du champ électromagné-
tique. Précisement, le principe d'incertitude (1.6.10) ∆q∆p ≥ ~/2, donne pour une onde
plane selon z, d'après (2.2.23) :

(∆Ex) (∆Ey) ≥
~ω
4ε0

2.2.4.4 Les photons

Un état quantique stationnaire de l'oscillateur harmonique est de la forme |n〉 = |ψn〉
avec n = 0, 1, 2, . . ., décrit en (2.2.18), et d'énergie :

En = ~ω
(
n+

1

2

)
On appel cet état quantique |n〉 un état à n photons du mode mode ≡

(
~k, pol

)
.

Lorsque un atome se désexcite en émmettant un photon dans le vide, il crée l'état
|n = 1〉 pour un mode donné.
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Si l'espace environnant contient déjà n photon (état |n〉), alors l'atome rajoute un
photon, et il y a transition |n〉 → |n+ 1〉. L'énergie de ce photon supplémentaire est

∆E = En+1 − En = ~ω = hν : énergie d'un photon de fréquence ω

avec h = 2π~ et ν = ω
2π
.

Remarquer que la fonction d'onde ϕ (q) d'un état stationnaire |n〉 est une fonction
d'Hermite. Comme q ' Ex cette fonction d'onde est délocalisée dans les variables champs
électrique et magnétique. Pour cette raison, l'état idéal |n〉 n'existe pas longtemps : la dé-
cohérence (couplage à l'environnement) détruit rapidement un état |n〉 pour le transformer
plutot en paquet d'onde, contenant aussi n photons mais seulement en moyenne (c'est à
dire de même énergie moyenne En). 7

2.2.4.5 Le vide quantique du champ électromagnétique

Si l'espace vide est dans son état d'énergie minimal, chaque mode est dans l'état |n = 0〉.
On appelle ces états sans photon, le vide quantique du champ électromagnétique :

|V ide〉 ≡ (|0mode1〉 ⊗ ...⊗ |0modek〉 ⊗ . . .)

Ce qui est surprenant est qu'en mécanique quantique, ce �vide� est un état comme un
autre (une fonction d'onde non nulle). Seulement c'est l'état fondamental stationnaire, il
n'évolue donc pas, et ne peut fournir d'énergie. Pour cette raison il semble indétectable.

Une di�culté qui apparait cependant est que son énergie est 1
2
~ω pour chaque mode,

et il y a une in�nité de modes. D'après (2.3.3) page 132, un mode ondulatoire occupe le

volume (2π)3 dans l'espace
(
~x,~k
)
où ~k est le vecteur d'onde. Autrement dit le nombre de

modes dans d3~xd3~k est dn =
(
d3~xd3~k
(2π)3

)
. Donc dans un volume V et pour un intervalle de

fréquences ω ∈ [ω1, ω2], l'énergie du vide est (on somme la contribution
(

1
2
~ω
)
de chaque

mode)

Evide = 2

∫ (
1

2
~ω
)
dn = 2

∫ (
d3~xd3~k

(2π)3

)(
1

2
~ω
)

=
4πV ~

(2π)3 c3

∫ ω2

ω1

ω3dω =
V ~

8π2c3

(
ω4

2 − ω4
1

)
le facteur 2 est pour les deux états de polarisation, et on utilisé ω = ck, et

d3~k = |k2|dk (sin θdθdϕ) =
1

c3
ω2dω (sin θdθdϕ) .

Par exemple dans un volume V = 1m3, pour le spectre visible λ = 0, 4 → 0, 8µm, ω1 =
ck1 = c2π

λ1
= 2, 3.1015Hz, ω2 = 4, 7.1015Hz, l'énergie du vide est

Evide =
~

8cπ2

(
ω4

2 − ω4
1

)
' 2.1019J/m3

7. Des expériences remarquables, étudient des états |n〉 à n photons dans une cavité de miroirs, et
observent à quelle vitesse la décohérence les transforme en paquet d'ondes localisés. Voir Aroche et al.
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ce qui est énorme !
L'énergie du vide par unité de volume (et sur toutes les fréquences) est

Evide =
~

8c3π2

[
ω4
]ωc→+∞

0
−→ωc→∞ +∞

ce qui montre que en principe cette densité énergie est in�nie à cause des modes de
hautes fréquence.

La divergence de Evide s'appelle la catastrophe ultraviolette en théorie quantique
des champs. Comme il s'agit d'énergie par unité de volume, il y a une deuxième divergence
pour l'énergie du vide dans l'univers, si celui-ci a un volume in�ni. On appelle cette seconde
divergence la catastrophe infra-rouge. Depuis le début de la mécanique quantique, ces
divergences montrent un obstacle à la compréhension parfaite de la physique des champs
quantiques. On pense par exemple que les longueurs d'ondes des ondes électromagnétique
ne peuvent être plus petites qu'une échelle encore inconnue (taille des cordes ?), et cela
mettrait une limite ωc à l'intégrale divergente.

Il y a des spéculations disant que cette énergie du vide �très grande� pourrait être
relier à une enigme en cosmologie que l'on appelle l'énergie noire. Il semblerait en e�et
d'après des observations, que 70% de l'énergie contenue dans l'univers 8 et participant à
son expansion serait une énergie de nature encore inconnue et reliée à la valeur de la
constante cosmologique dans la théorie de la relativité générale. Pourtant l'énergie du vide
quantique du champ électromagnétique et des autres champs est trop grande (malgré ωc)
pour expliquer la constante cosmologique. Voir �Pour la science� mars 2003.

Malgré ces di�cultés, la théorie quantique des champs est considérée comme un grand
succés de la science, car on arrive à se �débarasser� de ces in�ni par un argument appelé
renormalisation, et prédire des phénomènes expérimentaux très précis. Un des résultats
les plus remarquables est le calcul du facteur gyromagnétique de l'électron, voir (4.9.2,
page 196) :

gexpérimental − 2

2
= 0.001 159 652 153 5(24 0)

gtheorique − 2

2
= 0.001 159 652 180 85(76)

(Voir wikipedia �moment magnétique anomale�).
La section suivante donne un exemple de calcul en théorie quantique des champs où

l'on parvient à prédire des e�ets physiques, malgré la divergence ultra-violette.

8. (Reférence : article dans �Pour la science�, mars 2003). Contenu en énergie/matière que l'on suppose
y avoir dans l'univers qui semble être plat à grande échelle (courbure nulle) :

◦ 0.01 % de photons
◦ 0.01 à 2 % de neutrinos
◦ 5 à 6 % de baryons
◦ 25 % de matière noire (matière non identi�ée) qui a une action gravitationnelle, en particulier

pour le mouvement de rotation des galaxies.
◦ 70 % �d'énergie noire� (non identi�ée, mais correspondant à la constante cosmologique des équa-

tions d'Einstein, nécessaire pour la courbure nulle de l'univers)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Moment_magn%C3%A9tique_anomal
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2.2.5 Un e�et surprenant du �vide quantique� de photons : la force
de Casimir (1948)

Référence : Milonni p.54 [Mil94].
Il s'agit d'une manifestation de la présence du vide quantique de photons, calculée par

Casimir en 1948, et observée en 1958 par Sparnay, et encore récemment avec une grande
précision.

Considérons deux plaques métalliques (conducteurs parfaits) de surface S, très proches,
d'une distance l ' 1µm.

On va montrer que le vide quantique électromagnétique induit une force attractive entre
ces deux plaques, appelée force de Casimir :

FCasimir (l) = −
(
π2~c
240 l4

)
S (2.2.24)

Remarquer que cette force décroit très vite avec la distance (en 1/l4), et que son expres-
sion fait intervenir seulement les constantes fondamentales ~c. Sa valeur est très faible :

FCasimir ' 10−7N pour l = 1µmet surface S = 1cm2.

Pour justi�er cette force, l'idée simple est que comme les plaques sont conductrices
et non chargées, les champs électriques s'annulent à leur surface, et donc les seuls modes
électromagnétiques qui peuvent exister dans l'espace les séparant, sont ceux de longueur
d'onde λ selon z (direction transverse) tel que l = n (λ/2) , n = 1, 2, 3, . . .. Il y en a un
nombre in�ni et donc l'énergie du vide E (l) entre les deux plaques est in�nie.

Considérons une plaque à la position l, libre de bouger selon z, dans une enceinte de
longueur L. Voir �gure (2.2.7).

l L−l

n=1

n=2

n=3

.

.

.

Force

z

Figure 2.2.7 � Miroir libre de bouger selon z dans une enceinte aux murs ré�échissants.
Le vide quantique des modes électromagnétiques n = 1, 2, 3 . . . est responsable de la force
de Casimir.
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L'énergie interne de l'enceinte est U (l) = E (l) + E (L− l). La force de Casimir exercée
sur la plaque est alors FCasimir (l) = −dU

dl
. On calcule ci-dessous que cette force est �nie.

Pour montrer que la di�érence est �nie, malgré le nombre in�ni de modes, on introduit
une fréquence de coupure ωc arbitraire, qui stoppe la divergence de l'intégrale, et rend
toutes les quantitées �nies (mais divergentes si ωc → ∞). Seulement à la �n du calcul on
fait ωc → ∞, et l'on observe étonnement que FCasimir (l) ne diverge pas. Physiquement,
cette fréquence de coupure peut être la fréquence de coupure dans les métaux, appelée
aussi fréquence plasma (pour ω < ωc le métal est ré�échissant, et pour ω > ωc le métal est
transparent).

Exercice 2.2.8. Soit une boite rectangulaire aux parois conductrices, de cotés Lx = Ly
et d'épaisseur très �ne Lz = l � Lx. Exprimer les vecteurs d'ondes ~k = (kx, ky, kz) des
modes pouvant exister dans cette cavité. Déduire une expression formelle de l'énergie du
vide quantique électromagnétique dans cette cavité E (l), comme somme sur ces modes (en
tenant compte des deux états de polarisation possibles). Quelle est l'origine de la divergence
de E (l) ?

On introduit une fréquence de coupure ωc et on décide de tronquer les hautes
fréquences en introduisant le facteur exp (−ω/ωc) qui rend l'expression de E (l) convergente.
Comme l� Lx, on pourra remplacer la somme sur les modes selon x, y par une intégrale.
Montrer que

E (l) =
~cπ2L2

x

2l3
d2

dx2

(
1

x (ex − 1)

)
avec x = πc/ (ωcl).

Utiliser l'expansion :

1

x (ex − 1)
=

1

x2
− 1

2x
+

1

12
− 1

30.24
x2 +O

(
x3
)

pour exprimer l'énergie du vide E (l) en puissances de ωc. Montrer que E (l) diverge comme
ω4
c dans la limite ωc →∞, et calculer les termes sous dominants jusqu'au terme �ni.

L'énergie dans l'enceinte de largeur L � Lx contenant une paroi mobile à la position
l a pour énergie U (l) = E (l) + E (L− l). Calculer U (l) et déduire l'expression de la force
de Casimir FCasimir (l) = −dU

dl
.

◦ La force de Casimir est observée expérimentalement avec une très grande précision.
Pour cela il faut corriger l'expression (2.2.24), par di�érents e�ets : la géométrie des
miroirs, la réponse optique des miroirs, et les e�ets thermiques. Voici une courbe
qui compare la théorie et les mesures expérimentales, obtenue par A.Roy, C. Lin,
U.Mohideen, Phys.Rev.D vol.60, p.,111101, (1999) :
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◦ Dans le calcul ci-dessus de la force de Casimir, on a choisi une fonction de troncation
e−ω/ωc . Le résultat ne dépend pas du choix de cette fonction, voir Milonni [Mil94]
(faire exercice @@).
◦ On peut obtenir l'expression de la force de Casimir, sans utiliser l'énergie du vide,
mais la pression de radiation (l'impulsion) des �uctuations du vide sur le miroir.
Voir Milonni [Mil94]. Faire exercice @@

2.2.6 (*) Les états cohérents et leur évolution par l'oscillateur har-
monique

On a obtenu que l'état fondamental de l'oscillateur Harmonique |0〉 = |ψ0〉 en eq.(2.2.16)
page (105), est ni plus ni moins qu'un paquet d'onde Gaussien |q0, p0, σ〉, eq.(1.1.6) avec
q0 = 0, p0 = 0 et de largeur σ =

√
~/mω. Autrement dit :

|0〉 = (|x0 = 0, p0 = 0, σ〉)

Nous avons déjà observé sur les calculs numériques, que lors de l'évolution, un paquet
d'onde Gaussien se déplace, mais reste un paquet d'onde Gaussien, de façon complètement
analogue à une particule classique. Voir �gures 1.3.1,1.3.3. Nous allons le démontrer ici.

2.2.6.1 Expression algébrique d'un paquet d'onde gaussien

Dans tout ce paragraphe, le paramètre σ =
√
~/mω qui est la largeur du paquet d'onde

est �xé. On omet de le mentionner.
Les coordonnées (q, p) et (Q,P ) sont reliées par (2.2.7). On utilisera les coordonnées

(Q,P ) sans dimension dans la suite.
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Proposition 2.2.9. Le paquet d'onde |Q,P 〉 dé�ni par (1.1.6), s'obtient à partir de l'état

|0〉 par action des opérateurs de translation en position T̂Q = exp
(
−iQP̂

)
et de transla-

tion en impulsion B̂P = exp
(
iP Q̂

)
, dé�nis par (2.1.13) :

|Q,P 〉 = B̂P T̂Q |0〉

En utilisant la coordonnée complexe :

z =
1√
2

(Q+ iP ) ∈ C : point de l′espace de phase

on a aussi

|Q,P 〉 = exp

(
iPQ

2

)
D̂(z)|0〉

où
D̂(z) = exp

(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
(2.2.25)

est l'opérateur déplacement sur l'espace de phase, voir �gure 2.2.8.

z=(Q+iP)/V 2

Q

P D(z)

TQ

BP

0

Figure 2.2.8 � Schéma du déplacement de z = (Q+ iP ) /
√

2 ∈ C dans l'espace de phase,
engendré par l'opérateur D̂(z).

Pour simpli�er la suite, on utilise la coordonnée complexe z ∈ C qui est plus commode,
et l'on pose (on change seulement une phase dans la dé�nition du paquet d'onde) :

|z〉 := exp

(
−iPQ

2

)
|Q,P 〉 = D̂(z)|0〉 (2.2.26)

Démonstration. on a énoncé cette propriété car elle est intuitive. Elle devrait même servir à
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dé�nir un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x0, et d'impulsion moyenne p0. On calcule :

〈x|B̂p0 T̂x0 |0〉 = exp

(
i p0x

~

)
〈x|T̂x0 |0〉

= exp

(
i p0x

~

)
〈x− x0|0〉

= exp

(
i p0x

~

)(
1

πσ2

)1/4

exp

(
− 1

2σ2
(x− x0)2

)
= 〈x|x0, p0〉

On a utilisé 2.1.11. Ensuite, on a

exp

(
− iPQ

2

)
B̂p T̂q = exp

(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
en utilisant la relation (A.2.1), qui s'applique car

[
Q̂, P̂

]
= i Î, [a, a+] = Id.

2.2.6.2 Évolution d'un paquet d'onde gaussien

Supposons que à l'instant t = 0, la fonction d'onde est un paquet d'onde Gaussien
|ψ(0)〉 = |z0〉avec z0 ∈ C, alors à l'instant t, la fonction d'onde est d'après (2.1.2) :

|ψ(t)〉 = Û(t) |z0〉

avec Û(t) = exp
(
−i Ĥt~

)
. Or pour l'oscillateur Harmonique, on a Ĥ = ~ω

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
=

~ω
(
a+a+ 1

2
Id
)

= ~ω n̂, avec :

n̂ = a+a+
1

2
=

1

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
Alors Û(t) = exp (−in̂ωt).

En mécanique classique, les points tournent dans l'espace de phase avec la vitesse angu-
laire ω (dans le sens indirect). Nous allons voir que la situation est similaire en mécanique
quantique, et posons à cet e�et :

R̂(θ) = exp (−in̂θ)

On va montrer que c'est l'opérateur de rotation dans l'espace de phase, d'un angle
θ, dans le sens indirect. On a Û(t) = R̂(ωt).

Proposition 2.2.10. On a la relation :

R̂ (θ) D̂ (z) = D̂
(
e−iθz

)
R̂ (θ) (2.2.27)

Cette relation entre les déplacements et les rotations est intuitive car elle est aussi vraie
en mécanique classique. Voir �gure 2.2.9.
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z e−i θ

Q

P

θ

θ

z

Figure 2.2.9 � Cette �gure montre que sur le plan z ∈ C, on a R (θ) D (z) =
D(e−iθz)R (θ), où R est une rotation, et D(z) un déplacement de z. En e�et D (z) :
X → X + z, et R (θ) est linéaire donc pour tout point X, R (θ)D (z)X = R (θ) (X + z) =
R (θ)X +R (θ) z = D (R (θ) z)R (θ)X = D

(
e−iθz

)
R (θ)X.

Démonstration. voir exercice page 129. ou de façon plus élégante avec le Lemme de Shur, voir
Segal p.129 [Seg95].

Proposition 2.2.11. On a

|ψ(t)〉 = Û(t) |z0〉 = exp

(
−i1

2
ωt

)
|z(t)〉

avec
z(t) = z0 e

−iωt

montrant que l'état |ψ(t)〉 est à tout moment un paquet d'onde |z(t)〉 situé à l'emplacement
de la particule classique. Le paquet d'onde se déplace donc sur un cercle dans l'espace de
phase, sans se déformer. Voir �gures 1.3.1,1.3.3 page 32, et �gure (2.2.10).
Pour cette raison, on appelle aussi un paquet d'onde Gaussien, un état cohérent, (ou
plus précisément état cohérent du groupe de l'oscillateur Harmonique).

Démonstration. On a

|ψ(t)〉 = R̂(ωt)D̂(z0)|0〉 = D̂(e−iωtz0) R̂ (ωt) |0〉

Or R̂(θ)|0〉 = e−iθ/2e−ia
+a θ|0〉. Mais a+a|0〉 = 0, donc e−ia

+a θ|0〉 =
∑

n
1
n! (−ia+a θ)

n |0〉 = |0〉.
Donc

|ψ(t)〉 = e−iωt/2D
(
e−iωtz0

)
|0〉 = e−iωt/2|z(t)〉

avec z(t) = e−iωtz0.
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Q

P

z=(Q+iP)

2

Figure 2.2.10 � Évolution du paquet d'onde : |z(t)〉, avec z(t) = z(0) e−iωt

2.2.6.3 Algèbre et groupe de Weyl-Heisenberg (*)

Dans cette section, on présente de façon plus complète (et dans le langage de la théorie
des groupes), les opérations de translation dans l'espace de phase utilisées ci-dessus.

On a vu page 102, que les opérateurs Q̂, P̂ , Î, avec la relation de commutation
[
Q̂, P̂

]
=

i Î, forment une base d'une algèbre de Lie de dimension 3, appelée algèbre de Weyl-
Heisenberg, notée W . Un élément quelconque de cette algèbre peut s'écrire comme com-
binaison linéaire :

Â = αQ̂+ βP̂ + γÎ ∈ W , (α, β, γ) ∈ R3

(Remarquer que Â est un opérateur auto-adjoint).

Remarque : les trois opérateurs a, a+, Î sont une autre base de cette même algèbre,
mais avec des coe�cients complexes (donc ce ne sont pas des opérateurs auto-adjoints ; ils
appartiennent à l'algèbre de Lie complexi�ée) .
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Proposition 2.2.12. Les opérateurs Â ∈ W sont les générateurs d'un groupe appelé le
groupe de Weyl-Heisenberg noté W . Les éléments de ce groupe (qui sont des opéra-
teurs unitaires) sont obtenus en prenant l'exponentielle d'un élément de l'algèbre (d'un
générateur) :

Û = exp
(
−iÂ

)
= exp

(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ

))
∈ W, (2.2.28)

(La propriété que ces opérateurs forment un groupe signi�e qu'ils véri�ent les 3 règles
énoncés page 90. La moins évidente de ces propriétés est la loi composition qui est que si
Û1, Û2 ∈ W alors le produit Û3 = Û2Û1 ∈ W c'est à dire est aussi de la forme (2.2.28)).
(Cette propriété découle d'un théorème important et très général : les opérateurs obtenus
en prenant l'exponentielle des éléments d'une algèbre de Lie d'opérateurs G (et aussi
multiplication par certains éléments : le centre de G), forment un groupe de Lie G.)
De plus l'élément Û ∈ W ci-dessus peut s'écrire aussi :

Û = exp (−iγ + iαβ/2) exp
(
−iαQ̂

)
exp

(
−iβP̂

)
= e−iγ+iαβ/2 B̂−α T̂β

et s'interprète donc comme un opérateur de translation de (β,−α)dans l'espace de phase
(le premier terme est juste une phase multiplicative ; on verra son importance et sa signi-
�cation à la section (2.3.3)).

Démonstration. Utiliser la relation (A.2.1), qui s'applique car
[
Q̂, P̂

]
= i Î. Pour la dernière

formule, on a
[
−iαQ̂,−iβP̂

]
= −i αβÎ et

Û = exp
(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ

))
= e−iγ exp

(
−i
(
αQ̂+ βP̂

))
= e−iγeiαβ/2 exp

(
−iαQ̂

)
exp

(
−iβP̂

)
Véri�ons les trois règles page 90, permettant d'a�rmer que les opérateurs de la forme (2.2.28)

forment un groupe de Lie de dimension 3. Tout d'abord la loi de composition : si Û1, Û2 ∈ W
alors le produit s'écrit

Û3 = Û2Û1 = e−iγ2 exp
(
−i
(
α2Q̂+ β2P̂

))
e−iγ1 exp

(
−i
(
α1Q̂+ β1P̂

))
= e−iγ1−iγ2 exp (i (α2β1 − α1β2)) exp

(
−i
(
α1Q̂+ β1P̂ + α2Q̂+ β2P̂

))
où on a utilisé (A.2.1) et

[(
α2Q̂+ β2P̂

)
,
(
α1Q̂+ β1P̂

)]
= i (α2β1 − α1β2) Î. Donc Û3 ∈W , avec

α3 = α1 + α2, β3 = β1 + β2, γ3 = γ1 + γ2 − (α2β1 − α1β2)

On verra le sens physique de cette phase (α2β1 − α1β2) à la section (2.3.3).
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L'élément neutre est Î ∈W , et pour Û ∈W , son inverse est Û−1 = exp
(
−i
(
−αQ̂− βP̂ − γÎ

))
∈

W . Donc les opérateurs de la forme (2.2.28) forment bien un groupe de Lie de dimension 3.

Exercice 2.2.13.

1. Montrer que l'opérateur déplacement dans l'espace de phase, noté D̂(z), dé�ni en
(2.2.25) (et �gure 2.2.8) appartient au groupe de Weyl-Heisenberg W , et montrer
les expressions équivalentes suivantes pour cet opérateur :

D̂(z) = exp

(
−iPQ

2

)
exp

(
iP Q̂

)
exp

(
−iQP̂

)
= exp

(
− iPQ

2

)
B̂p T̂q (2.2.29)

= exp
(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
(2.2.30)

= exp

(
−|z|

2

2

)
exp

(
za+

)
exp (−za) (2.2.31)

= exp

(
|z|2

2

)
exp (−za) exp

(
za+

)
(2.2.32)

(a) Déduire les expressions suivantes pour un paquet d'onde Gaussien :

|x0, p0〉 = B̂p0 T̂x0 |0〉

= exp
(
iP Q̂

)
exp

(
−iQP̂

)
|0〉

= exp

(
i
PQ

2

)
D̂(z)|0〉

= exp

(
i
PQ

2

)
exp

(
−|z|

2

2

)
exp

(
za+

)
|0〉

Remarquer que la phase exp
(
− iPQ

2

)
fait intervenir la surface S = (QP )/2 dans

l'espace de phase, voir �gure 2.2.8. La notation complexe z = (Q+ iP ) /
√

2 ∈ C
permet d'identi�er l'espace de phase avec le plan complexe.

(b) Montrer que :
a|q0, p0〉 = z |q0, p0〉

ainsi un paquet d'onde Gaussien est vecteur propre de l'opérateur a, avec la
valeur propre z ∈ C. Remarquer que cette valeur propre n'est pas réelle, et que
l'opérateur a n'est pas auto-adjoint.

2.2.6.4 Algèbre et groupe de l'oscillateur Harmonique (*)

Il s'agit du groupe des déplacements dans l'espace de phase : translations et rotation
(quantiques). Rappel : on pose n̂ = a+a + 1

2
= 1

2

(
P̂ 2 + Q̂2

)
. On a vu page 102, que les
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opérateurs n̂, Q̂, P̂ , Î, avec les relations de commutation (2.2.10) , forment une base d'une
algèbre de Lie de dimension 4, appelée algèbre de l'oscillateur Harmonique, notée O.
Un élément quelconque de cette algèbre peut s'écrire comme combinaison linéaire :

Â = αQ̂+ βP̂ + γÎ + θn̂ ∈ O, (α, β, γ, θ) ∈ R3

(Remarquer que Â est un opérateur auto-adjoint).
Remarque : les trois opérateurs a, a+, Î , n̂ sont une autre base de cette même algèbre

mais avec des coe�cients complexes (donc ce ne sont pas des opérateurs auto-adjoints ;
ils appartiennent à l'algèbre de Lie complexi�ée). Dans cette base les relations de
commutation sont (2.2.15).

Proposition 2.2.14. Les opérateurs Â ∈ O sont les générateurs d'un groupe appelé le
groupe de l'oscillateur Harmonique noté O. Les éléments de ce groupe (qui sont des
opérateurs unitaires) sont obtenus en prenant l'exponentielle d'un élément de l'algèbre
(d'un générateur) :

Û = exp
(
−iÂ

)
= exp

(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ + θn̂

))
∈ O, (2.2.33)

(La propriété que ces opérateurs forment un groupe signi�e qu'ils véri�ent les 3 règles
énoncés page 90. La moins évidente de ces propriétés est la loi composition qui est que si
Û1, Û2 ∈ O alors le produit Û3 = Û2Û1 ∈ O c'est à dire est aussi de la forme (2.2.33)).
De plus l'élément Û ∈ O ci-dessus peut s'écrire aussi :

Û = exp
(
−iγ′Î

)
exp

(
−iα′Q̂

)
exp

(
−iβ ˆ′P

)
exp (−iθn̂)

= e−iγ
′
B̂−α′ T̂β′ R̂θ (2.2.34)

avec (en posant z = 1√
2

(β − iα) et de même pour z′)

z′ = −i
(

1− e−iθ

θ

)
z,

γ′ = γ −−1

2
=
(
z
′2
)

+
(sin θ − θ)

θ2
|z|2

L'équation (2.2.34) s'interprète donc comme un opérateur de rotation de l'angle θ suivit
d'une translation de (β′,−α′)dans l'espace de phase (le premier terme est juste une phase
multiplicative).
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Démonstration. Dans cette preuve sous forme d'exercice, on donne aussi une méthode utile
permettant de calculer des expressions équivalentes de Û et généralisable à d'autres groupes
(voir [WDG90] pour d'autres exemples). Cette méthode consiste à utiliser un isomorphisme
ϕ de l'algèbreO qui nous intéresse vers une algèbre de matrice 3×3 (donc simples à utiliser).
Cet isomorphisme ϕ est dé�ni sur les éléments de base (on utilise la base Î , a, a+, n̂ où les
expressions sont plus simples) :

ϕ (a) =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , ϕ
(
a+
)

=

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

ϕ
(
Î
)

=

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , ϕ (n̂) =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Ainsi chaque élément Â de l'algèbre O est tout simplement représenté par une matrice
3× 3.

Exercice 2.2.15.

1. véri�er que ϕ est un isomorphisme d'algèbres de Lie (i.e. conserve les commutateurs).

(a) De cet isomorphisme, on déduit que par exponentiation, l'algèbre des matrices
va engendrer un groupe isomorphe au groupe O qui nous intéresse. Autre-
ment dit par l'opération exp (.), l'isomorphisme ϕ s'étend au groupe O par :

ϕ
(

exp
(
Â
))

= exp
(
ϕ
(
Â
))

, et tout élément du groupe O est tout simplement
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représenté par une matrice 3× 3. Montrer que :

ϕ
(

exp
(
−iα′Q̂

))
=

 1 −iα′√
2
−1

4
α′2

0 1 −iα′√
2

0 0 1

 ,

ϕ
(

exp
(
−iβ′P̂

))
=

 1 −β′√
2
−1

4
β
′2

0 1 β′√
2

0 0 1

 , (2.2.35)

ϕ (exp (−iθ′n̂)) =

 1 0 0
0 e−iθ

′
0

0 0 1

 ,

ϕ
(

exp
(
−iγ′Î

))
=

 1 0 −iγ′
0 1 0
0 0 1

 , (2.2.36)

exp
(
−i
(
αQ̂+ βP̂ + γÎ + θn̂

))
=

 1 A B
0 e−iθ C
0 0 1

 , (2.2.37)

A = i

(
1− e−iθ

θ

)
z, C = −i

(
1− e−iθ

θ

)
z,

B = −iγ − 1

θ2

(
1− iθ − e−iθ

)
|z|2 , z =

1√
2

(β − iα)(2.2.38)

En déduire (2.2.34). Cela clot la démonstration.

Exercice 2.2.16. En utilisant la représentation matricielle ci-dessus, montrer (2.2.27).

Exercice 2.2.17. On pose r, l, δ, η ∈ C. Montrer les relations suivantes du groupe (com-
plexi�é) de l'oscillateur Harmonique :

exp (δ) exp
(
ra+
)

exp (ηn̂) exp (la)

= exp (δ′) exp (l′a) exp (ηn̂) exp
(
r′a+

)
= exp (δ′) exp (ηn̂) exp (la) exp

(
r′a+

)
avec

r = r′eη

l = l′eη

δ′ = δ − rle−η

Aide : utiliser la représentation matricielle 3× 3 ci-dessus.
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2.3 Correspondances classique-quantique à l'aide du pa-
quet d'onde Gaussien

2.3.1 Comptage semi-classique du nombre d'états. La loi de Weyl.

On va établir une formule très simple qui permet d'estimer (approximativement) :
◦ la position des niveaux d'énergie E1, E2, . . . En, . . . (les valeurs propres de l'opérateur
Ĥ) .
◦ la densité d'état ρ (E) = dn

dE

Pour simpli�er on considère un problème à une dimension. Considérons une particule dans
un puits de potentiel V (x). En mécanique classique, l'énergie d'un point (x, p) ∈ R2 de
l'espace de phase est le Hamiltonien :

E = H (x, p) =
p2

2m
+ V (x)

Pour une énergie E donnée, appelons S(E) la surface occupée par les points (x, p) de
l'espace de phase qui ont une énergie inférieure à E, c'est à dire

S (E) = Surface {(x, p) , H (x, p) ≤ E}
Voir �gure 2.3.1.

Considérons maintenant le Hamiltonien quantique Ĥ = p̂2

2m
+V (x̂) et ses niveaux d'éner-

gie E1 ≤ . . . ≤ Ej ≤ . . . solution de :

Ĥψj = Ejψj

On souhaite estimer :

N (E) := nombre de niveaux Ej ≤ E

En mécanique quantique, nous avons vu qu'un paquet d'onde occupe une certaine surface
élémentaire dans l'espace de phase, voir �gure (1.6.4). Cela découle du principe d'incer-
titude : ∆x∆p ' 2π~. Admettons pour le moment que cette surface élémentaire appelée
cellule de Planck est exactement 2π~ ( et non ~/2 par exemple). On déduit que dans la
surface S(E), il y a un nombre �ni d'états quantiques di�érents, dont le nombre est estimé
à N(E) ' S(E)

2π~ . Ce résultat est en fait rigoureux :

Théorème 2.3.1. �Loi de Weyl� (ou Loi de Thomas Fermi) :

N (E) =
S(E)

2π~
+

(
corrections en o

(
1

~

))
(2.3.1)

donc la densité d'état est

ρ (E) :=
dN (E)

dE
' 1

2π~

(
dS (E)

dE

)
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L'idée de la preuve rigoureuse est donnée ci-dessous.

x

p

S(E)

surface h

N(E)

E

Figure 2.3.1 � Pour l'oscillateur harmonique, V (x) = 1
2
kx2, les points (x, p) d'énergie

inférieure à E = p2

2m
+ 1

2
kx2 forment une ellipse de surface S(E) = 2πE

ω
. (en e�et la surface

d'une ellipse de 1/2 grand axe a et 1/2 petit axe b est S = πab. Ici en faisant p = 0 dans

l'équation E = p2

2m
+ 1

2
kx2 on déduit que a = x =

√
2E
k
et en faisant x = 0, b = p =

√
2mE

donc S = π
√

2E
k

√
2mE = 2πE

ω
.). On estime le nombre de niveaux d'énergie inférieur à

E, comme étant le nombre de cellules de Planck de surface h contenue dans S(E). Ainsi
N(E) ' S(E)/h, ce qui donne E ' ~ωN .

Par exemple pour l'oscillateur Harmonique, on trouve N(E) ' E
ω~ . Cela permet de

d'estimer inversement que l'énergie du niveau n est

En ' ~ωn

(C'est presque le résultat exact (2.2.18), sauf le terme 1/2, ce qui est négligeable si n est
grand).

Comparer la facilité avec laquelle on obtient ici ce résultat par rapport à la compléxité
du calcul algébrique exact page 105.

Remarques :
◦ (*) La formule (2.3.1) pour un système à 1 degré de liberté est obtenue dans le
paragraphe 2.3.3 page 136 à partir de la règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld.
◦ L'étude précédente s'adapte très bien pour des problèmes à plusieurs dimensions

(x, y, z), ou plusieurs particules. Par exemple, pour une particule à trois dimen-
sions, l'espace de phase (~x, ~p) = (x, y, z, px, py, pz) est de dimension 6. Les points
(~x, ~p) d'énergie inférieure à E donné forment un volume noté V(E). Le principe
d'incertitude est ∆x∆px ' 2π~, et ∆y∆py ' 2π~, et ∆z∆pz ' 2π~, donnant une
cellule de Planck élémentaire dans l'espace de phase de volume (2π~)3. La formule
est donc dans ce cas :

N(E) ' V(E)

(2π~)3 (2.3.2)

ρ (E) =
dN

dE
' 1

(2π~)3

dV
dE
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◦ Pour un spectre d'énergies, on appelle densité de niveaux, le nombre moyen de
niveaux par intervalle d'énergie. C'est à dire :

ρ(E) =
dn

dE
: densite de niveaux

Pour l'oscillateur harmonique, d'après En = ~ω
(
n+ 1

2

)
, on trouve ρ(E) = 1

~ω , qui
est une constante, montrant que les niveaux d'énergie de l'oscillateur Harmonique
sont équidistribués.
◦ Il est utile de retenir le résultat sous la forme suivante : à d degrés de liberté, un
état quantique occupe le volume hd dans l'espace de phase (x, p) ∈ R2d.
◦ La densité de niveau est une grandeur très importante en physique statistique par
exemple, car la densité de niveaux est reliée aux nombres d'états, ou de con�gura-
tions, que peut prendre un système près d'une énergie donnée E. Cela est précisé-
ment relié à l'entropie statistique microcanonique du système, dé�nie par

S(E) = kB log(ρ(E)).

On calcule ainsi S (E) pour N particules dans une boite, et on déduit la loi des gaz
parfaits PV = nRT , en utilisant les dé�nitions de la température : 1

T
= ∂S

∂E
et de la

pression P
T

= ∂S
∂V

. (voir [DGLR89]).
◦ Lorsque N(E) obtenu est un nombre �ni, on déduit que le spectre est discret. Cela
est possible si S(E) est �ni. Comme contre exemple, il y a la particule libre, avec
V = 0, et ayant un spectre continu. Dans ce cas, pour E > 0, la surface dans l'espace
de phase S(E) est in�nie, car la particule peut partir à l'in�ni. On explique ainsi le
résultat mentionné dans la �gure 1.5.2.
◦ La formule deWeyl semi-classique (2.3.1) dépasse le seul cadre quantique, et s'applique
plus généralement à tout problème ondulatoire dont les équations sont li-
néaires (ondes quantiques, ondes électromagnétiques classiques, ondes acoustiques,...),
dans le régime semi-classique, c'est à dire lorsque la �longueur d'onde est très petite
devant la taille du système�. Tenant compte de la relation p = ~k entre l'impulsion
et le vecteur d'onde, l'énoncé général en mécanique ondulatoire est le suivant. Un
état ondulatoire occupe le volume

∆~x∆~k = (2π)d (2.3.3)

dans l'espace de phase
(
~x,~k
)
∈ R2d à d degrés de liberté.

◦ On montre diverses applications de cette loi de Weyl ci-dessous (spectre du corps
noir, équidistribution de l'énergie des ondes sismiques,...)

Démonstration. (Idée de la preuve de la loi de Weyl) voir [?]. Soit P̂E le projecteur spectral
sur les états Ej ≤ E. Son expression est

P̂E =
∑

j,Ej≤E

|ψj〉〈ψj|
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On va utiliser que Tr (|ψ〉〈ϕ|) = 〈ϕ|ψ〉. Alors

Tr
(
P̂E
)

=
∑

j,Ej≤E

〈ψj|ψj〉︸ ︷︷ ︸
1

= N (E)

Par ailleurs on admet que l'on une expression approchée à l'aide des paquets d'ondes
(semblable à la relation de fermeture (2.3.4))

P̂E '
∫
H(x,p)≤E

|ϕx,p〉〈ϕx,p|
dxdp

2π~

Donc

N (E) = Tr
(
P̂E
)
'
∫
H(x,p)≤E

dxdp

2π~
= S (E)

2.3.2 Applications

2.3.2.1 Electrons dans un métal

Exercice 2.3.2. Electrons dans un métal

1. Utilisant la loi de Weyl semi-classique (2.3.1) calculer le nombre d'états quantiques
N(E) ayant une énergie inférieure à E, pour une particule libre à une dimension
entre deux murs de largeur L.

(a) Même question pour une particule libre dans une boite de volume V . En déduire
la densité d'états ρ(E).

(b) Application : pour des électrons libres dans un métal comme le sodium, appliquer
la règle de remplissage de Fermi, et estimer l'énergie et la vitesse des électrons
à la surface de Fermi, sachant que la densité est N/V = 2, 6 1022 électrons/cm3.

2.3.2.2 Spectre du corps noir : gaz de photons à l'équilibre thermique

Exercice 6. Spectre du corps noir : gaz de photons à l'équilibre thermique
Soit un volume V �xé, qui contient un gaz de photons à l'équilibre thermodynamique

à la température T �xée. Cela signi�e que ces photons sont en contact avec de la matière
qui est à la température T , car il n'y a pas d'interaction directe entre les photons.

La distribution d'énergie de ces photons s'appelle la loi de Planck ou spectre du
corps noir. L'allure de ce spectre dépend de la température T .

Exemples :
◦ A la surface du Soleil (blanc-jaune), le magma a la température T = 60000K.
L'étoile Betelgeuse qui est rouge a une température T = 2400K. L'étoile Bellatrix
qui est bleue a la température de surface T = 22000K.
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◦ Dans un four, on peut avoir T = 6000K. Cf Diu p826-917 pour une barre de fer. Le
forgeron a des tables de couleurs, lui donnant la température, à partir de la couleur
observée.
◦ Le rayonnement fossile de l'univers suit la loi de Plank pour T = 2, 725K ± 0.002.

On va établir la loi de Planck qui donne la distribution d'énergie u (ν) dν (par intervalle
de fréquence et par unité de volume) d'un gaz de photons à l'équilibre thermique.

Questions Pour un intervalle de fréquence ν ∈ [ν; ν + dν],

1. En utilisant la formule de Weyl sur le comptage d'états ondulatoires (2.3.3), trouver
le nombre de modes électromagnétiques par intervalle de fréquence dn

dν
, et dans un

volume V .

2. Considérons un mode de fréquence ν, noté (mode). D'après la quanti�cation du
champ électromagnétique, un mode de fréquence ν ayant N photons a une énergie
EN = hν (N + 1/2). De plus la loi de Boltzmann, stipule que cet état à N photons a
la probabilité PN = 1

Z
exp (−EN/(kT )) d'apparaitre. Déduire la loi de Bose-Einstein

sur le remplissage de ce mode, donnant le nombre moyen de photons dans ce mode <
Nmode >= dN

dn
. Déduire le nombre moyen de photons dN

dν
par intervalle de fréquence.

3. En déduire l'énergie contenue par ces photons, notée u(ν), par unité de volume et
par intervalle de fréquence ? Tracer l'allure de u (ν), appelée Loi de Planck :

u(ν)dν =
8πhν3dν

c3 (ehν/kT − 1)
: loi de Planck
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2.3.2.3 Equidistribution de l'énergie des ondes sismiques

Exercice 7. Equidistribution de l'énergie des ondes sismiques
La croute terrestre est solide, et inhomogène. Les ondes sismiques sont des ondes de

vibration élastiques dans ce milieu. Leur origine est diverse : tremblements de terre pour
les fortes amplitudes (qui sont relativement rares et localisées). Mais il y a toujours un
�bruit de fond� d'ondes sismiques dont l'origine est essentiellement par exemple le fracas
des vagues sur les côtés océaniques. Sauf près des autoroutes par exemple, où le passage des
poids lourds a un e�et dominant. Dans la croute, les ondes élastiques ont trois polarisations
possibles :
◦ 2 états de polarisation pour les ondes transverses (ondes P comme primaires car
plus rapides, elles arrivent les premières), qui ont une vitesse vP
◦ 1 état de polarisation pour les ondes longitudinales (ondes S, comme secondaires),
qui ont une vitesse plus faible vS = vP/1.73

Dans certaines régions, la croute terrestre contient de nombreuses inhomogénéités. Dans
ces régions les ondes du bruit de fond se comportent de façon très complexe (subissent
des re�exions, des interférences...). Il est donc raisonnable de supposer que tous les modes
sont excités de façon identique en moyenne. C'est une hypothèse sur l'équidistribution
de l'énergie entre les di�érents modes, semblable à �l'hypothèse ergodique� en physique
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statistique.

1. En utilisant la formule de Weyl sur le comptage d'états ondulatoires (2.3.3), consi-
dérer un intervalle de fréquence dν et un volume V , et calculer le nombre de modes
dnP d'ondes P et le nombre de modes dnS d'ondes S.

2. Avec l'hypothèse d'équidistribution de l'énergie entre ces di�érents modes, déduire
le rapport EP/ES entre l'énergie contenue par les ondes P et S dans un intervalle
de fréquence dν. Cette prédominance en énergie des ondes S sur les ondes P n'a été
étudiée que récement [PRK95] (1995), et observée dans une région du Mexique en
2001 [HTS+01], qui forme une cavité propice à la di�usion des ondes. Il faut noter
la di�culté qu'il y a de mesurer la polarisation des ondes sismiques.

2.3.2.4 Densité de niveaux semi-classique du spectre de l'atome H

Exercice 8. Densité de niveaux semi-classique du spectre de l'atome H

1. Utilisant la loi de Weyl semi-classique (2.3.1) calculer le nombre d'états quantiques
N(E) ayant une énergie inférieure à E pour un électron dans l'atome d'hydrogène.

2. Déduire la densité de niveaux semi-classique ρsc (E) = dN
dE
.

3. Comparer aux résultat exact connu à partir de l'expression En = − ε1
n2 avec ε1 =

me4

2~2 = 13, 6 eV. (voir chapitre ??). (Sans oublier la dégénérescence du niveau En qui
est n2).

2.3.3 (*) Règle de quanti�cation semi-classique de Bohr-Smmerfeld

Dans ce paragraphe, on utilise encore le changement de variables Q =
(
mω
~

)1/2
q, et

P =
(

1
m~ω

)1/2
p.

2.3.3.1 Non commutation des translations dans l'espace de phase

Exercice 9. 1. Montrer que que les translations en position et impulsion ne commutent
pas :

T̂q B̂p = exp (−iS/~) B̂p T̂q

où la phase S est une quantité que l'on interprétera géométriquement. Pour quelles
valeurs (q, p) est-ce que les opérateurs T̂q et B̂p commutent ?

2. Soit deux points (Q1, P1) ∈ R2 et (Q2, P2) ∈ R2. On note

D̂1,2 = exp
(
i(P2 − P1)

(
Q̂−Q1

)
− i(Q2 −Q1)

(
P̂ − P1

))
qui est l'opérateur déplacement du point 1 au point 2. Pour trois points consécutifs
1, 2, 3 montrer que

D̂2,3 D̂1,2 = exp(iS/~) D̂1,3

et interpréter géométriquement S. Voir �gure 2.3.2.
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3. En déduire que pour N points consécutifs

D̂N−1,N . . . D̂2,3D̂1,2 = exp(iS/~) D̂1,N .

z1∆

z2∆ z∆ NP

S

Q

Figure 2.3.2 � Composition de déplacements.

2.3.3.2 Déplacement d'un état cohérent par la dynamique

Exercice 10. 1. Soit une dynamique spéci�ée par la fonction de Hamilton classique
H(q, p). Soit un point (q0, p0) ∈ R2 de l'espace de phase. Donner l'expression de la
fonction H(q, p) linéarisée au voisinage de (q0, p0). Voir �gure 2.3.3.

2. Considérons un état cohérent |q0, p0〉 (paquet d'onde Gaussien). Comme cet état est
localisé en (q0, p0), l'action de l'opérateur Ĥ sur |q0, p0〉 s'obtient approximativement
en utilisant l'expression linéarisée de Ĥ. Donner ainsi une expression approximative
de Ĥ|q0, p0〉.

3. En déduire que
Û(∆t)|q0, p1〉 ' exp(−iE∆t/~)D̂0,1|q0, p0〉

où Û(∆t) = exp
(
−iĤ∆t/~

)
est l'opérateur d'évolution sur un temps court ∆t, et

où E et D̂0,1 seront précisés ? Interprétation ?

4. En déduire une expression de l'évolution d'un paquet d'onde sur un temps �ni
Û(t)|q0, p0〉 ? (Utiliser l'exercice précédent)

5. Considérons une trajectoire fermée (périodique) d'énergie E, de période T , passant
par le point (q0, p0). On a l'idée de construire un état stationnaire localisé sur cette
trajectoire, en superposant des états cohérents. Voir �gure 2.3.4. On considère ainsi :

|φ〉 =

∫ T

0

eiEt/~ Û(t)|q0, p0〉 dt

En appliquant l'opérateur Û(t′) à |φ〉, montrer que |φ〉 est un état stationnaire
(approximatif) d'énergie E à condition que eiET/~Û(T )|q0, p0〉 = |q0, p0〉.
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6. Exprimer cette dernière condition comme une condition sur l'action (surface) S de
la trajectoire :

S = n (2π~) + o (h) , n ∈ N

appelée règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld : la surface doit contenir
un nombre entier de cellules de Planck. Application : pour l'oscillateur Harmonique ?

q

p

q0

p0

Trajectoires de H

Figure 2.3.3 � L'approximation linéaire de H(q, p) près du point (q0, p0) revient à approxi-
mer les trajectoires classiques au voisinage de ce point, par un mouvement translation.

0 0|q  ,p  >

|z(t)>

S

Figure 2.3.4 � Construction d'un état stationnaire, en superposant l'évolution d'un état
cohérent. On obtient la règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld.

Remarques



2.3. CORRESPONDANCES CLASSIQUE-QUANTIQUE À L'AIDE DU PAQUETD'ONDEGAUSSIEN139

1. Cette construction permet non seulement d'obtenir une formule approchée pour
les niveaux d'énergie, mais aussi une expression pour les états stationnaires |φn〉,
montrant qu'ils sont concentrés sur une orbite classique spéci�que.

2. On n'obtient pas l'indice 1/2 correct du spectre de l'oscillateur Harmonique. Expli-
quer pourquoi @@.

3. Pour des problèmes à plusieurs dimensions, cette construction n'est pas assez précise
pour donner les états stationnaires. Elle peut s'appliquer cependant aux orbites pé-
riodiques, et donne une formule semi-classique très intéressante pour la densité de ni-
veaux, appelée formule de Gutzwiller, ou formule des traces semi-classique.
Voir [Gut91]. La formule de Weyl énoncée ci-dessus constitue le premier ordre de
cette formule.

4. On a choisit arbitrairement de mettre la phase eiEt/~ dans la construction de |φ〉. Ce
choix peut se justi�er, car c'est celui qui donne un état stationnaire le plus concentré
sur la trajectoire. (interférences constructives entre les paquets d'ondes). Cela a un
rapport direct avec la phase géométrique, ou phase de Berry. Exercice : le montrer.
(L'opérateur de déplacement D̂ ci-dessus réalise �un transport parallèle�).

5. Finalement, tout cela est lié au fait que T̂q et T̂p ne commutent pas. cette observation
se généralise, et donne lieu à la théorie de �la quanti�cation géométrique�. Voir
[Woo92], [F. 00].

2.3.4 (*) Représentation quantique dans l'espace de phase

Rappelons ce qu'est �la représentation en position� d'un état quantique mentionné
page 50. |x〉 est un état de position car bien localisé à la position x. On a la relation
de fermeture Î =

∫
dx |x〉〈x| qui montre que tout état quantique se décompose comme

superposition de tels états : |ψ〉 =
∫
dx |x〉 (〈x|ψ〉). Les coe�cients de cette décomposition

sont ψ (x) = 〈x|ψ〉, qui la fonction d'onde de l'état quantique.
Nous avons aussi vu que les choses sont analogues pour la représentation en impulsion,

donnant une fonction ψ̃ (p) = 〈p|ψ〉.
En suivant cette même démarche, nous allons voir que l'on peut naturellement dé�nir

une représentation dans l'espace de phase, i.e. en variables (x, p) simultanément,
appelée aussi représentation de Husimi. L'intérêt de cette représentation est grand. Il
se devine lorsque l'on sait que la mécanique classique (de Hamilton) qui est une limite
(courament utilisée) de la mécanique quantique pour des actions grandes (S/~ � 1) se
formule naturellement dans l'espace de phase (x, p), et que de nombreux phénomènes de
mécanique classique n'ont une explication claire que lorsqu'ils sont explicités dans l'espace
de phase (comme les structures des trajectoires pour les système réguliers, ou chaotiques,
voir [Arn76]) ; il en est de même pour de nombreux phénomènes quantiques, comme entrevu
ci-dessus.

Le paragraphe (1.3.2), présentant l'évolution de paquets d'ondes a clairement montré
l'avantage de la représentation de Husimi d'un état quantique par rapport à la représenta-
tion en position ψ(x) : elle permet de comprendre l'évolution en terme classique, sur une
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durée plus longue. Elle permet aussi de mieux comprendre la structure des états station-
naires.

La représentation de Husimi dans l'espace des phases présentée ci-dessous, permet de
donner un sens précis aux représentations schématiques dans l'espace de phase, faites ci-
dessus à propos de l'évolution d'un paquet d'onde, �gure (2.2.10), ou de la distribution
d'un état stationnaire quelconque, �gure (2.3.4).

2.3.4.1 Relation de Fermeture par les états cohérents

Nous avons vu en eq.(1.6.7), que le paquet d'onde |q, p, σ〉 dé�ni par eq.(1.1.6), est �assez
bien localisé� à la fois à la position x et à l'impulsion p, avec les incertitudes respectives
∆x = σ√

2
, ∆p = ~√

2σ
. Une famille de paquets d'ondes |q, p, σ〉 avec σ �xé, et (q, p) ∈ R2

serait donc un bon candidat pour dé�nir une représentation dans l'espace de phase. Il reste
à véri�er que l'on a une relation de fermeture.

Dans la suite, on considère que le paramètre σ est �xé, et on l'omet dans les notations.
Pour simpli�er, on utilise les ccordonnées sans dimension Q,P eq.(2.2.7) et la coordonnée
complexe

z =
1√
2

(Q+ iP ) ∈ C : point de l′espace de phase

Q =
q

σ
, P =

σ

~
p

On prendra l'expression |z〉 du paquet d'onde dé�nie en eq.(2.2.26) page (121) :

|x, p, σ〉 = exp

(
iPQ

2

)
|z〉

|z〉 = D(z)|0〉

D(z) = exp
(
iP Q̂− iQP̂

)
= exp

(
za+ − za

)
On utilisera aussi si besoin, les expressions équivalentes (2.2.29) pour D̂(z).

Proposition 2.3.3. Pour σ �xé, on a la relation de fermeture :

Î =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

2π~
dx dp |x, p, σ〉〈x, p, σ| =

∫
dxdp

2π~
|z〉〈z| (2.3.4)

Démonstration. Voir cours de M1 de math [Fau10b].
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2.3.4.2 Représentation de Husimi d'un état quantique

Dé�nition 2.3.4. Pour un état quantique |ψ〉 ∈ H on associe la fonction suivante sur
l'espace de phase, à valeurs complexes, appelée distribution de Bargmann de |ψ〉 :

Bargψ (x, p) = 〈z|ψ〉

on associe aussi la fonction positive sur l'espace de phase, appelée distribution de Hu-
simi de |ψ〉 :

Husψ (x, p) = |〈z|ψ〉|2 = |Bargψ(x, p)|2

Proposition 2.3.5. De la relation de fermeture, on déduit que la distribution de Barg-
mann Bargψ (x, p) caractérise l'état |ψ〉.

Démonstration. si ∀x, p Bargψ (x, p) = Bargφ (x, p), alors

|ψ〉 =

∫ ∫
dxdp

2π~
|z〉Bargψ (x, p) =

∫ ∫
dxdp

2π~
|z〉Bargφ (x, p) = |φ〉

Cela est moins clair pour la distribution de Husimi car il semble que l'on perd l'information
sur la phase en chaque point (x, p). Pourtant il n'en est rien :

Proposition 2.3.6. la distribution de Husimi caractérise l'état |ψ〉 à une phase
globale près.

Démonstration. [Fau10b]On a Bargψ (x, p) e|z|
2/2 = e|z|

2/2〈z|ψ〉 = 〈0|eza|ψ〉 qui est donc ana-
lytique en z. Il résulte de la théorie des fonctions à variables complexes que cette fonction est
déterminée (à une phase près) par son module seulement.

Proposition 2.3.7. La norme de l'état |ψ〉 s'obtient à partir de la distribution de Husimi
par :

‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉 =

∫
dxdp

h
Husψ (x, p)

Démonstration. on utilise simplement la relation de fermeture : 〈ψ|ψ〉 =
∫ dxdp

h 〈ψ|qp〉〈qp|ψ〉 =∫ dxdp
h Husψ (x, p).
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2.3.4.3 Exemples simples et importants

Onde plane si |ψ〉 = |p0〉 est une onde plane d'impulsion p0, dé�nie en eq.(1.1.3), alors

Barg|p0〉 (x, p) = 〈z|p0〉 =

√
σ

~
√
π

exp
(
i
x0p0

2~

)
exp

(
i
x0p

~

)
exp

(
−(p− p0)2

2(~/σ)2

)
et donc

Hus|p0〉 (x, p) =
σ

~
√
π

exp

(
−(p− p0)2

(~/σ)2

)
qui est une ligne en p = p0 qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur ∆p = ~

σ
.

C'est un résultat attendu. Voir �gure 2.3.5.

Etat de position si |ψ〉 = |x0〉 est un état de position en x0, alors

Barg|x0〉 (x, p) = 〈z|x0〉 =
1

(πσ2)1/4
exp

(
−ix0p0

2~

)
exp

(
i
p0x

~

)
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)
(d'après (1.1.6), et donc

Hus|x0〉 (x, p) =
1√
πσ2

exp

(
−(x− x0)2

σ2

)
qui est une ligne en x = x0 qui a une forme transversale Gaussienne, de largeur ∆x = σ.
C'est un résultat attendu. Voir �gure 2.3.5.

Remarquer que Hus|x0〉 (x, p) et Hus|p0〉 (x, p) ne sont pas normalisable (norme in�nie) ;
cela est du au fait que |p0〉, |x0〉 /∈ L2 (R).

Etat cohérent si |ψ〉 = |x0, p0〉 est un paquet d'onde Gaussien de position moyenne x0

et impulsion moyenne p0, alors

Barg|x0,p0〉 (x, p) = 〈z|z0〉 = e−
1
2
|z−z0|2ei=(zz0)

et donc

Hus|x0,p0〉 (x, p) = e−|z−z0|
2

= e−
1
2

(Q−Q0)2− 1
2

(P−P0)2

= e−
1

2σ2 (x−x0)2− σ2

2~2 (p−p0)2

qui est une gaussienne centrée en (x0, p0) de largeurs ∆x = σ, ∆p = ~
σ
. Voir �gure

2.3.6. C'est un résultat attendu, qui donne un sens rigoureux à l'image (1.6.4) .
preuve : on utilise (2.2.29), et ezaez0a

+
= ezz0ez0a

+
eza. On a

〈z|z0〉 = 〈0|ezaez0a+ |0〉e−
|z0|

2

2 e−
|z|2

2 = ezz0〈0|ez0a+
eza|0〉e−

|z0|
2

2 e−
|z|2

2 = ezz0e−
|z0|

2

2 e−
|z|2

2

soit 〈z|z0〉 = e−
1
2
|z−z0|2ei=(zz0) �.
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Figure 2.3.5 � Distributions de Husimi Husp0(x, p) et Husx0(x, p) des états |p0〉 et |x0〉
dans l'espace de phase. Les unités sont arbitraires

Etat stationnaire de l'oscillateur Harmonique Si |ψ〉 = |n〉 état propre de l'oscilla-
teur harmonique (voir page 105), alors

Barg|n〉 (x, p) = 〈z|n〉 = e−|z|
2/2 1√

n!
zn

et donc en coordonnées polaires z = ρeiθ

Hus|n〉 (x, p) =
1√
n!
ρ2ne−ρ

2

qui est une distribution indépendante de θ, donc de symétrie circulaire, dont le maximum
radial est sur le cercle ρmax =

√
n . Voir �gure 2.3.6. Ce cercle coincide avec la trajectoire

classique d'énergie Eclass
n = ~ωn, comme observé numériquement sur la �gure (1.3.4). (Re-

marquer qu'il y a un petit décalage par rapport à l'énergie du niveau n : En = ~ω
(
n+ 1

2

)
,

mais ce décalage est plus petit que la largeur de la distribution).
preuve : 〈z|n〉 = e−|z|

2/2〈0|eza|n〉 = e−|z|
2/2
∑

n′≥0
1
n′!〈0| (za)n

′
|n〉 = e−|z|

2/2
∑

n′≥0
1√
n′!
zn
′〈n′|n〉 =

e−|z|
2/2 1√

n!
zn.

Le maximum de Hus et sa largeur se trouvent en dérivant par rapport à ρ. Ensuite, le hamil-
tonien classique H = ~ω

2

(
P 2 +Q2

)
= ~ω |z|2 = ~ωρ2�

2.4 Conseils de Lecture

◦ Cohen-Tannoudji [CBF], chapitre V.

Pour approfondir :
◦ L'application du comptage d'états à la physique statistique :
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Figure 2.3.6 � Distributions de Husimi Hus|x0p0〉(x, p) et Hus|n〉(x, p) des états |x0p0〉 et
|n〉 dans l'espace de phase. Les unités sont arbitraires

� Diu et al. [DGLR89],
◦ Pour approfondir les aspects mathématiques,
� Sur la théorie des groupes : Cours de Segal dans [Seg95]. Livre de Bacry [Bac].
� Sur les états cohérents (paquets d'ondes) en physique : [WDG90]



Chapitre 3

Une particule à 3 dimensions sans spin

Dans le chapitre précédent nous avons considéré par simplicité une particule se dépla-
çant seulement selon une direction x (mouvement à une dimension). Dans ce chapitre nous
montrons tout d'abord comment le formalisme du chapitre précédent s'étend pour décrire
une particule dans l'espace (x, y, z) ∈ R3 de dimension 3.

Nous traitons ensuite le cas d'une particule chargée qui subit l'in�uence d'un champ
électromagnétique décrit par les champs de potentiel ~A et V .

3.1 Une particule à 3 dimensions sans spin

3.1.1 Espace des états H
L'état quantique d'une particule dans l'espace R3 est maintenant décrit par une fonction

d'onde ψ(x, y, z) à 3 variables, et toujours à valeurs complexes. On utilisera toujours la
notation de Dirac |ψ >. On posera aussi :

~x = (x, y, z) ∈ R3

Le produit scalaire entre deux fonctions d'onde est naturellement :

< ψ1|ψ2 >=

∫
R3

ψ1(~x)ψ2(~x) d3~x

(où d3~x = dxdydz. C'est une intégrale triple). L'espace des états est constitué des fonctions
d'ondes |ψ > de norme �nie : < ψ|ψ ><∞, noté :

H = L2
(
R3
)

Les opérateurs di�érentiels de base sont les opérateurs position et impulsion que l'on re-
groupe en opérateurs vectoriels (i.e. vecteurs dont les composantes sont des opérateurs) :

~̂x = (x̂, ŷ, ẑ) (3.1.1)

~̂p = (p̂x, p̂y, p̂z) (3.1.2)

145
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qui sont dé�nis comme ci-dessus, par

(x̂ψ) (x, y, z) = xψ(x, y, z)

(p̂xψ) (x, y, z) = −i~∂ψ
∂x

(x, y, z)

etc...
On note aussi pour simpli�er ∂x := ∂

∂x
et ~∇ = (∂x, ∂y, ∂z) appelé opérateur nabla.

3.1.2 L'espace H comme produit tensoriel H = Hx ⊗Hy ⊗Hz

Nous connaissons déjà des bases pour l'espace Hx = L2 (R) des fonctions d'ondes ψ(x)
à une variable x, étudié dans le chapitre précédent : nous connaissons la �base� de position
|x >, x ∈ R, la �base� d'impulsion |px >, px ∈ R, la base de l'oscillateur Harmonique
|φn〉,n ∈ N, ... (il y a une in�nité d'autres bases possibles). C'est la même chose pour les
espacesHy etHz associés aux variables y, z. Chaque dimension de l'espace : x, y, z s'appelle
un degré de liberté spatial. Dans R3 il y a donc trois degrés de liberté spatial.

Nous aimerions ici construire des bases de l'espace H = L2 (R3), fonctions à trois
variables (3 degrés de liberté) à partir de ces bases de fonctions à une variable (1 degré de
liberté), L2 (R). Autrement dit, comprendre comment l'espace H = L2 (R3) se construit
à partir des espaces Hx, Hy et Hz. Nous allons voir que cette construction se fait par
le produit tensoriel. Le produit tensoriel sera essentiel pour décrire plus généralement
l'espace quantique d'une particule ayant des degrés de liberté interne, ou pour décrire
l'espace quantique de plusieurs particules. Nous décidons donc d'illustrer cette construction
de produit tensoriel dans le cadre simple de fonctions à trois variables, ce qui reste intuitif.

Proposition 3.1.1. Supposons que |φnx >, nx ∈ N est une base (orthonormée) de Hx =
L2 (Rx), et de même |φny >, |φnz > des bases respectives de Hy = L2 (Ry) et Hz = L2 (Rz).
Alors φnx(x)φny(y)φnz(z) forme une base orthonormée de H = L2 (R3) aussi notée

|φnx > ⊗|φny > ⊗|φnz >

avec (nx, ny, nz) ∈ N3. C'est à dire que tout état ψ ∈ H = L2 (R3) s'écrit de façon unique :

ψ(x, y, z) =
∑

nx,ny ,nz

ψnx,ny ,nz φnx(x)φny(y)φnz(z), ψnx,ny ,nz ∈ C (3.1.3)

On dit que H est l'espace produit tensoriel :

H = Hx ⊗Hy ⊗Hz ou L2
(
R3
)

= L2 (Rx)⊗ L2 (Ry)⊗ L2 (Rz)

Le signe ⊗ s'appelle produit tensoriel.
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Démonstration. (*) On note :

φnx(x) =< x|φnx >, nx ∈ N

sont les fonctions de base de Hx. On considère tout d'abord que y, z sont �xes, donc
que ψ(x, y, z) dépend seulement de x, et on écrit de façon unique :

ψ(x, y, z) =< x|ψ(y, z) >=
∑
nx

ψnx(y, z)φnx(x)

La fonction ψnx(y, z) ∈ C est ici une �composante�. On continue de même avec cette
fonction, en considérant z �xe et y variable, donnant

ψnx(y, z) =
∑
ny

ψnx,ny(z)φny(y)

et puis �nalement ψnx,ny(z) =
∑

nz
ψnx,ny ,nzφnz(z). Au total cela donne :

ψ(x, y, z) =
∑

nx,ny ,nz

ψnx,ny ,nz φnx(x)φny(y)φnz(z) (3.1.4)

Qui montre que en général une fonction ψ(x, y, z) n'est pas juste un produit factorisé de
trois fonctions respectivement en x, y, z mais peut toujours s'écrire comme une combinaison
linéaire de termes factorisés de la forme φnx(x)φny(y)φnz(z). De plus on a montré que
cette décomposition est unique. La décomposition de ψ que l'on a obtenue montre que
|φnx > ⊗|φny > ⊗|φnz > est une base (orthonormée) de H. (On véri�e facilement
l'orthonormalité).

Remarques
◦ En notation de Dirac, on ré-écrit (3.1.4) sous la forme :

< x, y, z|ψ >=
∑

nx,ny ,nz

ψnx,ny ,nz < x|φnx >< y|φny >< z|φnz >

ou encore :
|ψ >=

∑
nx,ny ,nz

ψnx,ny ,nz |φnx > ⊗|φny > ⊗|φnz >

Il signi�e que la fonction d'onde
(
|φnx > ⊗|φny > ⊗|φnz >

)
∈ H est < x|φnx ><

y|φny >< z|φnz >= φnx(x)φny(y)φnz(z) qui est un produit de fontions. On obtient
de même la base de position de H notée :

|~x >= |x, y, z >= |x > ⊗|y > ⊗|z >
< ~x| =< x, y, z| =< x|⊗ < y|⊗ < z|
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◦ Ne pas confondre le produit tensoriel d'espaces vectoriels avec la somme directe
d'espaces vectoriels. Voici un rappel de ces deux notions. Si F est un espace vectoriel
(e.v.) de dimension Nf , de base |nf >, nf = 1 → Nf et G est un autre e.v. de
dimension Ng, de base |ng >, ng = 1→ Ng, alors nous venons de voir que l'espace
produit tensoriel est noté

E = F ⊗G (3.1.5)

et a pour base |nf , ng >= |nf > ⊗|ng > et est donc de dimension NfNg.
Par contre, l'espace somme directe, noté

E = F ⊕G

a pour base la réunion des vecteurs |nf > et |ng >, et est donc de dimension Nf+Ng.
Par exemple R3 = R2 ⊕ R. Voir �gure 3.1.1.

F

G

Figure 3.1.1 � L'espace total E de dimension 3 est la somme directe E = F ⊕ G, avec
dimF = 2, dimG = 1.

◦ Voici un schéma (�gure 3.1.2) montrant une fonction ψ(x, y) non factorisable en
deux fonctions de x et y Cela traduit une corrélation évidente entre les variables x

x

y

1

1

Figure 3.1.2 � Cette fonction est ψ (x, y) = 1 sur les carrés gris, et ψ(x, y) = 0 ailleurs,
est non factorisable.

et y. En terme de mesure de la position de la particule, si on observe la particule en
x = 1, forcément, y = 1 (respect. x = 0 et y = 0). Donc x et y sont des grandeurs
corrélées dans cet exemple.
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x

y

ψ
2

ψ
1

x

y

Figure 3.1.3 � Cette fonction ψ(x, y) = 1 sur les carrés gris, et ψ(x, y) = 0 ailleurs est
factorisable : ψ(x, y) = ψ1(x)ψ2(y)

Voici maintenant un schéma montrant une fonction ψ(x, y) = ψ1(x)ψ2(y) factori-
sable en deux fonctions de x et y, �gure 3.1.3. Cela correspond au fait qu'il n'y a
pas de corrélation entre les grandeurs x et y : Si on observe la particule en x = 1,
on ne sait pas pour autant si y = 0 ou y = 1. On dit que x et y sont dé-corrélés.
◦ (*) Dans cette section, on a montré que L2(R3) = L2(R) ⊗ L2(R) ⊗ L2(R). Plus
généralement, on a donc pour a, b ∈ N :

L2(Ra+b) = L2(Ra)⊗ L2(Rb)

Exercice 3.1.2. �Action d'une rotation� : Si une particule a la fonction d'onde ψ(~x) =<
~x|ψ >, montrer que l'expression de la fonction d'onde de la même particule dans un repère
~x′ obtenu par une rotation ~x′ = R~x (où R ∈ SO (3) est une matrice orthogonale 3× 3) est

ψ′(~x′) = ψ(R−1~x′) (3.1.6)

Remarques : on note ψ′ = R̂ψ et R̂ est l'opérateur rotation. Puisque que la transfor-
mation ψ(~x)→ ψ′(~x′) correspond à un changement de repère, on parle de transformation
passive. Il pourrait s'agir d'un dispositif qui fasse tourner la particule ; on parlerait de
transformation active.

3.1.3 (*) L'oscillateur Harmonique à 2 dimensions

Voir TD.

3.2 Particule chargée dans un champ électromagnétique

Dans cette section, on cherche à décrire une particule quantique subissant les ef-
fets d'un champ électro-magnétique extérieur classique. On supposera donc que
l'in�uence de la particule sur le champ est négligeable (ex : rayonnement, champ électro-
statique ou magnétostatique, cf discussion page 168).
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La dynamique d'une particule quantique isolée est décrite par l'équation de Schrödinger
eq.(1.3.1). Dans cette équation intervient l'opérateur Hamiltonien qui contient toutes les
informations sur la nature de la particule et les forces qu'elle subit.

En général, cet opérateur Ĥ s'obtient à partir de la fonction de Hamilton classique
H(~x, ~p) (qui est l'énergie totale) qui sert à décrire la dynamique de la particule dans le
cadre de la mécanique classique, et l'on remplace les variables classiques x, px par les
opérateurs x̂, p̂x etc.. Cette opération s'appelle le principe de correspondance 1.

Dans ce paragraphe nous allons donc tout d'abord faire un rappel de mécanique clas-
sique et d'électromagnétisme classique, et établir la fonction de Hamilton H(~x, ~p) d'une
particule classique chargée, dans un champ électromagnétique extérieur. Puis à l'aide du
principe de correspondance, on obtiendra l'opérateur Hamiltonien Ĥ qui permet de décrire
la particule quantique.

Attention : dans ce chapitre, on ne décrira pas le spin de la particule (on le supposera
�gé par exemple). Nous décrirons l'interaction du spin avec le champ, seulement à la �n
du chapitre ??.

3.2.1 Dynamique classique et invariance de Jauge

Voir cours de Mécanique Analytique de L3. [Fau10c].
D'après les équations de Maxwell, les champs ~E(~x, t) et ~B(~x, t) véri�ent 2 :

~rot
(
~E
)

= −∂
~B

∂t

div
(
~B
)

= 0

D'après le Lemme de Poincaré, cela implique que il existe un champ de vecteur ~A (~x, t)
appelé potentiel vecteur et une fonction U (~x, t) appelé potentiel scalaire tels que

~E = −
−−→
grad (U)− ∂ ~A

∂t
, ~B =

−→
rot ~A

Remarque : utilisant les relations ~rot ◦ ~grad = 0 et div ◦ ~rot = 0, on véri�e que ces
solutions conviennent. Le lemme de Poincaré assure la réciproque. Voir page 156.

3.2.1.1 Équations de mouvement classique

Soit une particule classique chargée (électron ou autre), de charge q, se déplaçant sous
l'e�et d'un champ électromagnétique ~E, ~B. Dans la théorie de Newton, cette particule subit

1. Ce principe de correspondance peut sembler arti�ciel. Il est justi�é par la propriété que l'évolution
du centre d'un paquet d'onde avec le Hamiltonien quantique Ĥ et décrit en première approximation par
les équations de Hamilton avec le Hamiltonien classique H correspondant.

2. Voir l'appendice pour avoir l'expression de ces opérateurs di�érentiels et des relations importantes
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la force de Lorentz ~FLorentz = q
(
~E + ~v ∧ ~B

)
et cela détermine sa trajectoire d'après

l'équation de mouvement de Newton md2~x
dt2

= ~FLorentz.
La proposition suivante montre que ce mouvement peut être décrit par un certain

Hamiltonien.

Proposition 3.2.1. La fonction Hamiltonien suivante

H(~x, ~p, t) =
1

2m

(
~p− q ~A(~x, t)

)2

+ qU(~x, t)

et les équations de mouvement de Hamilton

d~x

dt
=
∂H

∂~p
d~p

dt
= −∂H

∂~x

sont équivalentes à l'équation de Newton

m
d2~x

dt2
= ~FLorentz = q

(
~E + ~v ∧ ~B

)
(3.2.1)

L'impulsion est
~p = m~v + qA (~x, t) (3.2.2)

Démonstration. (*) On notera ~x = (x1, x2, x3) les composantes d'un vecteur. Les équations
de mouvement de Hamilton donnent pour j = 1, 2, 3

dxj
dt

=
∂H

∂pj
=

1

m
(pj − qAj)

(Cela donne ~p = m~v + q ~A où ~v = d~x
dt

est la vitesse). On a aussi

dpj
dt

= −∂H
∂xj

=

(
3∑
i=1

1

m
(pi − qAi)

(
q
∂Ai
∂xj

))
− q ∂U

∂xj
=

(
3∑
i=1

vi

(
q
∂Ai
∂xj

))
− q ∂U

∂xj

Alors

m
d2xj
dt2

=
dpj
dt
− qdAj

dt
or

dAj (~x (t) , t)

dt
=
∑
i

∂Aj
∂xi

dxi
dt

+
∂Aj
∂t



152 CHAPITRE 3. UNE PARTICULE À 3 DIMENSIONS SANS SPIN

et

Ej = − ∂U
∂xj
− ∂Aj

∂t
,

Donc

m
d2xj
dt2

=

(
3∑
i=1

vi

(
q
∂Ai
∂xj

))
− q ∂U

∂xj
− q

(∑
i

∂Aj
∂xi

dxi
dt

+
∂Aj
∂t

)

= q

(
3∑
i=1

vi

(
∂Ai
∂xj
− ∂Aj
∂xi

))
+ qEj

= q (v ∧B)j + qEj = FLorentz

On a obtenu l'équation de Newton. En dernière ligne on a utilisé (v ∧B)j =
(∑3

i=1 vi

(
∂Ai
∂xj
− ∂Aj

∂xi

))
qu'il nous faut montrer maintenant. On a

~B = ~rot
(
~A
)

=

 ∂
∂x1
∂
∂x2
∂
∂x3

∧

 A1

A2

A3

=

 B1 = ∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

B2 = ∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

B3 = ∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

et

~v ∧ ~B =

 v2B3 − v3B2

etc
..

v2B3 − v3B2 = v2

(
∂A2

∂x1

− ∂A1

∂x2

)
+ v3

(
∂A3

∂x1

− ∂A1

∂x3

)
=

∑
j

vj

(
∂Aj
∂x1

− ∂A1

∂xj

)

car le terme j = 1 est nul. On a donc bien montré que
∑

j

(
∂Aj
∂xi
− ∂Ai

∂xj

)
vj =

(
~v ∧ ~B

)
i
.

3.2.1.2 Invariance de Jauge classique

D'après les équations de mouvement de Newton md~v/dt = ~FLorentz, et l'expression de
~FLorentz qui dépend de ~E, ~B, nous savons que le mouvement de la particule est imposé par
~E, ~B et non pas directement par ~A, U . Or di�érents champs ~A, U donnent les mêmes champs
~E, ~B. En e�et, la transformation suivante sur les champs ( ~A, U), appelé changement de
Jauge, laisse les champs ~E, ~B invariants et donc la trajectoire classique inchangée) :
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Proposition 3.2.2. �Invariance de Jauge classique�. si χ(~x, t) est une fonction quel-
conque alors les transformations suivante appelées changement de Jauge :

~A→ ~A′ = ~A+
−−→
grad (χ) (3.2.3)

U → U ′ = U − ∂χ

∂t

impliquent ~p→ ~p′ = ~p+ q
−−→
grad (χ) mais ~E, ~B et la trajectoire classique ~x (t) sont inchan-

gés.

Démonstration. On a

~E′ = −
−−→
gradU ′ − ∂ ~A′/∂t = −

−−→
gradU + ∂ (gradχ) /∂t− ∂ ~A/∂t− ∂ (gradχ) /∂t = ~E

et
~B′ =

−→
rot ~A′ =

−→
rot ~A+

−→
rot
−−→
gradχ =

−→
rot ~A = ~B

Par conséquent la force de Lorentz ~FLorentz est inchangée et les équations de mouvement Newton
sont aussi inchangées.

3.2.2 Équation de Schrödinger et invariance de Jauge Quantique

Comme expliqué ci-dessus, l'opérateur Hamiltonien Ĥ s'obtient à partir du Hamilto-
nien classique par le principe de correspondance en substituant les variables positions et
impulsions par les opérateurs di�érentiels correspondants eq(3.1.1). Cela donne :

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− q ~A(~̂x, t)

)2

+ qU(~̂x, t) (3.2.4)

et l'équation de Schrödinger qui décrit l'évolution de la fonction d'onde de la particule
chargée s'écrit toujours comme eq.(1.3.1) :

i~
d|ψ >
dt

= Ĥ|ψ > (3.2.5)

⇔0 =
1

2m
~D2ψ +Dtψ (3.2.6)

dans la deuxième ligne on a fait apparaitre les expressions

D :=

{
Dt := −i~ ∂

∂t
+ qU

~D := −i~~∇− q ~A

appelée dérivée covariante. (c'est un quadri-vecteur).
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Proposition 3.2.3. �Invariance de Jauge quantique�. L'équation de Schrödinger
est aussi invariante par le changement de Jauge (3.2.3), à condition de faire aussi le
changement suivant sur la fonction d'onde :

ψ (~x, t)→ ψ′ (~x, t) = exp

(
iq
χ(~x, t)

~

)
ψ (~x, t) (3.2.7)

(3.2.8)

Remarque :
◦ Dans (3.2.7) c'est un changement de la phase de la fonction d'onde di�érent en
chaque point de l'espace-temps.
◦ Il faut penser aux transformation de Jauge comme à un changement de repère ou
de référentiel en mécanique : les coordonnées des objets sont modi�ées mais les
phénomènes physique sont inchangés.

Démonstration. Supposons que l'équation i~∂ψ∂t = Ĥψ est véri�ée. On va montrer que i~∂ψ
′

∂t =

Ĥ ′ψ′ est alors véri�ée. Utilisant l'écriture (3.2.5) avec la dérivée covariante ci-dessus, on pose
~D′, D′t pour les expressions avec

(
~A′, U ′

)
. On veut donc montrer que 0 = 1

2m
~D2ψ + Dtψ est

équivalent à 0 = 1
2m

~D′2ψ′ +D′tψ
′.

Pour cela on va utiliser la relation suivante :

D′
eiq χ~ψ︸ ︷︷ ︸

ψ′

 = eiq
χ
~D (ψ) (3.2.9)

qui sera démontrée ci-dessous. Grâce à cette relation on déduit ~D′
(
eiq

χ
~ψ
)

= eiq
χ
~ ~D (ψ)

donc (
~D′
)2 (

eiq
χ
~ψ
)

= ~D′
(
~D′eiq

χ
~ψ
)

= ~D′eiq
χ
~ ~D (ψ) = eiq

χ
~ ~D2 (ψ)

et D′t
(
eiq

χ
~ψ
)

= eiq
χ
~Dt (ψ). Donc

0 =
1

2m
~D′2ψ′ +D′tψ

′

⇔0 = eiq
χ
~

(
1

2m
~D2ψ +Dtψ

)
⇔0 =

(
1

2m
~D2ψ +Dtψ

)
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On a obtenu le résultat. Preuve de (3.2.9) : pour la composante D′t on a

D′t

(
eiq

χ
~ψ
)

=

(
−i~ ∂

∂t
+ qU ′

)(
eiq

χ
~ψ
)

= −i~eiq
χ
~ i
q

~
∂χ

∂t
ψ − i~eiq

χ
~
∂ψ

∂t
+ q

(
U − ∂χ

∂t

)
eiq

χ
~ψ

= eiq
χ
~Dt (ψ)

et de même pour les composantes spatiales

~D′
(
eiq

χ
~ψ
)

=
(
−i~~∇− q ~A′

)(
eiq

χ
~ψ
)

= −i~eiq
χ
~ i
q

~

(
~∇χ
)
ψ − i~eiq

χ
~

(
~∇ψ
)
− q

(
~A+ ~∇χ

)
eiq

χ
~ψ

= eiq
χ
~ ~D (ψ)

3.2.3 E�et Aharonov-Bohm

Nous venons de voir que en mécanique classique et quantique il y a une invariance de
Jauge. On pourrait penser que les deux résultats sont similaires. Ce n'est pas le cas il y
a une di�érence fondamentale avec l'invariance de Jauge quantique et qui vient du fait
que la phase est modi�ée dans l'expression (3.2.7). Cela implique des phénomènes qui se
manifestent dans des expériences d'interférences proposées par Aharanov et Bohm en 1957
et qui n'ont pas d'équivalent en mécanique classique.

Dans le dispositif expérimental décrit par la �gure (3.2.1), un faisceau cohérent d'élec-
trons part de x0, puis est séparé en deux, et se recombine dans la région d'interférences x.
Cela est similaire à l'expérience des doubles fentes de Young en optique, sauf que la région
hachurée entourée par les faisceaux contient un champ magnétique ~B perpendiculaire à la
�gure. Le champ ~B est nul partout ailleurs, en particulier sur le trajet des faisceaux.

Cependant le potentiel vecteur ~A n'est pas nul sur les trajets des électrons. En e�et si
l'on considère la boucle fermée Γ, allant de x0 à x∗ par le chemin du haut, et revenant par
le chemin du bas, on a d'après le théorème de Stokes (cf appendice A.3.1)∮

Γ

~Ad~l =

∫
disque

rot( ~A) d~2s =

∫
disque

~B d2~s = φB

où φB est le �ux (non nul) du champ ~B à travers la boucle Γ. On déduit que ~A est donc
non nul sur le trajet des électrons. A cause de sa présence dans le Hamiltonien Ĥ, ce
potentiel vecteur ~A est responsable d'une di�érence de phase entre les deux trajets qui est
précisément :

e

~

∮
~Ad~l =

e

~
φB

(voir exercice ci-dessous). Par conséquent, l'intensité I(x) des �gures d'interférence obser-
vées au point x, dépendent directement du �ux magnétique φ =

∫
disque

~B d~s.
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Figure 3.2.1 � La fonction d'onde d'un électron est quasiment nulle hors des régions
grisées. Le champ magnétique est nul hors de la zone noircie. Cependant les �gures d'in-
terférence observées dépendent directement du �ux magnétique.

On montre que l'intensité de l'onde au point x du détecteur est (voir TD) :

I(x) '
(

1 + cos
( e
~
φB

))
La conséquence surprenante de cette expérience, est qu'un champ magnétique ~B peut

in�uencer le mouvement d'électrons qui ne le traversent même pas. (Mais dont la fonction
d'onde le contourne).

Ce phénomène d'interférences est observé dans des structures semi-conducteurs appelés
SQUID. Il permet de détecter des changements de champs magnétique très faibles.

Remarque : A l'aide de la �géométrie di�érentielle� et �la théorie des connections
sur �brés vectoriels� aussi appelée �théorie de Jauge� on peut formuler l'invariance
et les changement de Jauge de façon plus claire. Dans cette formulation il apparait que
la phase d'Aharanov Bohm φB est une �holonomie�, indépendante du choix de Jauge et
pouvant donc se manifester physiquement.

3.2.3.1 (*) Le lemme de Poincaré

Il y a un paradoxe apparent dans l'e�et Aharanov Bohm. Voici un argument qui est
faux : comme ~rot ~A = ~B = 0 sur le chemin de l'électron, on devrait trouver une fonction
χ telle que ~gradχ = ~A. Le changement de Jauge ~A → ~A′ = ~A −

−−→
grad (χ) donnerait alors

~A′ = 0 et aucune in�uence du �ux magnétique φB sur la phase de l'électron.
Réponse : l'erreur de l'argument précédent est que la propriété mathématique ~B =

~rot ~A = 0 ⇒ ∃χ, tq ~A = ~gradχ n'est pas valable sur le domaine gris de la �gure (3.2.1)
(d'ailleurs, une preuve que l'on ne peut annuler ~A est que

∮
~Ad~l = φB 6= 0). Cette propriété

mathématique n'est valable que sur un domaine D de l'espace simplement connexe, c'est
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à dire où tout chemin en boucle peut se déformer continument vers un point en restant
dans ce domaine.

Plus généralement, les formules bien connues de calcul di�érentiel

~grad f = 0 ⇒ f = cste (3.2.10)
~rot~u = 0 ⇒ ∃f, tq ~u = ~gradf

div ~v = 0 ⇒ ∃~u, tq ~v = ~rot~u

sont valable sur un domaine D de l'espace qui est contractible, c'est à dire déformable
en un point ; et ne contenant donc pas de trous. Cette propriété s'appelle le lemme de
Poincaré 3.

Exercice 3.2.4. Chercher un contre exemple simple à chacune des trois règles (3.2.10).

Solution :

1. soit le domaine D = R \ {0}. Sur R+, f (x) = 1, et R−, f (x) = 0.

2. soit le domaine D = R2 \ {0}. En coordonnée polaires, ~u = 1
r
~uθ.

3. soit le domaine D = R3 \ {0}. En coordonnée sphériques, ~v = 1
r2~ur.

Exercice 3.2.5. TD sur l'e�et Aharanov Bohm.

3.2.4 Interprétation géométrique de l'invariance de Jauge quan-
tique, et autres théories de Jauges (*)

Dans ce paragraphe, nous donnons une introduction à la description de l'électroma-
gnétisme comme étant �une théorie de Jauge�. Cette description introduite par les
physiciens dans les années 1970', utilise des outils de géométrie introduits par les mathé-
maticiens (H. Whitney, H. Hopf, Pontrjagin, Chern ...) dans les années 1930'-40', comme
la notion de �bré vectoriel et connexion sur un �bré vectoriel, 4 , que nous allons
expliquer.

Cette interprétation a un aspect esthétique certain, mais aussi un gros avantage concep-
tuel, car cette description se généralise aux autres forces fondamentales de la nature, comme
la force nucléaire, la force de gravitation. Cette description a par ailleurs permis en 1973,
l'uni�cation de la force électromagnétique avec la force nucléaire faible, dans la théorie dite
�théorie de Jauge électro-faible�, dont la véri�cation expérimentale a été faite en 1983,
avec la découverte des bosons Z0, Z± et en 2012 avec la découverte du boson de Higgs.

De plus la description géométrique en terme de �bré vectoriel est indispensable pour
décrire des phénomènes topologiques ; voir cours de Master 2 pour plus détails [Fau10a].

3. Plus précisément, la condition nécéssaire et su�sante sur le domaine D est que son groupe de
cohomologie de De-Rham soit nul, c'est à dire H0

DR (D) = 0, ou H1
DR (D) = 0,H2

DR (D) = 0, pour
respectivement les trois formules ci-dessus, voir [Nak03].

4. �Connection on a vector bundle� en anglais.
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Nous rappelons que d'un point de vue physique, nous décrivons une particule chargée
quantique (décrite par une fonction d'onde ψ), et un champ électromagnétique classique.
Nous supposons que ce champ in�uence la particule, mais que celle-ci n'in�uence pas le
champ 5

3.2.4.1 Nécessité d'une description géométrique

La situation décrite plus haut est insatisfaisante pour deux raisons :

1. L'expérience de Aharonov-Bohm montre que les champs ~E, ~B ne su�sent pas à
décrire l'e�et du champ électromagnétique sur une particule quantique : il faut
l'expression des potentiels ~A, U .

2. Cependant, ces potentiels ~A, U ne sont pas uniquement déterminés : un changement
de choix de Jauge arbitraire ne change pas leur e�et sur la particule quantique.

Nous allons voir qu'il peut y avoir une description unique et complète du champ électroma-
gnétique, en utilisant une description géométrique adéquate. De la même manière que les
coordonnées polaires ou cartésiennes sont des choix di�érents pour décrire un point dans
le plan, di�érents choix de Jauge, décrivent les même champs électromagnétiques.

3.2.4.2 Autre écriture de l'équation de Schrödinger avec la dérivée covariante

On peut écrire l'équation de Schrödinger (3.2.5), sous la forme :(
−i~ ∂

∂t
+ qU

)
ψ +

(
−i~~∇− q ~A

)2

ψ = 0

Soit :
−i~Dtψ +

(
−i~ ~D

)2

ψ = 0,

avec l'opérateur appelé dérivée covariante :

D :

{
Dt =

(
∂
∂t

+ i qU~
)

Dx =
(
∂
∂x
− i qAx~

)
, Dy = etc...

qui a une expression identique sur les quatre axes de l'espace-temps.
Nous allons maintenant donner une description géométrique de la dérivée covariante

dé�nie ci-dessus, qui montrera la signi�cation du changement de Jauge.

3.2.4.3 La fonction d'onde comme une section d'un espace �bré sur l'espace-
temps

La fonction d'onde ψ (~x, t) ∈ C est une fonction qui associe une valeur complexe à
chaque point m = (~x, t) de l'espace-temps. D'après (3.2.7), la phase de cette valeur com-
plexe n'est pas uniquement déterminée.

5. Voir discussion à la section 3.2.5 à propos de cette hypothèse.
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Cela nous amène à supposer que à chaque point m de l'espace-temps M , est associé un
plan vectoriel complexe, appelé �bre Fm, identique à C, mais sans choix d'axe réel précisé.
Cependant la norme d'un point f ∈ Fm est dé�nie, si bien que chaque �bre a une �symétrie
de rotation autour de l'origine�. Ainsi si l'on veut associer un nombre complexe c ∈ C à
f ∈ Fm, il y a le choix arbitraire d'une phase à faire, comme voulu.

La �bre Fm pour chaque m ∈ M est un plan complexe de dimension 1. Considérant,
tous les points m de l'espace temps, l'ensemble de ces �bres forment un espace �bré sur
l'espace-temps. La fonction d'onde d'une particule quantique est le choix continu d'un
point s(m) ∈ Fm dans chaque �bre : on dit que c'est une section de l'espace �bré (car
la section �coupe� chaque �bre). Voir �gure 3.2.2.

x,y,z

m
F

m

t

Espace−temps M

Fibre

s(m)

section

Figure 3.2.2 � La fonction d'onde vue comme une section d'un espace �bré sur l'espace-
temps. Les cercles représentent les points de norme 1.

3.2.4.4 Le champ électromagnétique comme une connexion sur ce �bré vec-
toriel

L'espace �bré est l'union des �bres F =
⋃
m Fm. Chaque �bre est �collée� à sa voisine

(notion de continuité), mais comme nous l'avons dit il n'y a pas d'axe réel privilégié dans
aucune �bre et donc pas d'identi�cation privilégié entre un point d'une �bre et un point
d'une �bre voisine, à priori.

Cependant, c'est �le rôle� du champ électromagnétique que d'identi�er les �bres voisines
entre elles, de les �connecter�. Nous donnons d'abord la description géométrique de cette
connexion sur la �gure 3.2.3, puis nous verrons comment l'exprimer en formules mathéma-
tiques plus loin.

Si m et m + δm sont deux points in�niment proches de l'espace temps (distants par
un vecteur tangent �in�nitésimal� noté δm), chaque point de la �bre Fm est connecté à un
point de la �bre Fm+δm . Cette connexion préserve la norme, et l'invariance par rotation
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dans chaque �bre 6. On suppose que cette connexion existe entre m et m + δm pour tout
point m de l'espace-temps et tout déplacement in�nitésimal δm.

A�rmation : la section s (m) et la connexion sont les seuls objets
géométriques nécessaires pour décrire la particule quantique et le champ

électromagnétique interagissant avec elle.

Nous allons maintenant justi�er cette a�rmation en retrouvant les expressions habi-
tuelles de l'électromagnétisme à partir de ces seuls objets.

x,y,z

m

Fm t

m+dm

F
m+dmFibre

Espace−temps M

Connexion

Fibre

δm

Figure 3.2.3 � Le champ électromagnétique est représenté par une connexion qui connecte
la �bre Fm à chaque �bre voisine Fm+δm .

3.2.4.5 Signi�cation géométrique de la dérivée covariante D et courbure de la
connexion

A partir de ces deux objets géométriques (section et connection) voyons ce que l'on peut
dire. En un point donné m ∈ M de l'espace-temps, et pour un déplacement δm donné,
on peut comparer la section et la connexion. Plus précisément, voir comment la section
s'écarte de la connexion. Voir �gure 3.2.4. Cet écart est un vecteur de la �bre Fm, et noté :

Dδms ∈ Fm

et appelé dérivée covariante de la section selon le vecteur δm.
Par ailleurs considérons deux vecteurs tangents de l'espace temps δm1, δm2, et le petit

parcourt qu'ils dé�nissent, partant du point m. Si l'on part d'un point de la �bre f ∈ Fm,
et que l'on passe d'une �bre à une autre, au dessus de ce parcourt, en suivant la connexion,

6. On dit alors que cette connexion a le groupe de symétrie U(1) (qui est précisément le groupe des
transformations de C préservant la norme).
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x,y,z

m

Fm t

m+dm

F
m+dm

Fibre

Espace−temps M

dm

connexion

section

s(m)

Dérivée covariante D    s
dm

Figure 3.2.4 � La dérivée covariante exprime l'écart entre la section et la connexion (ou
transport parallèle)

on revient à la �bre de départ Fm, mais en un autre point f ∗. L'écart obtenu, appelé
holonomie du parcourt est une phase in�nitésimale exp (iδϕ) que l'on note :

δϕ = F(δm1,δm2)(m)

Le nombre réel F(δm1,δm2)(m) est appelé courbure de la connexion au point m, selon
les directions δm1, δm2.

Remarques :
◦ F(δm2,δm1) = −F(δm1,δm2), montrant que F est antisymétrique (c'est un champ de
tenseurs de rang 2 anti-symétrique, ou 2-forme). 7

◦ Remarquons aussi pour une généralisation future à d'autres théories de Jauge, que
le changement de phase exp (iδϕ) est la seule transformation autorisée dans la �bre
Fm qui préserve la norme. On dit que F est un générateur (élément de l'algèbre de
Lie) du groupe U(1).

3.2.4.6 On retrouve les expressions habituelles de l'électromagnétisme et l'in-
variance de Jauge

On a décrit la dérivée covariante et la courbure sur un schéma de façon précise mais
géométrique. Pour faire des calculs, il nous faut des expression numériques, et pour cela il
faut faire le choix de coordonnées dans chacune des �bre.

7. Rappelons qu'un tenseur contravariant de rang k est un objet géométrique en un point m
de l'espace-temps qui s'applique sur k vecteurs tangents linéairement et renvoie un nombre. Un tenseur
contravariant antisymétrique de rang k est aussi appelé une k-forme.
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Fm

m

x,y,z

t

Fibre

dm
2

f
f
*

dm1

Espace−temps M

F

Figure 3.2.5 � La courbure F exprime la di�érence de phase obtenue après avoir suivi la
connexion au-dessus d'une petite boucle de l'espace-temps.

Le choix d'une Jauge (aussi appelé trivialisation du �bré) est le choix d'un axe réel
de référence dans chacune des �bre Fm. Ce choix est arbitraire, il n'a pas de signi�cation
physique, mais permet d'exprimer les objets géométriques précédents. (Comme le choix
d'axes gradués sur le plan permet de repérer les points par des coordonnées). Dans chaque
�bre Fm, le choix de Jauge revient donc à associer le nombre 1 à un point arbitraire (de
module 1) r(m), appelé section unitaire de référence.

La fonction d'onde ψ : Par rapport à la section de référence r(m), la valeur de la
section s(m) est caractérisée par le nombre complexe ψ(m) ∈ C en écrivant :

s(m) = ψ(m) r(m).

La section s est donc caractérisée par la fonction d'onde complexe ψ(m).

Le potentiel électromagnétique A : En un point donné m ∈ M , et pour un vecteur
tangent δm donné, l'écart que fait la section de référence r avec la connexion s'exprime
par la dérivée covariante (Dδmr) (m) ∈ Fm. Comme r(m) est de module 1, et que la
connexion conserve la norme (sur la �gure, r (m) et Dδmr forment un angle droit dans la
�bre, traduisant la multiplication par i), cet écart s'exprime donc comme

(Dδmr) (m) = (iAδm) r(m) (3.2.11)

où Aδm est un nombre réel (i.e. A est un tenseur de rang 1, ou 1-forme). Voir �gure 3.2.6.

La dérivée covariante : L'écart de la section s par rapport à la section de référence,
selon la direction δm est dsδm = (dψ)δm r. Noter que cet écart dépend du choix de r et n'a
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x,y,z

m

Fm t

m+dm

Fibre

Espace−temps M

dm

dmD     r=   iA r

Reference  r

connexion

Figure 3.2.6 � Le potentiel électromagnétique A exprime comment la section de référence
r s'écarte du transport parallèle (ou connexion).

donc pas de signi�cation physique. Mais en utilisant cette section de référence, la dérivée
covariante se décompose en deux termes, d'après 8 la �gure 3.2.7 :

Dδms = Dδm (ψr) = ((dψ)δm + iAδm ψ(m)) r

Chacun de ces deux termes dépend du choix de r mais la somme n'en dépend pas.
Ainsi en prenant pour δm tour à tour les quatre vecteurs tangents δm = ∂

∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
, ∂
∂t
,

d'un référentiel donné, la dérivée covariante s'écrit

D∂/∂xs =

(dψ)∂/∂x + iA∂/∂x ψ︸ ︷︷ ︸
Dxψ

 r

avec la dérivée covariante de la fonction d'onde (déjà introduite plus haut) :

Dxψ = (dψ)∂/∂x + iA∂/∂x ψ =

(
∂

∂x
− iqAx

~

)
ψ

à condition de poser :

A∂/∂x = −qAx
~
, A∂/∂y = −qAy

~
, A∂/∂z = −qAz

~
, A∂/∂t =

qU

~
,

(on fait de même pour Dy, Dz, Dt).

8. Cette relation s'écrit aussi D (ψr) = (dψ) r+ψD(r), et s'appelle la règle de Leibnitz. Elle sert de
dé�nition à la dérivée covariante dans les ouvrages de géométrie.
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x,y,z

m

Fm t

m+dm

Fibre

Espace−temps M

dm

section

s(m)

dm

Reference        .rψ

connexion

D     r=   iA rψψ

dm

ψd   .r  

dm
ψ D    s=(d   )   .r +    D  rψ

dm

Figure 3.2.7 � Décomposition de la dérivée covariante, en utilisant la section de référence
ψm r (ici ψm est une constante).

Le tenseur électromagnétique et la courbure F : Montrons que la courbure F
dé�nie ci-dessus s'identi�e avec le tenseur électromagnétique F de l'électromagnétisme.
Considérons l'exemple où l'on choisit les deux vecteurs déplacements selon des axes du
référentiel :δm1 = ∂/∂x et δm2 = ∂/∂y. On calcule :

F(∂/∂x,∂/∂y) = i (∂xAy − ∂yAx) r

= −iq
~
Fx,yr

avec le tenseur électromagnétique Fx,y = (∂xAy − ∂yAx) etc.. pour les autres composantes.

Démonstration. D'après la �gure

F(∂/∂x,∂/∂y) = DxDyr −DyDxr

or d'après la règle de Leibnitz

DxDyr = Dx (iAyr) = i (∂xAy) r + iAy (Dxr)
= i (∂xAy) r + iAyiAxr

donc

F(∂/∂x,∂/∂y) = DxDyr −DyDxr
= i (∂xAy − ∂yAx) r
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E�et d'un changement de Jauge : Si on change de choix de section de référence en
posant

r′(m) = e−iqχ(m)/~r(m)

avec m→ χ (m) fonction réelle, alors par dé�nition on doit écrire

s(m) = ψ(m)r(m) = ψ′(m)r′(m) = ψ′(m)e−iqχ(m)/~r(m)

la valeur de ψ′(m) est donc changée par une phase :

ψ′ (m) = ei
qχ(m)

~ ψ (m)

comme sur la relation (3.2.7). De même la valeur de A = q
~

(
− ~A, U

)
change selon :

~A′ = ~A+ ~gradχ, U ′ = U − ∂tχ

comme les formules de transformation de Jauge (3.2.3).

Démonstration. Utilisant la règle de Leibnitz

Dxr′ =
(
Dx
(
e−iqχ/~r

))
= ∂x

(
e−iqχ/~r

)
+ e−iqχ/~Dxr

= −iq
~

(∂xχ) e−iqχ/~r + e−iqχ/~iAxr

= i
(
− q
~

(∂xχ) +Ax
)
e−iqχ/~r

Par ailleurs

Dxr′ = iA′xr′ = iA′xr′ = iA′xe−iqχ/~r

Par identi�cation on déduit

A′x = Ax −
q

~
(∂xχ)

donnant

A′x = Ax + ∂xχ

etc... pour les autres composantes y, z, t soit

~A′ = ~A+ ~gradχ, U ′ = U − ∂tχ
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Résumé
◦ En théorie de Jauge de l'électromagnétisme, la particule quantique est une section
d'un �bré vectoriel sur l'espace-temps.
◦ Le champ électromagnétique est décrit par une connexion de ce �bré. La courbure
du �bré qui représente l'holonomie in�nitésimale exprime la présence de champs
électrique et magnétique (c'est le tenseur Fµν).
◦ L'équation d'évolution de Schrödinger fait intervenir la dérivée covariante qui ex-
prime l'écart que fait la section avec la connexion du �bré.
◦ Un choix de Jauge est le choix d'un repère dans chacune des �bres, et permet
d'obtenir des expressions en terme de fonction numériques (et champs de tenseur).
Mais ces expressions dépendent de ce choix.

3.2.4.7 Généralisation : Théories de Jauge de Yang-Mills

Il est facile de généraliser la description précédente en considérant d'autres espace �-
brés vectoriels de dimension plus grande. Cette simple généralisation permet de décrire les
autres théories de Jauges de la nature que sont la force électro-faible (force électroma-
gnétique et force nucléaire faible) et la force nucléaire forte, aussi appelée théorie de
la Chromo-dynamique. La force électro-faible nécessite la notion de Champs de Higgs,
et la brisure spontanée de symétrie. Pour simpli�er, nous esquisserons ici seulement la
Chromo-Dynamique.

La théorie de la Chromodynamique permet de décrire les quarks (qui sont les champs
quantiques de matière ; leur fonction d'onde sera la section d'un �bré) qui subissent l'e�et
d'un champ de Jauge qui est le champ de gluons (ce sera la connexion du �bré). Tous
ces objets là se trouvent dans les noyaux nucléaires, les protons et les neutrons et forment
l'essentiel de ceux ci.

Dans la théorie de Jauge Chromo-dynamique chaque �bre Fm est maintenant un espace
de dimension complexe 3. Ainsi chaque �bre est isomorphe à C3 , mais il n'y a pas
de repère privilégié, et donc une invariance par les rotations dans C3 qui sont représentées
justement par le groupe SU(3) (matrices 3 × 3 complexes unitaires de déterminant 1,
voir [Fau10b]).

On peut reprendre la description précédente sans di�culté (les formules sont les mêmes)
et voici les modi�cations majeures :
◦ Une section de référence (ou choix de Jauge) r (m) ∈ Fm est maintenant un repère
avec trois vecteurs de base, appelés Rouge-Vert-Bleu (par analogie lointaine avec
la perception de la lumière par les humains possédant trois types de recepteurs).
Chaque �bre Fm de dimension 3 est appelée �espace des couleurs�.
◦ Une section du �bré est une fonction d'onde de quarks. Par rapport à une section
de référence (choix de Jauge) cette section est représentée par 3 fonctions d'ondes
(ψRouge, ψV ert, ψBleu) appelées les trois couleurs des quarks. (Bien sûr, un autre
choix de Jauge mélange ces couleurs, qui sont donc arbitraires.).
◦ La courbure de la connexion F est une rotation in�nitésimale dans la �bre Fm de
dimension 3 ; par conséquent cette courbure est un générateur du groupe SU(3).
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Comme ce groupe est de dimension 8 cela signi�e que exprimé par rapport à une
section de référence, la courbure F est un champ à 8 composantes. Ce sont les
8 champs de gluons possibles 9. Attention que ces 8 composantes dépendent du
choix de Jauge.
◦ L'équation de Schrödinger s'écrira de la même manière, en faisant intervenir la
dérivée covariante.

En fait, pour que la théorie de la Chromo-dynamique ait une utilité par rapport aux
expériences, il est nécessaire d'apporter deux améliorations par rapport à la description
donnée ici :

1. Considérer la version relativiste. En e�et les quarks sont �légers� (mqc
2 ' 5

MeV) et toujours en régime ultra-relativiste dans le noyaux nucléaire. L'essentielle
de leur énergie E est sous forme d'énergie cinétique Ec. Un proton au repos (ou
un neutron) étant constitué de trois quarks, son énergie est l'énergie totale de ces
quarks et d'après E = mpc

2 = 934MeV la masse (virtuelle) du proton provient
essentiellement de l'énergie cinétique des trois quarks (u,u,d) (ou (u,d,d) pour le
neutron) et des gluons. La matière ordinaire de notre monde de tous les jours est
donc �virtuelle� et faite d'énergie cinétique en quasi-totalité.

2. Les quarks in�uencent les gluons, et il est donc important de quanti�er le champ
de gluons (d'après une remarque de la section suivante. Cela consiste à quanti�er
la connexion...ce qui n'est pas une chose aisée. De nombreux physiciens et mathé-
maticiens cherchent encore une formulation élégante et géométrique de cela. Lire
l'article de E. Witten 2007 (disponible sur la page web [Faua]). La résolution de ce
problème n'est pas connue et est considérée à ce jour comme un des plus grand dé�s
pour la physique et les mathématiques. (ref : wikipedia).

9. Exercice de mathématique : Plus généralement, montrer que le groupe de matrice SU(n) agissant
dans Cn est de dimension n2 − 1. Ainsi dim (SU (3)) = 9− 1 = 8.

Solution :

Si l'on écrit une matrice n×n, M ∈ SU (n) sous la forme M = eiG (on appelle G le générateur), alors
la contrainte M unitaire s'écrit

M+ = M−1 ⇔ e−iG
+

= e−iG ⇔ G+ = G

et la contrainte que det (M) = 1 s'écrit

det (M) = eiTr(G) = 1⇔ Tr (G) = 0

Par conséquent il su�t de compter la dimension des matrices G hermitiques (Gji = Gij) et de trace nulle
(
∑
iGii = 0). Pour une telle matrice il y a n (n− 1) /2 éléménts complexes indépendants Gij hors de la

diagonale i 6= j, soit n (n− 1) variables réelles, et n éléments réels Gii indépendants sur la diagonale moins
la contrainte de trace nulle, soit

dim (SU (n)) = n (n− 1) + n− 1 = n2 − 1
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3.2.5 Remarque importante sur la nécessité d'une théorie quan-
tique du champ électromagnétique

Le Hamiltonien (3.2.4) décrit la dynamique d'une particule quantique sous l'in�uence
d'un champ électromagnétique classique dit extérieur. Il est très important de comprendre
qu'il n'est pas possible de décrire l'action inverse i.e. l'in�uence de la particule quantique
sur le champ classique, bien que cette in�uence réciproque est bien présente dans la na-
ture. Nous allons montrer que pour le faire il est nécessaire de considérer le champ
électromagnétique comme quantique .

Ceci est très général : on peut parfaitement avoir un modèle physique cohérent décrivant
l'in�uence d'un sous système classique sur un sous-système quantique, mais pas l'inverse.
On peut bien sûr avoir un modèle cohérent décrivant l'interaction entre deux systèmes
classiques (par exemple l'électrodynamique classique, qui décrit un champ classique avec
des particules chargées classiques), ou entre deux systèmes quantiques. L'exemple suivant
explique simplement pourquoi.

En électrodynamique classique, un électron accéléré émet une onde électromagnétique
(rayonnement), issue du lieu x où l'électron est présent.

Si maintenant, cet électron est une fonction d'onde quantique localisée en x1 (toujours
accéléré) notée |x1 > on s'attend à ce qu'il émette une onde électromagnétique issue de
x1 notée |em1 >, le résultat serait alors |x1 > ⊗|em1 >. De même si l'électron est en
|x2 >, on obtient |x2 > ⊗|em2 >. Mais la mécanique quantique de l'électron permet un
état superposé comme |ψ >= |x1 > +|x2 >, (où l'onde de l'électron est dé-localisée) et qui
d'après le principe de superposition, devrait donner :

|etat final >= |x1 > ⊗|em1 > +|x2 > ⊗|em2 >

c'est à dire une superposition de deux ondes électromagnétique, ce qui ne rentre pas dans
le cadre de l'électromagnétisme classique, mais nécessite bien une description quantique.

|x >1 |x >2

1|em  > |em  >2

Particule

Champ

rayonné

Figure 3.2.8 � Schéma montrant l'état |etat final >= |x1 > ⊗|em1 > +|x2 > ⊗|em2 >.

Cela est relié à une importante problématique qui date depuis les année 1920 et encore
actuelle qui est de rechercher la théorie quantique de la gravitation. C'est la même
situation que précédente, avec le champ de gravitation remplaçant le champ électroma-
gnétique. En e�et la théorie d'Einstein de la relativité générale est une théorie classique,
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qui décrit la dynamique du champ de gravitation classique (plus précisément le champ mé-
trique de l'espace-temps). Dans cette théorie classique, le champ de gravitation in�uence la
matière et inversement la matière in�uence le champ de gravitation. Par exemple le Soleil
émet un champ gravitationnel que ressent la Terre et détermine sa trajectoire circulaire au-
tour du Soleil. Mais la théorie quantique apparue dans les mêmes années, décrit la matière
comme quantique. Puisque celle-ci in�uence le champ de gravitation, il faut donc selon
cette analyse une théorie quantique de la gravitation. La recherche d'une telle théorie est
toujours d'actualité. Les e�orts les plus actifs en ce moments concernent la �M-théorie� et la
�théorie des cordes�. Ref : http://www.damtp.cam.ac.uk/user/gr/public/qg_ss.html.

Peut être que ces arguments sont trop naïfs, et que la physique connaitra un plus grand
bouleversement pour résoudre ces questions.

3.3 (*) Niveaux de Landau et spectre fractal de Hof-
stadter

Dans l'exercice suivant, on propose d'étudier des électrons bidimensionnels dans un
champ magnétique constant, avec un potentiel périodique.
◦ Sans potentiel, le spectre est simple : ce sont les niveaux de Landau.
◦ Avec le potentiel périodique, le spectre est fractal et a été étudié dans D. Hofstad-
ter, �Energy levels and wave functions of Bloch electrons in rational and irrational
magnetic �elds� Phys.Rev.B 14 ,2239, (1976). Il est (partiellement) observé expéri-
mentalement dans : Albrecht et al. �Evidence of the Hofstadter Fractal energy spec-
trum in the Quantized Hall Conductance � Phys.Rev.Lett. 86 ,147 (2001). Chercher
�hofstadter butter�y� dans Google.

Exercice 3.3.1. On considère des électrons libres, con�nés dans un plan (x, y) (entre deux
couches de semi-conducteurs). On impose un fort champ magnétique transverse, constant
et uniforme ~B = B ~ez, B = 0.21Tesla. On suppose les électrons indépendants.

x

y

Bz

X

X

De plus on suppose que dans ce plan, les électrons subissent un potentiel périodique
V (x, y) de période X = 0, 2µm, (respectivement en x, y), qui est créé par des grilles élec-
trostatiques arti�cielles.

1. Montrer que ~A =
(
Ax = −1

2
By, Ay = 1

2
Bx, Az = 0

)
est une expression possible

pour le potentiel vecteur. Écrire le Hamiltonien Ĥ = 1
2m

(
~̂p− e ~A

)2

+V (x̂, ŷ) décri-

http://www.damtp.cam.ac.uk/user/gr/public/qg_ss.html
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vant la dynamique d'un électron, à partir des opérateurs (x̂, p̂x, ŷ, p̂y), (sans déve-
lopper).

(a) On propose d'e�ectuer le changement de variables suivant (x̂, p̂x, ŷ, p̂y)→
(
Q̂, P̂ , q̂, p̂

)
:{

Q = 1√
~eB

(
px + eB

2
y
)

P = 1√
~eB

(
py − eB

2
x
) {

q = 1
eBX

(
px − eB

2
y
)

p = − 1
eBX

(
py + eB

2
x
) ,

Quelles sont les unités physiques de
(
Q̂, P̂ , q̂, p̂

)
? Calculer les commutateurs des

opérateurs
(
Q̂, P̂ , q̂, p̂

)
deux à deux, pour véri�er que ce sont bien des variables

canoniques ? On introduira une �constante de Planck e�ective�

~eff =
~

eBX2

Exprimer ~eff à partir du �ux φ = BX2 de B à travers la surface élémentaire
X2 et du �quantum de �ux� ou �uxon φ0 = h/e ?

(b) En introduisant la fréquence cyclotron ω = eB/m, donner l'expression de Ĥ en

fonction des nouveaux opérateurs
(
Q̂, P̂ , q̂, p̂

)
, (~ω), X et ~eff ?

(c) Dans le cas d'un potentiel nul, V = 0, donner l'expression des niveaux d'énergie
En de Ĥ, appelés niveaux de Landau, et donner leur multiplicité. Interpréta-
tion ?

(d) Dans le cas V quelconque, remarquer que H est périodique par rapport aux
variables (q, p). Donner l'expression des opérateurs de translations T̂q, T̂p qui
correspondent à cette périodicité et qui commutent donc avec Ĥ (Attention à
ne pas confondre ~eff et ~).

(e) En utilisant la relation de Glauber (eÂeB̂ = e[Â,B̂]eB̂eÂ valable si
[
Â,
[
Â, B̂

]]
=[

B̂,
[
Â, B̂

]]
= 0 ), exprimer T̂qT̂p à partir de T̂pT̂q ? Déduire que l'on a

[
T̂q, T̂p

]
=

0 si et seulement si
1

2π~eff
= N ∈ N : entier (3.3.1)

Traduire cette condition en terme du �ux φ = BX2 de B à travers la surface
élémentaire X2, par rapport au quantum de �ux φ0 = h/e ?
Application numérique : que vaut N pour les valeurs de B = 0, 21Tesla et
X = 0, 2µm, h = 6, 6.10−34J.s., e = 1, 6.10−19C ?

(f) En supposant la condition (3.3.1) remplie, et en analogie avec la théorie de Bloch
pour les cristaux, déduire la nature du spectre de H ?

(g) On suppose maintenant V faible mais non nul, et on s'intéresse au premier niveau
de Landau ; on supposera donc que les variables (Q,P ) sont �gelées� et seuls le
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degré de liberté (q, p) subsiste. D'après ci-dessus une fonction d'onde stationnaire
ψ(q) est 1-périodique et sa transformée de Fourier ψ̃ (p) est aussi 1-périodique.
Montrer que l'espace de ces fonctions est de dimension N . Que devient donc le
premier niveau de Landau sous l'e�et de la perturbation de V ?

(h) Une variation continue de la valeur du �ux φ implique une variation continue de
la valeur de 1/(2π~eff ) (parmi les nombres réels). En utilisant le fait que tout
nombre réel s'approche par un rationnel a/b ∈ Q, montrer comment on peut se
ramener à la condition (3.3.1), étudiée ci-dessus (Aide : il faut considérer une
cellule élémentaire di�érente). Discuter alors l'allure fractale du spectre du pre-
mier niveau de Landau, obtenu numériquement sur la �gure ci-dessous, appelée
papillon de Hofstadter 10 (pour V (x, y) = Cste (cos(x/X) + cos(y/X))).

1/21/3 11/5 1/4 2/3 3/4

E

Flux magnetique −1
Φ  /Φ

0
1/21/3 11/5 1/4 2/3 3/4

E

Flux magnetique −1
Φ  /Φ

0

3.4 Conseils de Lecture

◦ Sur l'invariance de Jauge : Cohen-Tannoudji [CBF], complément HIII .
◦ Niveaux de Landau : Cohen-Tannoudji [CBF], complément EV I .
◦ E�et Aharanov-Bohm : Sakuraï [J.J85], chapitre 2.6.
◦ Documents sur la page web du cours (Article de Witten).

Pour approfondir :
◦ L'aspect géométrique de l'électromagnétisme et des théorie de Jauge :
� Nakahara [Nak03].
� Notes de cours de M2. [Fau10a]

10. Ce spectre a été étudié dans D. Hofstadter, �Energy levels and wave functions of Bloch electrons in
rational and irrational magnetic �elds� Phys.Rev.B 14 ,2239, (1976). Il est (partiellement) observé expé-
rimentalement dans : Albrecht et al. �Evidence of the Hofstadter Fractal energy spectrum in the Quantized
Hall Conductance � Phys.Rev.Lett. 86 ,147 (2001). Chercher �hofstadter butter�y� dans Google.
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Chapitre 4

Particule de spin 1/2

Dans ce chapitre nous montrons comment décrire les degrés de liberté interne d'une
particule formés par son spin (moment angulaire intrinsèque).

Jusqu'à présent, l'état quantique d'une particule est décrite par sa fonction d'onde |ψ >.
Celle ci est vue comme un vecteur de l'espace de Hilbert H = L2 (R3) (qui est de dimension
in�nie).

Pour certaines particules (électron, neutron, protons,. . .voir plus loin) l'expérience montre
qu'elles possèdent un moment cinétique intrinsèque ~s, appelé spin, et qu'il y a seule-
ment deux états de spin distincts. �to spin� signi�e �tourner sur soi-même�. Nous verrons
que c'est l'image que l'on peut se faire d'un électron. La direction du spin est la direction
de l'axe rotation.

Dans l'expérience de �Stern-Gerlach� un faisceau de particules neutres (comme le neu-
tron) toutes dans le même état initial, traverse un champ magnétique non homogène.
Le champ magnétique interagit avec le moment cinétique ~s de chaque particule, et par
conséquent la trajectoire de chaque particule est dé�échie selon la valeur de son moment
cinétique intrinsèque ~s. On observe deux trajectoires distinctes à la sortie du dispositif,
correspondant à deux états de spin orientés parallèlement (ou anti-parallèlement) à l'axe
z , que l'on notera respectivement |+z >, |−z >.

Le détail sur l'interaction du spin avec le champ magnétique sera présenté dans la
section 4.9.

4.1 L'espace des états de spin
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|+  >
z

|−  >
z

Faisceau

z

Figure 4.0.1 � Dispositif de Stern-Gerlach séparant les états de spin |+z > ou |−z > de
la particule.

Dé�nition 4.1.1. on part de deux principes à priori :

1. Tout d'abord le principe suggéré par l'expérience (et le formalisme quantique,
autorisant les superpositions d'états) que l'état de spin |s > de la particule est
décrit par un vecteur dans un espace vectoriel complexe noté Hspin qui est de
dimension deux , engendré par les deux états orthogonaux |+z〉,|−z〉. Ces deux
états correspondent à des spins hauts et bas parallèles à l'axe z. Autrement dit un
état de spin général est de la forme :

|s〉 = a|+z〉+ b|−z〉 ∈ Hspin, a, b ∈ C (4.1.1)

2. Le deuxième principe est qu'il n'y a pas de direction privilégiée (dans l'uni-
vers).

Remarques :
◦ Pour relier cet état de spin |s〉 = a|+z〉 + b|−z〉 à la �mesure du spin selon l'axe z�
dans l'appareil de Stern-Gerlach, �gure 4.0.1, rappelons que le principe de la mesure
stipule que la probabilité d'observer la particule dans le faisceau supérieur sera alors
P+ = |〈+z |s〉|2

〈s|s〉 = |a|2

|a|2+|b|2 et la probabilité P− = |〈−z |s〉|2
〈s|s〉 = |b|2

|a|2+|b|2 de l'observer dans
le faisceau du bas. Après une détection, si la particule a été détectée dans le faisceau
du haut (par exemple), l'état de spin sera |s〉 = |+z〉.
◦ Le problème dans l'écriture (4.1.1) de l'état |s > ci-dessus, est que l'axe z semble
jouer un rôle privilégié, en contradiction avec le deuxième principe énoncé. Il nous
faudra trouver une description d'un état de spin sans faire référence à une direction
privilégiée.
◦ (*) Mathématiquement, la question précédente correspond à chercher une �repré-
sentation projective du groupe de rotation SO(3) dans l'espace C2�. La théorie des
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représentation montre qu'elle existe et est unique. Ce sera D1/2.
◦ Une autre question qui se pose est que les états |+z >,|−z > correspondent à une
direction du moment cinétique particulière dans l'espace (haut et bas). Est-ce qu'il
en est de même pour l'état général |s >, (4.1.1) ? A quelle direction ~s correspond
t-il ? On répondra à cette question dans la section 4.4.
◦ La description quantique du spin est plus simple que la description de la fonction
d'onde car l'espace de Hilbert est ici de dimension 2 seulement. Par contre, l'inter-
prétation géométrique de cet espace est assez délicate, nous allons donc le faire de
façon progressive.
◦ Remarque très importante : lorsqu'il s'agit du spin 1/2 il est question de deux
espaces qui entrent en jeu et qu'il ne faut pas confondre : l'espace quantique du
spinHspin dé�nit plus haut qui est un espace vectoriel complexe de dimension deux,
et l'espace ordinaire R3 qui est un espace réel de dimension 3 avec les variables de
position (x, y, z).
La première observation est que dans l'espace ordinaire, la représentation des états
|+z >, |−z > forme un angle de 180o entre eux, alors que dans l'espace de spinHspin,
ils sont orthogonaux, et forment donc un angle de 90o. Imaginons un état de spin
|sθ > intermédiaire, qui dans l'espace ordinaire, est l'état |+z > tourné de l'angle θ
autour de l'axe y. Ainsi |sθ=0 >= |+z > et |sθ=π >= |−z >. Par conséquent dans
l'espace de spin :

|sθ >= cos

(
θ

2

)
|+z > + sin

(
θ

2

)
|−z > (4.1.2)

décrit un état de spin quelconque dans le plan (x, z). Cela est clair sur la �gure
4.1.1.
◦ L'état |sθ > que nous venons de construire s'obtient par l'action d'une rotation
d'un angle θ autour de l'axe y. On note R̂y(θ) l'opérateur unitaire qui e�ectue cette
opération et donc :

|sθ >= R̂y(θ)|+z〉 = cos

(
θ

2

)
|+z〉+ sin

(
θ

2

)
|−z〉

La rotation de l'état initial |−z〉 est de même (il est orthogonal au précédent) :

R̂y(θ)|−z〉 = − sin

(
θ

2

)
|+z〉+ cos

(
θ

2

)
|−z〉

En multipliant les équations précédentes par 〈±z| on obtient les éléments de matrice
〈±z|R̂y(θ)|±z〉 de l'opérateur de rotation R̂y (θ) dans la base |±z〉 :

R̂y (θ) ≡(base |±z>)

(
cos
(
θ
2

)
− sin

(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
cos
(
θ
2

) )
(4.1.3)

◦ Comme les rotations autour de l'axe y �xé, véri�ent la relation de groupe R̂y (θ2) R̂y (θ1) =

R̂y (θ1 + θ2) (comme la fonction exponentielle) il est naturel de poser R̂y (θ) =
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exp
(
− i
~θŜy

)
où Ŝy est une matrice 2 × 2 appelée générateur des rotations du

spin autour de l'axe y (ou opérateur de spin). On le calcule facilement d'après(
d
dθ
R̂y (θ)

)
θ=0

= − i
~ Ŝy. Cela donne

Ŝy = i~
(
d

dθ
R̂y (θ)

)
θ=0

=
~
2
σy, σy :=

(
0 −i
i 0

)

|+ >z

|− >z

|s  >
θ

|s  >
θ

|− >z

|+ >z
θ

θ/2

x

z

3 2Espace ordinaire:  R Espace de Spin :  C

y

Figure 4.1.1 � Pour un spin dans le plan (x, z), l'espace ordinaire et l'espace de spin sont
directement reliés.

4.2 Rotation de 2π et 4π d'un spin

On observe sur la �gure (4.1.1), que une rotation de (2π) change le signe du vecteur
dans l'espace de spin :

R̂y(2π)|+z >= −|+z >

Seulement une rotation de (4π) ramène l'état de spin à son état initial :

R̂y(4π)|+z >= |+z >

Plus généralement, d'après (4.1.3) on a

R̂y (2π) = −Îd, R̂y (4π) = Îd.

Ce signe (−) est assez surprenant. On peut penser au premier abord qu'il est non
détectable car une mesure détecte des probabilités, le module des amplitudes, et non pas
les phases. Mais on peut imaginer de séparer le faisceau en deux et de détecter les phases par
un phénomène d'interférences, comme sur la �gure (4.2.1). Une interprétation géométrique
est de dire que l'espace de spin est un double recouvrement de l'espace des directions
de l'espace ordinaire. Ainsi une rotation de 2π ne su�t pas à obtenir l'état initial, il faut
4π. Voir �gure (4.2.2). Voir plus loin une discussion plus précise.
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z|+  >

z|+  >

z|+  >

−

Spin Flipper

Amplitude nulle détectée

Figure 4.2.1 � Le spin-�ipper e�ectue une rotation de 2π ≡ 360o à la direction du spin.
Par conséquent à la sortie l'état est −|+z >, et au lieu d'interférence, l'amplitude est
|+z > −|+z >= 0.

Figure 4.2.2 � Schéma du double recouvrement.

4.3 Générateurs des rotations et matrices de rotation

Les opérateurs de rotation R̂y(θ) autour de l'axe y forment un groupe à un paramètre
θ d'après les 3 critères (4.3.1) :

R̂y(θ1)R̂y(θ2) = R̂y(θ1 + θ2) : loi de composition (4.3.1)

R̂y(0) = Id : élément neutre (4.3.2)(
R̂y(θ)

)−1

= R̂y(−θ) : inverse (4.3.3)

On notera de même R̂x (θ), R̂z (θ) les opérateurs de rotation autour des autres axes de
base x, z respectivement.

On peut considérer les générateurs correspondant à ces rotations comme pour eq(??) :
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Dé�nition 4.3.1. L'opérateur de spin selon y noté respectivement Ŝy est le générateur
de l'opérateur de rotation R̂y (θ) c'est à dire :

∀θ, R̂y(θ) = exp

(
−i
~
θŜy

)
(4.3.4)

De même pour les autres axes :

∀θ, R̂x(θ) = exp

(
−i
~
θŜx

)
, R̂z(θ) = exp

(
−i
~
θŜz

)

Remarque : de façon équivalente, on peut écrire l'équivalent de l'équation de Schrödin-
ger :

d|sθ >
dθ

=

(
−iŜy
~

)
|sθ >, avec |sθ >= R̂y(θ)|+z >

et de même avec les axes x, z.
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Proposition 4.3.2. Dans la base |±z〉,
Les opérateurs Ŝx,Ŝy,Ŝz sont représenté par les matrices :

Ŝx,y,z ≡(base |±z>)
~
2
σx,y,z,

avec les matrices de Pauli :

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
(4.3.5)

Les deux valeurs propres de chacun de ces opérateurs sont (±~/2). C'est
à dire que l'on a

Ŝx|+x〉 = +
~
2
|+x〉, Ŝx|−x〉 =

(
−~

2

)
|−x〉, etc pour y, z

avec les vecteurs propres de Ŝx donnés par :

|+x〉 =
1√
2

(|+z〉+ |−z〉) , |−x〉 =
1√
2

(|+z〉 − |−z〉)

et ceux de Ŝy :

|+y〉 =
1√
2

(|+z〉+ i|−z〉) , |−y〉 =
1√
2

(|+z〉 − i|−z〉)

Remarques :
◦ Les vecteurs propres respectifs des opérateurs Ŝx, Ŝy, Ŝz correspondent à des états de
spins respect. parallèles aux axes x, y, z car ils qui sont invariants par ces rotations.
On note l'ensemble de ces trois opérateurs par un opérateur vectoriel :

~̂S :=
(
Ŝx, Ŝy, Ŝz

)
◦ Les opérateurs autoadjoints Ŝx, Ŝy, Ŝz sont interprétés ici comme des générateurs
des opérateurs unitaires de rotation R̂x(θ), R̂y(θ), R̂z(θ). Mais comme remarqué page
(90), une autre interprétation est que ce sont des observables lors d'une opération
de mesure. Par exemple dans l'expérience de Stern-Gerlach ci-dessus, à cause de
l'orientation particulière du dispositif, la mesure est associée à l'observable Ŝz. Il y
a donc deux résultats possibles de la mesure que sont les états |+z > ou |−z >. Voir
TD.
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Démonstration. (*)Commençons par le calcul de la matrice de Ŝy : dans la base |±z >, d'après
(4.3.4) et (4.1.2),

Ŝy = i~

(
dR̂y (θ)

dθ

)
θ=0

= i~
(
−1

2 sin
(
θ
2

)
−1

2 cos
(
θ
2

)
1
2 cos

(
θ
2

)
−1

2 sin
(
θ
2

) )
θ=0

=
~
2

(
0 −i
i 0

)
=
~
2
σy

Ensuite il su�t de diagonaliser cette matrice. Voir Section A.2.2 page 363. Les valeurs propres
sont les racines du polynôme caractéristique P (λ) = det(Ŝy − λI) = λ2− (~/2)2, donc λ = ±~/2.

On recherche maintenant le générateur Ŝz des rotations autour de l'axe z. Comme pour
Ŝy, ses valeurs propres sont (±~/2) (car il n'y a pas de direction privilégiée), et les vecteurs
propres sont |±z > car ils sont situés sur l'axe de rotation qui est �xe. Donc la matrice de
Ŝz est diagonale dans cette base.

Cherchons �nalement Ŝx. L'axe x est obtenu en faisant tourner l'axe y de (−π/2) autour de
l'axe z, donc

xR ( )

x

y|s >

R ( )y

z

θθ

θ

z −π/2R (       )

Figure 4.3.1 � Cette �gure montre que |sθ >= R̂x(θ)|+z >= R̂z(−π
2
)R̂y(θ)|+z >. (Mais

attention R̂x(θ) 6= R̂z(−π
2
)R̂y(θ), à véri�er sur l'état |+y >).

Ŝx = R̂z(−
π

2
)ŜyR̂z(+

π

2
)

Or

R̂z(−
π

2
) = exp

(
−iŜz(−π/2)

~

)
=

(
eiπ/4 0

0 e−iπ/4

)
Ainsi on obtient

Ŝx =

(
~
2

)(
eiπ/4 0

0 e−iπ/4

)(
0 −i
i 0

)(
e−iπ/4 0

0 e+iπ/4

)
=

(
~
2

)(
0 1
1 0

)

Exercice 4.3.3. �Expression d'un état de spin |sθ,ϕ > général�

Un état de spin |sθ,ϕ > associé à la direction (θ, ϕ) en coordonnées sphériques est obtenu
par :

|sθ,ϕ >= R̂z (ϕ) R̂y (θ) |+z >

Montrer que :
|sθ,ϕ >= e−iϕ/2 cos (θ/2) |+z > +eiϕ/2 sin (θ/2) |−z >
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Solution : D'après (4.1.2) on a

R̂y (θ) |+z >= cos

(
θ

2

)
|+z〉+ sin

(
θ

2

)
|−z〉

Et d'après

R̂z (ϕ) |±z〉 = exp

(
−iϕŜz

~

)
|±z〉 = exp

(
− (±i) ϕ

2

)
|±z〉

on a
R̂z (ϕ) R̂y (θ) |+z >= e−iϕ/2 cos (θ/2) |+z > +eiϕ/2 sin (θ/2) |−z >

Exercice 4.3.4. �l'opérateur ~S2�

On considère l'opérateur
~S2 = Ŝ2

x + Ŝ2
y + Ŝ2

z

Montrer que dans l'espace Hspin cet opérateur est multiple de l'identité :

~S2 = ~2 3

4
Î

(Aide : observer queσ2
x = σ2

y = σ2
z = I). Ce résultat sera obtenu en plus grande généralité

en section (6.3.6) page 255.

Solution : calculer avec les matrices 2×2, dans la base |±z >. Alors ~S2 = Ŝ2
x+ Ŝ2

y + Ŝ2
z =

~2

4
(3) Id.
Remarque (*) : On peut obtenir le résultat ~S2 ∝ Id par des arguments de symétrie

(c'est le �lemme de Schur�, voir plus loin) : (1) l'opérateur ~S2 est invariant par rotation, et
donc si ~S2|ψ >= λ|ψ > est vecteur propre et |ψ′ >= R̂|ψ >, alors ~S2|ψ′ >= ~S2R̂|ψ >=

R̂~S2|ψ >= λ|ψ′ >. Or tout vecteur de Hspin s'obtient de cette façon.

4.4 (*) Représentation de l'état de spin sur la sphère de
Bloch

La �gure (4.1.1) montre la relation entre l'espace ordinaire R3 et l'espace de spin Hspin

lorsque le spin est dans le plan (x, z). Il y a une relation générale, pour n'importe qu'elle
direction du spin que voici.

Supposons donné un état de spin quelconque :

|s >= a|+z > +b|−z >∈ Hspin, a, b ∈ C

On dé�nit alors le vecteur ~s ∈ R3 par les valeurs moyennes de l'observable ~̂S dans l'état
|s > :

~s =
〈
~̂S
〉

(4.4.1)
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c'est à dire d'après (1.6.6) page 68 :

~s =


sx = <s|Ŝx|s>

<s|s>

sy = <s|Ŝy |s>
<s|s>

sz = <s|Ŝz |s>
<s|s>

Propriété : Le vecteur ~s caractérise l'état quantique |s〉 à une constante près (phase près
si |s〉 est normalisé). Plus précisement, le vecteur ~s de l'espace ordinaire, en coordonnées
sphériques ~s = (θ, ϕ, ‖~s‖), est relié aux composantes (a, b) de l'état |s〉 dans l'espace de
Spin par :

‖~s‖ =
~
2

: norme �xée

z =
a

b
= cotg

(
θ

2

)
e−iϕ ∈ C : si b 6= 0 (4.4.2)

L'interprétation graphique de cette relation est que z = a/b est la projection stéréo-
graphique du vecteur ~s, voir �gure (4.4.1).

Il y a donc une relation bijective entre la direction du vecteur ~s, et l'état quantique
normalisé |s > (à une phase près).

s x

s y

s z

s

z

Re(z)

ϕ

θ

Sphère de la direction du spin

Plan complexe z=a/b

(rayon 1/2)

Im(z)

Figure 4.4.1 � Projection stéréographique relie le vecteur ~s =
〈
~̂S
〉
∈ R3 et les compo-

santes (a, b) de l'état quantique |s >= a|+z > +b|−z >∈ Hspin ≡ C2.

Remarques : La norme ‖~s‖ = ~
2
n'est pas surprenante. La direction (θ, ϕ) du vecteur

~s, ne dépend que du quotient z = a/b ∈ C. Cela est attendu, car en général, le résultat
des valeurs moyenne ne change pas si on multiplie le vecteur par une constante complexe,
donc |s′ >= (a/b)|+z > +|−z >∈ Hspin donne le même résultat |s〉.
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preuve : (TD) On pourrait calculer brutalement les valeurs moyennes
〈
~̂S
〉
, mais ce n'est pas

nécessaire : on véri�e d'abord dans le cas ϕ = 0, lorsque ~s est dans le plan (x, z). Cela correspond
à la �gure (4.1.1). On obtient alors z = cotg(θ/2) sans calcul, en se référant à la �gure (4.4.2).

θ

θ/2 θ/2

s

1/2 z/2 z

x

z

z|+  >

z|−  >

Espace de spin Espace réel

z1

|s>

θ/2

Figure 4.4.2 � Figure montrant que z = cotg(θ/2) pour la projection stéréographique.

Ensuite on obtient le cas général, en e�ectuant une rotation autour de l'axe z grâce à l'opéra-
teur R̂z (ϕ).�

Exercice 4.4.1. �Représentation d'un état de spin sur la sphère de Riemann�
Cette représentation a pour but de montrer la relation entre l'état de spin 1/2 dans

l'espace quantique (C2 de dimension deux complexe), et sa représentation dans l'espace
ordinaire (x, y, z) ∈ R3 (de dimension 3 réel).

1. Soit un état de spin 1/2 quelconque noté :

|ψ〉 = a|+z〉+ b|−z〉

avec a, b ∈ C. Pourquoi peut-on dire que l'état physique de |ψ〉 est caractérisé
seulement par le nombre complexe z = a/b ?

2. Calculer les valeurs moyennes sx = <ψ|Ŝx|ψ>
〈ψ|ψ〉 ,sy = <ψ|Ŝy |ψ>

〈ψ|ψ〉 ,sz = <ψ|Ŝz |ψ>
〈ψ|ψ〉 dans cet

état, et les exprimer en fonction de z. On note ~s = (sx, sy, sz) ∈ R3, et on montrera
que ‖~s‖ = ~

2
, donc que ~s est sur une sphère de rayon ~/2, appelée sphère de Bloch

(ou sphère de Riemann, ou P 1 = P (C2) espace projectif de C2).

3. Inversement montrer que z = cotg (θ/2) e−iϕ, où (s, θ, ϕ) sont les coordonnées sphé-
riques du vecteur ~s = (sx, sy, sz) ∈ R3.

4. Montrer que z est la coordonnée stéréographique 1 du point ~s = (sx, sy, sz) sur la
sphère.

1. Si M est un point sur la sphère, On place le plan complexe C, sous la sphère, tangent au pôle sud.
On considère la droite passant par le pôle nord et M . Elle intersecte C au point z. On dit alors que z ∈ C
est la coordonnée stéréographique du point M . Voir �lm1 de [LGA].
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L'espace projectif CP 1 = P (C2) (*) L'association d'une sphère (ici sphère des vecteurs
~s) à partir d'un espace vectoriel de dimension deux (iciHspin) est générale et ne se limite pas
au cas du spin. Voici la construction générale dans le langage de la mécanique quantique.

Soit H un espace vectoriel (espace de Hilbert quantique) de dimension n. En terme
de mesure, il est impossible de distinguer le vecteur |ψ > du vecteur |ψ′ >= λ|ψ >
pour tout λ ∈ C. Pour cette raison, on appelle rayon quantique l'ensemble des vecteurs
proportionnels entre eux. Ainsi le rayon quantique de |ψ > (supposant ψ 6= 0), noté [ψ],
est :

[ψ] = {|ψ′ >, tels que ∃λ ∈ C, |ψ′ >= λ|ψ >} .
L'ensemble des rayons est appelé l'espace projectif de H, et est noté P (H).

Par construction, un rayon est une famille à une dimension complexe (obtenu en faisant
varier λ ∈ C), et l'ensemble des rayons est donc un espace de dimension complexe n − 1,
donc de dimension réelle 2(n− 1), aussi noté CP (n−1).

Si H ≡ C2 est un espace à deux états, (comme le spin), le paragraphe précédent a
montré que l'espace projectif est une sphère. C'est à dire CP 1 = P (C2) = S2. Dans un
problème à deux états, il est souvent commode de représenter l'évolution quantique sur
cette sphère, aussi appelée sphère de Riemann ou sphère de Bloch.

4.5 Groupe SU(2) de rotation du spin, et relations de
commutation

4.5.1 Non commutativité du groupe et relations de commutation

Si on considère deux rotations di�érentes autour d'axes di�érents, par exemple R̂x(α)
et R̂y(β), alors en général le résultat de la combinaison de ces deux rotations dépend de
l'ordre avec lequel on les fait. En général :

R̂x(α) R̂y(β) 6= R̂y(β) R̂x(α)

Cela est évident sur l'exemple de la �gure 4.5.1. On dit que les deux opérateurs ne com-
mutent pas car

[
R̂x(α), Ry(β)

]
= R̂x(α)R̂y(β)− R̂y(β) R̂x(α) 6= 0.

Remarquer que Ry(β)Rx(α) 6= Rx(α)Ry(β) ⇔ R−1
y (β)R−1

x (α)Ry(β)Rx(α) 6= I. On va
donc calculer R−1

y R−1
x RyRx. Voir �gure 4.5.2.

La relation suivante est importante. Elle montre que la non commutativité de ces rota-
tions est liée à la non commutativité de leur générateurs. Le résultat est général en théorie
des groupe.

Proposition 4.5.1. Pour des angles très petits α, β � 1, on a

(Ry (β))−1 (Rx (α))−1Ry (β)Rx (α) = I − αβ

~2

[
Ŝy, Ŝx

]
+ o(α2, β2, αβ)
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z

y

z

R1

R2

x
Ry

Rx

Figure 4.5.1 � Cet exemple montre que les deux rotations suivantes sont di�érentes :
R1 = Rx(

π
2
)Ry(

π
2
) 6= R2 = Ry(

π
2
)Rx(

π
2
)

Rx

Ry

Rx

Ry

−1

−1

Résultat

Figure 4.5.2 � Non commutativité : R−1
y R−1

x RyRx 6= I
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Remarques :
◦ Cette dernière relation importante montre une signi�cation des relations de com-
mutation en mécanique quantique : si les générateurs commutent, alors les éléments
du groupe commutent, et réciproquement. (C'est dans le cadre de l'interprétation
des opérateurs auto-adjoints comme générateurs).

Démonstration. Pour simpli�er les notations, on pose : A = −iŜxα/~, B = −iŜyβ/~. On
a alors

R̂x (α) = exp
(
−iŜxα/~

)
= exp (A) ' 1 + A+

1

2
A2 + o(α2)(

R̂x (α)
)−1

= exp
(
−iŜx (−α) /~

)
= exp (−A) ' 1− A+

1

2
A2 + o(α2)

et de même pour R̂y(β). Alors

RyRx =

(
1 +B +

1

2
B2

)(
1 + A+

1

2
A2

)
= 1 + A+B +BA+

1

2
A2 +

1

2
B2 + . . .

R−1
y R−1

x = 1− A−B +BA+
1

2
A2 +

1

2
B2 + . . .

donc

R−1
y R−1

x RyRx = 1− A+ A−B +B − A2 − AB −BA−B2 +BA+BA+ A2 +B2 + o(α2, β2, αβ)

= 1 +BA− AB + . . . = 1 + [B,A] + . . .

= I − αβ

~2

[
Ŝy, Ŝx

]
+ o(α2, β2, αβ)

Il est donc important de calculer les commutateurs entre les générateurs. On trouve :

Proposition 4.5.2. On a[
Ŝx, Ŝy

]
= ŜxŜy − ŜyŜx = i~Ŝz (4.5.1)

[
Ŝy, Ŝz

]
= i~Ŝx,[

Ŝz, Ŝx

]
= i~Ŝy
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Démonstration. le calcul se fait avec les matrices, par exemple :

ŜxŜy − ŜyŜx ≡
(
~
2

)2(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
−
(
~
2

)2(
0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
~
2

)2

2i

(
1 0
0 −1

)
≡ i~Ŝz

Comme il n'y a pas d'axe privilégié, le résultat est identique en permutant les axes.

Remarque : Ainsi

R−1
y (β)R−1

x (α)Ry(β)Rx(α) = I + i
αβ

~
Ŝz + o(α2, β2, αβ) = Rz (−αβ) + o(α2, β2, αβ)

qui s'interprète en disant que au premier ordre, la suite des opérations (in�nitésimales)
R−1
y (β)R−1

x (α)Ry(β)Rx(α) est équivalent à une rotation in�nitésimale d'un angle (−αβ)
autour de l'axe z.

Noter que nous avons établi ces résultats pour la rotation d'un spin quantique, mais
qu'ils sont valables aussi pour la rotation d'un objet solide en mécanique classique. La
di�érence entre le groupe de rotation de spin (groupe SU(2)) et le groupe de rotation dans
R3 (groupe SO(3)) ne se percoit pas au niveau local ou in�nitésimal (où les deux groupes
sont isomorphes) mais globalement, comme l'a montré la section 4.2 (rotation de 2π) ; voir
cours de math [Fau10b].

4.5.2 Rotation autour d'un axe ~u quelconque

Nous avons dé�ni au dessus les opérateurs de rotation du spin et les générateurs autour
des axes x, y, z.

Proposition 4.5.3. Soit ~u = (ux, uy, uz) ∈ R3 un vecteur unitaire (i.e de longueur 1)
correspondant une direction quelconque. On pose :

Ŝ~u = ~u.~̂S = uxŜx + uyŜy + uzŜz ≡
~
2

(~u.~σ) (4.5.2)

Soit un angle α ∈ R et

R̂~u (α) = exp

(
−iŜ~u α
~

)
(4.5.3)

R̂~u (α) est l'opérateur de rotation du spin d'un angle α autour de l'axe ~u, et Ŝ~u
est le générateur de cette rotation.



188 CHAPITRE 4. PARTICULE DE SPIN 1/2

Remarques :
◦ L'expression de R̂z (θ) ci-dessus est un cas particulier de cette formule avec ~u =

(0, 0, 1) pointant vers l'axe z ; et de même pour les opérateurs R̂x (θ) et R̂y (θ)).

◦ L'opérateur Ŝ~u =
(
Ŝ~u

)+

est autoadjoint et de trace nulle : Tr
(
Ŝ~u

)
= 0 (car

Tr
(
Ŝx

)
= Tr

(
Ŝy

)
= Tr

(
Ŝz

)
= 0). Donc R̂~u (α) est un operateur unitaire et de

déterminant 1 : det
(
R̂~u (α)

)
= 1 (d'après la formule d'algèbre linéaire :det

(
eA
)

=

eTr(A)) dans un espace complexe de dim 2. On dit que c'est un élément du groupe
SU (2).

4.5.3 (*) Algèbre de Lie des rotations

Pour mieux comprendre ce qui précède, observer que les relations de commutation ci-
dessus (4.5.1), montrent que les trois générateurs

(
Ŝx, Ŝy, Ŝz

)
ne commutent pas, mais leur

commutateur est encore un de ces trois opérateurs. Comme dé�ni page 103, cela signi�e que
ces trois opérateurs forment une base d'une algèbre de Lie de dimension 3, appelée algèbre
de Lie des rotations, notée R, formée par les combinaisons linéaires de la forme :

Ŝ~U = UxŜx + UyŜy + UzŜz = ~U
ˆ
.~S ∈ R, ~U = (Ux, Uy, Uz) ∈ R3

et (4.5.1) nous assure que 1
i

[
Ŝ~U , Ŝ~V

]
∈ R pour tous ~U, ~V ∈ R3.

Exercice 11. montrer que pour ~U, ~V ∈ R3,

1

i~

[
Ŝ~U , Ŝ~V

]
= Ŝ~U∧~V

4.5.4 (*) Groupe de Lie des rotations

En posant :
~U = α~u, α =

∣∣∣~U ∣∣∣ , ~u unitaire

on peut écrire

R̂~U = exp

(
− i
~
Ŝ~U

)
= exp

(
− i
~
αŜ~u

)
= R̂~u (α)

qui est une rotation d'un angle α autour de l'axe ~u.
On a mentionné page 125, un résultat général : en prenant l'exponentielle des éléments

d'une algèbre de Lie d'opérateurs, on obtient un groupe de Lie. Ainsi, ici, les opérateurs de
rotation R̂~u (α) (pour di�érentes valeurs de ~u, α) forment un groupe de Lie de dimension
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3, noté Rspin (ou encore Spin (R3) dans la littérature) :

R̂1 R̂2 = R̂3 : loi de composition interne

R̂~u (0) = Id : élément neutre(
R̂~u (α)

)−1

= R̂~u (−α) : rotation inverse

(la première relation signi�e la chose non triviale que la composition successive de deux
rotation est à nouveau une certaine rotation).

Pour spéci�er la rotation R̂~u (α), il faut trois paramètres : la direction (θ, ϕ) de l'axe
~u, et l'angle de rotation α, ou encore ~U = α~u ∈ R3. Pour cela on dit que c'est un groupe
à trois paramètres continus, ou un groupe de Lie de dimension trois.

4.5.5 (*) Représentation des opérateurs de rotation dans une base :
groupe des matrices SU(2)

Nous allons montrer que le groupe de rotation du spin 1/2 noté Spin (R3) est identique
à un groupe de matrices appelé groupe SU(2).

Considérons un opérateur de rotation R̂ de spin 1/2, de la forme (4.5.3). Dans la base
(|+z〉, |−z〉), cet opérateur unitaire est représenté par une matrice unitaire 2× 2 :

M~u (α) =

(
〈+|R̂+〉 〈+|R̂−〉
〈−|R̂+〉 〈−|R̂−〉

)
C'est une matrice complexe 2× 2 de déterminant un, et unitaire.

Par dé�nition de telles matrices, forment un groupe appelé le groupe Spécial Unitaire
SU(2) :

SU(2) =
{
M ∈Mat2 (C) / det (M) = 1, M+ = M−1

}
(on véri�e facilement que cet ensemble forme un groupe avec la multiplication de matrices).

Inversement, à une matrice M ∈ SU(2), on associe un opérateur de rotation de spin R̂
par la même relation ci-dessus (voir preuve ci-dessous).

Ainsi le groupe des rotation du spin 1/2 exprimé dans une base orthonormée s'identi�e
au groupe de matrices SU(2).

Exercice 12. Rotation du spin et groupe SU(2)

1. Montrer qu'un générateur des rotations du spin 1/2 (i.e. élément de l'algèbre de Lie
Rspin) Ŝ~U , avec ~U ∈ R3, s'exprime dans une base o.n. par une matrice hermitienne
2×2 de trace nulle. Montrer inversement qu'une matrice hermitienne 2×2 de trace
nulle détermine un générateur Ŝ~U .

2. Montrer que l'ensemble des matrices hermitienne 2×2 de trace nulle forme l'algèbre
de Lie su(2) du groupe SU(2) dé�ni ci-dessus. Montrer que les matrices de Pauli
σx, σy, σz forment une base de cette algèbre su(2).

3. Grâce à l'application exponentielle, déduire que le groupe des rotations du spin 1/2,
Rspin, exprimé dans une base o.n., s'identi�e au groupe SU(2) des matrices.
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4.6 (*) Espace quantique total d'une particule à 3 di-
mensions avec spin 1/2

L'espace de Hilbert de la fonction d'onde, décrivant l'état spatial de la particule est :

Hespace = L2
(
R3
)

L'espace de Hilbert du spin, décrivant l'état de spin est lui de dimension 2 :

Hspin ≡ C2

Alors l'espace de Hilbert total est le produit tensoriel :

Htot = Hespace ⊗Hspin

4.6.1 Remarques

◦ Pourquoi le produit tensoriel ? tout simplement, car il est possible d'envisager que
la particule soit dans un état quantique comme

|ψ >= a|x1 > |+z > +b|x2 > |−z > (4.6.1)

(avec des amplitudes a, b ∈ C), qui traduit un état où la position x est corrélée avec
l'état de spin. C'est exactement le cas à la sortie de l'appareil de Stern-Gerlach,
�gure (4.0.1), où |x1 > est un état situé dans le faisceau supérieur avec spin |+z〉,
et |x2 > un état situé dans le faisceau inférieur avec spin |−z〉.
◦ Comme décrit page 148, le produit tensoriel d'espace de Hilbert permet l'existence
d'état corrélés qui sont surprenants pour le sens commun. C'est le cas de l'état
eq(4.6.1), ou l'état de spin est corrélé avec la position de la particule. Si on observe
la particule en x1, elle aura le spin |+z >. Si on l'observe en x2, elle aura le spin
|−z >. (Voir TD).

4.6.2 Une base de Htot et champ spinoriels

Les états |~x >, ~x ∈ R3, forment la base (continue) de position de l'espace Hspatial.
De même les deux états |±z > forment une base de l'espace de spin Hspin.
D'après la dé�nition du produit tensoriel, voir (3.1.5), une base de l'espace

Htot = Hespace ⊗Hspin

est formée par |~x,+ >= |~x > ⊗|+z > et |~x,− >= |~x > ⊗|−z > avec le paramètre continu
~x ∈ R3. Autrement dit un état général de la particule |ψ >∈ Htot est caractérisé par ses
composantes complexes :

ψ+(~x) =< ~x,+|ψ >
ψ−(~x) =< ~x,−|ψ >
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qui forme donc une fonction d'onde sur l'espace à deux composantes complexes. Cela
s'appelle un champ vectoriel à valeur dans C2 ou plus précisément un champ spinoriel.
C'est l'analogue du champ électrique ~E(~x) qui lui est une fonction à trois composantes
réelles.

Noter que les deux composantes ψ+(~x), ψ−(~x) dépendent du choix de la base |±z >, et
dépendent donc du choix de l'axe z. Pour éviter de choisir une base particulière, on peut
dire que |ψ > est une fonction d'onde à valeur 2 dans Hspin.

Exercice 13. action d'une rotation
Pour une particule avec spin, décrite par la fonction d'onde à deux composantes ψ±(~x) =<

~x,±|ψ,~s >, donner l'expression de la fonction d'onde de la même particule dans un repère
~x′ obtenu par une rotation ~x′ = R~x ?

4.7 Autres degrés de liberté internes

On dit que le spin est un degré de liberté interne de la particule, contrairement au
degrés de libertés externes que sont x, y, z. L'espace de Hilbert qui le décrit est Hspin,
est un espace autre que celui des fonctions d'ondes spatiales Hespace = L2(R3). L'espace
total est le produit tensoriel Htot = Hespace ⊗Hspin.

Cependant ces deux espaces ne sont pas indépendants l'un de l'autre, puisque une
transformation de l'espace comme une rotation, agit aussi sur l'espace du spin, voir (B.4.1).

En physique, il y a des espaces de degrés de libertés internes, autres que le spin, qui
eux n'ont pas cet �attachement� avec l'espace ordinaire R3.
◦ Par exemple, pour les champs élémentaires, que sont les quarks, il y a un espace
interne dit de couleurs Hcoul ≡ C3 de dimension trois (rouge-vert-bleu). (Atten-
tion, les quarks ne sont pas des particules, dans le sens où ils n'existent pas à l'état
individuel et libre. On parle plutôt de champs élémentaires, et leur description est
dans le cadre de la théorie des champs, classique ou quantique).
Les trois couleurs des quarks, sont dues au fait que la théorie des champs corres-
pondantes, la Q.C.D. (�la Chromo-Dynamique Quantique� qui décrit la force
nucléaire forte), est une théorie de Jauge avec le groupe SU(3) qui signi�e qu'elle
possède une symétrie (de Jauge) par rapport aux rotations dans l'espace des couleurs
Hcoul ≡ C3. L'interaction électro-faible (qui décrit à la fois l'électromagnétisme
et la force nucléaire faible), est décrite par la théorie de Jauge SU(2) , faisant donc
intervenir un espace de degré liberté interne Hfaible ≡ C2, appelé charge faible. Ces
théories de Jauge se manifestent surtout dans les collisions de particules à hautes
énergies.
◦ Autre exemple (mais qui est relié aux quarks), en physique nucléaire, on considère
le neutron et le proton comme une manifestation d'une seule particule, appelée le
nucléon. (Car la force nucléaire ne les distinguent pas, seule la force électromagné-
tique qui est sensible à la charge électrique, les distingue). Ainsi le proton |p > et le

2. La formulation géométrique correcte est de considérer l'espace �bré de �bre isomorphe à C2 (appelé
��bré spinoriel�) . ψ est une section de ce �bré.
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neutron |n > ne sont que deux états particuliers de l'espace à deux états du nucléon
appelé espace d'isospin, noté Hisospin ≡ C2, et ayant pour base |p >, |n >. Par
exemple un nucléon peut être dans l'état interne d'isospin |N >= 1√

2
(|n > +|p >)

qui est une superposition. Cependant cette notion d'espace d'isospin est en fait
équivalente au point de vue plus conventionnel qui distingue le proton et le neutron.

4.8 Mesure de spin, application récente : la Cryptogra-
phie quantique

Nous présentons une branche de la mécanique quantique, appelée l'information quan-
tique et plus précisément ici, la cryptographie quantique. Il y a des développements
récents, à la fois du côté théorique et expérimentale.

Références : [NGWH01], dont est inspirée cette section, et une revue récente de Pour
la Science [lS02].

L'idée de la cryptographie quantique est d'utiliser un défaut bien connu de la mécanique
quantique :

�Chaque mesure perturbe le système�

comme un avantage dans l'échange de messages que l'on veut garder secrets, et d'éviter
ainsi l'espionnage.

En e�et la cryptographie quantique se sert de l'énoncé équivalent :

�Pas de perturbation =⇒ il n'y a pas eu d'espion�

pour être sûr que le message n'a pas été intercepté.
Nous allons voir précisément comment utiliser cela pratiquement. Il y a déjà des dis-

positifs expérimentaux de cryptographie quantique (notée C.Q.). Et la C.Q. pourrait bien
être la première application commerciale de la physique quantique fonctionnant au niveau
de l'état quantique individuel.

4.8.1 Cryptographie classique symétrique à clef secrète

Comme il est d'usage, considérons deux personnages Alice et Bob.
Alice veut envoyer un message à Bob. Pour cela elle écrit son message en base deux

(suite de 0 et 1), et dispose aussi d'une clef qui est une suite de 0 et 1 de même longueur,
et envoie à Bob le message crypté obtenu par l'opération suivante :

message crypté = message ⊕ clef

où le signe ⊕ est l'addition modulo 2 sans retenue :

0⊕ 0 = 0, 1⊕ 0 = 1, 0⊕ 1 = 1, 1⊕ 1 = 0.

Exemple : message = 10100110, clef=00110111, alors message crypté=10010001.
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Exercice En supposant que Bob possède aussi la clef, quelle formule doit-il utiliser pour
décrypter le message ?

Solution :
message = message crypté ⊕ clef

Exemple : message crypté =10010001 , clef=00110111, alors message = 10100110.
Remarque : cette méthode de cryptographie est la seule prouvée être sans

faille. Les inconvénients sont que Alice et Bob doivent être les seuls à connaître la clef
secrète, et qu'ils disposent d'une clef secrète aussi longue que le message à se transmettre.
Cette méthode s'appelle �one time pad� (1926). La di�culté est donc que Alice et Bob
partagent une clef secrète. C'est là qu'intervient la cryptographie quantique présentée ci-
dessous.

La méthode la plus utilisée (sur internet par exemple) est cependant un encryptage
asymétrique à clef publique, de type R.S.A. (1978), basé sur la factorisation de grands
nombres premiers. Mais dans ce cas, il n'est pas prouvé qu'il n'existe pas d'algorithme
rapide permettant de décrypter le message.

4.8.2 Le protocole B.B.84 pour partager une clef secrète

Pour appliquer la méthode dite �one time pad� (1926) présentée plus haut, Alice et Bob
doivent partager une clef (suite de 0 et 1) connue d'eux seuls.

C'est là que la mécanique quantique intervient. Cette méthode a été mise au point
récemment et utilise non pas des spins 1/2, mais les 2 états de polarisation de la lumière :
l'échange d'une clef secrète se fait via l'échange de photons dans une �bre optique.

Pour simpli�er la présentation, nous remplaçons la polarisation de la lumière par le spin
1/2 : nous supposons que Alice et Bob échangent des particules ayant deux états possibles
de spin 1/2.

Alice et Bob ont chacun de leur côté un appareil de type Stern-Gerlach qui permet à
Alice de polariser le spin de la particule dans l'état qu'elle veut, et à Bob de mesurer ce
spin par rapport à une direction choisie. Voir �gure 4.8.1.

z

x

|+  >x

z

y

y

y

|+  >?

|−  >?

Bob mesure selon l’axe yAlice prepare un état

Figure 4.8.1 � Alice prépare un état de spin, polarisé selon x ou y. Bob ensuite détecte
la polarisation avec un appareil orienté selon x ou y.

On appelle z la direction de propagation. Ils utilisent deux directions possibles pour
leur appareil : x ou y, ce qui correspond à deux bases di�érentes du spin, notées pour
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simpli�er :

Bx : |+x〉 ≡ 0 , |−x〉 ≡ 1

By : |+y〉 ≡ 0 , |−y〉 ≡ 1

(il est habituel en théorie de l'information quantique de noter une base de deux états
quantiques par |0〉, |1〉, et de l'appeler quantum bit ou qbit).

Voici la séquence des opérations :

1. Alice envoie des particules individuelles à Bob. Pour chacune d'elle, elle choisit l'état
de spin au hasard parmi les quatre ci-dessus.
Pour Alice, cela correspond à une suite de qbits (0 et 1) associée à une suite de
Bases, exemple :
0 1 1 0 1 0 0
Bx Bx By Bx By By Bx

2. Pour chaque particule reçue, Bob mesure l'état de spin par rapport à une base Bx

ou By qu'il choisit au hasard. Cela lui donne un résultat, une suite de qbits (0 et
1). Exemple :
0 1 0 0 1 1 0
Bx By Bx Bx By Bx Bx

Propriété :
◦ Si Bob a fait le même choix de base que Alice, alors il détecte le même qbit. (En
e�et si Alice envoie |+x〉, et que Bob détecte dans la direction x, il mesurera à
coup sûr |+x〉).
◦ Pour les qbits où Bob a fait un choix di�érent de base, il a en moyenne 50%
d'erreurs. (En e�et si Alice envoie |+x〉, et que Bob détecte dans la direction y,
on décompose |+x〉 = 1√

2
(|+y〉+ |−y〉), ce qui donne une probabilité P|+y〉 = 1/2

et P|−y〉 = 1/2)
◦ Au total, Bob a donc en moyenne 25% d'erreur sur sa suite de qbit.

3. Bob annonce (publiquement) à Alice la suite de base (suite Bx, By . . .) qu'il a choisit
(et pas les résultats).

4. Parmi cette suite, Alice annonce (publiquement) à Bob quelle sous suite corresponds
au même choix. Exemple ici :
Bx Bx By Bx

5. Alice et Bob ne gardent chacun que cette sous suite de qbit, ce qui correspond en
moyenne à 50% des évènements. Cette suite de 0 et 1 est �nalement leur clef
secrète. Exemple ici : (0,0,1,0).

Pour être sûr que cette clef est secrète (i.e. connus d'eux seuls) il faut montrer que une
tierce personne nommée Eve ne puisse intercepter leur échange de qbit sans que Bob et
Alice ne s'en aperçoive (Eve est le nom habituel donné à l'espion en cryptologie, et vient
de l'anglais eavesdropper=�qui écoute aux portes�).

Pour cela :
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Théorème de non-clonage : �Eve ne peut pas faire une copie de qbits sans les perturber�
preuve : Supposons la possibilité d'une opération idéale de copie (i.e. sans perturbation) d'un

état quantique |ψ〉 par Eve dans un registre, symbolisée par la transformation :

|ψ〉 ⊗ |Registre〉 ⊗ |Eve0〉 −→ |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ⊗ |Eveψ〉

Appliqué aux états |+x〉, |−x〉, cela donne :

|+x〉 ⊗ |Registre〉 ⊗ |Eve0〉 −→ |+x〉 ⊗ |+x〉 ⊗ |Eve+〉

|−x〉 ⊗ |Registre〉 ⊗ |Eve0〉 −→ |−x〉 ⊗ |−x〉 ⊗ |Eve−〉

et d'après le principe de superposition, on aurait pour |+y〉 = 1√
2

(|+x〉+ |−x〉)

|+y〉 ⊗ |Registre〉 ⊗ |Eve0〉 −→
1√
2

(|+x〉 ⊗ |+x〉 ⊗ |Eve+〉+ |−x〉 ⊗ |−x〉 ⊗ |Eve−〉)

qui est di�érent du résultat qu'il faudrait : |+y〉 ⊗ |+y〉 ⊗ |Eve+〉. �.
On peut imaginer comme parade que Eve intercepte et mesure l'état de spin, et renvoie

à Bob le même état pour faire croire qu'il n'y a pas eu interception. Si elle le fait, elle
ne fait pas le même choix de base que Alice dans 50% des cas ; par conséquent Alice et
Bob ont 25% d'erreur sur leur clef �nale. En échangeant entre eux (et publiquement) une
fraction seulement de cette clef, ils peuvent se rendre compte de la présence de Eve, et
décider de ne pas conserver la clef.

4.9 Interaction du spin avec le champ électromagné-
tique

4.9.1 Cas de l'électron

(cf Sakuraï [Sak67]p78, Cohen p980)
L'interaction d'un électron de masse m, de charge q = −e, de spin 1/2, avec un champ

électromagnétique extérieur ~A, U est décrite dans l'espace de Hilbert

Htot = Hespace ⊗Hspin

par le Hamiltonien de Pauli :

Ĥ =
1

2m

(
~σ.
(
~̂p− q ~A(~̂x, t)

))2

+ qU(~̂x, t) (4.9.1)

où ~σ = (σx, σy, σz) sont les matrices de Pauli agissant dans l'espace du spin Hspin.
Cet Hamiltonien s'écrit aussi sous la forme plus commode :

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− q ~A(~̂x, t)

)2

− ~Me. ~B + qU(~̂x, t) (4.9.2)
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avec
~Me =

q

m
~S :moment magnétique de l'électron (4.9.3)

Preuve : On utilise la relation (A.2.2), et ~̂p ∧ ~A = −i~ rot( ~A)− ~A ∧ ~̂p (à démontrer).�

Remarques
◦ La forme (4.9.1), découle directement de l'équation de Dirac dans la limite non
relativiste. L'équation de Dirac est une équation d'onde qui a une écriture assez
�naturelle� et qui décrit la fonction d'onde d'un électron en théorie relativiste. (Il y
a cependant des problèmes théoriques avec l'équation de Dirac, qui ne sont résolus
que dans le cadre de la théorie quantique des champs).
◦ Le terme (4.9.3) est très semblable à l'expression du moment magnétique d'un dipôle
magnétique en mécanique classique : considérons une particule classique de charge
q sur une orbite circulaire de rayon r. La période de rotation est τ = 2πr

v
. Le courant

correspondant est
I =

q

τ
=

qv

2πr

et la surface du dipôle magnétique créé est ~S = πr2.~u (~u est un vecteur normal
unitaire). Par ailleurs le moment orbital 3 est

~L = ~p ∧ ~r = m~v ∧ ~r = mvr~u.

Alors le moment magnétique est :

~Mclass = I. ~S =
qv

2πr
πr2.~u =

qv

2
r.~u =

q

2m
~L

qui est comparable à (4.9.3) mis à part le facteur 1/2. La forme (4.9.1) a donc
l'avantage de donner une origine au manque de ce facteur 1/2, pas évident à priori.

4.9.2 Autres particules de spin 1/2

cf Bransden p.533, [BC89].
Pour une particule quelconque de spin 1/2, de masse m, de charge q, le Hamiltonien

est semblable à (4.9.2) :

Ĥ =
1

2m

(
~̂p− q ~A(~̂x, t)

)2

− ~M. ~B + qU(~̂x, t)

avec :

~M = gµ
~S

~
: moment magnétique

µ =
|e| ~
2m

: magnéton

g : rapport gyromagnétique

3. On verra au chapitre ?? que le moment angulaire ~L sont les générateurs des rotations dans R3 et

joue donc un rôle analogue aux opérateurs de spin ~̂S.
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Valeurs expérimentales :
Électron Proton Neutron

g 2,002319314 5,5883 -3,8263

Remarques :
◦ Le Hamiltonien de Pauli (4.9.1),(4.9.3), donne ge = 2. La valeur expérimentale un
peu di�érente s'explique à cause d'e�ets d'in�uences de l'électron sur le champ élec-
tromagnétique quantique que l'on peut calculer dans le cadre de l'électrodynamique
quantique. Les valeurs de g pour le proton et le neutron sont dues à la structure
interne des ces particules (structure de quarks et de gluons), mais on ne connait pas
à ce jour de calcul précis qui le montre.
◦ Le moment magnétique du neutron est anti-parallèle à son spin. (signe négatif de
gn).
◦ Pour le neutron ou proton, µN = e~/(2mp) s'appelle lemagnéton nucléaire. Pour
l'électron µB = e~/(2me) s'appelle le magnéton de Bohr.

4.9.3 Évolution du spin seul, précession de Larmor

Nous discutons ici l'évolution de l'état de spin 1/2 d'une particule, qui pourrait être un
noyau nucléaire de spin 1/2, dans un matériau.

La particule est supposée être au repos, ce qui permet d'oublier l'état quantique spatial
de celle-ci, et de ne traiter que l'état de spin |s(t) >∈ Hspin. (Pour être plus précis, on peut
supposer que le champ ~B est uniforme, et que l'état spatial de la particule est dans l'état

fondamental de Ĥespace = 1
2m

(
~̂p− q ~A(~̂x, t)

)2

+ qU(~̂x, t).

Ainsi, |ψ (t)〉 = |ψ0,espace〉 ⊗ |s (t)〉, et on ne s'intéresse que à la dynamique de |s(t) >∈
Hspin décrite par :

Ĥspin = −gµ
~
~S. ~B

qui a deux valeurs propres E± = ±1
2
~ω, ω = gµ

~

∣∣∣ ~B∣∣∣. L'équation d'évolution de Schrödinger
est

i~
d|s(t) >
dt

= Ĥ|s(t) >

Nous cherchons à décrire l'évolution du vecteur spatial de spin dé�ni eq(4.4.1) page 181 :

~s(t) =
〈
~̂S
〉

=< s(t)| ~̂S|s(t) >

Nous rappelons que inversement le vecteur ~s(t) dé�ni l'état |s(t) > à une phase près.
Comme ‖~s(t)‖ = ~

2
, cette évolution dé�ni des trajectoires sur la sphère de Bloch.

Propriété
~s(t) évolue d'après les �équations de Bloch� :

d~s(t)

dt
=
dHspin

d~s
∧ ~s =

(
−gµ
~
~B
)
∧ ~s (4.9.4)
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où Hspin = −gµ
~ ~s.

~B est le Hamiltonien (Classique).
Les trajectoires sont donc des cercles autour du champ ~B, à la fréquence

ω =
gµ

~

∣∣∣ ~B∣∣∣
dans le sens indirect. Voir �gure 4.9.1.

s(t)

B

Figure 4.9.1 � Précession de Larmor du spin : rotation du vecteur ~s(t) autour du
champ magnétique ~B.

Le rapport de fréquence de précession du spin d'un proton et d'un électron est

ωp
ωe

=
gpµN
geµB

' 5000

preuve : (TD)

◦ Argument rapide : lors de l'évolution, l'énergie est constante, donc ~s. ~B est constant donc

l'angle ~̂s ~B est constant, ce qui oblige le spin ~s a tourner autour de ~B.
◦ Autre preuve rapide, en coordonnées : on peut supposer que ~B = B~ez. Alors Ĥspin =

−gµB
~ Ŝz. Il est utile de travailler dans la base (|+z >, |−z >) : si

|s(0) >= a(0)|+z > +b(0)|−z >

alors
|s(t) >= exp

(
−iĤt/~

)
|s(0) >= a(t)|+z > +b(t)|−z >

avec a(t) = a(0)e−iEt/~, b(t) = b(0)e+iEt/~, et E = −gµB
2 . D'après la coordonnées stéréo-

graphique (4.4.2) page 182,

z (t) =
a (t)

b (t)
= z (0) e−2iEt/~ = z (0) eiωt

donc ϕ (t) = −ωt+ ϕ (0) et θ (t) = θ (0) = cste, ω = 2|E|
~ = gµ

~

∣∣∣ ~B∣∣∣.
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◦ Autre argument géométrique : le Hamiltonien Ĥspin = −ωSz a justement l'expres-
sion du générateur des rotations Ŝ~u (4.5.2) autour de l'axe ~u qui est ici l'axe ~B. De
cette façon on obtient directement que le mouvement est une rotation, et on obtient
aussi la vitesse angulaire.

Remarques :

◦ L'énergie de la trajectoire classique du spin est Espin = −gµ
~ ~s.

~B, qui est extremum
pour ~s et ~B parallèles. On véri�e en particulier que dans ces derniers cas, ce sont
deux points �xes de la dynamique de ~s(t), correspondant aux deux états propres
Ĥspin.
◦ On a des coordonnées canoniques (q, p) sur la sphère montrant que la sphère S2 est
un espace de phase classique pour la dynamique du vecteur classique ~s(t) (θ, ϕ sont
les coordonnées sphériques) :

q = cos θ

p = s.ϕ

Alors l'équation de Bloch (4.9.4) s'écrit sous la forme Hamiltonienne standard :

dq

dt
=
∂Hspin

∂p
dp

dt
= −∂Hspin

∂q

preuve : voir [Fau10a].

@@TD : Décrire la trajectoire du neutron de spin 1/2 dans champ magnétique in-homogène.
Exp. de Stern-Gerlach

4.9.4 Résonance Magnétique Nucléaire (R.M.N.) et Imagerie Ma-
gnétique Résonante (I.R.M.)

L'interaction du spin des particules avec un champ magnétique décrite ci-dessus, est
très utilisée pour faire de l'imagerie dans beaucoup de domaines (physique des matériaux,
biologie, médecine,...). Ces techniques d'imagerie se sont très developpées ces dernières
années et sont en particulier un outil formidable en médecine pour l'étude des tissus vivants,
et a révolutionné le domaine (voir par exemple une carte précise interactive du cerveau
http://www.med.harvard.edu/AANLIB/cases/caseNA/pb9.htm).

http://www.med.harvard.edu/AANLIB/cases/caseNA/pb9.htm
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Ces techniques sont basée sur l'interaction d'un champ magnétique appelé �sonde� avec
les spins des noyaux nucléaires du milieu étudié.

Voici la technique utilisée, décrite de façon très simpli�ée :

1. L'échantillon est placé dans un champ magnétique constant ~B0 parallèle à l'axe
z. B0 ' 2 → 10T. Les états d'énergie de chaque spin (pour simpli�er supposé
être 1/2, et considéré comme isolé) est donc E± = ±1

2~ω. A température ambiante,
kT/~ω ' 105, donc d'après la loi de Boltzmann, à l'équilibre, il y a une di�érence de
population très faible entre les deux états : N+/N− = e−∆E/kT ' 1− ∆E

kT
= 1−10−5.

C'est cependant ces petites di�érence qui fera un signal observable.

2. A un moment donné, et sur une courte durée (pulse de quelques µs.), le champ
magnétique appliqué est de la forme :

~B = B0~ez +B1 cos (ω1t)~ex

où B0 est le même, et B1 � B0 est faible, mais oscille à une fréquence ω1 bien
choisie. Si la fréquence ω1 est su�sament proche de la fréquence ω, il est montré en
TD qu'il y a un phénomène de résonance : un spin 1/2 peut basculer vers l'état
−1/2, si la durée du pulse est aussi bien ajustée (et inversement). (voir �gure).
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z

s(t)

B

x

Ce pulse a donc pour e�et d'inverser les populations N+, N−. Il faudra ensuite
un certain temps, appelé temps de relaxation T2(' 1s), pour que les populations
retrouvent leur valeurs d'équilibre selon z. Durant tout ce temps, les spins ( +1/2
ou −1/2) qui sont ainsi rentrés en résonance ont émit un champ magnétique
induit qui est détecté collectivement. Le signal temporel ainsi détecté, appelé Free
Induction Decay (FID), constitue l'information de base sur l'échantillon.

3. Ce signal recueilli dépend de plusieurs paramètres qui caractérisent le
noyau nucléaire, et permettent ainsi de l'identi�er :

(a) Il y a un signal, si il y a résonance. Il faut ω1 ' ω. Or ω = gµ
~ B dépend de g,

B, qui dépendent du noyau. Par exemple g = 2.016pour un spin 1/2 de Fe3+

dans le composé MgO. La valeur de B = B0 (1− s) ressentie par le noyau est
la valeur B0 modi�ée légèrement par l'environement électronique du noyau (les
électrons créent un champ magnétique induit, appelé diamagnétique). s ' 10−6.
Cet e�et s'appelle le déplacement chimique.

(b) Il y a une faible interaction entre les spins de noyaux nucléaires voisins, qui
dépend de la con�guration de la molécule dans laquelle se trouve le noyau.
Ces interaction, se traduisent par des décalages de fréquences ω, ou des multiplets
dans le cas de noyau indentiques comme dans CH4.

(c) Le temps de relaxation T2 dépend beaucoup du matériau. C'est essen-
tiellement ce signal qui est utilisé en imagerie.

(d) L'intensité du signal est aussi proportionnelle à la concentration des noyaux
identi�és.

4. A�n de faire de l'imagerie, il faut une bonne résolution du signal en espace et en
temps. Cela est possible en utilisant un champ B0 (~x) qui est en fait non homogène,
et légèrement variable en temps (idées de P. Lanterbur's 1971 et P.Mans�eld 1973,
voir www.beyonddiscovery.org) . Ainsi un signal de résonance détecté, pourra
être associé à une région précise de l'espace. Cela permet des résolution spatiales
1mm× 1mm et temporelles 40ms.

www.beyonddiscovery.org
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4.10 Conseils de Lecture

◦ Cohen-Tannoudji [CBF], chapitre IV.
◦ Feynman [Fey63], chapitres 6,11.



Chapitre 5

Plusieurs particules

Jusqu'à présent nous avons présenté comment décrire la dynamique d'une seule parti-
cule avec spin ou sans spin dans le cadre de la mécanique quantique.

Bien entendu, toute la complexité de la nature et de la physique vient de ce qu'elle est
composée d'un grand nombre de particules qui interagissent entre elles.

Dans ce chapitre nous présentons comment décrire un système quantique constitué de
plusieurs particules. Tout d'abord nous présentons le cas de particules di�érentes, dites
discernables, puis le cas de particules identiques (par exemple un gaz d'électrons ou de
photons, d'hydrogène,...).

5.1 Plusieurs particules discernables

Nous allons montrer et commenter le fait mathématique que l'espace quantique total
pour décrire plusieurs plusieurs particules est le produit tensoriel des espaces
quantique de chaque particule considérée individuellement.

5.1.1 Pour deux particules

Prenons l'exemple d'un système comprenant deux particules di�érentes, comme par
exemple l'atome d'hydrogène constitué d'un proton et d'un électron.

Ce sont des particules avec spin 1/2, et nous avons dé�ni l'espace de Hilbert individuel
de chacune des particules : Hproton, Helectron qui permet de décrire l'état spatial de leur
fonction d'onde et leur état de spin. Or dans l'atome d'hydrogène, ces deux particules
interagissent, il faut donc considérer et décrire le système total.

Quel peut être un état quantique du système total ? Si |pi >, i = 1, . . . est une base de
Hproton et |ej >, j = 1, . . . une base de Helectron, il est tout à fait possible d'imaginer un
état total de la forme |pi, ej >. Mais d'après le principe de superposition, il peut aussi y
avoir des combinaisons linéaires de ces états |piej >. Or ces états sont orthogonaux entre
eux (car ils décrivent des états physiques di�érents, voir chapitre 1), ils forment donc une

203
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base de Htotal. C'est justement la dé�nition de l'espace produit tensoriel, voir eq.(3.1.5)
page 148. Ainsi :

Htotal = Hproton ⊗Helectron

et une base de Htotal est |piej >= |pi > ⊗|ej >, avec i = 1, . . . , j = 1, . . ..
Cela peut paraître un peu abstrait, et en e�et cela dépasse le bon sens parfois : du

fait du produit, cet espace Htotal est �gigantesque� et contient nous allons le voir des états
quantiques qui dé�ent le bon sens. Le principe de superposition est à l'origine de ce résultat
(qu'il ne faut croire, que si l'expérience le con�rme).

En terme de fonction d'onde : Si on oublie le spin des particules, une fonction d'onde
du proton est de la forme ψp(xp, yp, zp), une fonction d'onde de l'électron est de la forme
ψe(xe, ye, ze) (ce sont des fonctions à trois variables), alors qu'une fonction d'onde du sys-
tème global est de la forme φ(xp, yp, zp, xe, ye, ze), c'est une fonction à six variables. Nous
avons déjà discuté, les corrélations qui peuvent apparaître entre ces variables, cf. �gure
(3.1.2) page 148. (En tant que fonction à six variables, |φ >∈ L2(R6) = L2(R3) ⊗ L2(R3)
comme expliqué page 146).

5.1.2 Opérateurs de Htotal

Les opérateurs positions, impulsion, spin et autres, sont dé�nis dans les chapitres pré-
cédents pour un état quantique à une particule. Voici comment ils opèrent dans l'espace
Htot.

Par exemple si on note x̂p l'opérateur position x du proton, il agit de la façon suivante
sur la fonction d'onde totale :

(x̂pφ) (xp, yp, zp, xe, ye, ze) = xp φ (xp, yp, zp, xe, ye, ze)

où en terme de notation vectorielle, l'opérateur associé au proton n'agit que sur les vecteurs
du proton dans les termes factorisés :

x̂p(|p > ⊗|e >) = (x̂p|p >)⊗ |e > (5.1.1)

et agit comme l'opérateur identité sur l'espace de l'électron. C'est à dire

(x̂p)Htot = (x̂p)Hp ⊗ Îe

5.1.3 Pour N particules

La généralisation est simple :

Htot = H1 ⊗H2 ⊗ . . .⊗HN

mais l'espace résultant est énorme ! (sa dimension est le produit des dimensions).
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5.2 Non localité de la mécanique quantique, le paradoxe
E.P.R.

référence : Bransden p673 [BC89], Ballentine [L.E90] p.437.
Pour un texte court, lire : http://www.physique.usherb.ca/attracte/08-1999/epr.

html

5.2.1 États enchevêtrés : états surprenants de l'espace total

Le principe de superposition est à l'origine de la complexité de la mécanique quantique.
Nous avons déjà vu que pour une particule, alors que son état classique est de la forme

(~x, ~p), avec position et vitesse précises, la mécanique quantique permet une superposition
de tels états comme : |~x, ~p > +|~x′, ~p′ >, une fonction d'onde qui serait la somme de deux
paquets d'ondes gaussiens di�érents.

Pour deux particules, il peut y avoir des états de la forme

|φ >= |1 > ⊗|2 >

où |i > est une fonction d'onde respectivement de la particule i = 1, 2. Un état |φ >
qui peut s'écrire sous cette forme est dit factorisable ou séparable. Il n'est pas trop
surprenant physiquement.

Mais la mécanique quantique permet à priori des superpositions de tels états. Par
exemple :

|φ >= |1 > ⊗|2 > +|1′ > ⊗|2′ > (5.2.1)

qui est une superposition de deux états factorisés. C'est un état non factorisable, dit état
enchevêtré (ou �entangled state� en anglais).

De tels états sont observés expérimentalement. Les manifestations physiques de ces
états dé�ent le bon sens. On décrit ci-dessous une expérience à l'issue de laquelle deux
particules sont dans un état enchevêtré, et l'on discute les conséquences mesurables.

5.2.2 Description quantique orthodoxe

Dans cette expérience, une paire de deux particules de spin 1/2 est crée en un lieu et
instant précis. Nous appelons cet évènement E1. Nous supposons que l'état quantique qui
décrit le spin des deux particules est :

|φ >=
1√
2

(|+z >1 ⊗|−z >2 −|−z >1 ⊗|+z >2) (5.2.2)

l'indice 1 ou 2 se réfère au numéro de la particule. L'état |φ > est un état enchevêtré.
Cet état correspond à un spin total nul, appelé état singlet de spin, voir section 6.5.1. En

e�et l'observable de spin total est ~Stot = ~S1+~S2, et il est aisé de calculer que
(
~Stot

)2

|φ〉 = 0.

http://www.physique.usherb.ca/attracte/08-1999/epr.html
http://www.physique.usherb.ca/attracte/08-1999/epr.html
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Il y a plusieurs façons de créer un tel état, voir par exemple : http://www.lkb.ens.
fr/recherche/qedcav/french/rydberg/resonant/eprpair.html. Ce peut être par la
désintégration d'un pion π0 qui a un spin nul, en électron et positron :

π0 → e− + e+

Les particules 1 et 2 partent dans des directions opposées, vers des détecteurs symbolisés
par les physiciens P1 et P2. Voir �gure 5.2.1.

(0)  

21

z z
P1 P2

Figure 5.2.1 � Les deux particules 1 et 2 sont dans un état enchevêtré, et partent vers
deux détecteurs P1,P2.

A l'aide d'un appareil du type Stern-Gerlach, le physicien P1 e�ectue une mesure de
l'observable :

Â =

(
2

~

)
Ŝ1,z

(composante du spin de la particule 1 selon l'axe z). C'est l'évènement E2. Les deux valeurs
propres de cette observable sont ±1. Par conséquent d'après le postulat de la mesure, voir
page 61, à l'issue d'une mesure, le physicien P1 observera le résultat A = +1 ou A = −1,
avec les probabilités respectives

PA=+1 =
1

< φ|φ >
|< +1,z|φ >|2 =

1

2
,

PA=−1 =
1

< φ|φ >
|< −1,z|φ >|2 =

1

2
.

et si il observe A = +1 (respect. A = −1), alors juste après la mesure, l'état quantique
des deux particule est |+z >1 ⊗|−z >2, (respectivement |−z >1 ⊗|+z >2 ) qui est l'état
φ projeté sur l'espace propre de Â associé à la valeur propre A = +1 (respect. A = −1).
On remarque donc que cette mesure du physicien P1 modi�e l'état quantique du système
total et en particulier celui de la particule 2. C'est l'évènement E3 sur la �gure (5.2.2).

Si juste après cette première mesure, le physicien P2 e�ectue à son tour une mesure de
l'observable

B̂ =

(
2

~

)
Ŝ2,z

(composante du spin de la particule 2 selon l'axe z), appelé évènement E4, et alors deux
cas se présentent selon la valeur de A précédente :

http://www.lkb.ens.fr/recherche/qedcav/french/rydberg/resonant/eprpair.html
http://www.lkb.ens.fr/recherche/qedcav/french/rydberg/resonant/eprpair.html
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1. si A = +1, l'état quantique réduit étant |φ >= |+z >1 ⊗|−z >2, le physicien P2

mesure B = −1 avec la probabilité PB=−1 = 1 (c'est à dire certitude).
2. si A = −1, l'état quantique réduit étant |φ >= |−z >1 ⊗|+z >2, le physicien P2

mesure B = +1 avec probabilité 1.
Cette certitude totale traduit une corrélation parfaite entre les états de spin des deux
particules. Remarquez que si le physicien P2 avait e�ectué sa mesure le premier l'analyse
aurait été analogue.

En résumé, d'après cette analyse de la situation par la mécanique quantique (et postulat
de la mesure), l'état |φ > est enchevêtré jusqu'à la première mesure, et subitement, dès la
première détection, il est réduit instantanément dans un produit factorisé |+z >1 ⊗|−z >2,
ou |−z >1 ⊗|+z >2 respectant la corrélation des deux spins opposés (on parle de �réduction�
ou �collapse� de l'état quantique).

Cela est en parfait accord avec les expériences, et cette réduction qui est une sorte
d'action à distance �instantanée� , (est même plus rapide que la vitesse de la
lumière qui est la vitesse limite du transport d'énergie et d'information d'après la théorie
de la relativité), car elle se passe même si les deux mesures sont deux évènements E2,E3

sans relation de causalité, c'est à dire espacés par un quadri-vecteur de type espace. Voir
�gure 5.2.2.

P1 P2E1

E4

E2 E3

x

t

B=−1

A=+1

état enchevétré

Mesure

Mesure

(fruit du hasard)

 Rayon lumineux

Figure 5.2.2 � Schéma dans l'espace temps des évènements. E1 est la création de l'état
enchevêtré |φ > eq.(205) représenté par la ligne grisée. Les particules 1 et 2 se séparent et
restent enchevêtrées, jusqu'à ce que le spin de la particule 1 soit mesuré. C'est l'évènement
E2. Dans cet exemple le physicien P1 mesure A = +1. Au même instant (dans le référentiel
x, t du laboratoire ?), l'état quantique |φ > est réduit, et la particule 2 se retrouve dans
l'état |−z >. C'est l'évènement E3. Cet état est ensuite mesuré par le physicien P2, qui
observe B = −1 (Évènement E4). La ligne tiret-point est le cône de lumière qui représente
le trajet le plus rapide (vitesse de la lumière) informant du résultat A = +1. Sur ce schéma
il ne parvient pas à temps pour expliquer le résultat B = −1.
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Remarque : Cette action instantanée à distance �plus rapide que la lumière�, ne permet
pas de transmettre de l'information, et ne contredit pas les principe de la relativité.
En e�et, P1 ne choisit pas si le résultat est A = +1 ou A = −1 ; il ne peut donc pas
transmettre de message à P2 de cette manière.

Cependant il y a une di�culté très visible sur la �gure 5.2.2 : où se situe précisément
l'évènement de réduction (E3) ? Il peut être simultané à E1, mais la notion de simultanéité
dépend du référentiel en relativité. Quel est le référentiel privilégié ici ? La question se pose,
bien qu'elle n'a pas d'impact sur le résultat observé. On peut tout de même constater que
la théorie quantique et la théorie de la relativité sont inconsistantes entre elles.

Résumé Dans ce paragraphe, nous avons montré que par suite logique du principe de la
superposition, la mécanique quantique entraîne des interactions non locales : le résultat
d'une mesure �ici� dépend de façon instantanée du résultat d'une mesure qui se passe �là-
bas�. Or la notion d'évènements instantanés, simultanés n'a pas de sens en théorie de la
relativité.

Hubert Reeves dans �Patience dans l'azur� écrit : �Je reprends l'énoncé avec une com-
paraison pour le lecteur moins familier avec la physique des atomes. A deux messagers, on
a donné la consigne suivante : ils devront répondre à une question par oui ou par non. Si
le premier répond oui, le second devra répondre non, et vice-versa. Les choses se passent
telles que prévues. Il serait raisonnable de supposer qu'ils se sont donné le mot au départ
et qu'à chaque instant du trajet chacun savait ce que l'autre allait répondre. Pourtant on
montre que tel n'est pas le cas. Aucun des deux n'a choisi avant l'arrivée quelle réponse il
allait donner. Comment expliquer que le second connaisse la bonne réponse ?�

5.2.3 Objection de Einstein-Podolsky-Rosen (E.P.R.) sur la non
localité (1935)

En 1935, l'objection de ces trois physiciens fut que même si elle ne permet pas de
transmettre de l'information, cette action à distance est inacceptable, car non consistente
avec la théorie de la relativité qui est locale en espace-temps ; ils étaient partisans d'une
théorie physique locale.

Ces physiciens suggérèrent que les mêmes résultats expérimentaux peuvent s'interpréter
autrement, par une théorie qui serait locale : dès le départ l'état de spin des deux
particules serait décidé, c'est à dire que l'une ou l'autre des deux situation est déjà
engagée : |+z >1 ⊗|−z >2 ou |−z >1 ⊗|+z >2 chacune se produisant en moyenne 1
fois sur 2. Le choix de l'une ou l'autre situation est le fruit du hasard, ou résulte d'un
mécanisme microscopique déterministe ou non mais inconnu. Il y aurait donc des variables
dynamiques cachées.

Ces physiciens ont donc ouvert un débat : Quelle interprétation est correcte, la
mécanique quantique avec le postulat de la mesure qui est non local, ou une théorie locale
à variables cachées ?



5.2. NON LOCALITÉ DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE, LE PARADOXE E.P.R.209

Ces deux interprétations seraient t-elles équivalentes (compatibles) ?
Le résultat fondamental que nous allons établir ci-dessous est :
La théorie quantique est une théorie non locale. Cela a été con�rmé expéri-
mentalement.

5.2.4 Théories locales à variable cachées et inégalités de Bell (1964)

En 1964, J. Bell montre que les deux interprétations précédentes ne sont pas équivalentes
et que des expériences pourraient trancher le débat [Bel64]. Les �inégalités de Bell� sont
des relations véri�ées par toute théorie locale à variable cachée, et dans certains cas non
respectées par le modèle de la mécanique quantique.

A la section suivante, nous présenterons une situation plus simple à expliquer montrant
la non localité de la mécanique quantique, appelé �égalité de GHZ�, découverte en 1989.
Cependant cette égalité n'a pas été observée expérimentalement.

A cause de l'importance historique de l'inégalité de Bell, et des expériences associées
nous établissons une telle inégalité pour dans ce chapitre.

Pour se mettre dans un cas où l'inégalité de Bell est transgressée par la mécanique
quantique, supposons que les physiciens P1 et P2 mesurent respectivement la composante
du spin de la particule 1 (et 2) selon l'axe ~a (et ~b). Voir �gure 5.2.3.

(0)  

21

P1 P2
a b

Figure 5.2.3 � Mesure de Ê(~a,~b) = Â(~a) B̂(~b).

On note Â(~a) =
(

2
~

)
Ŝ1,~a et B̂(~b) =

(
2
~

)
Ŝ2,~b les observables correspondantes.

Le résultat de leur mesure est A(~a) = ±1 et B(~b) = ±1.
Considérons l'observable :

Ê(~a,~b) = Â(~a) B̂(~b)

La valeur moyenne de cette observable s'obtient expérimentalement en faisant un grand
nombre d'expériences successives.

Théorie locale à variable cachée Supposons que une théorie locale à variables cachées
soit valide. Pour simpli�er les notations mais sans perte de généralité, on note λ �la variable
cachée� dont on ne saurait prévoir le comportement, et p(λ) dλ la probabilité pour que lors
d'une expérience, une valeur de l'intervalle [λ, λ+ dλ] soit réalisée.

Le résultat de la mesure de P1 est une certaine fonction de λ (inconnue) :

A (λ,~a) = ±1
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de même pour le résultat de P2 :

B(λ,~b) = ∓1 = −A(λ,~b)

Noter que A(λ,~a) ne dépend pas de ~b d'après l'hypothèse de localité. En e�et le choix de
la valeur de ~b se fait localement juste avant la mesure de B et ne peut pas in�uencer le
résultat de A d'après l'hypothèse de localité. (La relation B(λ,~b) = −A(λ,~b) vient de ce
que les deux résultats sont toujours corrélés).

D'après ce modèle, la valeur moyenne de �l'observable Ê
(
~a,~b
)
� est alors :

Eloc

(
~a,~b
)

=

∫
dλ p(λ)A(λ,~a)B(λ,~b)

Propriété On a l'inégalité de Bell : pour tous ~a,~b,~c,∣∣∣Eloc (~a,~b)− Eloc (~a,~c)
∣∣∣ < 1 + Eloc

(
~b,~c
)

(5.2.3)

Démonstration.

Eloc

(
~a,~b
)
− Eloc (~a,~c) =

∫
dλ p(λ)

(
A(λ,~a)B(λ,~b)−A(λ,~a)B(λ,~c)

)

= −
∫
dλ p(λ)

(
A(λ,~a)A(λ,~b)

)(
1 +A(λ,~b)B(λ,~c)

)
donc

∣∣∣Eloc (~a,~b)− Eloc (~a,~c)
∣∣∣ ≤ ∫ dλ p(λ)

∣∣∣1 +A(λ,~b)B(λ,~c)
∣∣∣ = 1+Eloc

(
~b,~c
)
, car

∫
p (λ) dλ = 1

et A = B = ±1 donc |1 +AB| = (1 +AB).

Remarque : l'inégalité de Bell obtenue dépend du dispositif considéré. En général, on
appelle inégalité de Bell, l'inégalité obtenue à partir de l'hypothèse de localité.

5.2.5 Violation de l'inégalité par la mécanique quantique (1976)

5.2.5.1 Modèle quantique

en mécanique quantique la valeur moyenne de l'observable Ê
(
~a,~b
)
sur l'état |φ >

eq.(5.2.2) page 205, est :

EQ(~a,~b) =
〈
φ|Ê(~a,~b)φ

〉
= − cos (θ)

θ = ~̂a,~b :angle entre ~aet ~b
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Démonstration. On peut choisir les vecteurs ~a,~b dans le plan (z, x). Montrons que l'état φ
est invariant par rotation : R̂θ|φ〉 = |φ〉. Posant

|θ〉 = Rθ|+z〉 = cos

(
θ

2

)
|+z〉+ sin

(
θ

2

)
|−z〉

on a :

R̂θ|φ〉 =
1√
2

(|θ〉 ⊗ |θ + π〉 − |θ + π〉 ⊗ |θ〉)

= . . . =
1√
2

(|+z〉 ⊗ |−z〉 − |−z〉 ⊗ |+z〉) = |φ〉

On peut donc supposer que ~a est selon l'axe z. Alors utilisant 〈+|Sz|−〉 = 0,〈
φ|Ê(~a,~b)φ

〉
=

1

2

(
2

~

)2

(〈+,−|SzSb|+,−〉+ 〈−,+|SzSb|−,+〉)

=
1

2

(
2

~

)
(〈−|Sb|−〉 − 〈+|Sb|+〉)

or Sb =
(~

2

)
(|θ〉〈θ| − |θ + π〉〈θ + π|) donc〈

φ|Ê(~a,~b)φ
〉

=
1

2

(
|〈−|θ〉|2 − |〈−|θ + π〉|2 − |〈+|θ〉|2 + |〈+|θ + π〉|2

)
=

1

2

(
sin2

(
θ

2

)
− cos2

(
θ

2

)
− cos2

(
θ

2

)
+ sin2

(
θ

2

))
= − cos θ

Remarque : comme attendu pour ~a = ~b, les deux théories sont en accord :

EQ(~a,~a) = Eloc(~a,~a) = −1.

Considérons des directions ~a,~b,~c coplanaires telles que
(
~a,~b
)

= π
3
,
(
~b,~c
)

= π
3
, (~a,~c) =

2π
3
. Alors ∣∣∣EQ (~a,~b)− EQ (~a,~c)

∣∣∣ =

∣∣∣∣− cos
(π

3

)
+ cos

(
2π

3

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1

2
− 1

2

∣∣∣∣ = 1

1 + EQ (~a,~c) = 1− cos
(π

3

)
=

1

2

L(inégalité de Bell (5.2.3) n'est pas véri�ée. On dit qu'il y a �violation de l'inégalité de
Bell par la mécanique quantique�.

Conséquence : la mécanique quantique est une théorie non locale.
Exercice :
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Fixer
(
~a,~b
)

= π
2
, et poser

(
~b,~c
)

= α, avec ~a,~b,~c coplanaires donc (~a,~c) = π
2

+ α.

Calculer et tracer
∣∣∣EQ (~a,~b)− EQ (~a,~c)

∣∣∣ et 1 + EQ (~a,~c) en fonction de α.

Solution :∣∣∣EQ (~a,~b)− EQ (~a,~c)
∣∣∣ =

∣∣∣− cos
(π

2

)
+ cos

(π
2

+ α
)∣∣∣ = |sin(α)|

et 1 +EQ (~a,~c) = 1− cos(α). Voir �gure 5.2.4. Pour 0 < α < π
2
, on a sinα > 1− cosα donc

violation de l'inégalité de Bell.

i

j

0 π 2π
α

|E  (a,b)−E  (a,c)|Q Q

 1+E  (b,c)Q

Violation Violation

Figure 5.2.4 � Violation d'une inégalité de Bell par la mécanique quantique.

5.2.5.2 Non localité de la mécanique quantique, con�rmation expérimentale

En 1976, les expériences de Alain Aspect utilisant des photons polarisés, (au lieu de
particules avec spin 1/2) montrent la violation d'inégalités de Bell, et sont donc en faveur de
la mécanique quantique [Asp76, ADR82]. Ainsi l'interprétation par une théorie locale
à variable cachée n'est pas possible. La non localité de la mécanique quantique
est observée expérimentalement.

Les résultats de l'expérience sont en parfait accord avec la mécanique quantique.
Des expérience plus récentes ont été faites où la distance entre les deux mesures est de

l'ordre de 10 km. Elles sont toujours en parfait accord avec la mécanique quantique.
Une expérience peut être fait en T.P. à l'université, voir [DM02].

5.2.6 Egalité de G.H.Z. (1989)

Nous présentons ici un autre protocle expérimentale qui démontre que la théorie
quantique est non locale.

Références : article de Laloë (sur la page web du cours), page 17, et Greenberger, Horne,
Zeilinger, Am. Jour of Phys. vol 58, p1131, 1990.
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Comme auparavant, on note |+〉 ≡
(

1
0

)
∈ C2 et |−〉 ≡

(
0
1

)
∈ C2 les deux états

de base d'un spin 1/2. On considère 3 particules de spin 1/2. On ne décrit que les états de
spin et non pas leur état spatial. L'espace quantique est donc de dimension 6, c'est :

H =
(
C2
)⊗3

= C6

Les trois particules sont séparées spatialement, et chacune est envoyée vers un détecteur
capable d'observer son état de spin.

Figure 5.2.5 � . Schéma de l'état ψ = |+ ++〉 − | − −−〉à trois particules enchevétré.

Supposons que les 3 particules soient dans l'état enchevétré de spin :

ψ = |+ ++〉 − | − −−〉

Rappel sur le processus de la mesure d'après la théorie quantique : si un phy-
sicien situé près de la particule 1 mesure l'état de son spin σ(1)

z par exemple,il observera
σ

(1)
z = ±1 avec des probabilités respectives

Proba
(
σ(1)
z = 1

)
=

∥∥∥P
σ

(1)
z =1

(ψ)
∥∥∥2

‖ψ‖2 =
‖|+ ++〉‖2

‖ψ‖2 =
1

2
, Proba

(
σ(1)
z = −1

)
=

1

2
,

ou P
σ

(1)
z

est le projecteur sur l'espace propre σ(1)
z . Si le résultat est σ(1)

z = 1 par exemple,
alors l'état total de spin des trois particules juste après la mesure est �réduit� en:

ψ′ = P
σ

(1)
z =1

(ψ) = |+ ++〉

Cela signi�e une modi�cation �instantanée, non locale� de l'état de spin des particules 2 et
3. C'est le �collapse� de l'état quantique.
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La question posée par Einstein-Podolsky-Rosen (EPR 1935) est (à nouveau) de savoir
si cet modi�cation non locale est réelle ou non. Ce résultat pourrait t-il s'expliquer par une
théorie locale non encore découverte ? c'est à dire une théorie qui montrerait par exemple
que l'état des 3 particules |+ ++〉 ou | −−−〉 est décidé en fait dès leur séparation et que
la corrélation existente n'est qu'un e�et de mémoire. Autrement dit que le phénomène de
collapse n'est pas réel mais est seulement dû au formalisme de la mécanique quantique que
l'on utilise.

5.2.6.1 Description avec la théorie quantique

On considère l'observable
Âxyy := σ(1)

x σ(2)
y σ(3)

y

et

B̂ := σ(1)
x σ(2)

x σ(3)
x

où σ(i)
y est une matrice de Pauli agissant sur la particule i.

Rappel : σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
ont des valeurs propres ±1. Observer que

les matrices avec des indices (i) di�érents commuttent entre elles car elles agissent sur des
particules di�érentes. Le spectre de Âxyy et de B̂ est donc ±1.

Etablissons d'abord le résultat suivant concernant ces opérateurs :

Lemme 5.2.1. L'état ψ = | + ++〉 − | − −−〉 est vecteur propre de l'opérateur Âxyy de
valeur propre +1, c'est à dire :

Âxyyψ = ψ

et est vecteur propre de l'opérateur B̂ avec la valeur propre (−1), c'est à dire :

B̂ψ = −ψ

Avant de prouver ce Lemme, discutons la signi�cation physique 1 :

1.

Remarque 5.2.2. On peut montrer cependant que aucun des termes individuels n'a une valeur sûre. Par

exemple Probaψ

(
σ
(1)
x = 1

)
= 0.5, Probaψ

(
σ
(1)
x = −1

)
= 0.5.

Démonstration. On |+x〉 = 1√
2

(|+z〉+ |−z〉), et |−x〉 = 1√
2

(|+z〉 − |−z〉) donc |+z〉 = 1√
2

(|+x〉+ |−x〉),
|−z〉 = 1√

2
(|+x〉+ |−x〉). Donc

ψ =
1√
2

1√
2

(|+x +z+z〉+ | −x +z+z〉 − |+x −z−z〉+ | −x −z−z〉)

=
1√
2

(
|+x〉 ⊗

1√
2

(|+z +z〉 − | −z −z〉) + |−x〉 ⊗
1√
2

(|+z +z〉+ | −z −z〉)
)
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Proposition 5.2.3. Une mesure des l'observables Axyy ou Ayxy ou Ayyx dans l'état ψ
donne avec certitude le résultat

Axyy = 1, Ayxy = 1, Ayyx = 1. (5.2.4)

(car par symétrie le numéro de la particule n'importe pas). De même une mesure de B
dans l'état ψ donne avec certitude

B = −1 (5.2.5)

Pour illustrer ce que signi�e la proposition précédente, on imagine que un ensemble
de 3 particules est envoyé régulièrement dans l'état ψ comme sur la �gure 5.2.5. L'expé-
rimentateur 1 mesure σ(1)

x , l'exp.. 2 mesure σ(2)
y et l'exp.. 2 mesure σ(3)

y . Ils collectent leur
résultats et obtiennent à la �n un tableau de la forme :

σ
(1)
x σ

(2)
y σ

(3)
y Axyy = σ

(1)
x σ

(2)
y σ

(3)
y

Mesure 1 1 −1 −1 1
Mesure 2 −1 1 −1 1
Mesure 3 −1 −1 1 1
Mesure 4 1 1 1 1

...

De même dans une autre série d'expérience ils mesures σ(1)
y , σ

(2)
x , σ

(3)
y puis σ(1)

y , σ
(2)
y , σ

(3)
x

puis σ(1)
x , σ

(2)
x , σ

(3)
x et déduisent en faisant le produit de leur résultats, Ayxy, Ayyx et B. La

théorie quantique prédit que à chaque mesure les valeurs obtenues sont Axyy = Ayxy =
Ayyx = 1 et B = −1.

Démonstration. du Lemme. On a

σx|+〉 =

(
0 1
1 0

)(
1
0

)
=

(
0
1

)
= |−〉, σx|−〉 =

(
0 1
1 0

)(
0
1

)
=

(
1
0

)
= |+〉.

σy|+〉 = i

(
0 −1
1 0

)(
1
0

)
= i|−〉, σy|−〉 = i

(
0 −1
1 0

)(
0
1

)
= −i|+〉.

donc
σ(1)
x ψ = (| −++〉 − |+−−〉)

σ(2)
y

(
σ(1)
x ψ

)
= i| − −+〉+ i|+ +−〉

et �nalement

donc

Probaψ

(
σ(1)
x = 1

)
=

∥∥Proj+x
(ψ)
∥∥

‖ψ‖2
=

1

2

etc.
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Âxyyψ = σ(3)
y

(
σ(2)
y σ(1)

x ψ
)

= i2 (| − −−〉 − |+ ++〉) = ψ

Pour B̂ψ on a
σ(1)
x ψ = | −++〉 − |+−−〉

σ(2)
x

(
σ(1)
x ψ

)
= | − −+〉 − |+ +−〉

B̂ψ = σ(3)
x

(
σ(2)
x σ(1)

x ψ
)

= | − −−〉 − |+ ++〉 = −ψ

5.2.6.2 Etude (non quantique) avec une hypothèse de localité

On va maintenant essayer de prédire la valeur du résultat de la mesure de B avec
l'hypothèse d'une théorie locale. On introduit des variables aléatoires σ(i)

x , σ
(i)
y , . . .

prenant les valeurs ±1 et représentant des résultats de mesure où i = 1, 2, 3 est numéro des
particules. L'hypothèse de localité implique que lors d'une mesure, le résultat σ(1)

x ne
dépend pas de σ(2), σ(3) car les particules sont distantes les une des autres (etc pour tous
les indices).

Supposons à priori que l'on a le résultat (5.2.4) c'est à dire :

Axyy = σ(1)
x σ(2)

y σ(3)
y = +1, Ayxy = σ(1)

y σ(2)
x σ(3)

y = +1, Ayyx = σ(1)
y σ(2)

y σ(3)
x = +1,

alors on obtient d'une part que AxyyAyxyAyyx = 1 et d'autre part, utilisant
(
σ(i)
)2

= +1 ,
∀i, on obtient

AxyyAyxyAyyx =
(
σ(1)
x σ(2)

y σ(3)
y

) (
σ(1)
y σ(2)

x σ(3)
y

) (
σ(1)
y σ(2)

y σ(3)
x

)
(5.2.6)

= σ(1)
x σ(2)

x σ(3)
x = B

Conclusion :
B = 1.

qui est en contradiction claire avec le résultat (5.2.5) prédit par la théorie quantique.
Conclusion : la théorie quantique n'est pas une théorie locale.
Cependant il n'y a pas d'expérience à ce jour qui véri�e (5.2.5).

Remarque 5.2.4. Insistons sur l'utilisation de l'hypothèse de localité. Dansl'équation (5.2.6),
l'hypothèse de localité est introduite en supposant par exemple que le résultat σ(2)

y est le
même dans la mesure collective de Axyy et de Ayyx. En e�et ce qui di�ére entre ces deux
mesures est l'orientation des appareils de détection des particules (1) et (3), et ce choix
ne peut pas in�uencer le résultat de la mesure sur (2), d'après l'hypothèse de localité.

Cela nous a alors permit de simpli�er le produit en utilisant
(
σ

(2)
y

)2

= 1. Autrement dit,

dans le cadre de la théorie quantique (non locale), le résultat σ(2)
y dépend du choix des

orientations des appareils (1) et (3) qui peuvent pourtant être situés très loin de (2) ! Dans
une expérience les physiciens prennent soin de faire ces choix au dernier moment, de façon
a être sur qu'aucun signal causal (i.e. avançant à une vitesse inférieure à c = 3.108m/s)
puisse informer (2) de ces choix. Cela est délicat et rend l'expérience di�cile à réaliser.
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5.3 Plusieurs particules identiques

Dans le cas de plusieurs particules identiques, une di�érence importante apparaît par
rapport au cas de plusieurs particules discernables décrit dans la section 5.1.

5.3.1 Deux particules identiques

5.3.1.1 Particules de spins demi-entier, les Fermions

L'électron est une particule élémentaire de spin 1/2. Si deux électrons sont respecti-
vement dans les états |ψ1 > et |ψ2 >, on pourrait penser que l'ensemble est décrit par
le vecteur |ψ1 > ⊗|ψ2 > de H1 ⊗ H2. Déjà on peut remarquer que expérimentalement, il
serait impossible de distinguer l'état |ψ1 > ⊗|ψ2 > de l'état |ψ2 > ⊗|ψ1 >, ou de toute
combinaison linéaire de ces états, puisque l'échange des deux électrons passerait inaperçue.

Principe : L'expérience montre que dans la nature, chaque paire de particule identique
élémentaire de spin 1/2 (ou demi-entier 3/2, 5/2, 7/2) est dans un état de la forme dite
antisymétrique, notée :

|ψ1 > ∧|ψ2 >=
1√
2

(|ψ1 > ⊗|ψ2 > −|ψ2 > ⊗|ψ1 >) (5.3.1)

ou toute combinaison linéaire (i.e. superposition) de tels états antisymétrique. Les autres
combinaisons sont donc interdites.

Remarques :
◦ Les particules élémentaires de spin 1/2 soumises à ce principe s'appellent des Fer-
mions. Cer sont les quarks, électrons, neutrinos, leptons, et particules analogues
d'antimatière ...)
◦ Ce principe appelé principe spin-statistique se justi�e en théorie quantique rela-
tiviste. Mais il manque actuellement une explication simple de cette correspondance.
◦ (*) Le symbôle �∧� s'appelle le produit extérieur. L'espace des états quantique
décrivant deux électrons contient donc les vecteurs de la forme (5.3.1). C'est un
espace vectoriel, qui est le produit extérieur des espaces à un électron (ou l'anti-
symétrisé), et noté

Htotal = He ∧He = Â (He ⊗He)

◦ le facteur 1/
√

2 est pour la normalisation dans le cas où |ψ1 >, |ψ2 > sont chacun
orthogonaux et normalisés. En e�et dans ce cas

‖|ψ1 > ∧|ψ2 >‖2 =
1

2
(2 < ψ1|ψ1 >< ψ2|ψ2 >) = 1
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◦ On a
(|ψ1 > ∧|ψ2 >) = − (|ψ2 > ∧|ψ1 >)

◦ Conséquence de l'anti-symétrie : deux électrons ne peuvent être dans le même
état quantique . En e�et

|ψ > ∧|ψ >=
1√
2

(|ψ > ⊗|ψ > −|ψ > ⊗|ψ >) = 0

qui est le vecteur nul et ne peut donc pas décrire un état physique. C'est le principe
d'exclusion de Pauli formulé en 1925 pour expliquer la structure des atome.
◦ (*) Cette anti-symétrie se re�ète au niveau de la fonction d'onde des deux particules.
Si les deux particules ont le même état de spin, disons |+ >∈ Hspin, et dans des
états spatial di�érents, |ϕ1 >, |ϕ2 >∈ Hspatial posons :

|ψ1 >= |ϕ1 > ⊗|+ >

|ψ2 >= |ϕ2 > ⊗|+ >

alors
|ψ1 > ∧|ψ2 >= (|ϕ1 > ∧|ϕ2 >)⊗ (|+ >1 ⊗|+ >2)

Noter donc que la partie spatiale est antisymétrique, alors que la partie spin est
symétrique.
La fonction d'onde (spinorielle) est dé�ni par :

ψ(~x1, ~x2) = (< x1|⊗ < x2|) (|ψ1 > ∧|ψ2 >)

=
1√
2

(< x1|ϕ1 > ⊗ < x2|ϕ2 > − < x1|ϕ2 > ⊗ < x2|ϕ1 >)⊗ (|+ >1 ⊗|+ >2)

=
1√
2

(ϕ1 (~x1)ϕ2 (~x2)− ϕ2 (~x1)ϕ1 (~x2))⊗ (|+ >1 ⊗|+ >2)

qui véri�e donc :
ψ(~x2, ~x1) = −ψ(~x1, ~x2)

◦ (*) Si au contraire les deux particules ont des états de spin di�érents, elles peuvent
être dans le même état spatial. Prenons l'exemple des deux électrons de l'atome
d'hélium, qui sont dans l'orbitale spatiale |S >∈ Hspatial, et ont des états de spins
di�érents, disons |+ >, |− >∈ Hspin

Alors |ψ1 >= |S > ⊗|+ >, |ψ2 >= |S > ⊗|− >, et

|ψ1 > ∧|ψ2 >= (|S >1 ⊗|S >2)⊗ 1√
2

(|+ >1 ⊗|− >2 −|− >1 ⊗|+ >2)

= (|S >1 ⊗|S >2)⊗ (|+ > ∧|− >)

Cette fois ci, la partie spatiale est symétrique, alors que la partie spin est anti-
symétrique.
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◦ En particulier, deux particules ayant le même état de spin, ne peuvent être au même
endroit ~x, car d'après ci-dessus,

ψ(~x, ~x) = −ψ(~x, ~x) donc ψ (~x, ~x) = 0

Ce principe d'exclusion agit donc comme une répulsion, bien qu'il ne s'agisse pas
d'une force à proprement parler (il n'y a pas de particule qui transmet la force,
comme le photon transmet la force électromagnétique).
◦ Les particules composées d'un nombre impair de fermions sont approximative-
ment des fermions en régime de faible concentration. Par exemple le neutron est
composé de 3 quarks (u, d, d) est approximativement un fermion (de même pour le
proton).
◦ Ce principe d'antisymmétrie des fermions a des conséquences observables très claires
en physique. Elle explique :
� pour les neutrons et protons, la structure des noyaux nucléaires.
� pour les électrons, les règles de remplissage des niveaux d'énergie électronique

des atomes ou molécules.
� le remplissage des états électroniques dans les solides cristallins. Ce remplissage

est à l'origine des propriétés isolantes ou conductrices de ces matériaux, et �na-
lement de la �solidité� et �impénétrabilité� de la matière solide à notre échelle.

� Elle explique la taille, et les propriétés des étoiles �naines blanches�, où les élec-
trons sont soumis à ce principe d'exclusion (et de même la taille des étoiles à
neutron).

5.3.1.2 Particules de spins entier, les Bosons

Principe : L'expérience montre que dans la nature, chaque paire de particule identique
élémentaire de spin entier 0, 1, 2, . . . est dans un état de la forme dite symétrique, notée :

|ψ1 > ∨|ψ2 >=
1√
2

(|ψ1 > ⊗|ψ2 > +|ψ2 > ⊗|ψ1 >) (5.3.2)

ou toute combinaison linéaire (i.e. superposition) de tels états symétriques. Les autres
combinaisons sont donc interdites.

Remarques
◦ Les particules soumises à ce principe sont appelées des Bosons. C'est le cas du
photon, des gluons, et autres particules de Jauge Z,W et Boson de Higgs, ...
◦ C'est aussi le cas pour les particules composées de spin entier (contenant un nombre
pair de fermions) mais seulement dans l'approximation des faibles concentration.
Par exemple les mésons K, π = (q, q) (contenant un nombre pair de quarks), les
atomes et molécules de spin entier comme He4 = (p, p, n, n, e, e), contenant un
nombre pair de protons,neutrons et électrons, atome hydrogène H = (p, e), noyau
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deuterium d = (p, n). référence : [MR90, §2.1.6]. Il est curieux que dans [CBF]p.1387
ce problème ne soit pas abordé.
◦ Cette correspondance appelée spin-statistique se justi�e en théorie quantique re-
lativiste.
◦ L'espace total des combinaisons linéaires d'états symétriques est noté :

Htotal = H ∨H = Ŝ (H⊗H)

◦ Si les deux particules ont le même état de spin, disons |+ >∈ Hspin, la fonction
d'onde des deux particules est symétrique :

ψ(~x2, ~x1) = ψ(~x1, ~x2)

Il n'y a pas de propriété d'exclusion comme dans le cas des fermions. Au contraire,
il est �favorable� que deux particules soient dans le même état, ou au même endroit
~x. Cela amène au phénomène de condensation de Bose à basse température (voir
Cours de physique Statistique à ce sujet, [DGLR89]).
◦ Un faisceau laser contient un grand nombre de photons (n ' 1020) qui sont tous
(idéalement) dans le même état quantique, correspondant à un mode d'onde élec-
tromagnétique précis. Cela est possible car le photon est un boson.

5.3.2 Plusieurs particules identiques

Nous présentons le formalisme pour décrire l'état quantique deN fermions ouN bosons.
Notons π un opérateur qui permute les N états. Par exemple pour N = 3 :

π (|ψ1 > ⊗|ψ2 > ⊗|ψ3 >) = (|ψ2 > ⊗|ψ1 > ⊗|ψ3 >)

1|ψ  >

|ψ  >

|ψ  > |ψ  >

|ψ  >1|ψ  >

2 3

2 3

Figure 5.3.1 � Une permutation π de trois états, de signature σ(π) = (−1).

Il y a N ! façons de permuter N états. Les opérateurs π correspondants forment le
groupe symétrique SN (voir [Bac]).

La signature d'une permutation notée σ(π), vaut (+1) ou (−1) selon que le nombre
de croisements est pair ou impair dans le diagramme de correspondance (�gure 5.3.1).
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5.3.2.1 Cas des bosons

Un état de N bosons est une combinaison linéaire (i.e. superposition) de toutes les
permutations possibles, de la forme :

|ψ1 > ∨|ψ2 > ∨ . . . |ψN >=
1√
N !

(∑
π∈SN

π (|ψ1 > ⊗|ψ2 > ⊗ . . .⊗ |ψN >)

)

appelé état totalement symétrique.
Par exemple pour N = 2, on retrouve (5.3.2), et pour N = 3, cela donne :

|ψ1 > ∨|ψ2 > ∨|ψ3 >=

1√
6

(|ψ1ψ2ψ3 > +|ψ1ψ3ψ2 > +|ψ3ψ2ψ1 > +|ψ2ψ1ψ3 > +|ψ3ψ1ψ2 > +|ψ2ψ3ψ1 >)

On note aussi l'opérateur symétriseur :

Ŝ :=
1

N !

∑
π∈SN

π (5.3.3)

qui agit sur l'espace H⊗N = H⊗ . . .⊗H. (c'est un projecteur orthogonal, voir proposition
5.3.1 plus bas pour l'explication du facteur 1/N !). Ainsi :

|ψ1 > ∨|ψ2 > ∨ . . . |ψN >=
√
N !Ŝ (|ψ1 > ⊗|ψ2 > ⊗ . . .⊗ |ψN >) (5.3.4)

5.3.2.2 Cas des fermions

Un état de N fermions est une combinaison linéaire de toutes les permutations pos-
sibles a�ectée de leur signature, de la forme :

|ψ1 > ∧|ψ2 > ∧ . . . |ψN >=
1√
N !

(∑
π∈SN

σ(π) π (|ψ1 > ⊗|ψ2 > ⊗ . . .⊗ |ψN >)

)

appelé état totalement antisymétrique.
Par exemple pour N = 2, on retrouve (5.3.1), et pour N = 3, cela donne :

|ψ1 > ∧|ψ2 > ∧|ψ3 >=

1√
6

(|ψ1ψ2ψ3 > −|ψ1ψ3ψ2 > −|ψ3ψ2ψ1 > −|ψ2ψ1ψ3 > +|ψ3ψ1ψ2 > +|ψ2ψ3ψ1 >)

On note aussi l'opérateur anti-symétriseur :

Â :=
1

N !

∑
π∈SN

σ(π) π (5.3.5)
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qui agit sur l'espace H⊗N = H⊗ . . .⊗H. Ainsi :

|ψ1 > ∧|ψ2 > ∧ . . . |ψN >=
√
N !Â (|ψ1 > ⊗|ψ2 > ⊗ . . .⊗ |ψN >)

Propriété : Si π est un opérateur de permutation, alors pour un état de N bosons :

π (|ψ1 > ∨|ψ2 > ∨ . . . |ψN >) = + (|ψ1 > ∨|ψ2 > ∨ . . . |ψN >)

et pour un état de N fermions :

π (|ψ1 > ∧|ψ2 > ∧ . . . |ψN >) = σ(π) (|ψ1 > ∧|ψ2 > ∧ . . . |ψN >)

par exemple pour une transposition, qui est une permutation échangeant seulement
deux particules, on a σ(π) = −1.

Ainsi les états à N bosons sont des vecteurs propres des opérateurs de transpositions,
avec la valeur propre (+1). Et les états à N fermions, sont des vecteurs propres des opéra-
teurs de transpositions, avec la valeur propre (−1).

Démonstration. ([CBF] Cohen p1379) montrons que πŜ = Ŝ et πÂ = σ (π) Â :

πŜ =
1

N !

∑
π′∈SN

π π′ =
1

N !

∑
π′′=π π′∈SN

π′′ = Ŝ

où on a e�ectué le changement de variable π′′ = π π′, et utilisé le fait que π(SN ) = SN . De même :

πÂ =
1

N !

∑
π′∈SN

σ(π′)π π′ =
1

N !

∑
π′′∈SN

σ(π−1 π′′)π′′ = σ(π)
1

N !

∑
π′′∈SN

σ(π′′)π′′ = σ (π) Â

où on a utilisé le fait que σ(π−1 π′′) = σ(π−1)σ(π′′) (morphisme de groupes) et donc σ(π−1) =
σ(π).

Exercice Considérons un électron (fermion) qui peut être dans M états distincts, |e1 >
, |e2 >, . . . |eM >. L'espace de HilbertH1 à un électron correspondant est donc de dimension
M .

1. D'abord dans le cas simple M = 3, supposons qu'il y a un deuxième électron .
Donner alors une base de l'espace à deux électrons H2 = H1 ∧ H1, et déduire sa
dimension.

2. Donner une base de H2 et sa dimension, pour M quelconque.

3. Généraliser, pour N électrons, donner une base de HN et sa dimension, pour N et
M quelconques.
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4. Même question pour des bosons.

Proposition 5.3.1. Notons H⊗N := H⊗ . . .⊗H︸ ︷︷ ︸
N

l'espace à N particules �discernables�

(sans symmétrie). Considérons les opérateurs linéaires de symmétrisation Ŝ : H⊗N →
H⊗N dé�ni en (5.3.3) et Â : H⊗N → H⊗N , dé�ni en (5.3.5). Alors

Ŝ2 = Ŝ, Ŝ+ = Ŝ

Â2 = Â, Â+ = Â,

qui signi�e que Ŝ et Â sont des projecteurs orthogonaux sur les sous espaces respectivement
des états totalement symétriques (ou �espace bosonique�) Ŝ

(
H⊗N

)
et antisymétriques

(ou �espace fermionique�) Â
(
H⊗N

)
. De plus

si N ≥, 2 alors ŜÂ = 0,

si N = 2, alors Ŝ + Â = Îd.

Remarque 5.3.2.
◦ A propos du facteur

√
N ! : si les vecteursψj ∈ H sont normalisés alors Ψ := ψ1 ⊗

ψ2 . . .⊗ψN ∈ H⊗N est normalisé, ‖Ψ‖ = 1. Par contre ŜΨ est symétrique mais pas
normalisé (un projecteur orthogonal ne peut que diminuer la norme du vecteur) :∥∥∥ŜΨ

∥∥∥2

= 〈ŜΨ, ŜΨ〉 = 〈Ψ, Ŝ2Ψ〉

= 〈Ψ, ŜΨ〉 =
1

N !

∑
π∈SN

〈Ψ, πΨ〉

=
1

N !
‖Ψ‖2 =

1

N !
.

On a utilisé que 〈Ψ, πΨ〉 = 0 si π 6= Id. Ainsi∥∥∥√N ŜΨ
∥∥∥ = 1

et le vecteur symétrique (5.3.4) est normalisé. Noter cependant que Ψ := ψ1 ⊗
ψ2 . . .⊗ ψN ∈ H⊗N est un vecteur très particulier appelé �état produit�. En général
il est plus �naturel� de considérer l'opérateur Ŝ (qui est un projecteur) plutot que√
N Ŝ.

◦ L'étude des représentations du groupe de permutation SN et l'utilisation des ta-
bleaux de Young permet de généraliser ces résultats.
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Démonstration. On a Â := 1
N !

∑
π∈SN σ(π)π. Donc

Â2 =
1

(N !)2

∑
π,π′∈SN

σ(π)σ(π′)π ◦ π′ = 1

(N !)2

∑
π,π′∈SN

σ(π ◦ π′)π ◦ π′.

car σ : SN → {−1, 1} est un morphisme de groupe. Posons π′′ = π ◦ π′ et faisons le
changement de variable (π, π′)→ (π, π′′) avec π′ = π−1 ◦ π′′. On a

Â2 =
1

(N !)2

∑
π,π′′∈SN

σ(π′′)π′′ =
1

N !

(∑
π∈SN

1

)
Â = Â

car il y a N ! éléments dans SN donc
(∑

π∈SN 1
)

= N !. On a π+ = π donc Â+ = Â. De
même on montre que Ŝ2 = Ŝ et Ŝ+ = Ŝ.

5.3.2.3 Fonction d'onde à plusieurs particules, Déterminant de Slater.

@@

5.4 Aperçu sur les particules élémentaires et forces élé-
mentaires (*)

Nous donnons cet aperçu très succinct, mais incontournable, car la mécanique quantique
s'applique avant tout aux particules élémentaires et à ses composés.

La théorie actuelle en accord avec les expériences (le �modèle standard�) date des année
1970-80.

Référence : http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/TutorialWelcome_fr.html,
http://www-pdg.lbl.gov.

5.4.1 Liste des particules élémentaires

5.4.1.1 La matière

6 quarks

charge électrique (en e)
�up� u �charm�c �Top�t +2/3

�down� d �Strange�s �Beauty or Bottom�b −1/3

ces quarks n'existent que par groupes de deux (qq)ou trois (qqq), où q dénote un quark,
et q dénote un anti-quark. Ce phénomène s'appelle le con�nement ; c'est un fait expéri-
mental pas entièrement compris au niveau théorique.

http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/TutorialWelcome_fr.html
http://www-pdg.lbl.gov


5.4. APERÇU SUR LES PARTICULES ÉLÉMENTAIRES ET FORCES ÉLÉMENTAIRES (*)225

Figure 5.4.1 � Trajectoires de particules après une collision au CERN.

6 Leptons On indique la masse en MeV/c2.

charge électrique (en e)

électron : e (0.5) Muon : µ (105) Tau : τ (1777) +1

Neutrino électronique νe Neutrino Muoniqueνµ Neutrino Tauντ 0

5.4.1.2 L'antimatière

Chaque particule a sa particule � image� d'anti-matière. Il y a donc 6 antiquarks, et
6 anti-leptons, de même masse que leur image, de charge électrique opposée, notés
avec une barre. Exemple : e+ = e− est l'anti-électron, aussi appelé le positron.

Remarque : une particule de matière rencontrant une particule d'anti-matière peut
s'annihiler et donner de l'énergie sous forme de rayonnement :

matiere+ antimatiere → energie

Ce processus a été très important au début de l'univers. Après une important phase
d'annihilation mutuelle, il est resté de la matière car elle était en excédent de 1%.

5.4.1.3 Les bosons de Jauge

Ce sont des particules qui transmettent les forces élémentaires.
◦ Le photon γ, de masse nulle, transmet la force électromagnétique entre les parti-
cules ayant une charge électrique.
◦ 8 gluons g, de masse nulle, transmettent la force nucléaire forte entre les quarks.
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◦ Les bosons W et Z : W0,W+,W− de masse m = 80 GeV/c2, et Z0 de masse
m = 91 GeV/c2, transmettent la force nucléaire faible entre les particules de matière
et d'anti-matière. (quarks et leptons).
◦ Le boson de Higgs m = 125 GeV/c2.

Remarques :
◦ Les neutrinos ne sont sensibles que à la force nucléaire faible, et n'intéragissent
donc que très peu. Ils peuvent traverser la Terre facilement. Il y en a 200 par m3,
provenant d'un reste �fossile� du Big Bang. Réf : Pour la science, juillet 2010.
◦ L'interaction gravitationnelle est aussi une force élémentaire, mais on ne sait pas si
la théorie quantique s'applique pour elle. Autrement dit, on ne sait pas si il y a une
particule de Jauge associée que l'on appelerait le graviton.

5.4.1.4 Particules élémentaires stables

Il y a donc peu de particules élémentaires. Surtout que la plupart cités ci-dessus sont
instables : elles ont une durée de vie très courte. Elles apparaissent lors de collisions éner-
gétiques, et se désintègrent très rapidement. Les particules élémentaires stables sont

e−, neutrinos , γ

les quarks q et les gluons g n'existent pas à l'état individuel.

5.4.2 Les particules composées

La richesse et la diversité de la nature vient que ces particules élémentaires s'assemblent
pour former des �particules composées� très variées.

5.4.2.1 Les mésons :

les mésons sont composés de deux quarks qq avec des gluons qui les lient. Par exemple
le méson appelé �pion π0� est une superposion quantique :

π0 ≡
1√
2

(
|dd > −|uu >

)
de masse m = 140 MeV/c2, de charge 0.

5.4.2.2 Les baryons :

Les baryons sont composés de trois quarks qqq avec des gluons qui les lient. Par exemple :

Proton p : (uud) masse = 939MeV/c2, charge + 1

Neutronn : (udd) masse = 940MeV/c2, charge 0
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5.4.2.3 Noyau nucléaire

Un noyau nucléaire est composé de protons et neutrons. Par exemple

Helium4 : (ppnn)

Il faut une proportion de neutron et protons adéquate pour former un noyau.

5.4.2.4 Composés plus élaborés : atomes, molécules, matériaux,...

Ensuite, les noyaux s'entourent d'électrons pour former des atomes, les atomes s'as-
semblent pour former des molécules, des matériaux, des �uides. . .

5.4.2.5 Particules composées stables

Les particules composées stables sont : le proton p, les noyaux nucléaires légers (He,C,O,. . .)
les atomes, les matériaux,. . .

Remarque :
◦ le neutron isolé est instable, avec une durée de vie moyenne de 15mn (887 s. préci-
sément).
◦ L'antimatière serait stable sans l'environnement de la matière. On a fabriqué des
atomes d'anti-Hydrogène composés de p− et e+.
◦ Le LHC au CERN, étudie depuis 2010 des collisions p + p à hautes énergies. On
espère de nouvelles découvertes.
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Chapitre 6

Symétries et règles de conservation

Ce chapitre entame une deuxième partie du cours où l'on présente des méthodes spéci-
�ques pour résoudre des problèmes de mécanique quantique. Dans le chapitre 8 �méthodes
d'approximation�, on présente di�érentes techniques standard d'approximation.

Dans le chapitre 6 �Symétries�, il s'agit d'exploiter les symétries du problème.

6.1 Propriétés et méthodes de base

6.1.1 Spectre commun de deux opérateurs qui commutent

Jusqu'à présent nous avons discuté le spectre d'un seul opérateur à la fois. La propriété
suivante qui concerne deux opérateurs est très utile pour la suite.

Propriété Supposons que deux opérateurs auto-adjoints ayant du spectre discret
Â et B̂, commutent , c'est à dire que[

Â, B̂
]

= ÂB̂ − B̂Â = 0

Alors il existe une base propre commune des deux opérateurs. C'est à dire
qu'il existe une famille de vecteurs |Vi > formant une base de H, tels que

Â|Vi >= ai|Vi > et B̂|Vi >= bi|Vi >

Géométriquement, les espaces propres de Â sont invariants par l'action de
B̂, et inversement.
Plus généralement on peut énoncer une propriété similaire pour N opérateurs
qui commutent deux à deux .

231
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Démonstration. (cf Bransden p205).
Considérons tout d'abord un opérateur Â seul, et son spectre. On note a les di�érentes valeurs

propres de Â. Chaque valeur propre peut avoir une certaine multiplicité da ≥ 1, et l'espace propre
correspondant noté Ha est de dimension da. Ainsi on décompose :

H =
⊕
a

Ha

Considérons l'opérateur B̂. Soit un vecteur |ψ >∈ Ha. Par dé�nition, Â|ψ >= a|ψ >. Notons
|ψ′ >= B̂|ψ >, alors

Â|ψ′ >= ÂB̂|ψ >= B̂Â|ψ >= aB̂|ψ >= a|ψ′ >

donc |ψ′ >∈ Ha aussi. On dit que l'espace propre Ha de Â est globalement invariant par

l'opérateur B̂. On peut alors chercher le spectre de B̂ dans chaque l'espace Ha . Un tel vecteur
propre |Vi > véri�era donc B̂|Vi >= bi|Vi > et Â|Vi >= a|Vi >, car |Vi >∈ Ha.

6.1.2 Application : recherche du spectre de Ĥ

L'application habituelle de cette propriété est la suivante :

Si Â est un opérateur dont le spectre est connu, et si l'on a
[
Â, Ĥ

]
= 0, alors la

propriété ci-dessus permet de simpli�er la recherche du spectre de Ĥ dans un espace
H. Il su�t :

1. Chercher les espaces propres Ha de l'opérateur Â qui décomposent l'espace
H = ⊕aHa

2. Chercher le spectre de Ĥ dans chaque espace propre Ha.

On a vu que la dynamique générée par Ĥ est interne à chaque espace Ha.

Exemples simples Voici des exemples (simples ; on verra des exemples plus compliqués
plus loin, montrant l'intérêt de la méthode).

1. Pour une particule libre dans (x, y, z), on a Ĥ = ~p2

2m
, et donc

[
~p, Ĥ

]
= 0, c'est à

dire Â1 = p̂x, et Â2 = p̂y, et Â3 = p̂z. L'espace propre commun de valeur propre
(px, py, pz) correspond à une onde plane |px, py, pz >(Il est de dimension 1).Par
conséquent les états propres de Ĥ sont des ondes planes.

2. Pour une particule à une dimension, dans un double puits de potentiel symétrique,
cad V (x) = V (−x) ,∀x, le Hamiltonien est Ĥ = p̂2

2m
+ V (x). Considérons l'opéra-

teur de parité P̂ dé�ni par :

P̂ : ψ(x)→ ψ(−x)
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C'est un opérateur unitaire. On a P̂2 = I, et donc ses valeurs propres sont ±1.
L'espace propre associé à la valeur propre +1 noté H+ est constitué par toutes
les fonctions paires. L'espace propre associé à la valeur propre −1, noté H−, est
constitué par toutes les fonctions impaires. Ce sont des espaces de dimension in�nie,
et l'on a H = L2 (R) = H+ ⊕H− .

On a 1

[
Ĥ, P̂

]
= 0, et la propriété ci-dessus, permet de chercher les fonctions d'ondes

stationnaires (spectre de Ĥ), parmi les fonctions paires puis impaires. cf TD.

6.1.3 Loi de conservation et groupe de symétrie dynamique

Dans un espace de Hilbert H, supposons encore que
[
Ĥ, Â

]
= 0, et que Â soit un

opérateur auto-adjoint.
Rappelons que l'opérateur auto-adjoint Â peut s'interpréter comme étant une obser-

vable physique, ou encore comme le générateur d'un groupe à un paramètre de
transformations unitaires :

Ĝ(λ) = exp

(
− i
~
Âλ

)
, λ ∈ R

De même pour l'opérateur Ĥ qui génère les opérateurs unitaires d'évolution :

Û (t) = exp

(
− i
~
Ĥt

)
, t ∈ R

Les quatre relations suivantes sont alors équivalentes :[
Ĥ, Â

]
= 0[

Û(t), Â
]

= 0 ,∀t[
Ĥ, Ĝ (t)

]
= 0 ,∀t[

Û (t) , Ĝ (t)
]

= 0 ,∀t

en e�et, par exemple si
[
Ĥ, Â

]
= 0, alors

[
Û(t), Â

]
=
[
exp

(
−iĤt/~

)
, Â
]

=
[∑

n
1
n!

(
−iĤt/~

)n
, Â
]

=

0 car
[
Ĥn, Â

]
= 0, ∀n.

Nous allons voir maintenant que chacune de ces quatre relations a une interprétation
ou une conséquence physique spéci�que.

Tout d'abord la relation
[
Ĥ, Â

]
= 0 a été exploitée au paragraphe précédent.

Ensuite :

1. preuve : Considérons P : R → R dé�ni par P (x) = −x. Alors l'opérateur de parité est P̂ψ=ψ ◦ P.
Or (ψ ◦ P)

′
= (ψ′ ◦ P)P ′ = − (ψ′ ◦ P) donc p̂P̂ = −P̂ p̂. Donc p̂2P̂ = P̂ p̂2. On a V (x̂) P̂ = P̂V (x̂) donc

�nalement ĤP̂ = P̂Ĥ.
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6.1.3.1 Loi de conservation :

De la relation
[
Û(t), Â

]
= 0 on déduit que quelque soit l'état initial |ψ >∈ H, la

valeur moyenne de l'observable Â sur l'état |ψ(t) >= Û (t) |ψ〉 est constante au cours
du temps : 〈

Â
〉

(t) =
〈ψ (t) |Âψ (t)〉
〈ψ (t) |ψ (t)〉

= constante/t (6.1.1)

Plus précisément, toute la distribution de probabilité de l'observable Â sur
l'état ψ (t), voir (1.6.1), est conservée.

preuve : pour la valeur moyenne,〈
Â
〉

(t) =
1

〈ψ|ψ〉
< ψ(t)|Â|ψ(t) >=

1

〈ψ|ψ〉
< ψ(0)|Û+(t)ÂÛ(t)|ψ(0) >

=
1

〈ψ|ψ〉
< ψ(0)|Û+(t)Û(t)Â|ψ(0) >=

〈
Â
〉

(0)

, car Û+Û = I. Et plus généralement, si P̂a est le projecteur spectral de Â sur la valeur propre

Aa, la probabilité à la date t est (on utilise que Û (t) est unitaire, et que
[
P̂a, Û (t)

]
= 0)

Pa (t) =
‖Paψ (t)‖2

‖ψ (t)‖2
=

∥∥∥PaÛ (t)ψ (0)
∥∥∥2

∥∥∥Û (t)ψ (0)
∥∥∥2 =

∥∥∥Û (t)Paψ (0)
∥∥∥2

‖ψ (0)‖2
=
‖Paψ (0)‖2

‖ψ (0)‖2
= Pa (0)

Exemples simples

1. Pour une particule libre dans (x, y, z), on a Ĥ = ~p2

2m
, et donc

[
~p, Ĥ

]
= 0. Alors

〈~p〉 (t) = cste, c'est à dire que l'impulsion moyenne est conservée au cours du temps.
2. Pour une particule à une dimension, dans un double puits de potentiel symétrique,
Ĥ = p̂2

2m
+ V (x), si l'état |ψ(0) > est une fonction paire (respect. impaire) à la date

t = 0, alors elle reste une fonction paire (respect. impaire) à tout instant t.

3. On a
[
Ĥ, Ĥ

]
= 0 naturellement. Donc

〈
Ĥ
〉

(t) = cste : l'énergie moyenne est

conservée. (Attention, on a supposé que l'opérateur Ĥ ne dépend pas du temps).

Remarques :
◦ Sur la brisure spontanée de symétrie, qui fait que certains états observés ne res-
pectent pas la symétrie de H. Ex : le crayon qui tombe, une particule dans un
double puits, ou la vie qui a la chiralité droite (on assimile pas le sucre �gauche�).
@@
◦ Non conservation de la parité par l'interaction faible. (1956) @@. Toutes les autres
forces connues conservent la parité.
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6.1.3.2 Groupe de symétrie dynamique

De la relation
[
Û(t), Ĝ(λ)

]
= 0, ∀t, λ, on déduit que la dynamique est invariante

par les opérations de symétrie Ĝ(λ). En e�et le diagramme de la �gure (6.1.1)(a)
commute. On dit que le groupe d'opérateurs Ĝ(λ) est un groupe de symétrie
dynamique.

|ψ(  )>t |ψ(  )>t

G(  )λ

G(  )λ

|ψ(0)>

U(t)

|ψ (0)>’

’

U(t)

E

G

ψ ψ

(b)(a)

’

Figure 6.1.1 � (a) La relation de commutation
[
Û(t), Ĝ(λ)

]
= 0, ∀t, λ, signi�e que partant

d'un état |ψ(0) >, il est équivalent de le transformer et le faire évoluer ensuite, ou l'inverse.

(b) La relation
[
Ĥ, Ĝ(λ)

]
= 0 montre que si Ĥ|ψ >= E|ψ >alors |ψ′ >= Ĝ|ψ >est aussi

vecteur propre de même énergie.

La relation
[
Ĥ, Ĝ(λ)

]
= 0 a pour conséquence que si Ĥ|ψ >= E|ψ >, et si on

transforme |ψ′ >= Ĝ|ψ >, alors

Ĥ|ψ′ >= ĤĜ|ψ >= ĜĤ|ψ >= EĜ|ψ >= E|ψ′ > (6.1.2)

donc |ψ′ > est aussi vecteur propre de Ĥ, de même valeur propre E. Voir �gure
6.1.1(b).
Autrement dit l'espace propre d'énergie E est invariant par l'action du groupe.
Si |ψ′〉 n'est pas colinéaire à |ψ〉, on déduit que la valeur propre E est dégénérée.
Mais il se peut que |ψ′〉 soit colinéaire à |ψ〉. On verra plus loin une règle générale à
ce sujet (selon que le groupe de symétrie est commutatif ou non).
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Exemples simples

1. Pour une particule libre dans (x, y, z), on a Ĥ = ~p2

2m
, et donc

[
~p, Ĥ

]
= 0. Or ~p est

le générateur des translations en espace. Il y a donc invariance de la dynamique
par translation spatiale. En termes plus simples, une particule libre aura la même
évolution indépendamment de son point de départ.

2. On a
[
Ĥ, Ĥ

]
= 0 naturellement. Or Ĥ est le générateur des translations en temps.

Il y a donc invariance de la dynamique par translation temporelle. En termes plus
simples, une particule aura la même évolution indépendamment de sa date de départ.

Exercice (TD) : ré�exion d'un paquet d'onde sur un mur.

6.1.4 Impulsion totale et conservation

Considérons deux particules en interaction mutuelle, (comme un électron et un pro-
ton dans un atome d'hydrogène). Supposons que cette interaction soit décrite par une
force dérivant de l'énergie potentielle V (~x1 − ~x2) qui ne dépend que de la position relative
(~x1 − ~x2).

L'espace de Hilbert total est

Htot = H1 ⊗H2 = L2
(
R3
)
⊗ L2

(
R3
)

et le Hamiltonien total est l'opérateur :

Ĥ =
~p2

1

2m1

+
~p2

2

2m2

+ V (~x1 − ~x2)

L'énergie ne dépend donc que de la distance mutuelle ~x1− ~x2 des deux particules.
Le système est donc invariant par translation de l'ensemble des deux parti-

cules, dont l'opérateur (de translation de ~λ) agissant dans Htot est :

T̂~λ = exp

(
− i
~
~p1.~λ

)
exp

(
− i
~
~p2.~λ

)
= exp

(
− i
~
~ptot.~λ

)
montrant que le générateur des translation de l'ensemble du système est l'opérateur im-
pulsion totale :

~ptot = ~p1 + ~p2 : impulsion totale

(rappel : il s'agit en fait de ~ptot = ~p1 ⊗ Id2 + Id2 ⊗ ~p2, voir eq.5.1.1).
2

2. Plus généralement, ce calcul montre que le générateur Ĝtot d'une transformation dans Htot = H1 ⊗
H2 . . .⊗HN est la somme des générateurs Ĝtot = Ĝ1 ⊕ Ĝ2 . . .⊕ ĜN .
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L'invariance par translation se traduit par les relations de commutation :[
Ĥ, T̂~λ

]
= 0 (6.1.3)[

Ĥ, ~̂ptot

]
= 0 (6.1.4)

et ont pour conséquence que l'impulsion totale est conservée, que le système total
est invariant par translation spatiale.〈

~̂ptot

〉
(t) = constante/t

(Par exemple un atome d'hydrogène aura le même comportement quel que soit sa
position globale initiale).

Plus généralement en physique, l'invariance par translation d'un ensemble de particules
isolées est une propriété fondamentale qui est même un principe en physique des particules
élémentaires (mais n'a plus de sens en relativité générale, car l'espace est courbe, et d'admet
pas d'isométrie en général).

Exercice 6.1.1. On considère 2 particules en interaction mutuelle. Le Hamiltonien est

Ĥ =
p̂2

1

2m1

+
p̂2

2

2m2

+ U (~x2 − ~x1)

1. Poser M = m1 + m2. On considère le changement d'opérateurs (~x1, ~p1, ~x2, ~p2) →(
~x, ~p, ~X, ~P

)
dé�nis par

rel. :

{
~x := ~x2 − ~x1

~p := 1
M

(m1~p2 −m2~p1)

G :

{
~X := 1

M
(m1~x1 +m2~x2)

~P := ~p1 + ~p2

Noter que ~X est la position du barycentre G, que ~P est l'impulsion totale et ~x la po-
sition relative des 2 particules. Montrer que les nouveaux opérateurs sont canoniques
(i.e. [x, px] = i~Î, etc..). Déduire que l'espace total s'écrit

Htot = H1 ⊗H2 = Hrel. ⊗HG

2. Montrer que

Ĥ = Ĥrel + ĤG

Ĥrel =
p̂2

2m
+ U (~x)

ĤG =
P̂ 2

2M
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avec m = m1m2

m1+m2
appelée la masse réduite. Noter que Ĥrel agit dans Hrel seule-

ment, que ĤG décrit le mouvement libre du barycentre et agit dans HG seulement.
On peut de manière analogue ramener un problème àN corps en interaction à la des-
cription du barycentre G libre découplé de (N − 1) corps. Plus généralement, pour
un groupe de symétrie, cette simpli�cation s'appelle �la réduction symplectique�.

6.2 Groupe de symétrie dynamique commutatif : élec-
tron dans un potentiel périodique cristallin, spectre
en bandes.

ref : Sakurai p265. [J.J85].
Pour modéliser la dynamique des électrons dans un cristal, une approche simpli�catrice

(approximative) et de négliger tout d'abord, l'interaction répulsive entre électrons. Cela
permet d'étudier la dynamique d'un électron individuellement.

Cet électron subit les forces électrostatiques exercées par les noyaux du cristal. Les
noyaux sont rangés de façon périodique. On modélise donc ces forces par un potentiel V (~x)
périodique, selon les trois translations élémentaires du cristal (voir �gure 6.2.1) :

V
(
~x+~l1

)
= V

(
~x+~l2

)
= V

(
~x+~l3

)
= V (~x) , ∀~x ∈ R3,

Noter que la position d'un noyau se répète comme ~xa,b,c = a~l1 + b~l2 + c~l3 avec a, b, c ∈ Z3

entiers. Cela forme le réseau cristallin.

l
1

l
2

l
3

Figure 6.2.1 � Dans un cristal les atomes sont répartis de façon périodique. On note
~l1,~l2,~l3 les côtés d'une maille élémentaire.
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La dynamique d'un électron est décrite par le Hamiltonien :

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (~x) (6.2.1)

6.2.1 Explication qualitative de la formation de bandes

Sans calcul, il y a une façon simple de deviner la structure des niveaux d'énergies
électronique dans un potentiel périodique :

Rappel : le potentiel Coulombien créé par un atome de charge +Z est

V (r) = −(eZ)e

4πε0

1

r

Le potentiel créé par la structure régulière d'atomes est la superposition de ces potentiels
individuels, voir �gure 6.2.2.

Figure 6.2.2 �

Pour un électron dans le potentiel d'un atome pris individuellement, le spectre a basse
énergie est discret (comme l'atome H). Les états stationnaires (orbitales atomiques) sont
localisées.

Mais à cause de la symétrie par rotation et du spin, les niveaux sont (quasi) dégénérés.
Rappel : pour l'atome H les niveaux d'énergie sont

En = −ε1Z
2

n2

avec ε1 = me4/(2~2) = 13, 6 eV. et ensuite les autres nombres quantiques sont 0 ≤
l ≤ n − 1, l ≤ m ≤ l , spin = ±1/2. On appelle états s, p, d, f, .. pour respectivement
l = 0, 1, 2, 3, .. Au total :

orbitales 1s 2s 2p 3s 3p
nombre de niveaux 2 2 6 2 6
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On s'intéresse maintenant à un état discret donné pour l'atome seul. cad (n, l,m, spin =
±1

2
) �xés.
◦ Si 2 atomes identiques voisins : Les orbitales atomiques sont réparties sur les 2
atomes (liante-anti-liante) donnant 2 niveaux sérrés
◦ Si 3 atomes identiques : on a de même 3 niveaux sérrés.chaque fonction est répartie
sur les trois atomes.
◦ Si N atomes identiques (pour une mole, N ≈ 1023.), il y aura N niveaux sérrés ≈
bande d'énergie et une fonction d'onde stationnaire est répartie sur tout le cristal
appelée onde de Bloch.

Voir �gure 6.2.3.
La largeur de la bande dépend du recouvrement des orbitales atomiques. Donc

bandes étroites pour le niveau 1s et bandes plus larges au dessus.

Figure 6.2.3 �

Schéma parlant :
Par l'imagination, on ressère les atomes (distance inter-atomes a : ∞ → 0). Les

orbitales se recouvrent de plus en plus, alors les bandes passent de largeur 0 (dégénérés) à
très larges (car recouvrement)

Par ex : Sodium qui a 11 électrons par atome, et un écart entre atomes a = 3.7, voir
�gures 6.2.4. Le remplissage des niveaux par les électrons donne la �gure 6.2.5.

6.2.2 Ondes de Bloch

Reprenons maintenant le problème qui est de calculer le spectre de l'opérateur 6.2.1,
en utilisant les symétries du problème.

Le but est de montrer que les symétries par translations sont responsables de la structure
en bande du spectre.

Considérons les trois opérateurs unitaires de translations d'une maille élémentaire,
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Figure 6.2.4 �

Figure 6.2.5 �



242 CHAPITRE 6. SYMÉTRIES ET RÈGLES DE CONSERVATION

T̂1, T̂2, T̂3 :

T̂1 = exp

(
−i ~̂p.

~l1
~

)
, etc...

La périodicité du potentiel se traduit par les relations de commutations :[
Ĥ, T̂i

]
= 0, i = 1, 2, 3

On a aussi : [
T̂i, T̂j

]
= 0, ∀i, j = 1, 2, 3

Montrant que le groupe de symétrie dynamique sont les translations discrètes du
réseau, et que c'est un groupe commutatif.

Démonstration. la relation
[
T̂i, T̂j

]
= 0 découle de [p̂i, p̂j ] = 0 (car les opérations de dérivation

commutent). Pour montrer
[
Ĥ, T̂i

]
= 0, il faut utiliser :

~̂x T̂i = T̂i

(
~̂x+~li

)
(6.2.2)

Cela découle de ~̂x|x >= ~x|~x >, et T̂i|~x >= |~x+~li >, obtenu en eq. (2.1.11). Ainsi pour tout état

|~x >, on a ~̂x T̂i|~x >= ~̂x|~x+~li >=
(
~x+~li

)
|~x+~li >. Et de même T̂i

(
~̂x+~li

)
|~x >=

(
~x+~li

)
T̂i|~x >=(

~x+~li

)
|~x + ~li >. Donc ~̂x T̂i = T̂i

(
~̂x+~li

)
. On déduit progressivement, que cela est aussi vrai

pour toute fonction V (x), (d'abord sur les monômes, puis polynômes,...) c'est à dire :

V
(
~̂x
)
T̂i = T̂i V

(
~̂x+~li

)
dans notre cas, V

(
~̂x+~li

)
= V

(
~̂x
)
; par ailleurs

[
T̂i, ~̂p

]
= 0 donc

[
Ĥ, T̂i

]
= 0.

Ensuite, d'après la propriété de base page 231, a�n d'étudier le spectre en énergie de
Ĥ,

on cherche d'abord les vecteurs propres communs de T̂1, T̂2, T̂3.
Ces trois opérateurs sont unitaires, et donc leur valeurs propres sont des nombres com-

plexes de module 1, que l'on peut donc écrire sous la forme e−iϕk , k = 1, 2, 3.
En e�et si T̂1|ψ >= λ|ψ >, alors |ψ >= T̂−1

1 T̂1|ψ >= T̂+
1 T̂1|ψ >= λλ|ψ >, donc |λ| = 1.

On note :

T̂k|ψ >= e−iϕk |ψ >, k = 1, 2, 3

et l'espace de Hilbert des vecteurs propres communs de T̂1, T̂2, T̂3, de valeur propre
respectives (e−iϕ1 , e−iϕ3 , e−iϕ3) sera noté H (ϕ1, ϕ2, ϕ3). C'est à dire

|ψ〉 ∈ H (ϕ1, ϕ2, ϕ3)⇔ T̂k|ψ >= e−iϕk |ψ >, k = 1, 2, 3
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Cette dernière équation est équivalente à :

ψ(~x+~lk) = eiϕk ψ(~x), k = 1, 2, 3 (6.2.3)

En e�et, (voir aussi eq.2.1.9) :

ψ(~x−~l1) = 〈~x−~l1|ψ〉 = 〈x|T̂1|ψ〉 = e−iϕ1 < ~x|ψ >
= e−iϕ1 ψ(~x)

Ainsi, à ~ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ [0, 2π[3 �xés, la fonction d'onde ψ est déterminée par sa
valeur qu'elle prend dans une cellule du cristal, voir �gure (6.2.1).

L'équation (6.2.3) est appelée conditions de Bloch, montrant que la fonction d'onde
|ψ > est périodique à une phase près.

Une telle fonction d'onde est appelée onde de Bloch.

6.2.2.1 Spectre en bandes

Pour ~ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ [0, 2π[3 �xés, c'est à dire dans l'espace de Hilbert H (~ϕ), il su�t
ensuite de résoudre l'équation de Schrödinger

Ĥψ~ϕ,n = E~ϕ,nψ~ϕ,n (6.2.4)

La résolution de cette équation, donne pour ~ϕ �xé, un spectre d'énergie discret :

E~ϕ,n, n = 0, 1, 2 . . .

et ψ~ϕ,n est une fonction d'onde véri�ant les conditions de Bloch (6.2.3).
Noter que grâce à la périodicité, au lieu de résoudre l'équation de Schrödinger dans

tout le cristal, on est ramené à la résoudre dans une cellule seulement. Si il n'y a pas de
symétrie supplémentaire, on ne peut rien dire de plus. Le spectre est discret en e�et car
une cellule est compacte (comme un puits de potentiel). Voir argument de la �gure 1.5.2.
(Les conditions de périodicité peuvent s'interpréter en disant que grâce à la périodicité,
l'espace de con�guration est devenu un tore T3).

A n �xé, et pour di�érent ~ϕ, la valeur E~ϕ,n parcourt un ensemble d'énergies appelée
bande d'énergie. Chaque bande est indicée par la valeur de n.

La �gure 6.2.6, montre l'allure des bandes d'énergie ainsi obtenues.
Un intervalle d'énergie n'appartenant à aucune bande est appelé bande interdite.

Réseau réciproque : les trois vecteurs~l1,~l2,~l3 caractérisent le réseau cristallin et forment
une base de R3. Le réseau dual (au sens de l'algèbre linéaire, voirs cours de M1 [Fau10b]),
noté ~k1, ~k2, ~k3 ∈ (R3)

∗ ≡ R3 est dé�ni par

~ki.~lj = δij
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recouvrement

Bande interdite

projection

Figure 6.2.6 � Allure du spectre d'énergie d'un électron dans un potentiel périodique. On
a représenté seulement la dépendance en ϕ1 ∈ [−π, π].

C'est donc la base duale dans l'espace dual. Les angles de Bloch sont les composantes d'un
vecteur dual ~k ∈ (R3)

∗ par rapport à ce réseau réciproque :

~k = ϕ1
~k1 + ϕ2

~k2 + ϕ3
~k3

On associe aussi ~p = ~~k. Ainsi :

~p.~lj = ~~k.~lj = ~ϕj, j = 1, 2, 3

On peut écrire la fonction d'onde sous la forme :

ψ(~x) = ei
~p.~x
~ u~p(~x)

avec up (~x) qui est périodique (périodicité du réseau et sans phase), car :

up

(
~x+~l1

)
= ψ

(
~x+~l1

)
e−i

~p.~x
~ e−i

~p.~l1
~ = ψ (~x) eiϕ1e−i

~p.~x
~ e−i

~p.~l1
~

= up (~x)

ainsi ψ(~x) est comme une onde plane ei
~p.~x
~ , modulée périodiquement par up (~x). Pour ces

raisons de forte similarité avec l'impulsion, le paramètre ~p est appelée la quasi-impulsion.
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Remarques
◦ Eq 6.2.3 s'écrit aussi :

T̂k|ψ >= exp

(
−i ~̂p.

~lk
~

)
|ψ >= exp

(
−i~p.

~lk
~

)
|ψ >, k = 1, 2, 3

montrant aussi l'analogie entre la quasi-impulsion ~p et une impulsion.
◦ Noter aussi que si le cristal a une symétrie de parité @@, alors E−p,n = Ep,n, qui se
traduit par une symétrie des bandes.
◦ Près du minimum d'énergie d'une bande, avec un développement limité, on peut
approximer En(~p) par une parabole, et écrire :

En (p1) = E0 +
p2

1

2m∗

la coe�cient m∗ s'appelle la masse e�ective de l'électron. En e�et un paquet
d'onde électronique situé près du bas de la bande, aura les même propriétés dyna-
miques qu'une particule libre de masse m∗.
◦ Par exemple dans le Germanium, m∗ = 0, 6me.
◦ En fait, comme ~p a trois composantes, m∗ est un tenseur symétrique de rang 3. (voir
formule sur le développement limité @@).
◦ Près du maximum d'énergie d'une bande, on peut aussi approximer En(~p) par une
parabole, et écrire :

En (p1) = E0 −
p2

1

2m∗t

la coe�cient m∗t s'appelle la masse e�ective des trous. (voir cours de physique du
solide).

Résumé Il faut retenir le double aspect d'une onde de Bloch décrivant un électron dans
un cristal :
◦ nature d'électron libre car étendu sur tout le cristal, comme une onde plane, et
le spectre est continu dans une bande.
◦ nature d'électron lié : car modulation de l'onde autour de chaque atome et ca-
ractère discret de l'indice de bande n.

En d'autres termes, le spectre d'énergie en bande a une partie discrète (l'indice n), liée à
des écarts d'énergie ∆E grands, car reliés à la dynamique à une petite échelle de temps τ
au sein d'une cellule du cristal (relation d'incertitude τ ∆E ' ~), et une partie continue
(indice ϕ ou p ) lié à la dynamique balistique à plus grande échelle de temps à travers le
cristal.

En termes simples, l'aspect discret des di�érentes bandes est lié au détail du potentiel
dans une cellule du cristal, alors que l'aspect continu des bandes est relié à l'invariance par
translation des cellules dans le cristal.
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Manifestation physique de la structure en bandes Comment expliquer que certains
matériaux sont isolants comme le soufre, avec une résistivité énorme :

ρsoufre ' 1017Ω.cm

et que d'autres sont conducteurs comme le cuivre :

ρcuivre ' 1, 7 10−6Ω.cm

et d'où vient une telle di�érence (23 ordres de grandeurs !) ?
Pour ces matériaux qui sont des cristaux, la structure en bandes d'énergies est essentielle

pour expliquer l'existence de matériaux isolants et matériaux conducteurs. Il y a un grand
nombre d'électrons dans un cristal, et ils sont soumis au principe d'exclusion de Pauli.
Ainsi ces électrons occupent les états de plus basse énergie des bandes, à raison de un
électron par état, voir �gure 6.2.7.

Lorsque ces électrons remplissent entièrement certaines bandes (dites de valence) et
laisse les suivantes complètement vides, cela donne un matériau isolant. En e�et les élec-
trons sont �gés dans leur état quantique, et ne peuvent changer d'état car les états voisins
sont déjà occupés. Il n'ont pas assez d'énergie pour atteindre la bande supérieure qui est
vide. Ils peuvent cependant l'atteindre mais avec une probabilité ' exp (−∆E/kT ) où ∆E
est la largeur du gap. Noter que kT ' 1/40eV à température ambiante, et que ∆E peut
atteindre plusieurs eV. Cela explique la très faible valeur de la conductivité des isolants.

Au contraire si la dernière bande (dites de conduction) est partiellement remplie, cela
donne un matériau conducteur (conducteur du courant et de la chaleur), comme dans le cas
du Sodium, �gure 6.2.5, car il y a des états quantiques inoccupés près des électrons qui sont
au seuil du remplissage. Le moindre champ électrique appliqué permet à ces électrons de
changer d'état et de se déplacer, engendrant un courant électrique. (Voir cours de physique
du solide).

Le spectre en bande d'un cristal est à l'origine de la technologie des 1/2 semi-conducteurs.
(Voir cours de physique du solide).

Exercices :
◦ déterminer la densité de niveaux dans certains cas @@.
◦ Problème sur le spectre de Hofstader, voir examen novembre 2002.
◦ TD : Modèle de potentiel périodique avec faible couplages @@.

6.3 Groupe non commutatif : les rotations et le moment
angulaire

Dans le paragraphe précédent nous avons vu comment utiliser une symétrie associée à
un groupe commutatif (le groupe des translations en espace), pour trouver le spectre de
Ĥ.
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Figure 6.2.7 � Schéma du remplissage des bandes, expliquant la di�érence isolant-
conducteurs.

Dans ce paragraphe, on considère des problèmes qui ont une symétrie par rotation,
comme c'est la cas pour un électron en orbite autour du proton dans l'atome d'hydrogène.

On va aussi appliquer les propriétés générales énoncées ci-dessus, mais comme nous
l'avons vu en page 185, le groupe des rotations est non commutatif, et cela apporte quelque
chose de nouveau.

Supposons donc que Ĥ est invariant par rotations, ce qui se traduit par :[
R̂~u (α) , Ĥ

]
= 0, ∀~u, α (6.3.1)

ou [
R̂~u (α) , Û(t)

]
= 0, ∀~u, α, t

où R̂~u (α) est l'opérateur de rotation d'un angle α, autour de l'axe ~u.

Exemple Un exemple simple et important est le cas d'une particule dans un potentiel
central, cad ne dépendant que de la distance r à l'origine, et non de la direction :

Ĥ =
~p2

2m
+ V (r), H = L2

(
R3
)

C'est le cas par exemple pour l'atome d'hydrogène où V (r) = − e2

4πε0 r
, mais cela peut aussi

concerner un électron libre dans une sphère métallique de rayon R, (V (r) = 0 à l'intérieur,
r < R , et V =∞ à l'extérieur, r > R).

6.3.1 Générateurs du groupe de rotation dans Hespace = L2
(
R3
)

Réf : Sakurai p196. [J.J85].
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Un système quantique général peut être composé de plusieurs particules ayant des
degrés de liberté spatiaux et de spin.

Nous avons vu l'expression de l'opérateur rotation R̂~u (α) dans l'espace quantique du
spin Hspin. Ses générateurs ont été dé�ni en eq.(187).

Intéressons nous maintenant à la partie spatiale, par exemple à une particule sans spin.
Son état quantique est donc spéci�é par sa fonction d'onde ψ ∈ Hespace = L2 (R3). On va
chercher l'expression des opérateurs rotation et de ses générateurs.

La rotation d'un angle α autour de l'axe z de la fonction d'onde ψ s'exprime en coor-
données sphériques (r, θ, ϕ) par :

ψ′ (r, θ, ϕ) =
(
R̂z (α)ψ

)
(r, θ, ϕ) = ψ (r, θ, ϕ− α) (6.3.2)

voir �gure 6.3.1.

x

y

z

α

ϕ

ϕ−α

Figure 6.3.1 � Rotation d'un angle α autour de z, montrant que ψ′ (r, θ, ϕ) =(
R̂z (α)ψ

)
(r, θ, ϕ) = ψ (r, θ, ϕ− α).

Or par dé�nition du générateur L̂z on doit avoir :

R̂z (α) = exp

(
−iL̂z
~
α

)

on peut trouver alors L̂z en dérivant (6.3.2) par rapport à α (et posant α = 0) :(
−iL̂z
~
ψ

)
= −∂ψ

∂ϕ
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donnant :

L̂z =
~
i

∂

∂ϕ

Remarquer que ce résultat est analogue à p̂x = ~
i
∂
∂x

obtenu �gure 2.1.1, générateur des
translations.

6.3.1.1 Écriture vectorielle indépendante des coordonnées

Propriété

les générateurs des rotations dans Hespace = L2 (R3), noté ~̂L =
(
L̂x, L̂y, L̂z

)
est

donné par :

~̂L = ~̂r ∧ ~̂p =


Lx = ypz − zpy = −i~ (y∂z − z∂y)
Ly = zpx − xpz = −i~ (z∂x − x∂z)
Lz = xpy − ypx = −i~ (x∂y − y∂x)

L'opérateur de rotation d'une fonction d'onde d'un angle α autour de l'axe ~u, ‖~u‖ =
1, est donné par

R̂~u (α) = exp

(
−i
~̂L.~u

~
α

)

Démonstration. On écrit d'après les lois de changement de variable dans les dérivées partielles

Lz = −i~ ∂
∂ϕ

= −i~
(
∂x

∂ϕ

∂

∂x
+
∂y

∂ϕ

∂

∂y
+
∂z

∂ϕ

∂

∂z

)
or x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, donc ∂x

∂ϕ = −r sin θ sinϕ = −y, etc, donnant

Lz = −i~
(
−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y

)
etc.

Preuve graphique : on véri�e dans le cas particulier L̂z =
(
~̂L
)
z

=
(
~̂r ∧ ~̂p

)
z

= ρ.p̂ϕ, voir �gure

6.3.2, avec ρ = r sin θ, et p̂ϕ = ~
i
d
du , et du = ρdϕ, donnant bien L̂z = ~

i
∂
∂ϕ . La relation valable

pour l'axe z est en fait valable pour toute direction, car il n'y a pas de direction privilégiée.

Remarques :
◦ L'expression du générateurs des rotations ~L = ~r ∧ ~p est identique en mécanique
classique. (Le véri�er dans le cas de Lz avec les équations de Hamilton).
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Figure 6.3.2 �

◦ Pour une expression en coordonnées sphériques, voir Cohen [CBF] p.667. Cette
expression montre comme attendu que la variable r n'intervient pas.
◦ Une rotation de 2π d'une fonction d'onde la laisse inchangée, donc, (contrairement
au rotations du spin 1/2 dans l'espace Hspin), on a pour les rotation dans l'espace
R3 :

R̂~u (2π) = Id (6.3.3)

Ici pour la rotation de la fonction d'onde spatiale, une rotation dans l'espace (x, y, z)
est caractérisée par une matrice 3× 3, Orthogonale, de déterminant 1, car conserve
l'orientation (dite Spéciale), il s'agit donc du groupe de matrices noté SO(3), voir
Sakurai p169.
Rappel : Le groupe de rotation du spin est identi�é au groupe SU(2), voir page
189, et véri�ait. R̂~u (2π) = −Id.

6.3.1.2 Relations de commutations

On a

[Lx, Ly] = i~Lz (6.3.4)

[Ly, Lz] = i~Lx
[Lz, Lx] = i~Ly

Ce sont les �relations de commutation de l'al-
gèbre de Lie du groupe de rotation SO (3)�.
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preuve (TD) : ces relations ont déjà été calculées pour le groupe de rotation du spin, voir
eq.4.5.1. Elle traduisent la non commutativité du groupe de rotation. Mais on peut les calculer à
nouveau directement ici :

[Lx, Ly] = [ypz − zpy, zpx − xpz]
= ypx [pz, z] + pyx [z, pz]

= i~ (xpy − ypx) = i~Lz

car [z, pz] = i~.

6.3.2 Moment angulaire total et conservation

Considérons un système quelconque constitué de plusieurs particules ayant chacune un
spin 1/2 ou non.

En général, il peut y avoir des interactions entre ces particules et des interactions entre
le mouvement des particules et leur spin (en e�et une particule chargée en mouvement crée
un champ ~B qui agit sur le moment magnétique de spin), et aussi des interactions entre
les spins, pour la même raison.

Cependant on suppose que le système total est isolé, et par conséquent qu'il est
invariant par une rotation globale du système.

Voir �gure 6.3.3. Dans cet exemple, l'espace de Hilbert total est (en supposant les
particules discernables)

Htot = Hespace1 ⊗Hspin1 ⊗Hespace2 ⊗Hspin2

s1
s2

1 2

s
1

s
2

1

2

Rotation

globale

Figure 6.3.3 � Une rotation globale s'applique sur la position et aussi le spin de chaque
particule.

6.3.2.1 Exemples de termes d'interaction invariants par une rotation globale

Entre le mouvement d'une particule et un spin il peut y avoir le couplage dit �spin-
orbite� :

Ĥspin−orbite = A ~S1.~L1
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où A est une constante avec la bonne dimension.
Entre deux spins, il peut y avoir un couplage de type �spin-spin� :

Ĥspin−spin = B ~S1.~S2

6.3.2.2 Moment angulaire total

L'opérateur de rotation du système total d'un angle α autour de l'axe ~u est :

R̂tot,~u (α) = exp

(
− i
~
~L1.~u α

)
exp

(
− i
~
~S1.~u α

)
exp

(
− i
~
~L2.~u α

)
exp

(
− i
~
~S2.~u α

)
= exp

(
− i
~
~Ltot.~u α

)
avec

~̂Ltot = ~L1 + ~S1 + ~L2 + ~S2 : moment angulaire total (6.3.5)

Montrant que le moment angulaire total (la somme des générateurs) est le
générateur des rotation globales du système.

L'invariance par rotation globale du système, s'écrit :[
Ĥ, ~̂Ltot

]
= 0

ou de façon équivalente :[
Û (t) , ~̂Ltot

]
= 0,

[
Ĥ, R̂tot,~u (α)

]
= 0,

[
Û (t) , R̂tot,~u (α)

]
= 0,

pour tous t, ~u, α.
La loi de conservation qui en découle est la conservation du moment angulaire total :〈

~̂Ltot

〉
(t) = constante/t

(et plus généralement la conservation de la distribution de Ltot d'après page 234).
De façon équivalente, on a la relation

∀~u, α,
[
Ĥ, R̂tot,~u (α)

]
= 0, R̂tot,~u (α) = exp

(
− i
~
α~u.~Ltot

)
qui s'interprète en disant que les espaces propres de Ĥ sont invariants par les

rotations globales.

Remarquer �nalement que les opérateurs
(
L̂tot,x, L̂tot,y, L̂tot,z

)
véri�ent les relations de

l'algèbre de rotation (6.3.4).



6.3. GROUPE NON COMMUTATIF : LES ROTATIONS ET LEMOMENTANGULAIRE253

6.3.3 Espace de représentation réductible et irréductible d'un groupe

En termes mathématiques, un espace vectoriel invariant par les transformations d'un
groupe d'opérateurs, est appelé espace de représentation du groupe.

Par exemple, ci-dessus, l'espace total Htot est un espace de repésentation du groupe
de rotation. Si Ĥ possède une symétrie de rotation alors d'après eq.(6.1.2), page 235, les
espace propres de Ĥ sont aussi des espaces de représentation du groupe.

Dé�nition Un espace vectoriel H qui est espace de représentation d'un groupe est
dit réductible si il se décompose :

H = H1 ⊕H2

où H1 et H2 sont des espaces aussi invariants par le groupe.
Sinon, on dit que H est un espace de représentation irréductible du groupe.

Pour illustrer simplement cette notion, considérons le groupe de rotation autour de
l'axe z, qui agit dans l'espace (de représentation) R3. On observe que le plan (x, y) est
invariant et de même pour l'axe z seul. Ainsi pour ce groupe de rotation, l'espace R3 est
réductible :

R3 = R2
plan x,y ⊕ Raxe z

Mais le plan (x, y) et l'axe z sont eux irréductibles. Voir �gure 6.3.4.

x

y

z

Plan x,y

axe z

rotation

Figure 6.3.4 �

Nous allons voir dans la suite, page 268, que cette notion d'espace irréductible est
très importante : nous allons montrer que les espaces propres d'énergie d'un Hamiltonien
invariant par rotation sont des espaces de représentation irréductible dans le cas général.

Mais avant cela, nous allons caractériser précisément ces espaces de représentation
irréductibles.



254 CHAPITRE 6. SYMÉTRIES ET RÈGLES DE CONSERVATION

6.3.4 Espace de représentation irréductible d'un groupe commu-
tatif

Propriété : Pour un groupe commutatif unitaire sur un espace de Hilbert
complexe, les espaces de représentations irréductibles sont de dimension 1.

Démonstration. Si les opérateurs de groupes Ĝ1, Ĝ2 . . . (ou générateurs d'un groupe commutatif)

véri�ent
[
Ĝi, Ĝj

]
= 0, alors les vecteurs propres communs (qui existent et forment un base d'après

page 231) sont une décomposition de l'espace total en espaces de dimension 1. Chacun de ces
vecteurs propres engendre un espace qui est invariant et de dimension 1 donc irréductible.

Remarques Sur un espace vectoriel réel, ce n'est pas vrai car un opérateur même sy-
métrique, n'est pas toujours diagonalisable. Il peut y avoir des espaces irréductibles de
dimension 2 comme sur la �gure 6.3.4.

6.3.5 Espaces de représentation irréductibles des groupes de ro-
tation SU(2) et SO(3)

Ref : Sakurai [J.J85] p. 188, Cohen [CBF] p. 653.

Nous allons voir maintenant que l'aspect non commutatif du groupe de rotation étudié
page 185, joue donc un rôle important, car il �permet� aux espaces irréductibles notés Dj
d'avoir une dimension supérieure à 1.

(Ce paragraphe est un peu technique. Mais on aura besoin de ses résultats dans la
suite.)

On s'intéresse ici à des opérateurs unitaires de rotations qui agissent dans un espace de
Hilbert donné H. On s'intéresse d'abord aux générateurs des rotations unitaires agissant
dans cet espace.
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Propriété Soient des opérateurs autoadjoints Ĵx, Ĵy, Ĵz dans un espace de Hilbert
H, véri�ant l'algèbre de Lie du groupe de rotation :[

Ĵx, Ĵy

]
= i~Ĵz, etc...

alors ~̂
2
J := Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵ2

z commute avec tous les éléments de l'algèbre de Lie :[
~̂J2, Ĵx

]
=
[
~̂J2, Ĵy

]
=
[
~̂J2, Ĵz

]
= 0

Le spectre commun des opérateurs Ĵz et Ĵ2 est de la forme

Ĵ2|j,m >= ~2j(j + 1)|j,m > (6.3.6)

Ĵz|j,m >= m~|j,m > (6.3.7)

ou j est entier ou demi-entier (j = 0, 1
2
, 1, 3

2
, 2, . . .) et

m = −j,−j + 1, . . . ,+j : prend (2j + 1) valeurs

On dé�nit les opérateurs d'échelle

Ĵ+ = Ĵx + iĴy

Ĵ− = Ĵx − iĴy

(noter que
(
Ĵ−

)+

= Ĵ+), véri�ant :[
Ĵ+, Ĵ−

]
= 2~Ĵz (6.3.8)[

Ĵz, Ĵ±

]
= ±~Ĵ±[

Ĵ2, Ĵ±

]
= 0

et :
Ĵ+|j,m >= [(j −m) (j +m+ 1)]1/2 ~|j,m+ 1 >

Ĵ−|j,m >= [(j +m) (j −m+ 1)]1/2 ~|j,m− 1 >

Voir �gure 6.3.5.
A j �xé, les vecteurs |j,m >,m = −j,−j + 1, . . .+ j forment donc une base ortho-
normée d'un espace noté Dj, de dimension (2j + 1). L'espace Dj est un espace de
représentation irréductible du groupe de rotation.
Tout espace de représentation du groupe des rotations peut se décomposer comme la
somme d'espaces irréductibles :

H = Dj1 ⊕Dj2 ⊕ . . .

(avec des indices qui peuvent se répêter).
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:H0

:H1/2

:H1

:H3/2

:H2

j=0

j=1/2

j=1

j=3/2

m3/211/20−3/2 −1 −1/2

j=2

etc...
j

J+ J+ J−

Figure 6.3.5 � Schéma des vecteurs propres communs de Ĵz et Ĵ2, notés |j,m >, et action
des opérateurs d'échelle Ĵ±. Les vecteurs |j,m〉 de la ligne j, avec m = −j → +j, forment
une base de l'espace Hj.

Démonstration. (*) Noter que la situation est très similaire au spectre de l'oscillateur Harmo-
nique, avec les opérateur a, a+, N̂ , voir page 106. En général pour 3 opérateurs A,B,C on
a

[AB,C] = ABC − CAB = A ([B,C] + CB)− CAB
= A [B,C] + [A,C]B

En particulier pour 2 opérateurs,
[
A2, B

]
= A [A,B] + [A,B]A donc[

J2, Jz
]

=
[
J2
x , Jz

]
+
[
J2
y , Jz

]
= ih (−JxJy − JyJx + JyJx + JxJy) = 0

. De même on peut montrer que
[
J2, Jx

]
=
[
J2, Jy

]
= 0. Comme ~J2 et Jz commutent, ils possèdent

une base de vecteurs propres communs. Notons |a,m > un vecteur propre commun des opérateurs
Ĵ2 et Ĵz :

Ĵ2|a,m >= ~2a|a,m > , a ∈ R
Ĵz|a,m >= ~m|a,m > , m ∈ R

Noter que

[J+, J−] =
[(
Ĵx + iĴy

)
,
(
Ĵx − iĴy

)]
= −i

[
Ĵx, Ĵy

]
+ i
[
Ĵy, Ĵx

]
= 2~Ĵz

et [
Ĵz, Ĵ±

]
=
[
Ĵz, Ĵx ± iĴy

]
= i~Ĵy ± i

(
−i~Ĵx

)
= ±~Ĵ±

et [
Ĵ2, Ĵ±

]
= 0

Remarque : Les trois générateurs Ĵx, Ĵy, Ĵz forment une base de l'algèbre de Lie (espace vectoriel
de dimension trois), dite algèbre de Lie so(3) ou su(2). Les trois générateurs Ĵz, Ĵ+, Ĵ− forment une
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autre base de cette même algèbre, qui est plus intéressante, pour les relations de commutations
(Cette base s'appelle la décomposition de Cartan de l'algèbre su(2) compléxi�ée. Voir page
103).

On a :

Ĵz

(
Ĵ±|a,m >

)
=
(
±~Ĵ± + Ĵ±Ĵz

)
|a,m >

= ~ (±1 +m)
(
Ĵ±|a,m >

)
et

Ĵ2
(
Ĵ±|a,m >

)
= Ĵ±Ĵ

2|a,m >= ~2a
(
Ĵ±|a,m >

)
donc on pose :

|a,m′ = m± 1 >=
1

c±

(
Ĵ±|a,m >

)
où c± est une constante réelle positive, de normalisation, à déterminer.

Ainsi à partir du vecteur |a,m >, on construit un vecteur |a,m±1 >, etc.... Cette construction

s'arrête lorsque le vecteur
(
Ĵ±|a,m >

)
est nul.

On a

a−m2 =< a,m|Ĵ2 − Ĵ2
z |j,m >

=
1

2
< a,m|Ĵ+Ĵ− + Ĵ−Ĵ+|a,m >

=
1

2

(∥∥∥Ĵ−|a,m >
∥∥∥2

+
∥∥∥Ĵ+|a,m >

∥∥∥2
)
≥ 0

(on a utilisé Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z = 1

2

(
Ĵ+Ĵ− + Ĵ+Ĵ−

)
+ Ĵ2

z )

donc
a ≥ m2

donc la construction ci-dessus s'arrête forcément à disons mmin ≤ m ≤ mmax, c'est à dire :

Ĵ+|a,mmax >= 0,

Ĵ−|a,mmin >= 0.

et mmax et mmin sont séparés par un entier :

mmax = mmin + n, n ∈ N

On a

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z = Ĵ2

z +
1

2

(
Ĵ+Ĵ− + Ĵ+Ĵ−

)
= Ĵ2

z + Ĵ+Ĵ− − ~Ĵz
= Ĵ2

z + Ĵ−Ĵ+ + ~Ĵz

Cette relation appliquée à |a,mmax > et |a,mmin > donne

a = m2
max +mmax

a = m2
min +mmin
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donnant :

(mmin + n)2 + (mmin + n) = m2
min +mmin

⇔ n2 + 2nmmin +mmin + n+mmin = 0

⇔ n(n+ 1) + 2mmin (n+ 1) = 0

⇔ mmin = −n
2

Donc mmax = mmin + n = n
2 , et on pose

j = mmax =
n

2
: entier ou demi− entier

alors
a = j (j + 1)

et
m = −j, . . . ,+j : (2j + 1) valeurs

Normalisation, choix de c± :
si |j,m > est normalisé, on a

|c+,jm|2 ‖|j,m+ 1 >‖2 =< j,m|Ĵ−Ĵ+|j,m >

=< j,m|Ĵ2 − Ĵ2
z − ~Ĵz|j,m >

= ~2 (j(j + 1)−m(m+ 1))

et de même pour c−.
D'après ci-dessus, chaque espace Dj est de dimension (2j + 1), et les opérateurs Ĵ±, Ĵz

agissent a l'intérieur de chaque espace Dj . Il en est de même par conséquent, pour les opéra-

teurs
(
Ĵx, Ĵy, Ĵz

)
qui s'obtiennent par combinaisons linéaires, et pour les opérateurs de rotation

R̂x (α) = exp
(
−iĴxα/~

)
, R̂y, R̂z. Donc chaque espace Dj est invariant par le groupe de rotation :

c'est un espace de représentation du groupe de rotation. Chaque espace Dj ne peut se décomposer
en somme de deux espaces invariants par le groupe de rotation (i.e. Dj 6= H1⊕H2, avec H1 et H2

invariants). On le devine en e�et, car à partir de tout vecteur |j,m >, on peut obtenir |j,m′ >
par actions répétées de Ĵ±. Donc Dj est un espace de représentation irréductible du groupe de
rotation.

Représentations irréductibles des groupes de rotation SO(3) (Rotation de l'es-
pace) et SU(2) (Rotation du spin).

On a d'après (6.3.6)

R̂z (2π) |j,m >= exp

(
−iL̂z
~

2π

)
|j,m >= exp (−im 2π) |j,m >

=

{
|j,m > si m entier

−|j,m > si m demi− entier

par conséquent :
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◦ Si Dj est une représentation du groupe de rotation SO(3), il faut que R̂(2π) = Î,
(voir 6.3.3), et donc il faut que j (et donc m) soit entier. Dans ce cas, on note :

l = j = 0, 1, 2, 3, . . .

Les espaces de représentations irréductibles du groupe SO(3) sont donc seulement les
espaces Dl caractérisées par l'entier l. Remarquer que Dl est de dimension impaire
(2l + 1).
◦ Si Dj est une représentation du groupe de rotation du spin 1/2 (groupe
SU(2)), il faut que R̂(4π) = Id, et donc toutes les valeurs de j sont permises :

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2 . . .

Les espaces de représentations irréductibles du groupe SU(2) sont tous les espaces
Dj, caractérisées par l'entier ou demi-entier j.

Remarques

◦ De la relation
[
~J2, ~J

]
= 0, on déduit que

[
~J2, R̂

]
= 0 pour tout opérateur de rotation

R̂~u,θ = exp
(
−i ~J.~uθ/~

)
. On dit alors que ~J2 est un opérateur de Casimir du

groupe de rotation. Il en résulte que un espace de représentation irréductible Dj est
un espace propre de ~J2 (voir page 231), et comme le montre la relation (6.3.6) :
la valeur propre associée est ~2j(j + 1). Les espaces irréductibles Dj sont donc
caractérisés (et classi�és) par la valeur propre ~2j(j + 1) de ~J2 (directement relié
à l'indice j). C'est le grand intérêt des opérateurs de Casimir. Cela se généralise
pour d'autres groupes. Voir par exemple page 286, pour le groupe de Poincaré en
relativité.
◦ Les vecteurs |j,m >, m = −j, . . .+ j forment une base de l'espace Dj. Ces vecteurs
sont vecteurs propres de Ĵz, et le choix de cette base dépend donc du choix de l'axe
z.

Exemples déjà rencontrés d'espaces irréductibles Dj
1. Pour décrire le spin 1/2, l'espace Hspin ≡ C2 de dimension 2 et les opérateurs

~̂S introduit à la section 4.3, s'identi�e avec l'espace D1/2 pour j = 1/2, et aux

opérateurs ~̂J introduits ici.

2. L'espace ordinaire R3 est naturellement un espace de représentation irréductible
du groupe de rotation SO(3). On devine alors que R3 s'identi�e à l'espace Dl=1.
Il reste à identi�er les 3 vecteurs de base |l = 1,m = −1, 0,+1 >, dans ce cas, à
partir des 3 vecteurs de base de R3, notés ici |x〉, |y〉, |z〉.

(a) Première étape : on se permet de considérer des vecteurs à composantes com-
plexes, comme |V 〉 = α|x〉 + β|y〉 + γ|z〉, α, β, ϕ ∈ C. On considère donc C3

(l'espace compléxi�é de R3).
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(b) 1ere solution : l'expression de la matrice de rotationRz (θ) =

 cos θ − sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 =

e−
iθ
~ Lz donne

Lz = i~
(
dRz (θ)

dθ

)
θ=0

= i~

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0


Les 3 valeurs propres de cette matrice sontm~ avecm = −1, 0,+1 et les vecteurs
propres associés sont |l = 1,m = 1〉 = |x〉+i|y〉, |l = 1,m = 0〉 = |z〉, |l = 1,m =
−1〉 = |x〉 − i|y〉.

(c) Remarque : d'après l'étude des harmoniques sphériques, faite plus loin, voir ta-
bleau page 264, on retrouve ce résultat (d'après x = sin θ cosϕ,y = sin θ sinϕ,z =
cos θ)

|l = 1,m = 1〉 = Y1,1 ∝ sin θeiϕ ∝ |x〉+ i|y〉 (6.3.9)

|l = 1,m = 0〉 = Y1,0 ∝ cos θ ∝ |z〉

|l = 1,m = −1〉 = Y1,−1 ∝ sin θe−iϕ ∝ |x〉 − i|y〉

6.3.6 Application : calcul du spectre du rotateur rigide

Nous avons dit plus tôt que grâce aux symétries d'un problème, ici l'invariance par
rotation, il était plus aisé de calculer le spectre d'énergie.

Prenons dans ce paragraphe, l'exemple d'un molécule diatomique rigide, ou rota-
teur rigide. (On ignore ici les mouvement de vibrations de la molécule car on considère
qu'ils sont trop rigides). Seul le mouvement de rotation de la molécule est considéré.

M
1

M
2

G

µ

G

r
0

axe de rotation

Figure 6.3.6 � Schéma d'une molécule diatomique rigide, et de l'équivalence par un masse
réduite µ = M1M2

M1+M2
. Le mouvement de la particule réduite est sur une sphère de rayon

r0 = |~r1 − ~r2|.

(ref Bransden p272 [BC89], Cohen p720 [CBF]).
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6.3.6.1 L'espace de Hilbert des états quantiques

Le mouvement de la particule réduite est sur la sphère S2, voir �gure (6.3.6), et l'espace
quantique de Hilbert est donc

H = L2
(
S2
)

constitué par les fonctions d'onde ψ (θ, ϕ) dépendant d'un point (θ, ϕ) sur la sphère. La
sphère est en e�et l'espace de con�guration.

On note par :
|θ, ϕ >

la �fonction d'onde� de position (distribution de Dirac) localisée au point (θ, ϕ). Autrement
dit pour ψ ∈ H,

ψ (θ, ϕ) = 〈θ, ϕ|ψ〉.

La relation de fermeture en position (sur la sphère) s'écrit alors :

Î =

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

sin(θ) dϕ |θ, ϕ〉〈θ, ϕ| =
∫∫
|θ, ϕ〉〈θ, ϕ|dΩ (6.3.10)

avec dΩ = dθ sin(θ) dϕ qui est l'élément d'angle solide sur la sphère S2.

6.3.6.2 L'opérateur Hamiltonien

En mécanique classique, l'énergie (cinétique) de la molécule est

H =
1

2
µv2 =

1

2
µr2

0ω
2 =

L2

2I

avec le moment d'inertie I = µr2
0, et le moment angulaire L = r0p = r0µv0 = r0µr0ω = Iω.

En mécanique quantique nous considérons donc l'opérateur Hamiltonien suivant agis-
sant dans l'espace H = L2 (S2) :

Ĥ =
~̂L2

2I

où
~̂L2 = L̂2

x + L̂2
y + L̂2

z

Nous cherchons le spectre d'énergie discret de Ĥ.

6.3.6.3 Spectre de Ĥ

(cf Cohen p725 [CBF]).
On utilisera le résultat mathématiques suivant.
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Théorème 6.3.1. Dans l'espace de Hilbert H = L2 (S2), chaque espace de représentation
irréductible Dl, l = 0, 1, 2, . . . apparait une fois et une seule :

H = L2
(
S2
)

=
∞⊕
l=0

Dl

Démonstration. Voir [Fau10b] (ou[Seg95] qui montre que cela découle du théorème de
Peter-Weyl du groupe SO(3)).

On notera |l,m〉, m = −l, . . . + l les vecteurs de base de Dl. On a
[
Ĥ, L̂x

]
= 0,[

Ĥ, L̂y

]
= 0,

[
Ĥ, L̂y

]
= 0, mais [Lx, Ly] = i~Lz 6= 0, donc on ne peut pas chercher les

vecteurs propres communs de Lx et Ly. Par contre [L2, Lz] = 0 donc Ĥ, L̂2, L̂z sont trois
opérateurs qui commutent entre eux. On peut donc appliquer la propriété page 231, et
s'intéresser aux vecteurs propres communs de L̂2 et Lz.

Il s'agit ici du groupe SO(3), et ces vecteurs propres communs, sont justement donnés par
la propriété page 255, avec l = j entier. Ces vecteurs sont notés :

|l,m >, l = 0, 1, 2, . . . m = −l, . . . ,+l

et appelés Harmoniques sphériques. On obtient ainsi le spectre du rotateur rigide (uti-
lisant L2|l,m〉 = ~2l (l + 1) |l,m〉) :

Ĥ|l,m >= El|l,m >, El =
1

2I
~2l (l + 1) , l = 0, 1, 2, . . . m = −l, . . . ,+l

(6.3.11)
(remarque : le théorème 6.3.1 nous garanti qu'il n'y a pas d'autres niveaux).
L'écart entre les premiers niveaux est donc de l'ordre

∆E =
~2

2I
= 1, 3 10−3eV

La valeur numérique est donnée ici pour la molécule HCl, montrant que les écarts corres-
pondent à des transitions dans l'infra-rouge. Voir �gure 6.3.7.

Remarques
◦ Comme attendu dans le cas général, (�gure 6.1.1), chaque espace propre d'énergie
E, est un espace invariant par le groupe de rotation, ici Dl.
◦ Le fait que le groupe de rotation soit non commutatif permet que les espaces de
représentations irréductibles soient de dimension supérieure à 1, et donc que les
espaces propres soient de dimension supérieure à 1.
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E
l=0

l=1
E

E
l=2

0

E
l=3

1 2 3−1−2−3 m

E

etc...

Figure 6.3.7 � Spectre El = 1
2I
~2l (l + 1) du rotateur rigide.

Ainsi la dégénérescence du spectre du rotateur rigide est d'une part due à la symétrie
par rotation, et d'autre part due à la non commutativité des rotations. (On verra la
propriété générale ci-dessous, page 266).
◦ Voir les conséquences expérimentales observables du spectre du rotateur rigide, cf
Cohen p728 [CBF]. (TD?)

6.3.6.4 Les Harmoniques sphériques

cf Cohen p668 [CBF]. @@ Ré-écrire ce paragraphe, voir Stenberg p.185 [Ste94] @@.
Il nous reste à déterminer la fonction d'onde de chaque état stationnaire harmonique

sphérique |l,m〉.
La fonction d'onde de l'harmonique sphérique |l,m〉 est notée :

Yl,m (θ, ϕ) =< θ, ϕ|l,m >

Leurs propriétés découlent directement de l'étude générale des vecteurs |j,m >, faite
page 255 :

Propriétés
◦ La relation de fermeture (6.3.10), donne la relation de normalisation :∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

sin(θ) dϕ |Yl,m(θ, ϕ)|2 = 1

◦ On a (Bransden p265)

Yl,m=l (θ, ϕ) = (−1)l
[

2l + 1

4π

(2l)!

22l(l!)2

]1/2

sinl (θ) eilϕ

en e�et, on véri�e : L̂z Yl,l = ~l Yl,l et L̂+Yl,l = 0.
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◦ L'expression analytique des autres fonctions Yl,m (θ, ϕ) s'obtient par application de
l'opérateur L̂− sur Yl,l. Voir tableau, et �gure 6.3.8.

l m Harmonique sphérique Yl,m (θ, ϕ)

0 0 Y0,0 = 1

(4π)1/2

1 0 Y1,0 =
(

3
4π

)1/2
cos (θ)

±1 Y1,±1 = ∓
(

3
8π

)1/2
sin θ e±iϕ

2 0 Y2,0 =
(

5
16π

)1/2
(3 cos2 θ − 1)

±1 Y2,±1 = ∓
(

15
8π

)1/2
sin θ cos θe±iϕ

±2 Y2,±2 =
(

15
32π

)1/2
sin2 θe±2iϕ

Les fonctions Yl,m (θ, ϕ),l = 0, 1 . . ., m = −l,−l + 1, . . . + l forment bien une base de
l'espace de Hilbert L2 (S2).

6.3.6.5 Parité des harmoniques sphériques

remarquons ici une symétrie que possède les harmoniques sphériques Ylm (θ, ϕ) par
rapport à la transformation par parité ou par inversion :

P : ~x ∈ R2 7−→ (−~x) : parité (ou inversion)

correspondant au groupe Z2 = {I,−I}.
En coordonnées sphériques, si ~x ≡ (r, θ, ϕ), alors P (~x) = (−~x) ≡ (r, π − θ, ϕ+ π). On

a donc(
P̂Ylm

)
(θ, ϕ) = Ylm (P (θ, ϕ)) = Ylm (π − θ, ϕ+ π) = (−1)l Ylm (θ, ϕ) (6.3.12)

(pour la dernière égalité, voir [BC89] p.265, par exemple. @@ faire ici @@).
Donc Ylm est de parité (−1)l (paire ssi l est paire) .

6.4 Importance des représentations irréductibles en phy-
sique

Il ressort des études précédentes, une propriété générale très utile dans l'étude des
spectres d'énergie des systèmes quantiques :
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Figure 6.3.8 � Dessin en polaire des distributions de probabilités |Ylm (θ, ϕ)|2.
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6.4.1 Propriétés fondamentales : le Lemme de Schur et le théo-
rème de Wigner

Le lemme de Shur a plusieurs versions. Nous donnons ici la version la plus utile en
mécanique quantique. D'autres versions sont données dans la preuve. Nous verrons ensuite
des applications directes en mécanique quantique.

Lemme 6.4.1. �Le Lemme de Schur�.Soit Â : H → H un opérateur qui agit sur un
espace de Hilbert. On suppose que cet espace est somme d'espaces irréductibles d'un groupe
G, prenons pour simpli�er l'exemple de 2 espaces irréductibles :

H = Dj ⊕Dk (6.4.1)

que ces représentations sont non équivalentes Dj � Dk (cad j 6= k) et que pour toute
transformation Ĝ ∈ G du groupe : [

Â, Ĝ
]

= 0

(cad que G est un groupe de symétrie de Â). Alors l'opérateur Â s'écrit, par rapport à la
décomposition (6.4.1) :

Â =

(
aj Î 0

0 akÎ

)
, aj, ak ∈ C

(et plus généralement si H est somme de plusieurs espaces irréductibles non équivalents).

Remarque : autrement dit, si l'opérateur Â possède la symétrie du groupe G alors l'opé-
rateur Â est caractérisé par seulement des facteurs λ, µ pour chaque repres. irréductible.
Ces facteurs sont d'ailleurs les valeurs propres de Â. Nous verrons l'utilité de ce Lemme de
Shur en pratique pour l'opérateur Hamiltonien Ĥ, à la section @@ (et dans le TD 12).

Démonstration. Nous e�ectuons la preuve en deux étapes. Avec deux lemmes A,B inter-
médiaires.

Lemme 6.4.2. (�Lemme de Schur A�). Si Â : Dj → Dk est un opérateur linéaire entre

deux espaces de representation irréductibles du groupe G et que
[
Â, Ĝ

]
= 0,∀Ĝ ∈ G alors

Â = 0 ou Â est un isomorphisme. Dans ce dernier cas, on dit que les représentations
sont équivalentes, Dj ∼= Dk.
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◦ On a supposé que le schéma suivant commutte :

Dj
Â−→ Dk

↓ R̂j ↓ R̂k

Dj
Â−→ Dk

◦ Dans le cas du groupe des rotations, Dj ∼= Dk ssi j = k).

Démonstration. (du �lemme de Schur A�). Le noyau KerÂ ⊂ Dj est invariant par G (en
e�et si ψ ∈ KerÂ, cad si Âψ = 0 alors soit ψ′ = Ĝψ. On a Âψ′ = ÂĜψ = ĜÂψ = 0 donc
ψ′ ∈ KerÂ). Comme Dj est supposé irréductible, cela implique que KerÂ = 0 (Â injectif)
ou KerÂ = Dj (⇔ Â = 0).

De même ImÂ ⊂ Dk est invariant par G (en e�et si ψ ∈ ImÂ, ψ = Âϕ, alors soit
ψ′ = Ĝψ = ĜÂϕ = ÂĜϕ = Âϕ′ . Donc ψ′ ∈ ImÂ). Comme Dk est supposé irréductible,
cela implique que ImÂ = 0 (⇔ Â = 0) ou ImÂ = Dk (Â surjectif). Au �nal, on a obtenu
que Â = 0 ou Â est un isomorphisme (cad injectif et surjectif).

Lemme 6.4.3. (�Lemme de Schur B�). Si Â : Dj → Dj est un opérateur linéaire dans un

espace de representation irréductible du groupe G et que
[
Â, Ĝ

]
= 0,∀Ĝ ∈ G alors Â = aÎ

avec a ∈ C.

Démonstration. Les espace propres de Â, notés Ha ⊂ Dj sont invariants par G. Or on a
supposé Dj irréductible. Donc il n'y en a qu'un seul.

Remarque : on a fait il y a la réciproque du Lemme B : si (∀Â : H →H,
([
Â, Ĝ

]
= 0, ∀Ĝ

)
⇒

Â = aÎ) alors H est irréductible. La preuve de cela est simplement que si H = H1 ⊕ H2

est réductible, on construit Â = a1ÎH1 + a2ÎH2 avec a1 6= a2, qui véri�e
[
Â, Ĝ

]
= 0 mais

pas Â = aÎ.
On peut maintenant faire la preuve du �Lemme de Schur� initial. On suppose Â :

Dj ⊕ Dk → Dj ⊕ Dk. On introduit les opérateurs de projection P̂j = Dj ⊕ Dk → Dj et
P̂k = Dj ⊕ Dk → Dk. Par rapport à cette somme directe, on peut écrire Â comme une
matrice d'opérateurs en blocs :

Â =

(
Âj,j Âk,j
Âj,k Âk,k

)
avec Âj,k = P̂kÂP̂j : Dj → Dk, etc. On a naturellement

[
P̂j, Ĝ

]
= 0. On suppose

[
Â, Ĝ

]
=

0 pour tout Ĝ ∈ G. Donc
[
Âj,k, Ĝ

]
= 0. D'après le Lemme A, et le Lemme B, cela implique

que Âj,k = 0 si j 6= k et Âj,j = aj Î avec aj ∈ C. Ainsi

Â =

(
aj Î 0

0 akÎ

)
.
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Théorème de Wigner : (Voir [HB], chap. 7)
Si le Hamiltonien Ĥ a un spectre discret, et admet une symétrie par un groupe
d'invariance dynamique G discret ou continu, cad si[

Ĥ, Ĝ
]

= 0, ∀Ĝ ∈ G

alors génériquement (c'est à dire résultat stable par toute perturbation respectant
cette symétrie) , les espaces propres de Ĥ sont des représentations irréduc-
tibles de G.
En particulier, si le groupe G est commutatif, ses représentations irréductibles sont
de dimension 1 (page 254), et on s'attend à aucune dégénérescence (générique) dans
le spectre, i.e. les niveaux d'énergie sont tous di�érents.
Si le groupe G est non commutatif, il admet des représentation irréductibles de di-
mension d ≥ 1, et on s'attend à des dégénérescences dans le spectre, de
multiplicité d. (i.e. di�érents états de même énergie).

Idée de la Preuve On a déjà montré que les espaces propres de Ĥ sont des espaces représen-
tation du groupe Ĝ. Considérons un tel espace propre. Si il est réductible, il se décompose comme

somme d'espaces de repr. irréductibles, par exempleH = Dj⊕Dk. On a Ĥ =

(
EÎ 0

0 EÎ

)
d'après

le Lemme de Schur. Il est aisé d'imaginer une perturbation de Ĥ de la forme Ĥ2 =

(
E1Î 0

0 E2Î

)
,

avec E1 6= E2, proches de E, donc respectant la symétrie. Pour cet opérateur perturbé Ĥ2, les
espaces propres sont des espaces de représentations irréductibles. Le cas E2 = E1 est exceptionnel
(non générique).

Remarques et commentaires
◦ La propriété montre que �sauf cas exceptionnel�, une dégénérescence dans un
spectre traduit la présence d'une symétrie, et plus précisément la présence
d'un groupe de symétrie non commutatif.
◦ Cette propriété est très utile en physique moléculaire par exemple, car connaissant
les représentations irréductibles des di�érents groupes (il y a 230 groupes �nis de
l'espace tous catalogués et observés dans la nature, voir [Ste94] page 41), et observant
le spectre d'une molécule, on déduit le groupe d'invariance, et ainsi on peut déduire
la forme géométrique de la molécule :
Spectre ⇒ Groupe de symétrie ⇒ Forme de la molécule
Cela montre l'importance des représentations irréductibles de groupes en physique.
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◦ Dans l'énoncé de la propriété, le terme générique signi�e �sauf exceptions�. (Il a
un sens mathématique précis, en terme de mesures).
Si l'espace propre d'énergie est réductible, cela signi�erait que l'on a mal identi�é
le groupe de symétrie. Il y aurait une symétrie supplémentaire oubliée, et donc un
groupe G' plus important pour lequel l'espace propre est bien irréductible.
Nous allons illustrer cela avec l'exemple de l'atome Hydrogène, cf ci-dessous.
Si on est dans un tel cas, et si l'on rajoute un perturbation à Ĥ qui préserve seule-
ment la symétrie de G, alors la symétrie supplémentaire serait brisée, et le gros
espace propre se décomposerait en espaces irréductibles de G, d'énergies di�érentes,
conformément à la propriété ci-dessus. C'est le cas des corrections relativistes dans
le spectre de l'atome H.
◦ Exemple du double puits symétrique à 1D : il y a l'invariance par parité qui
est un groupe commutatif. Le spectre est bien non dégénéré.
◦ Exemple d'une particule dans un potentiel périodique. Le groupe de symé-
trie est celui des translations. Dans ce cas le spectre en bandes a des dégénérescences
mais qui sont dues à l'aspect continu du spectre. La propriété ci-dessus où l'on a
supposé spectre de Ĥ discret, ne s'applique plus.

6.4.2 Exemple : Spectre de l'atome d'hydrogène

Pour illustrer la propriété générale précédente, considérons le cas très connu de l'atome
d'hydrogène.

6.4.2.1 Rappels du spectre :

(@@ résoudre le spectre ici, cf Taylor T2 p.113, Sternberg p.190 @@)
Le Hamiltonien décrivant la dynamique de l'atome H (particule réduite) est

Ĥ =
p̂2

2m
− e2

4πε0

1∣∣∣~̂r∣∣∣ (6.4.2)

(Dans ce paragraphe on ne parle pas du spin 1/2 des protons et électrons.)

Il y a invariance par rotation, se traduisant par
[
Ĥ, ~̂L

]
= 0. On calcule que le spectre

de Ĥ est :
Ĥ|ψn,l,m >= En|ψn,l,m >

n = 1, 2, 3 . . .

l = 0, 1, . . . , n− 1

m = −l, . . . ,+l
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avec les vecteurs propres qui sont produit d'une harmonique sphérique et d'une fonction
radiale :

< ~x|ψn,l,m >= Rn,l(r)Yl,m (θ, ϕ)

et les niveaux énergies :

En = − ε1

n2
(6.4.3)

avec

ε1 =
me4

2~2
= 13, 6 eV.

On remarque que l'espace propre de chaque niveau d'énergie est

Hn =
n−1⊕
l=0

Dl

Cet espace est dimension n2 (car
∑n−1

l=0 (2l + 1) = n2).
Ce n'est pas un espace de représentation irréductible du groupe de rotation, puisqu'il

se décompose en espaces irréductibles Dl.
Voir �gure 6.4.1.

6.4.2.2 Symétrie supplémentaire de Pauli, et dégénérescence en l

( Voir Sternberg [Ste94] p.244., ou Taylor Tome 2 p.119 [Tay96b]). @@ Le faire ici @@
La situation semble contredire le théorème de Wigner.
En fait non, due à la forme particulière du potentiel central en 1/r, il y a une symétrie

supplémentaire, (découverte par Pauli en 1925), dont le générateur est :

~̂A =
1

2m

(
~̂p ∧ ~̂L− ~̂L ∧ ~̂p

)
−mK ~̂x

|~x|

appelé vecteur de Runge et Lenz, (où K = e2

4πε0
)

On peut véri�er que [
~̂A, Ĥ

]
= 0

et que le groupe de symétrie est maintenant SO(4) qui est de dimension 6, et que chaque
espace propre Hn est irréductible pour cette symétrie.

(en particulier on obtient ainsi directement les niveaux d'énergie (6.4.3)).
(Cette symétrie est aussi vraie en mécanique classique dans le problème de Kepler,

avec le potentiel gravitationnel en 1/r entre deux corps, et est relié au fait que les orbites
bornées de Kepler sont fermées, ce sont des ellipses, ce qui n'est pas vrai en général pour
un potentiel central).
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H0 H1 H2

−13,6

−3,4

−1.51

l=0

n=1

n=2

n=3

l=1 l=2

m=0 m=−1 , 0 , 1 m= −2,−1,0,1,2

etc...

0

E

1s

2s

3s

2p

3p 3d

Figure 6.4.1 � Spectre de l'atome H.

6.4.2.3 Exemple de la correction relativiste, brisant cette symétrie.

La symétrie particulière de Runge et Lenz ci-dessus, est brisée par la moindre per-
turbation, qui tout en gardant l'invariance par rotation, du problème modi�e la forme
particulière du Hamiltonien eq.(6.4.2).

Considérons par exemple la correction relativiste. En relativité, la relation(
E

c

)2

− ~p2 = (mc)2

donne à basse impulsion p� mc :

E = mc2

√
1 +

(
~p

mc

)2

' mc2 +
p2

2m
− 1

8

p4

m3c2
+ o(p4)

. (on a utilisé (1 + x)α = 1 + αx+ 1
2
α (α− 1)x2 + o(x2) avec α = 1/2.)

En régime faiblement relativiste, l'énergie cinétique p2/2m a donc un terme correctif :

H
′

1 = − p̂4

8m3c2

Les niveaux d'énergie En, eq. (6.4.3) sont alors modi�és de ∆E qui se calcule en théorie
des pertubations. On obtient :

∆E = −En
α2

n2

(
3

4
− n

l + 1/2

)
la dépendance en l montre que la dégénérescence entre di�érents espaces propres
Dl est en e�et levée, conformément au théorème de Wigner.

Bien sûr la dégénérescence liée à l'invariance par rotation demeure (cela se traduit par
le fait que des états avec m di�érents ont la même énergie). Voir �gure 6.4.2.

Exercice 6.4.4. Calculer ∆E ci-dessus, au premier ordre en théorie des pertubations
stationnaires.
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6.4.2.4 Atome à plusieurs électrons

Réf : Sternberg [Ste94]p.198, et J.L. Rivail �Chimie quantique� ,
Le spectre de l'atome d'hydrogène est aussi similaire au spectre des atomes à un élec-

tron, comme He+, Li2+, (sauf qu'il faut remplacer la charge du noyau par Ze, avec Z = +2
pour He, Z = +3 pour Li, et utiliser une masse réduite di�érente).

Pour des atomes à plusieurs électrons, le problème est bien plus compliqué. Il n'y
pas de solution exacte du spectre, mais des méthodes approchées (comme la méthode
variationnelle ou autres) donnent des résultats très satisfaisants. En particulier la méthode
de champs moyen, consiste à considérer que chaque électron est indépendant, et subit
un potentiel moyen V (r), créé par toutes les autres charges (Ze du noyau, et −(Z− 1)e
des autres électrons). Ce potentiel a une symmétrie sphérique, qui est une symétrie
exacte de l'atome, mais di�ère légèrement du potentiel en 1/r. Cette di�érence brise
donc la symétrie supplémentaire de Pauli, et lève donc la dégénérescence entre
états avec l di�érents.

L'ordre habituel obtenu est :

1s < 2s < 2p < 3s < 3p < 3d ' 4s < 4p < 5s ' 4d, etc...

Voir �gure 6.4.2.

l=0 l=1 l=2

m=0 m=−1 , 0 , 1 m= −2,−1,0,1,2

E

2s

1s

3s 3p

2p

3d

Figure 6.4.2 � Spectre d'un atome à plusieurs électrons (orbitales atomiques).

6.4.2.5 E�et d'un champ magnétique extérieur

Si en plus un champ magnétique extérieur ~B est appliqué, il brise la symétrie par
rotation, car il privilégie une direction particulière (direction de ~B). Ainsi la dégénérescence
en m est levée, et le spectre est alors non dégénéré : C'est l'e�et Zeeman.

Si le champ magnétique est constant selon l'axe z, il subsiste une symétrie de rotation
autour de l'axe z.
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Cependant cette symétrie ne su�t pas à donner des dégénérescences dans le spectre,
car les rotations autour de z forment un groupe commutatif :

R̂z (α) R̂z (β) = R̂z (β) R̂z (α)

Exercice 6.4.5. Calculer au premier ordre en théorie des perturbations, les modi�cations
des niveaux d'énergie de l'atome d'Hydrogène, soumis à un faible champ magnétique B.

6.4.2.6 Structure �ne et hyper�ne de l'atome hydrogène

ref : Bransden p370, 376 [BC89]. Cohen T [CBF].
Le spectre de l'atome d'hydrogène isolé décrit �gure (6.4.1) n'est pas tout à fait cor-

rect. En e�et il y a de nombreux e�ets physiques que l'on a négligé et qui modi�ent ce
spectre. Des expériences de spectroscopie permettent d'obtenir les niveaux d'énergie avec
une grande précision, et il est donc important de tenir compte de toutes ces corrections.
Ces corrections sont natures di�érentes.

Comme il s'agit de petites corrections, la théorie des perturbations est tout à fait
adaptée. Les corrections seront très inférieures à ε1 = 13, 6 eV . Mais comme le spectre de
l'atome H est dégénéré, il faut utiliser la théorie des perturbations pour niveaux dégénérés.

Structure �ne :
◦ Une correction relativiste portant sur l'énergie cinétique et potentielle de l'élec-
tron (provenant de l'équation de Dirac) :

Ĥ ′1 = − p4

8m3c2
+

π~2

2 (mc)2

(
e2

4πε0

)
δ(~x)

◦ Une correction �spin-orbite� due à l'interaction entre le mouvement orbital de
l'électron et son spin :

Ĥ ′2 =
1

2 (mc)2

1

r

dV

dr
~L.~S

Noter que ces corrections respectent la symétrie par rotation de l'atome. La correction Ĥ ′2
couple la position au spin. Par conséquent seul le moment angulaire total ~J = ~L + ~S est
conservé. Au résultat, les valeurs propres obtenues dépendent de n et j et l, correspondant

aux valeurs propres des opérateurs ~̂
2
L, ~̂

2
J qui commuttent entre eux et qui commuttent

aussi avec Ĥ (d'après ~L.~S = 1
2

(
~̂ 2
J − ~̂

2
L− ~̂ 2

S

)
).

L'écart obtenu entre les niveaux (2p3/2-2p1/2) est ∆E ' 4.10−5eV .

Structure hyper�ne : Il provient du couplage entre les moments magnétiques intrin-
sèques du proton et de l'électron. Voir une étude page 277, pour son e�et sur l'état 1s.
L'écart obtenu entre les niveaux E1-E0 de l'état 1s est ∆E ' 4.10−6eV

Ref : Cohen T. p1209. chap XII.
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Déplacement de Lamb : Il provient du couplage de l'électron avec le vide quantique
du champ électromagnétique, que nous avons introduit page 116.

L'écart obtenu entre les niveaux (2s1/2-2p1/2) est ∆E ' 4.10−6eV . Voir [CTDRG88].

6.5 Composition des moments angulaires

6.5.1 Particule composée de deux particules de spin 1/2

références : Feynman 12-1, 12-2, 12-5 [Fey63]
C'est par exemple le noyau de Deutérium composé de proton et neutron :

Deutérium = (proton, neutron)

ou du pion π0 formé de deux quarks u,u.
Ou �nalement de l'atome d'hydrogène formé de électron + proton.
L'espace de Hilbert du spin total est :

Htot = D1/2 ⊗D1/2

oùD1/2 ≡ Hspin ≡ C2 est l'espace quantique du spin étudié au chapitre 4, de base |+z〉, |−z〉.
Dans l'espace Htot on note | + +〉 = |+z〉1 ⊗ |+z〉2, etc...Une base de Htot est formée

par les quatre vecteurs :
|+ +, |+−〉, | −+〉, | − −〉

Si le système de deux particules est isolé dans l'espace, alors il est invariant par rotation
de l'ensemble, dont le générateur est le moment angulaire total (voir (6.3.5) page 252) :

~̂S = ~̂S1 + ~̂S2

Et le Hamiltonien commute avec ~̂S :[
Ĥ, ~̂S

]
= 0

Par exemple :

Ĥ = K ~̂S1. ~̂S2

est bien invariant par rotation globale des deux spins.

Dans cet exemple on peut véri�er directement que
[
Ĥ, ~̂S

]
= 0, en écrivant :

~̂S2 =
(
~̂S1 + ~̂S2

)2

= ~̂S2
1 + ~̂S2

2 + 2 ~̂S1. ~̂S2

donnant :

Ĥ =
K

2

(
~̂S2 − ~̂S2

1 − ~̂S2
2

)
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et utilisant
[
~̂S2, ~̂S

]
= 0.

De l'invariance par rotation, on déduit :[
Ĥ, Ŝ2

]
= 0[

Ĥ, Ŝz

]
= 0[

Ŝ2, Ŝz

]
= 0

Pour trouver le spectre de Ĥ, on cherche donc d'abord les vecteurs propres communs de
Ŝ2, Ŝz.

D'après (6.3.6), ces vecteurs propres peuvent être noté |J,M > et véri�ent :

Ŝz|J,M >= M~|J,M >

~̂S2|J,M >= ~2J(J + 1)|J,M >

et forment une base orthonormée de l'espace Htot. On veut leur expression dans la base
|±,± >.

Propriété Voici la décomposition de l'espace Htot = D1/2⊗D1/2 en vecteurs |J,M〉
orthonormés :

Singlet : |J = 0;M = 0 >=
1√
2

(|+− > −| −+ >)

Triplet :


|J = 1;M = +1 >= |+ + >
|J = 1;M = 0 >= 1√

2
(|+− > +| −+ >)

|J = 1;M = −1 >= | − − >

(6.5.1)

Montrant que l'espace Htot = D1/2 ⊗D1/2 se décompose en somme deux représenta-
tions irréductibles du groupe de rotation :

D1/2 ⊗D1/2 = DJ=0 ⊕DJ=1 (6.5.2)

appelée décomposition de Clebsch-Gordan. Les dimensions de ces espaces sont :

2× 2 = 1 + 3

Remarquer que les valeurs de J possibles de la particule composée sont la somme
J =

∣∣1
2

+ 1
2

∣∣ = 1 et la di�érence J =
∣∣1

2
− 1

2

∣∣ = 0 des deux spins 1
2
individuels.

Les coe�cients devant les états |±,±〉 dans les expressions des états triplets et singlet
ci-dessus, s'appellent coe�cients de Clebsch-Gordan .
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Démonstration. On va utiliser :

~̂S1. ~̂S2 =
(
Ŝ1,xŜ2,x + Ŝ1,yŜ2,y + Ŝ1,zŜ2,z

)
=

(
1

2
Ŝ1,+Ŝ2,− +

1

2
Ŝ1,−Ŝ2,+ + Ŝ1,zŜ2,z

)

~̂S2 = ~̂S2
1 + ~̂S2

2 + 2 ~̂S1. ~̂S2

= ~̂S2
1 + ~̂S2

2 +
(
Ŝ1,+Ŝ2,− + Ŝ1,−Ŝ2,+ + 2Ŝ1,zŜ2,z

)
on va aussi utiliser :

Ŝ2
1 |− >= ~2 3

4
|− >, Ŝ1,+|− >= ~|+ >

Ŝ1,−|− > = 0, Ŝ1,z|± >= ±~
2
|± >

On calcule :

Ŝz| − − > = (−1)~| − − >

~̂S2| − − > = ~2

(
3

4
+

3

4
+ 2

1

4

)
| − − >= 2~2| − − >

donc :
| − − >= |J = 1,M = −1 >

Ensuite, on crée |J = 1,M = 0 > par action de Ŝ+ :

|J = 1,M = 0 >=
1

~
√

2
Ŝ+|J = 1;M = −1 >=

1

~
√

2

(
Ŝ1,+ + Ŝ2,+

)
| − − >

=
1√
2

(|+− > +| −+ >)

et on crée |J = 1,M = 1 > par action à nouveau de Ŝ+ :

|J = 1,M = 1 >=
1

~
√

2
Ŝ+|J = 1;M = 0 >=

1

~
√

2

(
Ŝ1,+ + Ŝ2,+

) 1√
2

(|+− > +| −+ >)

=
1

2
(|+ + > +|+ + >) = |+ + >

On a donc obtenu trois vecteurs |J = 1,M = −1, 0,+1 > de l'espace Htot qui lui est de dimension
4. Le complémentaire orthogonal est de dimension 1, et engendré par le vecteur :

|ψ >=
1√
2

(|+− > −| −+ >)

En e�et, on véri�e que 〈ψ|J = 1,M〉 = 0 pour M = −1, 0, 1. On calcule de même :

Ŝ2|ψ >= ... = 0, Ŝz|ψ >= 0

donc |ψ >= |J = 0,M = 0 >. Le spectre de Ĥ s'obtient en écrivant :

Ĥ =
K

2

(
~̂S2 − ~̂S2

1 − ~̂S2
2

)
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Table de Clebsh-Gordan de D1/2 ⊗ D1/2 On note j1 = 1/2, j2 = 1/2, et m1 = ±1/2
, m2 = ±1/2 les valeurs respectives des spins individuels. Par exemple l'état | + −〉 est
m1 = 1/2, m2 = −1/2. Alors les coe�cients des formules (6.5.1) sont tabulées de la façon
suivante :

J=1 1 0 1
m1 m2 M=1 0 0 −1

1/2 1/2 1

1/2 −1/2
√

1/2
√

1/2

−1/2 1/2
√

1/2 -
√

1/2
−1/2 −1/2 1

Table 6.5.1 � Table des Coe�cients de Clebsch-Gordan, pour Dj1=1/2⊗Dj2=1/2 = DJ=0⊕
DJ=1

Conséquence, spectre de Ĥ : Les niveaux d'énergie de la particule composée est
donnée par le spectre de Ĥ qui donc a deux niveaux d'énergie, EJ=0, EJ=1 de multiplicité

respectives 1, 3. Pour l'exemple, Ĥ = K ~̂S1. ~̂S2, on obtient EJ = K
2
~2
(
J(J + 1)− 3

2

)
, soit :

E0 = −3

4
K~2

E1 = +
1

4
K~2

Voir �gure 6.5.1. Donc dans son état d'énergie fondamentale, la particule composée est une
particule de moment angulaire intrinsèque J = 0. Dans son état excité elle a un moment
angulaire intrinsèque J = 1.

Remarquons que nous venons d'obtenir que l'opérateur Ĥ dans l'espace D1/2 ⊗D1/2 =

DJ=0⊕DJ=1 s'écrit comme Ĥ =

(
E0Î 0

0 E1Î

)
. C'est tout à fait attendu d'après le Lemme

de Schur page 266.

Exercice 6.5.1. Montrer que dans l'espace Htot. = D(1)
1/2⊗D

(2)
1/2, tout opérateur autoadjoint

invariant par rotation est de la forme Ĥ = A.Î+B.~S1.~S2 avec A,B ∈ R. Plus généralement
comment écrire un opérateur invariant par rotation dans Dj1 ⊗ Dj2 ? (Aide : Utiliser le

Lemme de Schur et l'opérateur de Casimir ~̂S2).

6.5.1.1 La raie de 21 cm de l'hydrogène

ref cours de L'X, p236.
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E
1

E
0

0

Figure 6.5.1 � Niveaux d'énergie de Ĥ = +K ~̂S1. ~̂S2. Le niveau E0 est non dégénéré. Le
niveau E1 a une multiplicité 3.

Dans le cas de l'atome d'hydrogène, la �gure (6.5.1), montre comment l'état (1s) est
en fait formé de 4 états dus à l'interaction entre les spins 1/2 de l'électron et du proton.
L'écart en énergie est

∆E = E1 − E0 = 6.10−6eV

et s'appelle la structure hyper�ne de l'état 1s.
Si un atome d'hydrogène isolé est dans un état d'énergie E1, il n'est pas rigoureusement

stationnaire à cause du couplage avec le champ électromagnétique. Il se désexcite vers l'état
fondamental E0, par émission spontanée avec une durée de vie moyenne très longue :

τ ' 107 ans

Le photon ainsi produit, d'énergie hν = ∆E a une longueur d'onde λ = c
ν

= 21 cm
(onde radio).

Dans le gaz interstellaire, constitué d'Hydrogène, les collisions entre atomes sont res-
ponsables d'une température T = 100K, soit kT = 10−2eV . Ces collisions excitent l'état
E1, qui se désexcite ensuite par emmission spontanée, emmettant donc des photons de
longueur d'onde λ = 21 cm. L'espace interstellaire contient beaucoup d'atome H, et ce
signal est observable. C'est �la raie à 21 cm�. Il permet d'ailleurs de cartographier notre
Galaxie.

6.5.1.2 Horloges atomiques et mesure du temps

La valeur de ∆E = ~ω est connue expérimentalement avec une précision relative re-
marquable : 10−13.

Cette grande précision sur la période T = 2π/ω de transition entre les niveaux E0 et E1

est à l'origine de la dé�nition actuelle de la seconde (unité de temps). On utilise la structure
hyper�ne du Césium 133 avec ∆E ' 3, 8 10−5eV plutôt que celle de l'hydrogène :

Dé�nition Une seconde est 9192631770 périodes de transitions de la structure hyper�ne
du Ce 133.
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Les mesures du temps les plus précises sont ainsi faites avec des Horloges atomiques.
(Pour le principe de fonctionnement, voir la page web de l'ENS. Voir aussi �observatoire
de Paris, laboratoire de métrologie�)

La précision relative actuelle est de 10−18 , soit 1sec/age de l'univers. cette précision
est telle que l'on véri�e les e�ets du champ de gravitation terrestre prédits par la relativité
générale, en soulevant l'horloge de seulement h =30cm. (en e�et en relativité on montre
que le décalage temporel est hg

c2
avec g = 9, 81m/s2, c = 3.108m/s).

Remarque : Une ancienne dé�nition de la seconde provient de la division du jour (et
de la nuit) en 12 heures, de la division d'une heure en 60 minutes et d'une minute en 60
secondes.

Pourquoi avoir choisi 12 et 60 ?
Peut être pour des raisons pratiques : parmi les nombres en 1 et 100, les chi�res 12

et 60 sont ceux qui ont relativement le plus de diviseurs. Un grand nombre de diviseurs 3

permet ainsi de diviser un jour de plusieurs manières di�érentes :

1/2 jour = 1× 12h = 2× 6h = 3× 4h = 4× 3h = 6× 2h = 12× 1h

Voir �gure 6.5.2.
Toujours à propos de la division du temps, il y a 7 jours dans la semaine, car dès l'époque

antique (Babyloniens), et surement avant, on observait 7 astres se déplaçant dans le ciel :
Lune, Mars, Mercure, Jupiter, Venus, Saturne, Soleil, qui ont donné les sept jours de la
semaine, et aussi l'importance particulière du chi�re 7 dans toutes les cultures. Rappelons
aussi que le choix de l'année est lié à la période de rotation de la Terre autour du Soleil.
Le mois est la période de rotation de la lune autour de la Terre. Le jour est la période
de rotation de la Terre sur elle-même. La seconde est approximativement la période d'une
pulsation cardiaque (battement de coeur).

6.5.2 Résultat général sur la composition de deux moments ciné-
tiques

On conçoit que l'étude précédente se généralise au couplage de deux moments cinétiques
j1 et j2 quelconques :

si deux particules de moment angulaire intrinsèque j1 et j2 sont en interaction par un
Hamiltonien Ĥ, et si cette interaction est invariante par rotation globale du système, alors
les niveaux d'énergie de Ĥ (i.e. de la particule composée) correspondent à des représenta-
tions irréductibles du groupe de rotation, notée DJ .

3. Le nombre de diviseurs d'un entier n, noté d (n), voir �gure 6.5.2, est relié à un problème de recherche
très important : numériquement, on observe que d (n) �uctue pour n → ∞. En moyenne il suit une loi
connue, mais ses �uctuations semblent aléatoires. Par exemple, si on note A (n) (respect. B (n)) le nombre
d'entiers n′ ≤ n pour lesquels d (n′) est pair (respect. impairs), alors il est conjecturé que A (n) et B (n)
�uctuent autour de leur moyenne qui est n/2, comme

√
n (la loi des grands nombres). Cette conjecture

est équivalente à la fameuse conjecture de Riemann. Référence : Borwein p.4 [Roo06].
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Figure 6.5.2 � Nombre de diviseurs d'un entier i. Cette courbe justi�e pourquoi les
nombres 12 et 60 on été choisis pour diviser le jour (et la nuit) en 12 heures, et l'heure en
60 minutes, et la minute en 60 secondes. En e�et il apparaît que 12 et 60 on beaucoup de
diviseurs. Cela o�re la possibilité de diviser la journée de plusieurs manières di�érentes.

En résumé le problème consiste à savoir comment l'espace de Hilbert Htot = Dj1 ⊗
Dj2 se décompose en représentations irréductibles DJ .

Le résultat qui généralise (6.5.2) est :

Dj1 ⊗Dj2 =

J=|j1+j2|⊕
J=|j1−j2|

DJ

Exemple :
D1/2 ⊗D1/2 = DJ=0 ⊕DJ=1

D1 ⊗D1/2 = DJ=1/2 ⊕DJ=3/2

D1 ⊗D1 = DJ=0 ⊕DJ=1 ⊕DJ=2

Voir �gure 6.5.3.
Autrement dit, par rapport à l'état individuel de chaque particule, une base de Htot est

|j1,m1 > ⊗|j2,m2 >, m1 = −j1, . . . ,+j1, m2 = −j2, . . . ,+j2.
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Figure 6.5.3 � Composition de deux moments cinétiques j1,j2.

(soit (2j1 + 1)× (2j2 + 1) vecteurs).
mais par rapport à la particule composée, une base de Htot qui est composée par les

vecteurs propres de Ĥ, est :

|J,M >, J = |j1 − j2| , . . . , |j1 + j2| , M = −J, . . . ,+J

qui forme aussi un ensemble de (2j1 + 1)× (2j2 + 1) vecteurs.
Exercice : véri�er que le nombre d'état |J,M > est bien (2j1 + 1)× (2j2 + 1).
Les vecteurs de base |J,M > s'expriment à partir des vecteurs de base |j1,m1 >

⊗|j2,m2 > par des relations précises, appelées relations de Clebsch-Gordan :

|J,M〉 =
∑
m1,m2

C (J,M, j1,m1, j2,m2) |j1,m1 > ⊗|j2,m2 >

On trouve ces coe�cients, par une technique analogue à celle utilisée pour la propriété
(6.5.1).

Voici ces coe�cients de Clebsch-Gordan disposés dans la table 6.5.1, ou 6.5.2.

J=3/2 3/2 1/2 3/2 1/2 3/2
m1 m2 M=3/2 1/2 1/2 −1/2 −1/2 −3/2

1 1/2 1

1 −1/2
√

1/3
√

2/3

0 1/2
√

2/3 -
√

1/3

0 −1/2
√

2/3
√

1/3

−1 1/2
√

1/3 −
√

2/3
−1 −1/2 1

Table 6.5.2 � Table des Coe�cients de Clebsch-Gordan, pour D1⊗D1/2 = DJ=1/2⊕DJ=3/2

Remarques :
◦ Noter que expérimentalement, on peut mesurer le moment angulaire intrinsèque J
d'une particule en faisant passer un faisceau dans un appareil de Stern Gerlach. Il
y aura alors 2J + 1 faisceaux à la sortie. cf Bransden p37.
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6.5.3 Application : symmétrie d'isospin, et sections e�caces de
réactions hadroniques

Nous allons illustrer l'utilité des Coe�cients de Clebsch-Gordan, pour la décompo-
sition

D1 ⊗D1/2 = DJ=1/2 ⊕DJ=3/2

, en l'appliquant non pas aux groupe de rotation spatial, mais à la symétrie d'isospin,
en physique nucléaire, qui correspond au groupe SU(2).

6.5.3.1 introduction à la symétrie d'isospin

Référence : [Ste94] p.213.
Mis à part leur charge électrique Q di�érente, le proton (Q = +1 en unité e) et le

neutron (Q = 0), ont des propriétés très semblables. Par exemple leur masse est voisine
mn = 940MeV , mp = 939MeV , et ils se comportent de façon similaire dans les interaction
nucléaires. En 1930, Heisenberg a émit l'hypothèse, que le proton et le neutron corres-
pondent à une seule particule, appelée nucléon, dont le proton et neutron seraient deux
états interne di�érent, notés |p〉 et |s〉. L'état interne du nucléon serait donc décrit par un
vecteur dans un espace de dimension deux noté Dj=1/2, appelé espace d'isospin, et ayant
pour base |p〉, |n〉 (par analogie avec le spin 1/2). Comme la force nucléaire ne fait pas la
di�érence entre le proton et le neutron, Heisenberg a postulé que la force nucléaire possède
une symétrie par rapport au mélange de ces deux états, autrement dit une invariance par
rapport au groupe SU(2). C'est la symmétrie d'isospin 4. Seule la force électromagné-
tique fait la di�érence entre ces deux états internes, et brise cette symétrie. Cependant les
forces électromagnétique sont beaucoup plus faibles que les forces nucléaires, et cela ex-
plique la petite di�érence de masse entre le proton et neutron. Par exemple dans l'espace
D1/2, l'opérateur de charge électrique est

Q̂ ≡base(|p〉,|n〉)
(

1 0
0 0

)
En d'autres termes, la base |p〉, |n〉 est une base particulière de D1/2 privilégiée par la force
électromagnétique.

D'autres particules nucléaires ont été découvertes ; les pions, π+, π0, π− (de charge élec-
trique respectives +1, 0,−1). Leur masse est mπ+ = mπ− = 139, 6MeV , mπ0 = 135MeV .
D'après l'hypothèse de Heisenberg, ces trois particules sont en fait une seule particule,
appelée le pion, et possédant un état interne décrit par un vecteur dans l'espace Dj=1 de
la symétrie d'isospin (rappel : c'est un espace de représentation irréductible de SU(2), de
dimension dimDj=1 = 2j + 1 = 3). La force électromagnétique, ne respectant pas cette
symétrie, est responsable du choix particulier de la base |π±,0〉 et de leur di�érence de
masse. (comme la charge électrique intéragit avec l'envirronement, c'est pour cela que lors
d'une mesure ce soit des états privilégiés. On appelle cela une règle de super-sélection).

4. On sait maintenant que cette symétrie re�ète l'existence de �champs élémentaires� que sont les quarks
u (up) et d (down) inventés par Gell-Mann en 1969.
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6.5.3.2 Réaction nucléaires nucléon-pion

Considérons les collisions nucléaires entre un nucléon N et un pion π. En sortie de la
collision, les particules peuvent être diverses, par exemple :

p+ π− → n+ π0

La �gure 6.5.4 montre les sections e�caces de di�usion σ (N + π → N ′ + π′)pour diverses
réactions de ce type.

π
+

π
−

π
−

π
+

π
−

 p +     −−> p + 

 p +     −−> p + 

Energie cinétique (MeV)

200100 300

100

200

Section
efficace
(mb)

 p +     −−> n + π
0

Figure 6.5.4 � Sections e�caces de di�usion pour diverses réactions. Le pic de largeur
∆E ' 100MeV correspond à une résonnance.

La section e�cace σ (N + π → N ′ + π′) est proportionnelle à la probabilité de la ré-
action, et donc au module carré d'un opérateur de di�usion Û , pris entre l'état initial et
�nal :

σ (N + π → N ′ + π′) =
∣∣∣〈N ′, π′|Û |N, π〉∣∣∣2

Exercice 6.5.2. Di�usion nucléon-pion

1. Un état (nucléon - pion) |N, π〉se décrit par un vecteur dans l'espace H(N,π) =
Dj=1/2 ⊗Dj=1. En utilisant les résultats sur la composition de moments angulaires
(généraux aux représentations du groupe SU(2) en fait), comment se décompose cet
espace comme somme d'espaces de représentations irréductibles Dj′ de la symétrie
SU(2) d'isospin ? (préciser les dimensions).

2. En utilisant la table (6.5.2) des coe�cients de Clebsch-Gordan, écrire les états de
base |N, π〉 dans la base des états |J,M〉 appropriée à cette décomposition.

3. D'après l'hypothèse de l'invariance de la force nucléaire par rapport à la symétrie
d'isospin, montrer que la forme générale que prend la matrice de l'opérateur Û
exprimé dans cette base des états |J,M〉, dépend de seulement deux amplitudes
A3/2, A1/2 ∈ C ? Autrement dit,

Û ≡
(
A3/2Îd4 0

0 A1/2Îd2

)
(: par rapport à la décomposition H(N,π) = D3/2⊕D1/2)
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4. On supposera que ces amplitudes A3/2, A1/2, ne dépendent pas de l'énergie. Exprimer
les trois sections e�caces de la �gure (6.5.4), à partir de A3/2, A1/2. Simpli�er ces
expressions dans les cas extrèmes où (a)

∣∣A3/2

∣∣ � ∣∣A1/2

∣∣, (b) ∣∣A3/2

∣∣ � ∣∣A1/2

∣∣, (c)
A3/2 = A1/2.

5. Comme il apparait sur la �gure (6.5.4), l'expérience donne (à la résonance)

σ
(
pπ+ → pπ+

)
= 195mb

σ
(
pπ− → nπ0

)
= 45mb

σ
(
pπ− → pπ−

)
= 23mb

Que déduire sur les amplitudes A3/2, A1/2 ?

6. Dans le même esprit avec lequel nous avons introduit le nucléon et le pion, l'interpré-
tation du �pic de résonance� (i.e. la bosse sur la �gure (6.5.4)) est qu'une particule
intermédiaire est créée, appelée résonance ∆. En mesurant la largeur ∆E, quelle
est la durée de vie de cette particule (utiliser h = 6.5 10−22MeV.s) ? Quel est l'espace
de degré interne d'isospin de cette particule ∆ ? Comment noter les états internes
de cette particule, en faisant apparaitre la charge électrique ?

6.5.4 Règles de sélection et théorème de Wigner-Eckardt

Voici une autre application de la composition de moment angulaires très importante
pour la spectroscopie des atomes.

Nous l'illustrons sur un exemple, montrant le principe d'utilisation.
Considérons un atome isolé. Le spectre des niveaux électronique est constitué d'orbitales

atomiques, notée (n, l,m), comme expliqué sur la �gure 6.4.2.
Maintenant si l'atome est soumis à une onde électromagnétique plane de fréquence ω, la

description faite section 8.2.2, en terme de théorie des perturbations dépendant du temps,
montre que celle-ci est susceptible de créer des transitions entre les orbitales (n, l,m) (en
absorbant ou emmettant un photon). Nous avons établi, eq.(8.2.8,8.2.10), que la probabilité
de transition a = (n, l,m)→ b = (n′, l′,m′) est :

P
(1)
a→b(t) '

I

2ε0c~2
|Dba|2 cos2 θ F (t, ωba ± w)

et est proportionnelle à l'élément de matrice |Dba|2 = e2
∣∣∣〈n′, l′,m′|~̂x|n, l,m〉∣∣∣2, qui fait

intervenir l'opérateur vectoriel de position ~̂x.

6.5.4.1 Règle de sélection

Même si en général les états quantiques orbitales |n, l,m〉 sont di�ciles à calculer dans
un atome à plusieurs électrons, un simple argument de symmétrie, appelé règle de sélec-
tion montre que l'élément de matrice est nul sauf si

l′ = l + 1, ou l′ = l − 1
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(ce résultat est aussi obtenu par un calcul direct en TD). Les transitions possibles dans
le spectre atomique sont schématisée sur la �gure 6.5.5.
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Figure 6.5.5 � Les transitions permisent sont entre les états l′ = l ± 1, donnant des raies
~ωcaractéristiques en spectroscopie.

Voici maintenant l'explication de cette règle de sélection en terme de symétrie. L'élé-
ment de matrice

〈
n′, l′,m′|~̂x|n, l,m

〉
fait intervenir trois objets appartenant à des repré-

sentations irréductibles précises du groupe de rotation SO(3) : les vecteurs |n, l,m〉 ∈ Dl,
|n′, l′,m′〉 ∈ Dl′ et l'opérateur vectoriel ~̂x ∈ D1, comme montré eq.(6.3.9).

L'élément de matrice
〈
n′, l′,m′|~̂x|n, l,m

〉
est le produit scalaire entre le vec-

teur ~̂x|n, l,m〉 ∈ D1 ⊗Dl = Dl−1 ⊕Dl ⊕Dl+1 et le vecteur |n′, l′,m′〉 ∈ Dl′.
Comme des vecteurs appartenant à des représentation irreductibles di�érentes sont

orthogonaux, une condition nécéssaire pour que l'élément de matrice soit non nul est :

l′ = l − 1, ou l′ = l,ou l′ = l + 1

Le deuxième cas l′ = l est exclu à cause du même argument utilisé avec une autre symé-
trie : la symmétrie par inversion ~x→ (−~x), ou symétrie de parité, correspondant au groupe
Z2 = {I,−I}. (C'est une symétrie de l'atome car le potentiel véri�e V (−~x) = V (~x)).
L'opérateur ~̂x est impair (parité −1), et |n, l,m〉 a la parité (−1)l, d'après eq.(6.3.12).
Donc le vecteur ~̂x|n, l,m〉 a la parité − (−1)l. Pour que l'élément de matrice soit non nul,
il est nécéssaire que |n′, l′,m′〉 ait la même parité, donc que (−1)l

′
= − (−1)l. Cela exclue

le cas l′ = l.

6.5.4.2 Théorème de Wigner Eckardt

Voici une formulation qui généralise le paragraphe précédent.
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Dé�nitions :
◦ un opérateur vectoriel est une famille d'opérateurs ~̂O =

(
Ô1, Ô2, Ô3

)
, sur laquelle

agit le groupe de rotation SO(3), et qui sous l'e�et d'une rotation, se transforme
comme un vecteur dans Dl=1. Exemples : ~̂p = (p̂x, p̂y, p̂z), ou ~̂x = (x̂, ŷ, ẑ), ou
~̂J =

(
Ĵx,Ĵy, Ĵz

)
sont des opérateurs vectoriels.

◦ Un opérateur scalaire est un opérateur Ô qui est invariant sous l'e�et d'une
rotation (c'est à dire se transforme comme un vecteur dans Dl=0). Exemples : Ĥ,

ou ~̂L.~̂S sont des opérateurs scalaires.
◦ Plus généralement, un opérateur tensoriel irréductible de rang j est une famille
de (2j + 1) opérateurs notés T̂j ≡

(
T̂j,m”

)
m”=−j→j

sur laquelle agit le groupe SO(3)

de rotation (ou SU(2)), et qui sous l'e�et d'une rotation se transforme comme un
vecteur (à 2j + 1 composantes) de la représentation irréductible Dj.
◦ Plus généralement un opérateur tensoriel est une famille d'opérateurs sur la-
quelle agit le groupe SO(3) de rotation (ou SU(2)), et qui sous l'e�et d'une rota-
tion se transforme comme un vecteur d'une représentation du groupe de rotation,

pas forcément irréductible. Exemple : ~̂L ⊗ ~̂L′ a 9 composantes, et correspond à
D1 ⊗D1 = D0 ⊕D1 ⊕D2.

Eléments de matrices Pour l, l′, l” donnés, supposons qu'il faille calculer des éléments
de matrices 〈l′,m′|T̂l”,m”|l,m〉, où |l′,m′〉 ∈ Dl′ , et |l,m〉 ∈ Dl espaces de repres. irréduc-
tibles, et T̂l” est un opérateur tensoriel irréductible et m = −l→ +l, etc...

Alors T̂l”,m”|l,m〉 ∈ Dl” ⊗Dl =
∑l”+l

k=|l”−l|Dk.

Théorème de Wigner-Eckardt :
Si Dl′ n'est pas présent dans la décomposition Dl”⊗Dl =

∑l”+l
k=|l”−l|Dk, alors les éléments

de matrice 〈l′,m′|T̂l”,m”|l,m〉 sont nuls (c'est la règle de sélection).
Si Dl′ est présent dans la décomposition, alors l'élément de matrice 〈l′,m′|T̂l”,m”|l,m〉 peut
être non nul et s'exprime à l'aide de Coé�cients de Clebsch-Gordan.

Voir [CBF, HB] pour plus de précisions, et des exemples d'utilisations.

6.6 Symétries fondamentales en physique

Il y a de nombreuses symétries dites fondamentales en physiques, car supposées exactes.

6.6.0.3 Le groupe de Poincaré

C'est par exemple l'invariance de la physique par le groupe de Poincaré (translation
dans l'espace-temps et changement de Lorentz de référentiels relativistes), qui est donc
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responsable de la conservation de l'énergie, de la quantité de mouvement, et du moment
angulaire.

On montre que les représentations irréductibles du groupe de Poincaré sont caractérisées
par deux nombres : m et s que l'on interprète comme étant la masse et le spin des
particules élémentaires. (ou hélicité si m = 0). Voir [Ste94] p300. Ce résultat de Wigner
est considéré comme un des résultats majeure du XXe siècle.

6.6.0.4 Autres symétries fondamentales :

◦ Les forces élémentaires sont exprimées par les groupes de Jauges U(2) (pour la force
électro-faible) ou SU(3) pour la force nucléaire forte. Les bosons de Jauges, sont
l'expression des générateurs de ces groupes. Il en résulte des quantités conservées.
La charge électrique est l'une d'entre elles.
◦ Symétrie brisée spontanément, @@
◦ Des indices suggèrent la recherche de nouvelles symétries : exemple la super-
symétrie qui ferait un lien entre les particules de matière (les quarks et les leptons).
cf : http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/grandunification_fr.html
◦ Conservation de la charge, @@

http://public.web.cern.ch/Public/SCIENCE/grandunification_fr.html
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Chapitre 7

Introduction à la théorie de la di�usion

Ce chapitre est pour le moment très incomplet.
Références : [BC89] chap.13, [CBF] chap.8. Cours de MQ de Richard Fitzpatrick sur le

web.
Ref mathématique : R. Melrose �geometric scattering theory� [Mel95], sur sa page web.

Remarques
◦ Noter que en anglais la théorie de la di�usion se dit �scattering theory�. (En
anglais, le terme �di�usion� est réservé pour le phénomène de di�usion de la chaleur,
qui est complètement autre chose).
◦ Concernant la di�usion d'une onde sur un cristal (potentiel périodique), on parle
aussi de �di�raction� . Concernant encore plus spéci�quement une onde plane dif-
fusée sur un potentiel constant par morceaux (ex : lumière sur une plaque d'indice
di�érent), on parle d'onde ré�échie et réfractée. �Ré�exion� et �réfraction� . Ces
phénomènes sont des cas particuliers de la di�usion présentée dans ce chapitre.

7.1 Introduction

La théorie de la di�usion consiste à étudier la collision entre 2 ou plusieurs particules.
Pour le moment, nous allons étudier le cas le plus simple de la collision entre 2 parti-
cules sans spin.

On suppose que l'interaction entre les deux particules est décrite par une énergie po-
tentielle qui ne dépend que de la position relative des 2 particules ~x = ~x2 − ~x1 et est donc
notée :

V (~x2 − ~x1)

où ~x1, ~x2 ∈ R3 sont les positions des particules 1 et 2. On suppose que le potentiel V est à
courte portée. Ce qui signi�e qu'il est nul ou �faible� si |~x2 − ~x1| est grand On verra que
l'hypothèse précise est

V (~x) = o

(
1

|~x|

)
(7.1.1)

289
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Dans l'étude du problème à deux corps isolés, exercice 6.1.1 page 237, nous avons vu
qu'il su�t de décrire le mouvement relatif

~x := ~x2 − ~x1

dans le référentiel du centre de masse et que ce mouvement relatif est a�ecté de la masse
réduite m := m1m2

m1+m2
. Le Hamiltonien est alors

Ĥ =
~p2

2m
+ V (~x)

Par exemple pour la di�usion d'un électron (léger) sur un proton (lourd), on am1 � m2,
donc le centre de masse ~X = 1

m1+m2
(m1~x1 +m2~x2) ' ~x1 est placé sur le proton ~x1 qui est

quasiment immobile en ~x1 = 0, et le mouvement relatif ~x (t) = ~x2− ~x1 = ~x2 décrit celui de
l'électron (m ' m1). Dans ce cas le potentiel est V (~x) = −e2

4πε0|~x| (mais ne décroit pas assez
vite à l'in�ni pour satisfaire l'hypothèse (7.1.1)).

En mécanique quantique, les �particules� sont décrites par des ondes, donc le problème
consiste à décrire la di�usion d'une onde incidente par le potentiel V (~x).
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L'étude des collisions est très importante, car tout d'abord, historiquement, la décou-
verte du monde quantique et des particules s'est faite en étudiant des processus de collision.
Beaucoup d'expériences de physique sont des expériences de collision, ou plus précisément
de di�usion. En cette année 2012 les physiciens des particules ont annoncé la découverte
tant attendue du Boson de Higgs dans les processus de collision au L.H.C.

La théorie qui suit est valable pour la di�usion d'ondes en général. Elle s'adapte donc
pour la di�usion de la lumière, ou du son par exemple.

Nous allons nous restreindre à l'étude des solutions stationnaires, appelée théorie de
la di�usion stationnaire. La question essentielle sera d'exprimer la composante �onde
di�usée�, à partir de la donnée �onde incidente�.

7.2 Amplitude de di�usion f (k, θ, ϕ)

La proposition suivante donne une description des ondes stationnaires d'énergie E. (voir
aussi Melrose [Mel95] Lemme 1.2, )

On va utiliser les coordonnées sphériques ~x ≡ (r, θ, ϕ).

Proposition 7.2.1. Si ψ (~x) est une onde stationnaire d'énergie E = ~2k2

2m
, c'est à dire

véri�ant Ĥψ = Eψ, alors pour r = |~x| � 1 (c'est à dire �en champ lointain�), ψ s'écrit
de façon unique :

ψ (~x) = a− (θ, ϕ)
e−ikr

r︸ ︷︷ ︸
Onde sphérique entrante

+ a+ (θ, ϕ)
e+ikr

r︸ ︷︷ ︸
Onde sph. sortante

+o

(
1

r

)
, r = |~x| , (7.2.1)

où a± (θ, ϕ) appelées amplitudes sphériques entrante/sortante sont des fonctions
des variables angulaires seulement, et o

(
1
r

)
décrit un terme qui décroit plus vite que 1/r

pour r →∞.
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Les deux premiers termes de (7.2.1) s'appellent �ondes sphérique entrantes et sor-
tantes�, car le courant est radial (voir (7.2.10) page 298). Nous appelerons a± (θ, ϕ) les
amplitudes asymptotiques des ondes sphériques entrantes et sortantes.

Démonstration. (Preuve de Eq.(7.2.1)). Pour r = |~x| � 1, loin du lieu de collision, on a
supposé V (~x)→ 0, donc le Hamiltonien s'approxime par

Ĥ ' Ĥ0 + o

(
1

|~x|

)
, Ĥ0 =

~p2

2m
= − ~

2

2m
∆

qui est celui d'une particule libre. On a

Ĥψ = Eψ ⇔ − ~
2

2m
∆ψ =

~2k2

2m
ψ + o

(
1

r

)
ψ ⇔ ∆ψ = −k2ψ + o

(
1

r

)
ψ (7.2.2)

En coordonnées sphériques ~x ≡ (r, θ, ϕ), le Laplacien s'écrit

∆ψ =
1

r

∂2 (rψ)

∂r2
+

1

r2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2ψ

∂ϕ2

)
(voir cours de mathématiques de M1[Fau10b]). Si on écrit ψ (r, θ, ϕ) = R (r) a (θ, ϕ), (7.2.2)
donne

∆ψ =
1

r

d2 (rR)

dr2
a+ o

(
1

r

)
= −k2Ra

⇔d2 (rR)

dr2
= −k2 (rR) + o (1)
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Cette équation du deuxième ordre est celle de l'oscillateur harmonique et a deux solutions
indépendantes rR (r) = e±ikr + o (1), soit

R (r) =
e±ikr

r
+ o

(
1

r

)

Remarque : (*)

◦ En coordonnées cartésiennes, le Laplacien s'écrit ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 , et il est naturel
de considérer les ondes planes :

ψ~p (~x) = ei
~p.~x
~ = ei

~k~x, ~p = ~~k ∈ R3,

qui sont fonctions propres de Ĥ0 :

Ĥ0ψ~p = Eψ~p, E =
~p2

2m
=
~2k2

2m
: énergie

et forment une base de l'espace quantique L2 (R3) (d'après la théorie de la transfor-
mée de Fourier). Le spectre est dégénéré car à une énergie E donnée, correspondent
toutes les ondes planes t.q. ~p ∈ R3 est sur la sphère de rayon |~p| =

√
2mE. L'espace

propre d'énergie E noté EE est donc de dimension in�nie et ces ondes planes en
forme une base. Mais cette base n'est pas unique. L'écriture (7.2.1) est une écriture
asymptotique générale pour une onde dans l'espace EE.

A�n d'illustrer la formule précédente (7.2.1), considérons pour ψ, le cas particulier une onde
plane d'énergie E se propageant dans la direction de l'axe z. Une onde plane correspond
à une particule libre c'est à dire à une situation sans potentiel V . La proposition suivante
donne sa décomposition en ondes sphériques. Le résultat montre que l'onde entrante vient
uniquement de la direction θ = π et que l'onde sortante (aussi appelée onde transmise)
part dans la direction θ = 0. Cela n'est pas étonnant.
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Proposition 7.2.2. �Amplitudes sphériques d'une onde plane en champ loin-
tain�. Une onde plane selon z peut s'écrire :

eikz = a+ (θ)
e+ikr

r
+ a− (θ)

e−ikr

r
+ o

(
1

r

)
(7.2.3)

avec a− (θ) =
(2π)

k
δ (θ − π) , (7.2.4)

a+ (θ) =
(−2π)

k
δ (θ) . (7.2.5)

où δ est la distribution de Dirac. Plus généralement, pour le problème libre (i.e. sans
potentiel V , Ĥ = Ĥ0), les amplitudes asymptotiques a+ et a− sont reliées par la relation :

a+ = −P̂a− (7.2.6)

où P̂ : C (S2)→ C (S2) est l'opérateur de parité dé�ni par
(
P̂a
)

(θ, ϕ) = a (P (θ, ϕ)) avec

la transformation de parité, en coordonnées sphériques, P : (θ, ϕ)→ (π − θ, ϕ+ π).
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Remarquer que les amplitudes a± (θ) sont indépendantes de ϕ (en e�et eikz est invariant
par rotation autour de z).

Démonstration. (*) En coordonnées sphériques z = r cos θ l'onde plane s'écrit :

eikz = eikr cos θ

On cherche à simpli�er cette expression en champ lointain, c'est à dire sur une sphère de
rayon r �xé et très grand r � 1. Il s'agit d'une fonction de la forme eiϕ(θ) avec une phase
ϕ (θ) = kr cos θ. On a ϕ′ (θ) = −kr sin θ qui est non nul sauf si θ = 0, π. Cela signi�e
que cette fonction de phase oscille très vite (pour r � 1) sauf en θ = 0, π. D'après le
�théorème de la phase non stationnaire� (voir formulaire @@), on déduit que eiϕ(θ) est
négligeable pour θ 6= 0, π (précisément o

(
1
rN

)
pour tout N , aus sens des distributions). Il

nous reste à calculer la valeur de eikz en θ = 0, π. Pour cela on utilise le �théorème de la
phase stationnaire� (voir formulaire @@). La petite di�culté ici est que ces deux points
θ = 0, π sont mal décrit par les coordonnées sphériques (θ, ϕ). Près de ces points, on va
plutot utiliser les coordonnées (x̃, ỹ) x̃ := x/r = sin θ cosϕ et ỹ = y/r = sin θ sinϕ et
s'intéresser au voisinage du point (x̃, ỹ) = (0, 0). On a alors

eikz ' eiϕ

avec

ϕ = kz = k
(
r2 − x2 − y2

)1/2
= kr

(
1− x̃2 − ỹ2

)1/2

' kr

(
1− 1

2
x̃2 − 1

2
ỹ2 + o

(
x̃2, ỹ2

))
Les dérivées sont

∂ϕ

∂x̃
= −krx̃, ∂ϕ

∂ỹ
= −krỹ,

∂2ϕ

∂x̃2
=
∂2ϕ

∂x̃2
= −kr.

On observe en e�et que la phase est stationnaire (∂ϕ = 0) en x̃ = ỹ = 0. Si f (x̃, ỹ) est une
�fonction test� non nulle près de ce point on a au premier ordre dΩ ' dx̃dỹ et on écrit la
formule de la phase stationnaire 1 (@@) :∫

S2

eiϕfdΩ =

∫∫
eiϕ(x̃,ỹ)fdx̃dỹ

= eiϕ(0,0)f (0, 0)

−i√2π(
∂2ϕ
∂x̃2

)
1/2−i√2π(

∂2ϕ
∂ỹ2

)
1/2

= eikrf (0, 0)
(−2π)

kr

1.
∫
eiλϕ(x)u (x) dx =

(
±i
√
2π

d2ϕ

dx2 (0)

)
u (0) +O

(
1
λ

)
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Ainsi près du point θ = 0 (revenant en coordonnées sphériques)

eikz ≡ eikrδ (θ)
(−2π)

kr
=
eikr

r
a+ (θ)

avec a+ (θ) = (−2π)
k
δ (θ). On fait le même calcul au voisinage du point θ = π pour trouver

a− (θ). (détailler @@).

Remarque : dans la plupart des livres de physique on trouve l'expansion exacte de eikz

à l'aide des polynomes de Legendre 2. Il est possible de retrouver (7.2.3) à partir de cette
expansion. On n'a pas eu besoin de cela ici. Il nous semble que l'argument de la phase
staionnaire est plus adapté et plus clair.

Une onde sphérique entrante ne correspond pas à une situation expérimentale habi-
tuelle. Dans une situation expérimentale, l'onde entrante est plus souvent modélisée par
une onde plane incidente. Cela amène à la dé�nition suivante :

Dé�nition 7.2.3. En théorie de la di�usion stationnaire, on cherche une solution de
l'équation Ĥψ = Eψ, d'énergie E = ~2k2

2m
, telle que en champ lointain r � 1,

ψ (~x) = eikz︸︷︷︸
ψinc

+ f (k, θ, ϕ)

(
eikr

r

)
︸ ︷︷ ︸

ψdiff

+o

(
1

r

)
(7.2.7)

formé d'une onde incidente et transmise selon l'axe z notée ψinc., et d'une onde
sphérique sortante di�usée, notée ψdiff.. La fonction f (k, θ, ϕ) s'appelle amplitude
de di�usion et est unique.

2. Dans les livres, on trouve

a+ (θ) = −1

2

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl (cos θ) , a+ (θ) =
i

2

∞∑
l=0

(−1)
l
(2l + 1)Pl (cos θ) .

Voir [BC89, (6.86),(6.77)] pour resommer.
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Remarques :
◦ on note aussi ~k′ := k ~x

r
le vecteur d'onde di�usé dans la direction (θ, ϕ). Alors f est

une fonction de ~k′ :
f
(
~k′
)

:= f (k, θ, ϕ)

◦ D'après (7.2.3), les amplitudes d'ondes sphériques de ψ, equ. (7.2.7) sont

a− (θ) = −(2π)

k
δ (θ − π) , a+ (θ, ϕ) =

(2π)

k
δ (θ) + f (k, θ, ϕ) . (7.2.8)

Le terme δ (θ) correspond à l'onde transmise vers l'avant.

Rappel sur le courant de probabilité :

Proposition 7.2.4. Pour une onde quantique ψ (~x, t) quelconque, la densité de proba-
bilité (non normalisée) est donnée par

P (~x, t) := |ψ (~x, t)|2

On a l'équation de conservation de la probabilité

∂P

∂t
+ div~j = 0. (7.2.9)

où la densité de courant de probabilité est dé�ni par

~j (~x, t) := <
(
ψ (~x, t)

(
~̂vψ (~x, t)

))
et ~̂v := ~̂p

m
= − i~

m
~∇ est �l'opérateur vitesse�.
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Démonstration. En e�et, en supposant V (~x) est réel,

∂P

∂t
= 2<

(
ψ∂tψ

)
= 2<

(
ψ (~x)

(
−i
~
Ĥψ

)
(~x)

)
= 2<

(
ψ (~x)

(
−i~
2m

(
−∇2

)
ψ

)
(~x)

)
= −~∇<

(
ψ (~x)

(
−i~
m

~∇ψ
)

(~x)

)
= −div~j

Remarques :
◦ D'après (7.2.9) le champ de vecteur ~j (~x, t) caractérise donc le déplacement de la

densité de probabilité de l'onde ψ. Si d2~s est un élement de surface alors
(
d2~s.~j

)
est la probabilité de traverser cette surface par unité de temps.
◦ Pour commenter (7.2.9), on rappelle aussi la �formule de transport� : si φt : R3 →
R3 est le �ot au temps t engendré par le champ de vecteur ~j, si V0 est un volume
initial (ensemble de points) quelconque qui évolue au temps t en Vt := φt (V0) et si
Qt :=

∫
Vt
P (~x, t) d3~x est la probabilité de trouver la particule dans le volume Vt à

l'instant t alors (livre de Majda p.6)

dQt

dt
=

∫
Vt

(
∂P

∂t
+ div~j

)
d3~x

Ainsi 0 = dQt
dt

pour tout volume V0 est équivalent à (7.2.9).
Le résultat suivant montre un exemple de calcul de courant de probabilité.

Proposition 7.2.5. Pour les ondes incidentes ψinc = eikz et di�usées ψdiff =

f (k, θ, ϕ)
(
eikr

r

)
intervenant dans (7.2.7), les courants de probabilité sont respectivement :

~jinc. (~x) =
~
m
~k, ~jdiff. (~x) =

~
m

∣∣∣f (~k′)∣∣∣2
r2

k~ur, (7.2.10)

Remarque 7.2.6. le courant total di�usé sur la sphère de rayon r est 4πr2︸︷︷︸
surface

 jdiff. = 4π
~
m

∣∣∣f (~k′)∣∣∣2 k
est bien indépendant de r.
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Démonstration. (*) En coordonnées cartésiennes, ~∇ψinc. =
(
∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
eikz = (0, 0, ik) eikz

donc

~jinc (~x) = <
(
ψinc.

(
−i~
m

(
~∇ψinc

)))
=
~
m

(0, 0, k) =
~
m
~k

En coordonnées sphériques (r, θ, ϕ), (voir cours de math [Fau10b]), le gradient est

~∇ψdiff =

(
∂ψ

∂r
,
1

r

∂ψ

∂θ
,

1

r sin θ

∂ψ

∂ϕ

)
donc (en ne gardant que les termes réels)

~jdiff (~x) = <
(
ψdiff.

(
−i~
m

(
~∇ψdiff

)))

=
~
m

(
k |ψdiff |2 , 0, 0

)
=
~
m

∣∣∣f (~k′)∣∣∣2
r2

k~ur

Dé�nition 7.2.7. La section e�cace di�érentielle est

dσ

dΩ

(
~k′
)

:=

(
r2
∣∣∣~jdiff ∣∣∣)∣∣∣~jinc.∣∣∣ =

∣∣∣f (~k′)∣∣∣2 (7.2.11)

(la deuxième égalité vient de (7.2.10)). La section e�cace totale est

σtot :=

∫
S2

(
dσ

dΩ

)
dΩ (7.2.12)

Remarque : D'après cette dé�nition, dσ est la probabilité de di�user vers l'élement de
surface r2dΩ, normalisé par le courant de probabilité incident

∣∣∣~jinc.∣∣∣. D'après (7.2.11), dσ
dΩ

et σtot ont l'unité d'une surface. L'interprétation est que le potentiel V a un e�et di�useur
comme une objet de surface équivalente e�ective σtot (et de même dσ est la surface
équivalente qui ferait di�user dans l'angle solide dΩ).
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7.3 Approximation de Born

La description précédente est très générale et s'applique à tout potentiel V qui décroit
pour r → ∞ mais arbitraire près de l'origine. En général il est très di�cile (voire impos-
sible) de calculer les solutions de l'équation de Schrödinger stationnaire, et en particulier
l'amplitude de di�usion f de Eq.(7.2.7). Cependant, dans le cas de l'absence de potentiel,
V = 0, il n'y a pas de di�usion, f = 0, donc pour un potentiel très �faible�, on peut calculer
l'amplitude de di�usion, en utilisant la théorie des perturbations stationnaires. Le résultat
obtenu s'appelle l'approximation de Born.

Proposition 7.3.1. �Approximation de Born� . Pour un potentiel V faible, au premier
ordre dans la théorie des perturbations, l'amplitude de di�usion est

f
(
~k′
)
' − 1

4π

∫
R3

ei(
~k−~k′).~x′U (~x′) d3~x′ (7.3.1)

avec U (~x) = 2m
~2 V (~x) avec ~k′ = (k, θ, ϕ) (en coord. sphériques) le vecteur d'onde di�usé.

En fait f
(
~k′
)
prend une forme encore plus simple pour des potentiel à symétrie sphé-

rique U (r), appelés potentiels centraux, voir TD. Voir aussi le TD pour le calcul explicite
de sections e�caces di�érentielles et totales, pour certains potentiels à symétrie sphérique.

Démonstration. (*) On souhaite résoudre

Ĥψ = Eψ

avec Ĥ = Ĥ0 + V , Ĥ0 = p2

2m
. On sait que l'onde plane ψinc. = eikz est solution de Ĥ0ψinc =



7.3. APPROXIMATION DE BORN 301

Eψinc. Alors (
Ĥ − E

)
ψ +

(
Ĥ0 − E

)
ψinc = 0

⇔ V ψ +
(
Ĥ0 − E

)
(ψ − ψinc) = 0

⇔ ψ = ψinc −
(
Ĥ0 − E

)−1

V ψ

Dans cette dernière équation, appelée équation de Lipmann-Schwinger, on a utilisé
l'inverse 3 de l'opérateur

(
Ĥ0 − E

)
qui n'est pourtant pas inversible. En fait il est inversible

pour z ∈ (C\R+), et on considère ici la limite z → E ∈ R+.
En première approximation (cad en négligeant le potentiel V ), on a ψ(0) = ψinc. Ensuite

à l'ordre 1 on a l'expression de ψ dans l'approximation de Born :

ψ(1) = ψinc −
(
Ĥ0 − E

)−1

V ψ(0)

= ψinc −
(
Ĥ0 − E

)−1

V ψinc (7.3.2)

(On peut continuer et obtenir l'approximation de Born à l'ordre n : ψ(n) = ψinc −(
Ĥ0 − E

)−1

V ψ(n−1), mais rien ne garantit que cette suite converge !).

Le noyau de Schwartz 4 de la résolvante, appelée fonction de Green de Ĥ0, est 5

lim
z→E
〈~x|
(
Ĥ0 − z

)−1

|~x′〉 =

(
~2

2m

)
e±ik|~x

′−~x|

4π |~x′ − ~x|

Les signes ± dépendent de la limite utilisée pour approcher E ∈ R (par le demi-plan
= (E) > 0 ou = (E) < 0). Donc avec l'approximation de Born (7.3.2) :

ψ(1) (~x) = ψinc (~x)−
∫
〈~x|
(
Ĥ0 − E

)−1

|~x′〉V (~x′) 〈~x′|ψinc〉 d3~x′

= eikz −
∫

e±ik|~x
′−~x|

4π |~x′ − ~x|
U (~x′) eikz

′
d3~x′

En champ lointain, r = |~x| � |~x′| alors

|~x− ~x′|2 = ~x2 − 2~x~x′ + ~x′2 = r2

(
1− 2~x~x′

r2
+
~x′2

r2

)
3. De façon générale, l'opérateur inverse

(
Ĥ0 − E

)−1
est appelé la résolvante de Ĥ0.

4. Pour un opérateur Â, les éléments de matrice dans la base position forment une fonction K (~x, ~x′) =
〈~x|Â|~x′〉 appelée noyau de Schwartz de l'opérateur.

5. Comme Ĥ0 =
(

~2

2m

)
(−∆), il s'agit de la fonction de Green G de l'opérateur Laplacien sur R3

. Ce

résultat est standard :

G =
eik|x−y|

4π |x− y|
Voir (A.1.3) dans l'appendice.
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donc (comme (1 + x)1/2 = 1 + 1
2
x+ o (x))

|~x− ~x′| = r

(
1− ~x~x′

r2

)
+O

(
~x′2

r

)
= r +O (1)

Donc

e±ik|~x
′−~x| ' e±ikre∓ik

~x~x′
r = e±ikre∓i

~k′~x′ , ~k′ = k
~x

r
.

Ainsi, comme eikz
′
= ei

~k~x′ ,

ψ(1) (~x) ' eikz − e±ikr

4πr

∫
e∓i

~k′~x′U (~x′) ei
~k~x′d3~x′

= eikz + f (k, θ, ϕ)

(
eikr

r

)
où on a gardé la solution sortante e+ikr et avec

f (k, θ, ϕ) = − 1

4π

∫
ei
~∆~x′U (~x′) d3~x′, ~∆ = ~k − ~k′.

Remarques :
◦ Le résultat de Born (7.3.1) montre que au premier ordre, l'amplitude de di�usion

f
(
~k′
)
est directement reliée à la Transformée de Fourier du potentiel U (~x).

D'après la théorie des transformées de Fourier, on peut donc reconstruire le potentiel
par une transformée de Fourier inverse. Cela s'appelle le problème inverse.
◦ Par exemple si le potentiel est périodique, (ce qui est le cas en cristallographie, où
l'on fait di�user une onde quantique de neutron ou une onde électromagnétique de
type rayon X, sur un cristal) alors l'amplitude de di�usion est la T.F. d'une fonction
périodique, et d'après la théorie des séries de Fourier, c'est un réseau périodique de
distributions de Dirac δ

(
~kn

)
appelé réseau réciproque. (C'est en e�et le réseau

dual du réseau cristallin). On retrouve ainsi la théorie de la di�raction de Bragg
[AM76].

@@ Mettre �gure de réseau réciproque pour crital et quasi cristal (= par déf le réseau
réciproque est discret). @@

Exercice 7.3.2. @@ à developper @@ Si le potentiel U (~x) est une somme de distributions
de Dirac sur le réseau LZ3 (cad cristal cubique de période L, ex : or, cuivre, fer austérite,
diamant), montrer que les pics de di�usion sont en

L~∆ =
(
~k − ~k′

)
L = 2π~m, ~m ∈ Z3

appelés �condition de Laue� (1914). La résolution graphique de cette équation est la
suivante et utilise la �sphère d'Ewald� (1921).

Dans le cas courant d'une poudre de petits monocristaux, on moyenne sur les directions.
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7.4 Opérateur de di�usion, la matrice Ŝ

Re-considérons le problème général de la di�usion sans faire l'approximation de Born.
Nous rappelons un résultat simple mais fondamental que nous avons obtenu qui est la dé-
composition (7.2.1) d'une onde stationnaire en amplitudes entrantes et sortantes a± (θ, ϕ),
en champ lointain r � 1.

Le résultat suivant montre que ces deux amplitudes sont reliées entre elles.

Proposition 7.4.1. A k > 0 �xé, l'amplitude de l'onde sortante a+ (θ, ϕ) s'exprime à par-
tir de l'amplitude a− (θ, ϕ) par un opérateur unitaire appelé opérateur de di�usion
ou matrice S :

Ŝ (k) :

{
L2 (S2) → L2 (S2)

a− (θ, ϕ) → a+ (θ, ϕ) =
(
Ŝ (k) a−

)
(θ, ϕ)

Remarques :
◦ Le produit scalaire sur L2 (S2) est

∫∫
S2 a (θ, ϕ) b (θ, ϕ) dΩ, avec dΩ = sin θdθdϕ,

l'unitarité de l'opérateur s'écrit donc :

‖a+‖ =
∥∥∥Ŝ (k) a−

∥∥∥ = ‖a−‖

⇔
∫∫

S2

|a+ (θ, ϕ)|2 dΩ =

∫∫
S2

|a− (θ, ϕ)|2 dΩ (7.4.1)

La propriété d'unitarité traduit donc la conservation de la probabilité lors de
la di�usion (et cela apparait clairement dans la preuve ci-dessous).
◦ Dans le cas �particule libre�, c'est à dire avec un potentiel nul V = 0, on a vu d'après
equ.(7.2.6) que l'opérateur de di�usion s'exprime à partir de l'opérateur parité :

Ŝ (k) = −P̂

◦ En général (potentiel V non nul), d'après l'expression (7.2.8), l'amplitude de di�u-
sion f (k, θ, ϕ) peut s'exprimer à partir de l'opérateur de di�usion par l'expression
suivante :

f (k, θ, ϕ) = −(2π)

k

(
Ŝ (k) δ (θ − π)

)
− (2π)

k
δ (θ) (7.4.2)

◦ Connaissant le potentiel V (~x) qui détermine le processus de collision, le problème
général en théorie de la di�usion consiste à trouver l'expression de cet opérateur
de di�usion Ŝ (k).
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◦ Expérimentalement, on envoit une onde incidente a− et on observe l'onde sortante
a+. Plus précisément on détecte la distribution de probabilité |a+ (θ, ϕ)|2. On a
donc accès à l'opérateur de di�usion Ŝ (k). Un problème important est de trouver
les lois des forces d'interaction modélisées par le potentiel V (~x), responsables de
cette collision. En d'autres termes, un problème important est de résoudre ce que
l'on appelle le �problème inverse� : déterminer le potentiel V (~x), à partir de la
connaissance de la matrice Ŝ (k) de di�usion.

Démonstration. (*) (de la proposition 7.4.1). Par dé�nition même d'un opérateur unitaire,
il faut montrer la conservation de probabilité, Eq.(7.4.1). Pour cela on utilise la relation
(7.2.9) qui traduit la conservation de la probabilité. On considère la sphère Sr de rayon
r � 1. On note Br la boule de rayon r. L'équation de conservation de la probabilité (7.2.9)
intégrée sur la boule Br, et tenant compte du fait que ∂P

∂t
= 0 (en régime stationnaire)

donne

0 =

∫
Br

div
(
~j
)

=

∫
Sr

~j.d2~s (7.4.3)

Or d'après (7.2.1) et (7.2.10) le courant a deux composantes (entrante et sortante)

~j = ~j+ +~j−

avec ~j± = ± ~
m

∣∣∣a± (~k′)∣∣∣2
r2

k~ur

On a
∫
Sr
~j±.d

2~s = ± ~
m
k
∫
sr

∣∣∣a± (~k′)∣∣∣2 dΩ donc la conservation de la probabilité (7.4.3)
donne ∫∫

S2

|a+ (θ, ϕ)|2 dΩ =

∫∫
S2

|a− (θ, ϕ)|2 dΩ

Montrant que Ŝ (k) est unitaire. (@@ En fait il reste à montrer que Ŝ est bien une appli-
cation cad que pour toute donnée entrante a− il y a une solution, et inversement).

7.5 Théorie des ondes partielles pour les potentiels cen-
traux

On va supposer maintenant une hypothèse simpli�catrice qui est que le potentiel V (~x)
est invariant par rotation, donc de la forme V (r), r = |~x|. On dit que c'est un potentiel
central ou potentiel à symétrie sphérique.

Rappels : D'après la théorie des harmoniques sphériques, voir Théorème 6.3.1 page
262, sous l'action du groupe des rotations, l'espace L2 (S2) se décompose en espaces de
représentations irréductibles :

L2
(
S2
)

= ⊕∞l=0Dl
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et Yl,m (θ, ϕ), m = −l . . . + l et l �xé forment une base de l'espace Dl. Donc les fonctions
Yl,m (θ, ϕ) avec l = 0, 1 . . .∞, m = −l,−l + 1, . . . + l forment une base de l'espace des
fonctions a (θ, ϕ) ∈ L2 (S2). Par conséquent dans cette base on peut exprimer l'opérateur
de di�usion Ŝ (k) par une matrice (in�nie) dont les éléments sont :

(S (k))(l′,m′),(l,m) = 〈Yl′,m′|Ŝ (k)Yl,m〉

Nous allons voir que pour les potentiels V à symétrie sphérique, cette matrice est très
simple : la di�usion sur un potentiel central se fait de façon indépendante pour chaque
moment angulaire l, i.e. dans chaque espace Dl. On appelle cela un �canal de di�usion�. De
plus dans chaque canal l la matrice de di�usion est caractérisée par une seule phase δl.

Plus précisément,

Proposition 7.5.1. Si V (r) est un potentiel à symétrie sphérique alors l'opérateur de
di�usion est de la forme très simple :

Ŝ (k) = ⊕∞l=0e
isl(k)ÎdDl

c'est à dire qu'il est diagonal dans la base Yl,m,

〈Yl′,m′ |Ŝ (k)Yl,m〉 = eisl(k)δl′,lδm′,m

avec l'amplitude eisl(k) qui dépend de l seulement. Dans le cas V = 0, on a eisl(k) = (−1)l+1.
Pour cette raison, on décide d'écrire en général :

eisl(k) = (−1)l+1 ei2δl

où δl est appelé le déphasage.

Argument heuristique utilisant principe d'incertitude : (voir TD) On a δl ' 0

si l � k.a (ou
∣∣∣~L∣∣∣ � ‖~p.a‖). en particulier à basse énergie, k → 0, seul le mode l = 0 est

signi�catif. C'est la �di�usion isotrope� ou �di�usion s�.
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Exemple : en TD, on calcule les déphasages δl pour un potentiel central constant par
morceaux.

Démonstration. La symétrie sphérique se traduit par la relation

R̂Ŝ (k) R̂−1 = Ŝ (k) , ∀R̂ opérateur de rotation.

⇔
[
Ŝ (k) , R̂

]
= 0

et d'après le Lemme de Schur page 266, sur l'espace L2 (S2) = ⊕∞l=0Dl (formé de repres.
irreduc. non équivalentes) on déduit que Ŝ (k) = ⊕∞l=0λkÎDl avec λk ∈ C. Finalement le
fait que Ŝ (k) est unitaire s'écrit Ŝ+ = Ŝ−1. Or Ŝ+ = ⊕∞l=0λkÎDl et Ŝ

−1 = ⊕∞l=0 (λk)
−1 ÎDl

donc λk = λ−1
k ⇔ |λk|

2 = 1. Donc λk est de module 1, et on peut choisir de l'écrire sous la
forme λk = eisl(k).

Dans le cas V = 0 (pas de potentiel), on a vu en (7.2.6) que l'opérateur de di�usion
est Ŝ = −P̂ . Or P̂Ylm = (−1)l Ylm donc P̂|Dl = (−1)l Î et Ŝ|Dl = (−1)l+1 Î. On déduit que
eisl = (−1)l+1.

Proposition 7.5.2. Si V (r) est un potentiel à symétrie sphérique, la section e�cace
totale dé�ni en (7.2.12) s'écrit :

σtot =
∞∑
l=0

σl

avec la �section e�cace partielle des ondes l� donnée par :

σl =
4π (2l + 1)

k2
sin2 (δl)

Démonstration. (*) On a vu en (7.4.2) que l'amplitude de di�usion est donnée par

f (k, θ) = −(2π)

k

(
Ŝ (k) δ (θ − π)

)
− (2π)

k
δ (θ)

(indépendante de ϕ en symétrie sphérique). Notons P̂l : L2 (S2)→ Dl le projecteur ortho-
gonal sur l'espace Dl (des harmoniques sphériques à l �xé). La relation de fermeture s'écrit
ÎL2(S2) = ⊕lP̂l. Dans le cas de la symétrie sphérique on a P̂lŜ (k) = eisl(k)P̂l donc

f (k, θ) = −(2π)

k

∑
l

P̂l

((
Ŝ (k) δθ=π

)
+ δθ=0

)
= −(2π)

k

∑
l

(
eislP̂lδθ=π + P̂lδθ=0

)
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Par parité,
(
P̂lδθ=π

)
(θ) = (−1)l

(
P̂lδθ=0

)
(θ). Par ailleurs δθ=0 est indépendant de ϕ donc

se projette seulement sur m = 0 :(
P̂lδθ=0

)
(θ) = 〈θ, ϕ|Yl0〉〈Yl0|0, 0〉 = Yl0 (θ, ϕ)Yl0 (0, 0)

Donc

f (k, θ) = −(2π)

k

∑
l

(
eisl (−1)l + 1

)
Yl0 (θ, ϕ)Yl0 (0, 0)

Finalement d'après (7.2.11) la section e�cace totale est

σtot =

∫
S2

|f (k, θ)|2 dΩ =
(2π)2

k2

∑
l

∣∣∣eisl (−1)l + 1
∣∣∣2 |Yl0 (0, 0)|2

Pour éliminer les termes non diagonaux
∑

l′ 6=l, on a utilisé la relation d'orthogonalité
des harmoniques sphériques 〈Yl′m′ |Ylm〉 = δl′,lδm′,m. On utilise maintenant que |Yl0 (0)| =(

2l+1
4π

)1/2
et que ∣∣∣eisl (−1)l + 1

∣∣∣2 =
∣∣−ei2δl + 1

∣∣2 =
∣∣e−iδl − eiδl∣∣2

= 4 sin2 δl

Alors

σtot =
(2π)2

k2

∑
l

(
4 sin2 δl

)(2l + 1

4π

)
=

4π

k2

∑
l

(2l + 1) sin2 δl
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Chapitre 8

Méthodes d'approximation ; résolution
approchée

Sur l'intérêt des méthodes d'approximation :
◦ Certaines sont parfois indispensables, sans cela le problème serait insoluble.
◦ Certaines permettent de comprendre aussi le phénomène en termes simples, ou de
mettre en évidence l'essentiel d'un phénomène.

On s'e�orcera de bien préciser les conditions de validité de chaque méthode.
Pour simpli�er la discussion, il y a deux grands types de problèmes que l'on cherche

à résoudre en mécanique quantique : étant donné un Hamiltonien Ĥ associé au système
étudié,

1. Problème stationnaire : si Ĥ est indépendant du temps,trouver les valeurs propres
(niveaux d'énergie) et vecteurs propres (modes stationnaires), c'est à dire résoudre
l'équation de Schrödinger stationnaire Ĥψ = Eψ. Voir Section 1.5.4 page 53.

2. Problème d'évolution (non stationnaire) : étant donné un état ψ (0) à la date
t = 0, calculer son évolution ψ (t) à d'autres dates t, c'est à dire résoudre l'équation
de Schrödinger dépendant du temps i~dψ/dt = Ĥψ.

Remarque : Les deux problèmes ne sont pas indépendants et sont même reliés en prin-
cipe. Le problème 2 découle du problème 1, voir p.53. Le problème 1 découle du problème
2 par transformée de Fourier. Mais cela reste en principe car la solution n'est pas toujours
très explicite. De plus les relations sont moins évidentes lorsque l'on a des solutions ap-
proximatives seulement. Qualitativement, il est correct de penser, en invoquant le principe
d'incertitude ∆t∆E ' ~ (page 91) que une erreur ∆E sur les valeurs propres permet de
connaitre l'évolution d'un état seulement pour des temps t ≤ ∆t = ~

∆E
, et inversement.

8.1 Théorie des perturbations stationnaires

Pour un problème stationnaire ou non stationnaire, l'idée est de séparer le Hamiltonien
en deux parties : Ĥ = Ĥ0 + λĤ1, telles que l'on sache résoudre le problème pour Ĥ0, et

309
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que λĤ1 est considéré comme une petite correction (limite λ→ 0). On appelle l'opérateur
Ĥ1 la perturbation. Ainsi on exprime les solutions du problème par un développement
limité en λ.

Plus précisément :

Problème posé : Dans la théorie des perturbations stationnaires, le problème est de
trouver les vecteurs propres ψn (λ) et valeurs propres En (λ) d'un Hamiltonien :

Ĥ (λ) |ψn (λ)〉 = En (λ) |ψn (λ)〉 : inconnus (8.1.1)

sachant que
Ĥ (λ) = Ĥ0 + λĤ1

où λ ∈ R, λ � 1 est très petit, Ĥ0 = Ĥ (0) est un opérateur dont on connaît le spectre,
supposé discret et noté :

Ĥ0|n〉 = εn|n〉, n ≥ 0

avec |n〉, n ∈ N les vecteurs propres formant une base orthonormée et εn les valeurs étant
classées par ordre croissant :

ε0 ≤ ε1 ≤ ε2 ≤ . . . connues

Ĥ1 est un autre opérateur appelé perturbation que l'on connait par ses éléments de
matrice dans la base |n〉 :

〈n′|Ĥ1|n〉, , n′, n ≥ 0 : connus

En résumé on cherche des formules pour les valeurs propres En (λ) et les composantes des
vecteurs propres ψn (λ) dans la base |n〉 pour λ� 1 :

En (λ) , 〈n′|ψn (λ)〉 : inconnus

Remarque sur les dégénérescences Il se peut que N valeurs propres consécutives
soient égales à une même valeur ε :

ε = εn = εn+1 = . . . = εn+N−1

Dans le cas N ≥ 2 on dit que la valeur propre ε est dégénérée de multiplicité N .
Au contraire si εn−1 < εn < εn+1 on dit que εn est non dégénérée ou valeur propre

simple.
La situation de dégénérescence (N ≥ 2) peut paraître exceptionnelle. Elle apparaît ce-

pendant assez souvent due à des symétries (i.e. invariance par un groupe non commutatif).
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C'est le cas bien connu du spectre de l'atome d'hydrogène, où la symétrie est l'invariance
par le groupe de rotation, voir chapitre 6.

Mais une dégénérescence dans le spectre peut aussi apparaître sans raison de symétrie.
On peut en trouver en modi�ant convenablement des paramètres externes à Ĥ0.

8.1.1 Cas de niveaux non dégénérés

On présente ici la méthode dite de Rayleigh-Shrödinger.
Voir �gure 8.1.1.

E
1

E
2

E
3

λ

Ε

Figure 8.1.1 � Schéma des valeurs propres non dégénérées En(λ). La théorie des pertur-
bations exprime le développement limité de En(λ) en λ ' 0.

Proposition 8.1.1. �Perturbation d'un niveau non dégénéré�. Si εn est une valeur
propre non dégénérée de Ĥ0 (n est �xé ici) alors on peut écrire pour λ� 1 :

En (λ) = εn + λE(1) + λ2E(2) + . . .

|ψn (λ)〉 = |n〉+ λ|ψ(1)〉+ λ2|ψ(2)〉+ . . .

où les premières corrections sont données par

E(1) = 〈n|Ĥ1|n〉 : correction 1er ordre à l'énergie (8.1.2)

〈n′|ψ(1)〉 =
〈n′|Ĥ1|n〉
εn − εn′

, n′ 6= n : correction 1er ordre au vecteur propre

et 〈n|ψ(1)〉 = 0.

E(2) =
∑
n′ 6=n

∣∣∣〈n′|Ĥ1|n〉
∣∣∣2

εn − εn′
: correction 2ème ordre à l'énergie (8.1.3)
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Remarques :
◦ Le vecteur |ψ(1)〉 s'exprime donc par ses composantes :

|ψ(1)〉 =
∑
n′ 6=n

|n′〉〈n′|ψ(1)〉 =
∑
n′ 6=n

|n′〉〈n′|Ĥ1|n〉
εn − εn′

◦ Pour le niveau fondamental ε0 alors (ε0 − εn′) < 0 donc E(2) ≤ 0. Par conséquent
E0 (λ) = ε0 + λE(1) + λ2E(2) est une fonction concave. Voir �gure 8.1.2.

ε0

λ

0ε  +λΕ (1)

0
(1) 2ε  +λ Ε     +λ   Ε (2)

Ε 1er ordre

2eme ordre

ordre 0

Figure 8.1.2 � Pour le niveau fondamental, E0(λ) est une fonction concave.

◦ (*) On peut calculer les termes à tout ordre. Mais cela devient compliqué. Il y a
d'autres façon d'écrire le développement, plus maniables, utilisant la résolvante de
Ĥ0, cf méthode de Brillouin-Wigner, cf Ballentine [L.E90] p.268 ou messiah [Mes64].
On peut aussi utiliser des représentations graphiques des termes développés, appelé
diagramme de Feynman (très utiles en théorie quantique des champs).

Démonstration. On a déjà remarqué que le vecteur propre est dé�ni à une constante près,
page 46. Comme |ψn (0)〉 = |n〉, on peut �xer ce choix en imposant :

〈n|ψn (λ)〉 = 1

Ce choix entraîne que ∀λ,

1 = 〈n|ψn (λ)〉 = 〈n|n〉+ λ〈n|ψ(1)〉+ . . . = 1 + λ〈n|ψ(1)〉+ . . .

donc :

〈n|ψ(i)〉 = 0, i = 1, 2 . . .

Il su�t maintenant de ré-écrire eq.(8.1.1) :(
Ĥ0 + λĤ1

) (
|n〉+ λ|ψ(1)〉+ . . .

)
=
(
εn + λE(1)+

) (
|n〉+ λ|ψ(1)〉+ . . .

)
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de développer l'équation et d'identi�er les coe�cients 1 de λi pour i = 0, 1, . . .. Cela donne :

λ0 : Ĥ0|n〉 = εn|n〉
λ1 : Ĥ0|ψ(1)〉+ Ĥ1|n〉 = εn|ψ(1)〉+ E(1)|n〉
λ2 : Ĥ0|ψ(2)〉+ Ĥ1|ψ(1)〉 = εn|ψ(2)〉+ E(1)|ψ(1)〉+ E(2)|n〉

...

Ensuite, on projette les équations sur les vecteurs non perturbés |n′〉, (cad que l'on
multiplie par 〈n′| et sachant que Ĥ0|n′〉 = εn′ |n′〉), donnant :

Pour λ1 :
εn′〈n′|ψ(1)〉+ 〈n′|Ĥ1|n〉 = εn〈n′|ψ(1)〉+ E(1)〈n′|n〉

en particulier pour n′ = n :

E(1) = 〈n|Ĥ1|n〉 : correction 1er ordre à l'énergie

et pour n′ 6= n :

〈n′|ψ(1)〉 =
〈n′|Ĥ1|n〉
εn − εn′

, n′ 6= n : correction 1er ordre au vecteur propre

Pour λ2, on projette de même sur |n〉 :

εn〈n|ψ(2)〉+ 〈n|Ĥ1|ψ(1)〉 = εn〈n|ψ(2)〉+ E(1)〈n|ψ(1)〉+ E(2)

donc E(2) = 〈n|Ĥ1|ψ(1)〉 =
∑

n′ 6=n
〈n|Ĥ1|n′〉〈n′|ψ(1)〉 soit :

E(2) =
∑
n′ 6=n

∣∣∣〈n′|Ĥ1|n〉
∣∣∣2

εn − εn′
: correction 2ème ordre à l'énergie

8.1.2 Exemple : vibration anharmonique d'un atome

références : Cohen [CBF]Complément AXI p.1100, Bransden [BC89]p.363.
Supposons qu'un atome de masse m vibre à une dimension x autour de sa position

d'équilibre. Il se trouve donc dans un puits de potentiel V (x), illustré sur la �gure (2.2.1)
page 99.

Nous avions e�ectué l'approximation linéaire (ou Harmonique) en ne gardant que la
partie quadratique du potentiel, V (x) = 1

2
kx2. Nous allons traiter ici le terme suivant

correctif de eq.(2.2.1), par la théorie des perturbations.

1. On utilise le fait que si une série 0 = S (λ) = s0 + s1λ+ s2λ
2 + . . . est nulle alors chaque coe�cient

si = 0 est nul. La preuve est que 0 = diS
dsi (0) = s0, mais aussi 0 = S′ (0) = s1 etc
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Pour simpli�er l'exposé, nous allons supposer que le terme suivant en x3 est nul, et ne
traiter que le terme en x4.

La dynamique de la particule est donc décrite par le Hamiltonien :

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
kx̂2 + λx̂4 (8.1.4)

Pour appliquer la théorie des perturbations ci-dessus, on pose

Ĥ0 =
p̂2

2m
+

1

2
kx̂2

dont on connaît déjà le spectre, c'est l'oscillateur Harmonique.
Le terme de perturbation est

λĤ1 = λx̂4

à condition que λ� 1.
Noter que si λ < 0, le potentiel n'est pas con�nant, et le spectre est alors non discret.

La théorie précédente ne s'applique que pour λ ≥ 0.
On s'intéresse au niveau fondamental E0 qui est non dégénéré.
Rappels sur l'oscillateur Harmonique : on a Ĥ0|0〉 = ε0|0〉 avec

ε0 =
1

2
~ω

〈x|0〉 =
1

(πσ2)1/4
exp

(
− x2

2σ2

)

σ =

(
~
mω

)1/2

On déduit que la correction au premier ordre est d'après (8.1.2)

E(1) = 〈0|Ĥ1|0〉 =

∫
dx〈0|x̂4|x〉〈x|0〉

=

∫
dx x4 |〈x|0〉|2 =

1

(πσ2)1/2

∫
e−

x2

σ2 x4dx =
3

4
σ4

(c'est une intégrale Gaussienne, cf ??).
et au deuxième ordre d'après (8.1.3) :

E(2) =
∑
n′ 6=0

∣∣∣〈n′|Ĥ1|0〉
∣∣∣2

ε0 − εn′
= . . . = −21

8

σ8

~ω

(Le calcul plus compliqué, se fait grâce à l'algèbre des opérateurs a, a+. Il faut exprimer
|n′〉, Ĥ1 = x̂4 à partir de a+ et |0〉).

Et l'on a au �nal
E0 = ε0 + λE(1) + λ2E(2) + . . .

Voir �gure 8.1.3, où ce résultat est comparé à un résultat exact obtenu de façon numérique.
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λ
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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0.5
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E

 Exact (numérique)

perturbation
2ème ordre

λ

Ε(λ)

Figure 8.1.3 � E0(λ) pour eq(8.1.4). ~ = 1, m = 1, ω = 1.

8.1.3 Cas de niveaux dégénérés

Proposition 8.1.2. �Perturbation d'un niveau dégénéré�. Supposons que la valeur
propre ε de Ĥ0 soit dégénérée avec la multiplicité N . On note |n, i〉, i = 1, . . . , N des
vecteurs propres associés à cette valeur propre ε et orthogonaux entre eux. Autrement dit,
ces N vecteurs forment une base o.n. de l'espace propre dégénéré, noté Hε, qui est un
espace de dimension N .
Alors au premier ordre, les N vecteurs propres de Ĥ noté |ψ(0)

k 〉,k = 1 . . . N appartiennent
à cet espace Hε. Leurs composantes ψik = 〈n, i|ψ(0)

k 〉,i = 1, . . . , N et leur énergie no-

tée
(
ε+ λE

(1)
k

)
sont solution de �l'équation aux valeurs propres� de la matrice N × N

d'éléments Hi,j := 〈n, i|Ĥ1|n, j〉 c'est à dire :∑
j

Hi,jψ
j
k = E

(1)
k ψik ∀i, k = 1, . . . , N

En général, on s'attend à ce que les corrections à l'énergie E(1)
k ,k = 1 . . . N soient di�é-

rentes c'est à dire que la perturbation enlève la dégénérescence. Lorsque la dégénérescence
est due à une symétrie, il faut pour cela que le terme Ĥ1 ne respecte pas cette symétrie.
Voir �gure 8.1.4.

Remarques :
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E1

E3

λ

Ε
E

E

E
2,1

2,2

2,3

Dégénérescence

ε

Figure 8.1.4 � La dégénérescence en λ = 0 de multiplicité N = 3 est levée par la pertur-
bation.

◦ Ce résultat simple a de nombreuses applications, voir TD :
� TD : Molécule H-Cl dans un champ électrique : rotateur rigide, cf Bransden

[BC89] p531-533.
� TD : E�et Starck, champ électrique sur atome H. polarisabilité.
� TD : Structure �ne de l'atome H, à mentionner ou TD?,
� Structure hyper�ne : cf Cohen Chapitre XII.
� TD : exemple : Oscillateur harmonique 2D isotrope, perturbé par ...

Démonstration. On cherche à décrire la modi�cation de la valeur propre ε pour λ 6= 0. On
écrit comme ci-dessus :

E (λ) = ε+ λE(1) + λ2E(2) + . . .

|ψ (λ)〉 = |ψ(0)〉+ λ|ψ(1)〉+ λ2|ψ(2)〉+ . . .

(cette fois ci, on introduit |ψ(0)〉 car il n'y a pas de raison que |ψ (λ)〉 → |n, i〉 si λ→ 0. Le
vecteur |ψ(0)〉 est inconnu). On obtient à nouveau

λ0 : Ĥ0|ψ(0)〉 = ε|ψ(0)〉
λ1 : Ĥ0|ψ(1)〉+ Ĥ1|ψ(0)〉 = ε|ψ(1)〉+ E(1)|ψ(0)〉

...

On projette la première équation (λ0) sur les états |n′〉 /∈ Hε, εn′ 6= εn, donnant :

(εn′ − ε) 〈n′|ψ(0)〉 = 0

donc 〈n′|ψ(0)〉 = 0. Ainsi le vecteur |ψ(0)〉 ∈ Hε appartient à l'espace propre dégénéré. Ce
vecteur inconnu est caractérisé par ses N composantes〈n, i|ψ(0)〉,i = 1, . . . , N . On projette
la deuxième équation (λ1) sur le vecteur de base |n, i〉 ∈ Hε :

ε〈n, i|ψ(1)〉+ 〈n, i|Ĥ1|ψ(0)〉 = ε〈n, i|ψ(1)〉+ E(1)〈n, i|ψ(0)〉
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ainsi :
〈n, i|Ĥ1|ψ(0)〉 = E(1)〈n, i|ψ(0)〉, ∀i = 1, . . . , N

qui s'écrit
N∑
j=1

〈n, i|Ĥ1|n, j〉〈n, j|ψ(0)〉 = E(1)〈n, i|ψ(0)〉, ∀i = 1, . . . , N

8.2 Théorie des perturbations dépendant du temps

référence : Bransden [BC89] p410-426 : théorie et Bransden p494-492 : application.
On va ici illustrer la théorie des perturbations dépendant du temps, en étudiant un

atome avec un électron soumis à une onde électromagnétique extérieure, dans l'approxi-
mation dipolaire électrique. Voir �gure 8.2.1. On cherche à décrire l'évolution résultante
de l'atome dans le cadre de la mécanique quantique.

En particulier, on observera si l'atome absorbe de l'énergie du champ ou si au contraire
il perd de l'énergie.

Ce problème rentre dans le cadre très général de l'étude des interactions entre le rayon-
nement et la matière.

charges
atomiques

Onde plane incidente

E

k

x

B

Figure 8.2.1 � Action d'une onde plane incidente sur un atome : il se met à osciller dans
la direction du champ électrique incident.

8.2.1 Rappels sur l'approximation dipolaire électrique

8.2.1.1 Onde plane

ref : Cohen T p.1300 [CBF].
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Une onde plane dans le vide, de vecteur d'onde ~k, de fréquence ω est décrite par les
champs électriques et magnétiques :

~E(~x, t) = <
(
~E~k,ωe

−iωtei
~k~x
)
, ~E~k,ω ∈ C

3 (8.2.1)

~B(~x, t) = <
(
~B~k,ωe

−iωtei
~k~x
)
, ~B~k,ω ∈ C

3

avec les contraintes (portant sur les vecteurs complexes) :

c =
ω∣∣∣~k∣∣∣∣∣∣~B∣∣∣ =

1

c

∣∣∣~E∣∣∣
~B =

1

c

 ~k∣∣∣~k∣∣∣ ∧ ~E


E

B

k

Il reste comme paramètre libre les deux phases du vecteur complexe ~E~k,ω dans le plan

orthogonal à ~k. Ces deux phases décrivent la polarisation du champ électromagnétique.
Par exemple polarisation Droite/Gauche ou rectiligne y/z.

Le champ ~B oscille donc avec le champ ~E.

8.2.1.2 Forces électriques et magnétiques

On remarque le facteur 1/c pour l'intensité du champ ~B par rapport au champ ~E. Cela
a la conséquence suivante : pour une particule de charge q, de vitesse v, l'intensité des
forces électriques et magnétiques sont respectivement : FE = qE, FB =

∣∣∣q~v ∧ ~B
∣∣∣ = qvB =

q v
c
E = FE.

(
v
c

)
.

Donc pour des vitesses non relativistes v � c, la force magnétique est négligeable :

FB � FE

on ne gardera donc que la force électrique ~FE = q ~E(~x, t) s'exerçant sur l'atome.
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8.2.1.3 Approximation dipolaire électrique

Une approximation supplémentaire est que le champ ~E (~x, t) peut être considéré comme
uniforme près de l'atome, dans les cas qui vont nous intéresser.

La fonction d'onde subit à l'instant t un champ électrique quasiment uniforme (i.e
indépendant de ~x) dont la valeur est celle à la position ~x0 de l'atome :

~E(~x, t) ' ~E(~x0, t)

Cette approximation n'est pas valable pour les longueurs d'ondes trop petites, c'est à
dire à partir des rayons X.

La force électrique dérive alors d'un potentiel scalaire H1 linéaire :

~FE = −
−−→
grad (H1) = q ~E(~x0, t)

H1 (~x, t) = −q ~x. ~E(~x0, t) = − ~D. ~E(~x0, t)

où ~D = −q ~x est appelé le moment dipolaire électrique de l'atome à un électron.

Dans cette approximation dipolaire le Hamiltonien de l'électron s'écrit :

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1(t)

avec

Ĥ0 =
p̂2

2m
− Ze2

(4πε0)
∣∣∣~̂x∣∣∣ : Hamiltonien non perturbé

Ĥ1(t) = −q ~̂x. ~E(t) : perturbation dépendant du temps

= Ŵeiωt + Ŵ+e−iωt

avec :
Ŵ = −1

2
q~̂x.~E~k,ωe

−i~k~x0

On a utilisé (8.2.1):

~E (t) = ~E(~x0, t) = <
(
~E~k,ωe

−iωtei
~k~x0

)
=

1

2

(
~E~k,ωe

iωte−i
~k~x0 + adjoint

)
, ~E~k,ω ∈ C

3

Remarque :
◦ Dans l'expression de Ŵ ci-dessus l'opérateur est seulement ~̂x.
◦ Une dérivation plus rigoureuse de l'expression de Ĥ à partir de l'expression eq.(3.2.4)
est donnée dans Cohen T [CBF], page.1298.
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8.2.2 E�et d'une onde cohérente ; transitions dans le spectre dis-
cret

Supposons que à l'instant t = 0, l'atome soit dans un état

|ψ(t = 0)〉 = |ψa〉

qui est un des états stationnaires du spectre discret de Ĥ0 :

Ĥ0|ψk〉 = Ek|ψk〉

On suppose que le champ électromagnétique (8.2.1) apparaît pour t > 0, et que son action
est assez faible pour le traiter comme une perturbation.

8.2.2.1 Question :

Quelle est l'expression de l'évolution de l'état |ψ(t)〉 pour t > 0 ? (à exprimer dans
la base |ψk〉k des états stationnaires de Ĥ0).
En particulier, quelle est la probabilité de transition vers un autre état |ψb〉 du spectre
discret :

Pa→b (t) = |〈ψb|ψ(t)〉|2 =?

Ea

Eb

a,bP    (t)?

8.2.2.2 Réponse :

pour cela on décompose |ψ(t)〉 dans la base propre de Ĥ0 :

|ψ(t)〉 =
∑
k

|ψk〉 e−iEkt/~︸ ︷︷ ︸ ck (t)︸ ︷︷ ︸
Evolution sous Ĥ0, Coef inconnu
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où ck(t) ∈ C sont des composantes inconnues.
A t = 0 on a

ck(0) = δk,a (8.2.2)

On a aussi :
1 = 〈ψ(t)|ψ(t)〉 =

∑
k

|ck(t)|2

et
Pa→b (t) = |〈ψb|ψ(t)〉|2 = |cb(t)|2

Pour pouvoir considérer le champs ~E comme une perturbation, on remplace ~E par
~E = λ ~E0 dans l'expression de Ĥ, avec λ un paramètre sans dimension, et ~E0 un champ
�xe. On écrit aussi Ĥ1(t) = −q ~̂x. ~E0(t), et

Ĥ(t) = Ĥ0 + λĤ1(t)

Cela nous permet juste de faire des développements limités pour λ → 0. L'équation de
Schrödinger

d|ψ(t)〉
dt

=

(
− i
~
Ĥ(t)

)
|ψ(t)〉

donne alors :

∑
k

|ψk〉e−i
Ekt

~

(
− i
~
Ekck +

dck
dt

)
= − i

~

(
Ĥ0 + λĤ1(t)

)(∑
k

|ψk〉e−i
Ekt

~ ck

)

=
∑
k

e−i
Ekt

~ ck

(
− i
~
Ek|ψk〉 −

i

~
λĤ1(t)|ψk〉

)
soit en multipliant par 〈ψb| :

dcb(t)

dt
= −λ i

~
∑
k

ck(t) e
−iEkt~ ei

Ebt

~ 〈ψb|Ĥ1(t)|ψk〉 (8.2.3)

On notera l'élément de matrice de la perturbation :

Hb,k(t) = 〈ψb|Ĥ1(t)|ψk〉

et la fréquence de Bohr :

ωb,k =
Eb − Ek
~

L'équation (8.2.3) est rigoureusement équivalente à l'équation de Schrödinger. On peut
la développer en puissances de λ. On pose :

ck(t) = c
(0)
k + λc

(1)
k + λ2c

(2)
k + . . . (8.2.4)
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Cela donne :

λ0 :
dc

(0)
b

dt
= 0

λ1 :
dc

(1)
b

dt
= − i

~
∑
k

c
(0)
k (t) eiωb,ktHb,k(t)

...

La résolution tenant compte des conditions initiales (8.2.2), donne :

c
(0)
b (t) = δb,a

c
(1)
b (t) = − i

~

∫ t
0
eiωb,at

′
Hb,a(t

′) dt′ etc

donc au premier ordre |cb (t)|2 = λ2
∣∣∣c(1)
b (t)

∣∣∣2 et la réponse à la question est :

P
(1)
a→b(t) =

λ2

~2

∣∣∣∣∫ t

0

eiωb,at
′
Hb,a(t

′) dt′
∣∣∣∣2 , b 6= a

Pour l'application qui nous concerne, λH1 (t) = Weiωt +W+e−iωt. Donc pour a 6= b,

P
(1)
a→b(t) =

1

~2

∣∣∣∣Wb,a

∫ t

0

eiΩ+t′dt′ +W †
b,a

∫ t

0

eiΩ−t
′
dt′
∣∣∣∣2

avec
Ω± := ωb,a ± ω : désaccord de fréquences

Ensuite, on utilise les formules suivantes :∫ t

0

eiΩt
′
dt′ =

eiΩt − 1

iΩ
,

Soit

F (t,Ω) :=

∣∣∣∣eiΩt − 1

iΩ

∣∣∣∣2 =

{
4 sin2(Ωt

2 )
Ω2 : si Ω 6= 0
t2 : si Ω = 0

(8.2.5)

On a
∫
FdΩ = 2πt et

F (t,Ω) −→ 2πtδ (Ω) , pour t→∞ (8.2.6)

Voir �gures 8.2.2 et 8.2.3.
On obtient donc :

P
(1)
a→b(t) =

1

~2

∣∣∣∣Wba
eiΩ+t − 1

Ω+

+W+
ba

eiΩ−t − 1

Ω−

∣∣∣∣2 (8.2.7)

dont l'allure est donné sur la �gure 8.2.4.
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i

j

Ω

F

2

0
2π/ t

t  

Figure 8.2.2 � Graphe de F (t,Ω) à t �xé, voir eq(8.2.5). Noter que la largeur du pic est
de l'ordre de 1/t.

Figure 8.2.3 � Graphe de F (t,Ω), voir eq(8.2.5).



324CHAPITRE 8. MÉTHODES D'APPROXIMATION ; RÉSOLUTION APPROCHÉE

ω
0

P   (t)a,b
1/t

−ω
b,a

+ω
b,a

Figure 8.2.4 � Allure de P (1)
a→b(t) à t �xé et en fonction de ω, fréquence de l'onde incidente.

Pour 1 � ωabt, les deux pics centraux provenant de chaque terme de (8.2.7) sont bien
séparés.

Remarque 8.2.1. Dans le cas qui nous intéresse, |ωab| > 1012Hz dans l'infrarouge, le visible
ou l'ultraviolet, et la durée t du pulse de radiation, est su�samment grande pour avoir
|ωb,at| � 1, et donc une bonne séparation des deux termes de eq(8.2.7).

Remarque 8.2.2. En fait la décroissance est mauvaise (en 1/Ω2) et cela est dû à l'allumage
brutal du terme de perturbation (c'est le phénomène de Gibbs). La décroissance serait bien
meilleure si la perturbation apparait et disparait de façon progressive en temps (de façon
C∞).

Ainsi P (1)
a→b(t) est important que si l'un ou l'autre des dénominateurs est proche de zéro,

c'est à dire si ω ' ±ωb,a, et alors :

P
(1)
a→b(t) '

|Wba|2

~2
F (t,Ω) (8.2.8)

Voir �gures 8.2.5,8.2.2, montrant la croissance de Pab(t) et ses oscillations si il y a
désaccord de fréquences.

8.2.2.3 Interprétation des résonances :

Supposons ω > 0 (car la situation est symétrique). La résonance se produit pour ω =
±ωb,a = ±Eb−Ea

~ soit Eb = Ea± (~ω). Cela signi�e qu'il y a une transition préférentielle de
l'état Ea vers un état Eb si Eb = Ea ± (~ω).

1. Dans le cas Eb = Ea + ~ω > Ea, l'atome a gagné l'énergie ~ω de la part du
champ électromagnétique classique.

2. Dans le cas Eb = Ea − ~ω > Ea l'atome a cédé l'énergie ~ω au champ élec-
tromagnétique classique.

Finalement, on a retrouvé les relations de Bohr (1913).
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i

j

abP   (t)

Ω2~1/

ab
Ω=ω−ω   = 0si

t

si Ω=ω−ω   = 0
ab

Figure 8.2.5 � Allure de la probabilité de transition P (1)
a→b(t), à Ω = ω − ωa,b �xé, selon

que Ω 6= 0 ou Ω = 0. Dans ce dernier cas, le résultat est valable tant que Pab(t)� 1.

Remarque
◦ Si on traitait le champ par la mécanique quantique [CTDRG87, CTDRG88], dans
le cadre de l'électrodynamique quantique (Q.E.D.), on montrerait dans le cas 1) que
l'atome a absorbé un photon d'énergie ~ω, et dans le cas 2) on montrerait
que l'atome a émit un photon d'énergie ~ω. C'est le phénomène d'émission
stimulée.
◦ Les résultats que nous venons d'obtenir sont très analogues aux phénomène de
résonance en mécanique classique linéaire (résonances et battements). C'est le même
phénomène ici retrouvé dans le cadre des états quantiques.
◦ On a |Wab| = |Wba| montrant que dans cette description, le processus d'absorption
et émission stimulée ont la même probabilité. En réalité ce n'est par vrai, et la
di�érence se calcule dans le cadre de la Q.E.D. qui considère le champ comme un
système dynamique.
Néanmoins, il est possible de calculer cette di�érence sans rentrer dans la complexité
de la Q.E.D.. C'est l'argument d'Einstein qui utilise des considérations de physique
statistique pour la dynamique du champ et de l'atome. Il montre alors la nécessité
du phénomène d'émission spontanée qui est que l'atome peut transiter de Eb vers
Ea < Eb en émettant un photon , même en l'absence de champ extérieur.
Ce phénomène a un équivalent classique : la radiation de Larmor d'une charge
accélérée.
Cf Bransden p499-501. @@ (à rédiger ici).

8.2.2.4 Expression de |Wba|2

La probabilité de transition Pab(t) eq(8.2.8), dépend de l'élément de matrice :

Wba = 〈ψb|
e

2
~̂x.~E~k,ω|ψa〉
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On note ~Dba = −e〈ψb|~̂xψa〉 les éléments de matrice de l'opérateur moment dipolaire
électrique ~D = −e ~x, et θ l'angle entre ~Dba et ~E. L'intensité de l'onde incidente I est
obtenue par la norme du vecteur de Poynting ~S = c2ε0

~E ∧ ~B :

I = �ux d′énergie incident =
〈∣∣∣~S∣∣∣〉 =

ε0c

2

∣∣∣~Eω

∣∣∣2 : intensité de l′onde incidente

Alors :

|Wba|2 =
1

4

∣∣∣~E~k,ω

∣∣∣2 ∣∣∣ ~Dba

∣∣∣2 cos2 θ (8.2.9)

=
I

2ε0c

∣∣∣ ~Dba

∣∣∣2 cos2 θ (8.2.10)

Le résultat (8.2.10) montre que l'in�uence du champ ~E sur l'atome est directive à cause
du terme cos2 θ : l'absorption d'énergie ou l'émission d'énergie se fait de façon privilégiée
si le moment dipolaire électrique ~Dba est parallèle à ~E. Voir �gure (8.2.6).

D

E θ

Atome

Figure 8.2.6 �

Nous discuterons au chapitre suivant le terme |Dab|2qui est souvent nul pour des raisons
de symétries. (règles de sélections).

8.2.3 E�et d'une onde incohérente

Nous supposons toujours l'atome soumis à l'in�uence d'une onde électromagnétique à
partir de t = 0. Mais maintenant, nous supposons l'onde incohérente, c'est à dire que
c'est une superposition d'onde planes de di�érentes fréquences ω, (avec des déphasages
aléatoires).

C'est le cas de la lumière émise par une ampoule par exemple, où cette lumière est la
superposition de nombreux trains d'ondes provenant de la désexcitation indépendantes de
nombreux atomes.

Au contraire un faisceau cohérent (dans une certaine limite) est produit par un dispositif
LASER.
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Du fait de l'indépendance statistique des ondes planes composant un faisceau incohérent,
on somme les probabilités (et non pas les amplitudes).

8.2.3.1 Question :

Dans le cas d'un faisceau incident incohérent, contenant des fréquences proches de
ωab, quelle est la probabilité de transition de l'état atomique |ψa〉vers un autre état
|ψb〉 du spectre discret :

P inc
a→b (t) =?

8.2.3.2 Réponse

On a

P inc
a→b(t) =

∫ ∞
0

Pab(t) dω

on utilise (8.2.8), (8.2.6) et (8.2.10), donnant :

P inc
ab (t) =

2π

~2
|Wba|2 t =

πI

~2cε0

cos2 θ |Dab|2 t

où I est l'intensité de l'onde incidente à la fréquence ωab.
qui n'est valable bien sûr tant que P � 1 (car on utilise la théorie de perturbation qui

suppose cela). La croissance P inc
ab (t) est donc linéaire. (Alors que Pab (t) était quadratique

dans le cas cohérent).
On dé�ni :

Tab =
dP inc

ab

dt
=

2π

~2
|Wba|2 = constante : taux de transition

et

σab =
Tab
I

(~ωab) : section efficace d′absorption

Si la radiation incidente est non polarisée et isotrope, c'est à dire si les trains d'ondes
ont des polarisations et directions indépendantes, on obtient :

Tab =
I

3~2cε0

|Dab|2

Démonstration. Il faut faire la moyenne sur les directions. @@
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t

a−bP     (t)inc

linéaire

Figure 8.2.7 � Loi linéaire de la transition induite par un faisceau incohérent.

Exercice (TD) : @@ Bransden p508, la loi de somme de Thomas Reiche Kuhn.

8.2.3.3 Loi de décroissance

@@
Bransden p509, distribution Lorentzienne, partie imaginaire de E.

8.2.4 Transition vers les continuum ; La photo-ionisation ; E�et
photoélectrique

On considère toujours le même modèle que précédemment, mais cette fois ci, on s'inté-
resse à la transition de l'état fondamental d'énergie Ea (état lié) vers un état du continuum
d'énergie Eb � Ea, qui est un état non lié, où l'électron de l'atome est libéré et part, voir
�gure 1.5.2, page 56.

Dans l'état �nal, l'atome est donc ionisé.
On notera

ρ(E) =
dn

dE
: densité de niveaux du continuum par unité de volume

la densité de niveau qui est le nombre de niveaux par intervalle d'énergie et unité de volume,
que l'on supposera constante autour de Eb.

On supposera aussi |Wab|2 constante autour de Eb.
Voir �gure 8.2.8.
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b a
E  =E  + h ω

E
a

Transition

Continuum

Fondamental

. 
. 

. 
.

Figure 8.2.8 �

Question : En sommant sur les probabilités P inc
a→b(t) (somme sur les états �naux

b), donner Pa→cont(t) qui est la probabilité de ionisation de l'atome ?

Solution

Pa→cont =
∑
b

P inc
a→b(t)

=

∫
P inc
a→b(t) ρ(E) dE car dn =

dn

dE
dE = ρ(E) dE

Donc, comme dE
dΩ

= ~, Pa→cont = ~
∫
P inc
a→b(t) ρ(E)dΩ,

Pa→cont(t) = ρ(Eb)
2π

~
|Wab|2 t

Le taux de transition est

Ta→cont =
dPa→cont(t)

dt
= ρ(Eb)

2π

~
|Wab|2

Ce dernier résultat s'appelle la règle d'or de Fermi.

8.2.4.1 Remarques

◦ Noter que cette probabilité est proportionnelle au temps t (tant que Pa→cont � 1
bien sûr), et aussi proportionnelle à la densité de niveaux ρ(Eb).
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t

linéaire

a−contP         (t)

Figure 8.2.9 � Loi linéaire de la transition induite par un faisceau cohérent vers un conti-
nuum d'états.

◦ (TD) Si l'énergie cinétique �nale est très supérieure à l'énergie potentielle alors
E ' p2

2m
comme pour une particule libre. La densité de niveaux est (voir TD, ou

chapitre 1 @@) :

ρ(E) =
dn

dE
=

2π

h3
(2m)V p

où V est le volume où se trouve la particule libérée (V grand et n'apparaîtra pas à
la �n).
on obtient alors @@ (Bransden p519), pour la section e�cace di�érentielle d'io-
nisation (section e�cace par unité d'angle solide) :

dσ

dΩ
(ω) = 32α

~
mω

(
Z

k aa

)5

cos2 θ

Pour un faisceau non polarisé, on obtient :

dσ

dΩ
(ω) = 16α

~
mω

(
Z

k aa

)5

sin2 Θ

où Θ est l'angle entre ~k et l'axe de faisceau incident.
◦ La section e�cace totale (intégrée sur toutes les directions) est :

σ(ω) =
16π
√

2

3
α

(
Z

a0

)5( ~
mω

)7/2

◦ courbes expérimentales @@
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E

Atomeonde incidente

θ

k

electron éjecté

Figure 8.2.10 � Di�usion de l'onde électromagnétique polarisée rectiligne, sur un atome,
éjectant un électron dans le vecteur impulsion ~k.

θ

z

Θ

(b)(a)

Faisceau

incident

Polarisé non

polarisé

Figure 8.2.11 � Distribution angulaire de probabilité de l'électron éjecté lors de l'ionisa-
tion, dans le cas (a) d'un faisceau polarisé selon z
ou (b) d'un faisceau non polarisé.
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Exercices
◦ TD : Photo-désintégration du deuton, Bransden p520 @@
◦ TD : Théorie élémentaire de la constante diélectrique ε(ω).

8.3 Méthodes variationnelles

8.3.1 Méthode variationnelle pour problèmes stationnaires

ref : Ballentine [L.E90]p.270.
Le résultat que nous allons montrer est très simple, mais très utile dans de nombreux

problèmes de physique quantique, où il est impossible de connaître la solution exacte.

8.3.1.1 Propriété

Théorème 8.3.1. L'énergie fondamentale de l'opérateur Ĥ est donnée par

E0 = min
φ∈H,φ 6=0

〈φ|Ĥ|φ〉
〈φ|φ〉

(8.3.1)

c'est à dire E0 est le minimum de l'énergie moyenne obtenue sur tous les états
quantiques possibles.

Démonstration. si le spectre de Ĥ est : Ĥ|ψn〉 = En|ψn〉, on a |φ〉 =
∑

n |ψn〉〈ψn|φ〉, et E0 ≤ En
donc :

〈φ|Ĥ|φ〉 =
∑
n

En |〈φ|ψn〉|2 ≥ E0

∑
n

|〈φ|ψn〉|2 = E0〈φ|φ〉

Donc E0 ≤ 〈φ|Ĥ|φ〉〈φ|φ〉 . Dans le cas de l'état fondamental φ = ψ0, on a égalité.

�
Cette propriété ne dit en fait rien d'autre que : la moyenne d'une série de nombre est

plus grande que le plus petit des nombres de cette série.

8.3.1.2 Méthode variationnelle

Dans un problème où l'on cherche à estimer l'état fondamental |ψ0〉 et l'énergie E0 d'un
Hamiltonien Ĥ :

1. On choisit un famille d'états quantiques |φµ〉 appelée famille d'essai, dépendant
d'un paramètre µ, ou de plusieurs paramètres.
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2. On calcule Eµ = 〈φµ|Ĥ|φµ〉
〈φµ|φµ〉 et on cherche la valeur µ∗ qui rende Eµ minimum. Voir

�gure 8.3.1.

3. On �espère� alors que |φµ∗〉 sera une bonne approximation de l'état fondamental
|ψ0〉 inconnu, et que Eµ∗ sera une bonne approximation de son énergie E0.

E

E
0

∗

Ε ∗

µ

µ

µ µ

Figure 8.3.1 � Illustre la méthode variationnelle : Pour estimer E0, on recherche le mini-
mum de Eµ = 〈φµ|Ĥ|φµ〉/〈φµ|φµ〉 en fonction de µ.

Remarque 8.3.2. Dans de nombreux problèmes importants (ex.. théorie B.C.S. de la su-
praconductivité) cette méthode est irremplaçable et correspond souvent à la �théorie du
champ moyen�. Cependant la di�culté est de choisir la �bonne� famille d'essai sur des
critères d'arguments physiques (pour bien approcher E0), et aussi de calculabilité (il faut
pouvoir calculer la moyenne). Souvent les calculs se font à l'ordinateur.

8.3.1.3 Exemple : vibration anharmonique d'un atome (TD)

On reprend l'exemple (8.1.4) page 314, avec

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
kx̂2 + λx̂4

pour λ > 0, il est impossible de calculer analytiquement l'état fondamental.
Pour la fonction d'onde d'essai, il est naturel de choisir une fonction gaussienne nor-

malisée, de largeur variable σ, voir (1.1.6), page 22 :

〈x|ψσ〉 =
1

(πσ2)1/4
exp

(
− x2

2σ2

)

Calcul de l'énergie moyenne :

Eσ = 〈ψσ|Ĥ|ψσ〉 =

∫ +∞

−∞
dx

[
− ~

2

2m

(
−1/σ2 + x2/σ4

)
+

1

2
kx2 + λx4

]
1

(πσ2)2 exp

(
−x

2

σ2

)
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C'est une intégrale Gaussienne (A.1.2), et donne :

Eσ = ~
√
k

m

(
w

4
+

1

4w
+

3

4
g

1

w2

)
avec

w =
~

σ2
√
km

> 0

et

g =
~2λ

km
> 0

Recherche du minimum de Eσ On observe que pour w → 0 ou w → +∞, alors
Eσ → +∞. Cela garantit l'existence d'un minimum de la fonction E (w), que l'on trouve
en écrivant :

dE

dw
= 0

⇔ w3 − w − 6g = 0

C'est une équation du troisième degré.
Posons

G = 35g2

Alors si G > 1, la solution est

w =
1√
3

(
α +

1

α

)
α =

√
G+
√
G− 1

et si 0 ≤ G ≤ 1 la solution est

w =
2√
3

cos
(ϕ

3

)
cosϕ =

√
G

Résultats numériques et observations On pose Evariat. = E (wmin). Comparons à la
solution exacte (numérique avec ~ = 1, m = 1, k = 1), tracée sur la �gure 8.1.3.

λ 0 0.1 1 10 100

Eexact 0.5 0.55915 0.8038 1.5050 3.1314
Evariat. 0.5 0.5603 0.8125 1.53125 3.19244

δE = Evar. − Eexact 0 0.0012 0.0087 0.026 0.06

cf programme plan.cc
On remarque que les résultats sont bons, avec une faible erreur, et d'autant meilleurs

que λ → 0. Cela tient du fait que la fonction d'onde d'essai est la solution exacte pour
λ = 0.
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Exercices (suggestions) TD : États électron. de l'hélium par th. perturbation 1er ordre,
et methode variationnelle. Tenir compte du spin, cf Sakurai p369.

Ex : excitons en puits quantiques, cf livre Singh p300.
Approx particules indépend pb dépendant du temps et états coh. donnant la mécanique

classique.
TD : modèle de Friedrichs et applications.

8.3.1.4 (*) Formule du minimax

La formule suivante généralise la formule (8.3.1) qui donnait l'état fondamental.

Théorème 8.3.3. Si Ĥ est un opérateur autoadjoint dont le spectre de valeurs propres est
(compté avec multiplicités)

E0 ≤ E1 ≤ E1 . . . ≤ En ≤ . . .

alors le niveau n est donné par

En = min
L⊂H,dimL=n

(
max
φ∈L

〈φ|Ĥφ〉
〈φ|φ〉

)

Remarque 8.3.4. Cette formule est utilisée en chimie quantique.

Exercice 8.3.5. (*) (ref : Arnold [Arn76]chap.5). Si Ĥ1 ≤ Ĥ2 montrer que E(1)
n ≤ E

(2)
n .

Application : dans Rn, si 2 ellipsoides E ′, E centrés en 0 sont tels que E ′ ⊂ E , montrer que
les 1/2 axes véri�ent tous

a′j ≤ aj, ∀j = 1 . . . n

Démonstration. @@écrire.
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Troisième partie

Mécanique quantique avancée
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Chapitre 9

Statistiques quantiques et décohérence

Ce chapitre est une introduction aux notions de physique quantique statistique et aux
processus de décohérence. Ces notions sont essentielles pour décrire les systèmes physiques
complexes et en particulier pour aborder la physique statistique. Ce formalisme est aussi à la
base des théories récentes qui décrivent la décohérence, c'est à dire �'apparance classique du
monde� à partir des phénomènes quantique (intéraction et couplage avec l'environnement).

9.1 Description d'un ensemble statistique d'états quan-
tiques par un opérateur densité

9.1.1 Dé�nition de l'opérateur densité

Probabilité et hasard en mécanique classique : A priori, en mécanique classique, un
système peut être en principe totalement connu et si il est régit par des lois déterministes,
on connait son passé et son futur parfaitement. Par exemple l'état d'une particule est
spéci�ée par sa position et son impulsion (~x, ~p).

Cependant, à cause des phénomènes de chaos déterministe (sensibilité aux condi-
tions initiales), cette connaissance parfaite est illusoire et impossible. On montre que le
�chaos� est comme une �source de hasard�. Une description probabiliste du système devient
indispensable même pour un système à peu de degrés de libertés (voir cours de licence, mé-
canique analytique). Dans le cas le plus simple on pourra considérer des états de la particule
(~xi, ~pi) ayant chacun une probabilité Pi, avec

∑
i Pi = 1, ou mieux, utiliser une distribution

de probabilité P (~x, ~p) dxdp sur l'espace de phase pour décrire de façon probabiliste l'état
de la particule. On appelle cela un ensemble statistique d'états classiques.

A fortiori pour un système physique composé d'un grand nombre de particules, la des-
cription probabiliste devient indispensable, d'autant plus que des phénomènes d'ensemble
(dit collectifs) apparaissent et ne s'expliquent que dans la description probabiliste. C'est la
théorie de la �physique statistique classique�, expliquant les phénomènes de transition de
phase, etc.

339
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Probabilité et hasard en mécanique quantique : En mécanique quantique, il y a
une autre source de hasard, qui est un hasard qui apparait lorsque un système quantique
intéragit avec son environnement. Dans l'état des connaissances actuel ce hasard n'est pas
le fruit de mécanismes sous jacents connus, on le considère comme un �hasard spontané�.

Rappelons :

A�rmation 9.1.1. �le postulat de la mesure� : une particule quantique se décrit par
un vecteur ψ ∈ H dans un espace quantique. Si Â est un opérateur (autoadjoint) associé
à une mesure (observable), dont le spectre est (aj)j, alors la mesure de la grandeur A sur
l'état ψ donnera le résultat aj avec la probabilité 1

pψ (aj) =
‖Pjψ‖2

‖ψ‖2 =
〈ψ|Pjψ〉
〈ψ|ψ〉

où Pj est le projecteur spectral sur l'espace propre de la valeur propre aj. De plus, si la
valeur observée est aj, alors après la mesure, l'état quantique est décrit par Pjψ (le passage
ψ → Pjψ s'appelle le collapse ou réduction de l'état quantique).

On peut reformuler ce postulat de la façon suivante :

A�rmation 9.1.2. �Postulat de la mesure� : après la mesure, le système quantique
ψ est décrit par la superposition statistique des états Pjψ chacun ayant la probabilité

pψ (aj) =
‖Pjψ‖2

‖ψ‖2 =
〈ψ|Pjψ〉
〈ψ|ψ〉 .

Insistons sur le fait que�ces probabilités pψ (aj) pour toutes les observables pos-
sibles Â caractérisent le système physique� au sens où ce sont les seules valeurs
accessibles à l'expérience que l'on peut confronter à la théorie. Par exemple, on peut dé-
duire la valeur moyenne de l'observable A est 2

〈A〉ψ :=
∑
j

pψ (aj) .aj =
〈ψ|Âψ〉
〈ψ|ψ〉

1.

Démonstration. Rappelons la preuve de la dernière égalité, utilisant que Pj est un projecteur orthogonal,

donc que P†j = Pj et P2
j = Pj :

pψ (aj) =
‖Pjψ‖2

‖ψ‖2
=
〈Pjψ|Pjψ〉
〈ψ|ψ〉

=
〈ψ|P†jPjψ〉
〈ψ|ψ〉

=
〈ψ|P2

j ψ〉
〈ψ|ψ〉

=
〈ψ|Pjψ〉
〈ψ|ψ〉

2. rappelons la preuve de la dernière égalité :
∑
j pψ (aj) .aj =

∑
j
〈ψ|Pjψ〉
〈ψ|ψ〉 .aj =

∑
j
〈ψ|ajPjψ〉
〈ψ|ψ〉 = 〈ψ|Âψ〉

〈ψ|ψ〉

car Â =
∑
j ajPj .
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Ce que l'on veut rajouter dans ce chapitre est qu'il peut aussi y avoir du hasard qui se
rajoute, dû à la méconnaissance du système physique. Au lieu d'un unique état quantique
ψ ∈ H, on voudrait donc pouvoir considérer un ensemble statistique d'états ψi ∈ H,
i = 1, 2, . . . avec des probabilités respectives pi, véri�ant

∑
i pi = 1. D'après le postulat de

la mesure ci-dessus, après une mesure de l'observable Â on aura donc le résultat aj avec la
probabilité :

p (aj) =
∑
i

pi.pψ (aj)

Rappelons encore (car c'est fondamental) que la connaissance des probabilités p (aj) pour
toutes les observables Â caractérise le système physique. Par exemple on déduit la valeur
moyenne de A par :

〈A〉 =
∑
i

p (aj) aj =
∑
i

pi
〈ψi|Âψi〉
〈ψi|ψi〉

Cette présence de deux sources de probabilité est mal commode et la dé�nition suivante
va permettre de simpli�er le formalisme (en gardant l'essentiel).

Dé�nition 9.1.3. Pour un ensemble statistique d'état ψi ∈ H, i = 1, 2, . . . avec des
probabilités respectives pi, l'opérateur densité associé est

ρ̂ :=
∑
i

piPψi , Pψi :=
|ψi〉〈ψi|
〈ψi|ψi〉

(9.1.1)

(aussi appelé matrice densité ou état quantique), où Pψi est le projecteur orthogonal
de rang 1 sur l'état ψi.
Dans le particulier d'un seul état ψ, on a ρ̂ = Pψ, on dit que c'est un état pur.

La propriété suivante montre que l'on peut exprimer les probabilités p (aj) à partir de
l'opérateur densité ρ̂.

Proposition 9.1.4. L'opérateur densité ρ̂ caractérise uniquement le système physique :
pour toute observable Â , la probabilité d'observer la valeur propre aj est donnée par :

p (aj) = Tr (ρ̂Pj) (9.1.2)

où Pj est le projecteur spectral de Â (dé�nit plus haut). En particulier la valeur moyenne
est

〈A〉 = Tr
(
ρ̂Â
)

Inversement la connaissance des probabilités p (aj) pour toute observable Â détermine ρ̂.
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Démonstration. On a (utilisant que Tr (|ψ〉〈ϕ|) = 〈ϕ|ψ〉)

Tr (ρ̂Pj) = Tr

(∑
i

pi
|ψi〉〈ψi|
〈ψi|ψi〉

Pj

)

=
∑
i

pi
〈ψi|Pjψi〉
〈ψi|ψi〉

=
∑
i

pi.pψ (aj) = p (aj)

Et comme Â =
∑

j ajPj,

Tr
(
ρ̂Â
)

=
∑
j

ajTr (ρ̂Pj) =
∑
j

ajp (aj) = 〈A〉

Inversement, montrons que on peut reconstruire ρ̂ à partir de la connaissance des probabi-
lités p (aj) pour toute observable Â : on verra ci-dessous que ρ̂ admet une décomposition

spectrale ρ̂ =
∑

i ρiPφi . Prenons Â = Pφi ; on obtient Tr
(
ρ̂Â
)

= ρi, ce qui permet de
reconstruire ρ̂.

Exemple 9.1.5. Illustrons le fait que l'opérateur densité ρ̂ caractérise le système quantique
sur l'exemple d'un spin 1/2. L'espace quantique est H = C2. Les ensembles statistiques

|+z〉, p+ =
1

2
, |−z〉, p+ =

1

2
,

et

|+x〉, p+ =
1

2
, |−x〉, p+ =

1

2
,

donnent tous les deux la même matrice densité ρ̂ = 1
2
Id et sont donc indentiques. Sachant

que

|±x〉 =
1√
2

(|+z〉 ± |−z〉)

cela peut paraitre paradoxal. En e�et en mécanique classique un mélange de pièces noires
et blanches n'est pas équivalent à un mélange de pièces (demi noire/ demi blanche) et
(demi blanche/ demi noire).
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Proposition 9.1.6. Un opérateur ρ̂ est un opérateur densité si et seulement si c'est un
opérateur autoadjoint dont les valeurs propres réelles ρj véri�ent

0 ≤ ρj ≤ 1 et
∑
j

ρj = 1.

En notant (φj)j une base orthonormée de vecteurs propres de ρ̂, et Pφj =
|φj〉〈φj |
〈φj |φj〉 , on peut

écrire :
ρ̂ =

∑
j

ρjPφj

et interpréter ρ̂ comme l'opérateur densité associé à l'ensemble statistique des états φj
avec les probabilités respectives ρj.

Démonstration. Supposons que ρ̂ est un opérateur densité (9.1.1). Il est clair que ρ̂† = ρ̂
est autoadjoint. Ses valeurs propres réelles ρj véri�ent∑

j

ρj = Tr (ρ̂) =
∑
i

piTr

(
|ψi〉〈ψi|
〈ψi|ψi〉

)
=
∑
i

pi = 1

Il reste à montrer que ρj ≥ 0. Pour cela si v ∈ H est un vecteur quelconque alors

〈v|ρ̂v〉 =
∑
i

pi
〈v|ψi〉〈ψi|v〉
〈ψi|ψi〉

=
∑
i

pi
|〈ψi|v〉|2

‖ψi‖2 ≥ 0

(on dit que c'est un opérateur positif) donc en particulier pour v = φj ( associé à la
valeur propre ρj) on a

0 ≤ 〈φj|ρ̂φj〉 = ρj.

La réciproque est immédiate.

Remarque 9.1.7.
◦ La condition

∑
j ρj = 1 s'écrit aussi

Trρ̂ = 1.

◦ ρ̂ est un état pur si et seulement si ses valeurs propres sont

ρ1 = 1, ρ2 = ρi≥2 . . . = 0

Exercice 9.1.8. Montrer que ρ̂ est un état pur si et seulement si

Trρ̂2 = 1
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9.1.2 Formulation du postulat de la mesure avec la matrice densité

Le postulat de la mesure énoncé en 9.1.1 peut être réformulé de la façon suivante :

Proposition 9.1.9. �le postulat de la mesure� : Si un système quantique est décrit
par l'opérateur densité ρ̂, si Â est un opérateur autoadjoint (observable) associé à une
mesure alors après la mesure de la grandeur A, l'opérateur densité devient

ρ̂′ =
∑
j

Pj ρ̂Pj (9.1.3)

où Pj est le projecteur spectral sur l'espace propre de la valeur propre aj de Â. C'est à
dire que ρ̂ devient diagonale en blocs par rapport à la décomposition spectrale de Â.

Démonstration. Avant la mesure, on a une distribution statistique d'états ψi avec probabi-
lité pi. La matrice densité correspondante est ρ =

∑
i piPψi . D'après le postulat de la me-

sure, A�rmation 9.1.2, après la mesure, chaque état ψi donne une distribution statistique
d'états ψ′i,j = Pjψi avec la probabilité pi,j = pi

〈ψi|Pjψi〉
〈ψi|ψi〉 . La matrice densité correspondante

est donc

ρ′ =
∑
i,j

pi,jPψ′i,j =
∑
i,j

pi
〈ψi|Pjψi〉
〈ψi|ψi〉

(
Pj|ψi〉〈ψi|Pj
〈Pjψi|Pjψi〉

)
=
∑
j

Pj ρ̂Pj

On a utilisé que 〈Pjψi|Pjψi〉 = 〈ψi|Pjψi〉.

Remarque 9.1.10. L'opérateur (9.1.3) est diagonal par blocs. D'après l'interprétation sta-
tistique de l'opérateur densité, il décrit une superposition statistique d'évènements j, et la
probabilité de l'évènement j est la trace du bloc et donne :

Tr (Pj ρ̂Pj) = Tr
(
ρ̂P2

j

)
= Tr (ρ̂Pj) = p (aj)

d'après (9.1.2). C'est exactement ce que donne le postulat de la mesure.

Dans la section suivante nous évoquerons la �théorie de la décohérence� qui propose
des mécanismes qui permettent d'expliquer de façon dynamique comment l'opérateur den-
sité peut évoluer d'un état initial quelconque ρ̂ vers l'expression (9.1.3) dans le cadre de
l'interaction avec un système de mesure et avec l'environement.

9.1.3 Opérateur densité pour un système à deux états

Un système à deux états est un système quantique dont l'espace quantique est H = C2,
de dimension 2. C'est le cas par exemple du spin 1/2.
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On rappelle que ~̂σ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) sont les matrices de Pauli dé�nies en (4.3.5) :

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)

Proposition 9.1.11. Dans l'espace quantique H = C2, un opérateur densité ρ̂ s'écrit
toujours sous la forme

ρ̂ =
1

2

(
Id + ~P .~̂σ

)
caractérisé par un vecteur ~P ∈ R3, véri�ant

∣∣∣~P ∣∣∣ ≤ 1, appelé vecteur polarisation. De

plus, ρ̂ est un état pur si et seulement si
∣∣∣~P ∣∣∣ = 1. On dit que ρ̂ est l'état non polarisé

si ~P = ~0 soit ρ̂ = 1
2
Id.

Démonstration. Toute matrice hermitienne 2 × 2 de trace 1 peut s'écrire sous la forme
1
2

(
Id + ~P .~̂σ

)
avec ~P ∈ R3. Les 2 valeurs propres sont alors ρ± = 1

2

(
1±

∣∣∣~P ∣∣∣). La condition
supplémentaire 0 ≤ ρ± ≤ 1 donne

∣∣∣~P ∣∣∣ ≤ 1.

9.1.4 Equation d'évolution

Proposition 9.1.12. Si Ĥ (t) est l'opérateur Hamiltonien qui fait évoluer chaque état
de l'ensemble statistique selon i~dψi

dt
= Ĥ (t)ψi (t) alors l'opérateur densité associé évolue

selon
dρ̂

dt
=
−i
~

[
Ĥ, ρ̂

]
appelée équation de Liouville quantique.

Remarque 9.1.13. Cela ressemble à l'équation de transport de Liouville ∂f
dt

= {H, f} en
mécanique analytique [Fau10c].

Démonstration. On a

ρ̂ (t) =
∑
i

pi
|ψi (t)〉〈ψi (t) |
〈ψi (t) |ψi (t)〉
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où ψi (t) = Û (t)ψi (0) avec dÛ
dt

= −i
~ Ĥ · Û (t). On a aussi 〈ψi (t) |ψi (t)〉 = 〈ψi (0) |ψi (0)〉.

Remarquer que les poids de probabilité pi sont constant au cours du temps. Donc

ρ̂ (t) =
∑
i

pi
Û (t) |ψi (0)〉〈ψi (0) |Û (t)+

〈ψi (0) |ψi (0)〉

= Û (t) ρ̂ (0) Û (t)+

donc

dρ̂

dt
=
dÛ

dt
ρ̂ (0) Û (t)+ + Û (t) ρ̂ (0)

dÛ+

dt

=
−i
~

(
ĤÛ ρ̂ (0) Û+ − Û ρ̂ (0) Û+Ĥ

)
=
−i
~

[
Ĥ, ρ̂

]

9.1.5 Entropie de l'ensemble statistique

Lire 3 �history of entropy� sur wikipedia.
On commence par dé�nir l'entropie de Shannon (ou entropie de Kolmogorov-Sinaï)

pour un système dynamique simple que l'on appelle �dynamique de Bernouilli�.

9.1.5.1 Entropie de Shannon pour une dynamique de Bernouilli

Considérons un ensemble de n évènements possibles {1, 2 . . . n} ayant chacun la pro-
babilité pi, i = 1, . . . n véri�ant

∑
i pi = 1. (C'est une loi de probabilité). Soit N ≥ 1.

Considérons une suite de N réalisations aléatoires indépendantes :

~i := (i1, i2, . . . , iN) (9.1.4)

où chaque valeur ij ∈ {1, 2 . . . n} apparait avec la probabilité pij . Comme les évènements de
la suite~i sont indépendants, la probabilité pour que cette suite~i apparaisse est le produit :

p
(
~i
)

= pi1 .pi2 . . . . .piN (9.1.5)

Remarquons qu'il y a nN = eN logn suites possibles.
Avant de donner le résultat général de Shannon, présentons deux exemples simples a�n

de développer l'intuition.

3. (ref : wikipedia �history of entropy�) L'histoire raconte que en 1949 Claude Shannon qui travaillait
en télécomunication au BELL labs a développé la théorie qui suit, en dé�nissant une fonction H qu'il
voulait appeler �incertitude�. Il rencontre le physicien-mathématicien Von Neumann. Ce dernier lui fait
remarquer qu'il devrait appeler sa fonction �entropie� pour deux raisons : 1) car cela correspond au concept
de l'entropie développée depuis Boltzmann et Gibbs 1872 qui mesure le �désordre�, et 2) car il deviendrait
célèbre en donnant en�n une explication claire de ce qu'est l'entropie.
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Exemple 9.1.14. Considérons par exemple le cas très simple

n = 3, p1 = p2 = 0.5, p3 = 0 (9.1.6)

Pour N donné, il y a 3N = eN log 3 suites possibles. Les suites ~i ne contenant pas le chi�re
3 , de la forme

(1, 2, 2, 1, . . . 2) (9.1.7)

et ont chacune la probabilité

p
(
~i
)

=

(
1

2

)N
= e−N log 2

Le nombre total de telles suites est

N = 2N = eN log 2

(ce qui est très peu par rapport au total car 2N/3N =
(

2
3

)N → 0 pour N →∞). Les suites
contenant le chi�re 3 comme

(1, 2, 3, 2, 1, . . . 2) (9.1.8)

sont chacune de probabilité nulle car p3 = 0.

Exemple 9.1.15. Considérons le cas un peu moins simple avec n = 2 et

p1 = 2/3 ' 0.7 > p2 = 1/3 ' 0.3

Nous allons traiter cet exemple de façon non rigoureuse, mais cela va nous faire deviner
le résultat présenté dans le théorème de Shannon qui va suivre. Il y a 2N = eN log 2 suites
possibles. La suite qui est individuellement la plus probable est

~i = (1, 1, 1 . . .) (9.1.9)

avec p
(
~i
)

= pN1 = e−N log(1/p1), mais elle est unique (on dit que c'est une suite �non

standard�). La suite
~i = (2, 2, 2, 2 . . .) (9.1.10)

est au contraire très peu probable mais elle est aussi unique. On dit aussi que c'est une
suite �non standard�. Au contraire une �suite standard� est de la forme :

~i = (1, 2, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 1, 2, . . .) (9.1.11)

avec un nombre d'apparition de 1 qui est N1 ' p1N et de 2 qui est N2 ' p2N . On estime
que sa probabilité d'apparition est donc de l'ordre de

ps = p
(
~i
)

= pN1
1 pN2

2 = eN1 log p1+N2 log p2 = e−N(−p1 log p1−p2 log p2)

= e−NS
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avec

S = −p1 log p1 − p2 log p2 > 0

appelée entropie. Par ailleurs, on estime que le nombre de telles suites standard est le
nombre de façon de choisir N1 éléments parmi N , soit :

NN ' CN1
N '

N !

N1!N2!

En utilisant la formule de Stirling logN ! ' N logN + . . . cela donne

NN ' elogN !−logN1!−logN2! ' eN logN−(p1N) log(p1N)−(p2N) log(p2N)

' eN(−p1 log p1−p2 log p2) = eNS

Il apparait que NN · ps ' 1 et donc, avec probabilité 1, toutes les suites qui apparaissent
sont �standard�. Remarquons �nalement que S < log 2 donc

NN = eNS � 2N = eN log 2

ce qui signi�e qu'il y a très peu de suites standard.

Le théorème qui suit de Shannon et MacMullen précise ce résultat un cas plus général.
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Théorème 9.1.16. (Shannon, MacMillan 1949)(cf Khinchin p.17, Zinmeister p.22).
Pour une loi de probabilité (p1, p2, . . . pn) données, la quantité suivante :

S = −
∑
i

pi log pi (9.1.12)

appelée l'entropie de Shannon, est telle que pour N � 1, parmi toutes les nN = eN logn

suites possibles de la forme (9.1.4), seulement le nombre

NN = eNS

d'entre elles peuvent e�ectivement apparaitre et la majorité d'entre elles ont la probabilité

ps = e−NS

Elles sont appelées �suites standard� (comme (9.1.11)).
Parmi les autres suites (au total improbables) appelées �suites non standard�, il y a des
suites en grand nombre mais de très faible probabilité (comme (9.1.10)), ou des suites plus
probables mais en très petit nombre comme (9.1.9).
L'entropie véri�e :

0 ≤ S ≤ log n (9.1.13)

Le maximum d'entropie est pour la loi uniforme où tous les évènements sont équi-
probables : pi = 1/n donnant S = log n. Au contraire, le minimum d'entropie est
S = 0 obtenu pour un évènement totalement prévisible comme p1 = 1,p2 = . . . = pn = 0.
(remarquer que pi log pi →

pi→0
0).

Remarque 9.1.17.
◦ On peut aussi retenir la formule :

S =
1

N
logNN

qui montre que (par dé�nition) l'entropie mesure le taux de croissance exponentiel
du nombre NN des suites standard de longueur N .
◦ Dans l'exemple (9.1.6), l'entropie est S = −1

2
log 1

2
− 1

2
log 1

2
= log 2 conformément

à (??).
◦ (*) Un énoncé plus précis (mathématiquement) est que pourN →∞, on peut diviser
l'ensemble des nN suites en deux ensembles : A (suites standard) et B (suites non
standard) tels que (rappel o (1) désigne un terme qui tend vers 0 pour N →∞).

∀~i ∈ A, e−NS(1+o(1)) ≤ p
(
~i
)
≤ e−NS(1−o(1)) (9.1.14)

eNS(1−o(1)) ≤ ]A ≤ eNS(1+o(1)) (9.1.15)
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~i∈A

p
(
~i
)

= 1− o (1) ,
∑
~i∈B

p
(
~i
)

= o (1) (9.1.16)

le facteur o (1) qui apparait provient de �la loi des grands nombres�. En utilisant
le �théorème central limite� qui est plus précis, on peut remplacer o (1) par 1

N1/2−ε

pour tout ε > 0.

Démonstration. (*) (Zinmeister p.22). L'astuce est de faire apparaitre une somme de Bir-
kho� de variables aléatoires indépendantes. D'après (9.1.5) on écrit

p
(
~i
)

= pi1 .pi2 . . . . .piN = e
∑
j log pij

= e−
∑
j Xj

en posant
Xj := − log pij

Les variables aléatories Xj sont indépendantes, de même loi, et de moyenne qui est préci-
sément l'entropie :

〈Xj〉 =
n∑
i=1

pi (− log pi) = S

Considérons la somme moins la moyenne :

S :=
1

N

N∑
j=1

(Xj − S) (9.1.17)

ainsi on peut exprimer :
p
(
~i
)

= e−NS(1+S)

La loi (faible) des grands nombre (cf Proposition 9.1.18) dit que S �converge vers
0� au sens ou pour tout α > 0 (arbitrairement petit) et pour N →∞,

proba (|S| < α) = 1− o (1) (9.1.18)

Donc on dé�nit les suites standard par

Aα : =
{
~i tq − α < S < α

}
=
{
~i tq p

(
~i
)
∈
[
e−NS(1+α), e−NS(1−α)

]}
Cela donne (9.1.14). On a d'après la loi des grands nombres∑

~i∈Aα

p
(
~i
)

= 1− o (1)

donnant (9.1.16). Par conséquence

(]A) .e−NS(1+α) ≤ 1− o (1) et (]A) .e−NS(1−α) ≥ 1 + o (1)

donnant (9.1.15).
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Il reste à justi�er la loi des grands nombres utilisée dans (9.1.18). (réf : cf wikipedia).

Proposition 9.1.18. �La loi faible des grands nombres�. Supposons que (Xj)j∈N
sont des variables aléatoires indépendantes, de même moyenne 〈X〉 et même variance
σ2 =

〈
(X − 〈X〉)2〉. Pour N ≥ 1, on pose

SN :=
1

N

N∑
j=1

(Xj − 〈X〉)

qui est la �moyenne temporelle centrée�. Alors pour tout α > 0 (arbitrairement petit) et
pour N →∞,

proba (|SN | > α) = o (1)

Démonstration. Notons pour simpli�er Z = |S|2 et p (Z) dZ la densité de probabilité. On
a

proba (|S| > α) = proba
(
|S|2 > α2

)
=

∫ ∞
α2

p (Z) dZ ≤
∫ ∞
α2

(
Z

α2

)
p (Z) dZ

=
1

α2

∫ ∞
α2

Zp (Z) dZ ≤ 1

α2

∫ ∞
0

Zp (Z) dZ

=
1

α2
〈Z〉 =

1

α2

〈
|S|2

〉
où 〈.〉 désigne la moyenne. (Ce dernier calcul s'appelle �inégalité de Tchebychev�). On
a 〈(Xj − 〈X〉)〉 = 〈X〉 − 〈X〉 = 0 et donc pour j 6= k 〈(Xj − 〈X〉) (Xk − 〈X〉)〉 =
〈(Xj − 〈X〉)〉 〈(Xk − 〈X〉)〉 = 0. Alors d'après (9.1.17)

〈
|S|2

〉
=

1

N2

∑
j,k

〈(Xj − 〈X〉) (Xk − 〈X〉)〉 =
1

N2

∑
j

〈
(Xj − 〈X〉)2〉

=
1

N
σ2 → 0

On déduit que proba (|S| > α) = o (1).

@@Tracer la loi de proba de X en faisant apparaitre les évènements extremes et la conver-
gence vers la moyenne@@
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Exercice 9.1.19. (voir TD) Considérons les évènements 4possibles i ∈ N et considérons la
�loi de probabilité de Boltzmann�

pi =
1

Z
e−βi

où β = 1
kT
, T est la �température� et Z est un facteur de normalisation de sorte que∑

i pi = 1.

1. Calculer Z en fonction de β (aussi appelé fonction de partition).

2. Calculer l'entropie S en fonction de β.

3. Donner l'expression de S (les premiers termes du developpement limité) pour β → 0
(haute température)

4. Donner l'expression de S (les premiers termes du developpement limité) pour β →
∞ (basse température)

9.1.5.2 Entropie en mécanique quantique

Revenons à la mécanique quantique et à un ensemble statistique d'états quantiques
décrits par l'opérateur densité ρ̂ .

Pour caractériser l'incertitude sur le résultat de mesure d'une observable Â sur l'état
ρ̂, il faut considérer la loi de probabilité p (aj) = Tr (Pj ρ̂) donnée en (9.1.2).

Dé�nition 9.1.20. Conformément à la dé�nition (9.1.12), l'entropie d'un ensemble
statistique d'états quantique décrits par l'opérateur densité ρ̂ , relatif à la mesure
d'une observable Â est :

S
(
ρ̂, Â

)
= −

∑
j

p (aj) log p (aj) = −
∑
j

Tr (Pj ρ̂) log Tr (Pj ρ̂)

Le minimum de S
(
ρ̂, Â

)
sur toutes les observables Â possibles est appelé entropie de

l'état ρ̂ :

S (ρ̂) := minÂS
(
ρ̂, Â

)

4. Ce modèle correspond par exemple aux niveaux d'énergie de l'oscillateur harmonique. En e�et l'os-
cillateur harmonique a les niveaux d'énergie Ei = ~ω

(
i+ 1

2

)
avec i ∈ N, et d'après la loi de Botltzman, la

probabilité pour que la particule soit au niveau i d'énergie Ei s'écrit comme dans cet exercice :

1

Z ′
e−

Ei
kT =

1

Z ′
e−

~ω(i+1/2)
kT =

1

Z
e−βi

avec β = ~ω
kT et 1

Z = 1
Z′ e
− ~ω

2kT .
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Proposition 9.1.21. L'entropie de l'état ρ̂ est donnée par

S (ρ̂) := −
∑
i

ρi log ρi = −Tr (ρ̂ log ρ̂) (9.1.19)

où ρi sont les valeurs propres de ρ̂. Il est obtenu pour Â = ρ̂, c'est à dire que S (ρ̂, ρ̂) =
S (ρ̂). En particulier ρ̂ est un état pur si et seulement si S (ρ̂) = 0.

Remarque 9.1.22.

1. Pour expliquer l'écriture dans (9.1.19) : si Â est un opérateur auto-adjoint et si
f : R→ R est une fonction analytique, i.e. qui admet un developpement de Taylor
f (x) = f (0) + xf ′ (0) + x2 f”(0)

2
+ . . . convergent, alors on utilise ce développement

pour dé�nir

f
(
Â
)

= f (0) + Âf ′ (0) + Â2f” (0)

2
+ . . .

(qui est une série convergente si Â est un opérateur borné). De plus, Â se diagonalise

Â = ÛDÛ−1

où Û est un opérateur unitaire et D = Diag (a1, a2, . . .) est une matrice diagonale
avec les valeurs propres aj sur la diagonale. Remarquons que pour tout n ≥ 1

Ân =
(
ÛDÛ−1

)(
ÛDÛ−1

)
. . .
(
ÛDÛ−1

)
= ÛDnÛ−1

donc on a :
f
(
Â
)

= Ûf (D) Û−1

où f (D) = Diag (f (a1) , f (a2) , . . .) est une matrice diagonale. En particulier on a

Tr
(
f
(
Â
))

= Tr
(
Ûf (D) Û−1

)
= Tr

(
Û−1Ûf (D)

)
= Tr (f (D))

=
∑
j

f (aj)

Le cas f (x) = −x log x et Â = ρ̂ donne eq.(9.1.19).

2. En mécanique classique (ou en théorie de l'information), une entropie nulle signi�e
par dé�nition que les évènements qui vont survenir sont totalement prévisible (il n'y
a qu'une possibilité). En mécanique quantique, S (ρ̂) = 0 signi�e que ρ̂ est un état
pur ψ, et non pas une superposition statistique d'états. Cela n'empèche pas que si
l'on fait des mesures d'observables Â, les résultats sont non prévisibles en général
car la distribution de probabilité dépend de ψ et de l'observable Â. Cela correspond
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au fait que l'entropie S
(
ρ̂, Â

)
est non nulle en général.

Par exemple si un spin 1/2 est dans l'état pur |+x〉 = 1√
2

(|+z〉+ |−z〉) (ρ̂ =

|+x〉〈+x|) on a S (ρ̂) = 0 selon (9.1.19). Si on mesure le spin selon z avec l'observable

Ŝz alors on a les probabilités p± = 1
2
, et la dé�nition ci-dessus donneS

(
ρ̂, Ŝz

)
=

log 2. Si on mesure le spin selon x avec l'observable Ŝx alors on a les probabilités
p+ = 1, p− = 0, et la dé�nition ci-dessus donneS

(
ρ̂, Ŝx

)
= 0 = S (ρ̂)

9.2 Opérateur densité partielle pour un système com-
posé

9.2.1 Rappels sur les systèmes composés

Il est assez courant en physique qu'un système soit composé de sous systèmes plus
élémentaires. On a vu que si un système est composé de deux sous systèmes A et B, et si
l'espace quantique du système A est HA (respect. HB pour B) alors l'espace quantique du
système total est l'espace produit tensoriel :

Htot = HA ⊗HB

Remarque : le terme sous système est ici au sens large. Ce peut être des dégrés de liberté
interne comme le spin.

Rappelons que si (|ei〉)iforme une base o.n. de HA et |fj〉 une base o.n. de HB alors

|ei〉 ⊗ |fj〉 = |ei, fj〉

forme une base o.n. de Htot = HA ⊗HB et donc dans le cas d'espace de dimension �nie,

dimHtot = dimHA. dimHB

Exemples de systèmes composés :
◦ l'atome d'hydrogène est formé de proton et électron. Alors

Hatome H = Hproton ⊗Helectron

◦ Pour électron (de spin 1/2) :

Helectron = L2
(
R3
)
⊗ C2

◦ Pour deux particules de spin 1/2 (on ne décrit que les spins)

H = C2
(1) ⊗ C2

(2)

L'état quantique du système total peut être :

|ψ1〉 = |+z〉 ⊗ |+z〉
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(i.e. les deux particules ont le spin up selon z) ou encore

|ψ2〉 =
1√
2

(|+z〉 ⊗ |+z〉+ |−z〉 ⊗ |−z〉)

◦ Un exemple qui va nous intéresser particulièrement est : A : système étudié (par
exemple une molécule) et B : le reste de l'univers, appelé �environnement�. Natu-
rellement dans cet exemple extrème on ne connait pas le système B (l'univers...),
mais on peut connaitre comment il intéragit avec A (ce seront les particules de gaz
ou molécules voisines de A, ou photons de lumière incidents,...) :

Htot = HA ⊗Henvironnement

Notons IdA l'opérateur identité dans l'espace HA. Soit |fj〉 un vecteur de base �xé de HB.
Les opérateurs suivant serviront dans la dé�nition qui va suivre :

IdA ⊗ 〈fj| : Htot → HA

IdA ⊗ |fj〉 : HA → Htot

Dé�nition 9.2.1. Si T̂ : Htot → Htot est un opérateur linéaire dans Htot = HA ⊗ HB

alors on dé�nit sa trace partielle par rapport à B comme étant l'opérateur

TrB

(
T̂
)

: HA → HA

dé�nit par
TrB

(
T̂
)

:=
∑
j

(IdA ⊗ 〈fj|) ◦ T̂ ◦ (IdA ⊗ |fj〉) (9.2.1)

aussi noté plus simplement
TrB

(
T̂
)

=
∑
j

〈fj|T̂ |fj〉

Cet opérateur aussi appelé opérateur partiel, ne dépend pas du choix de la base o.n.
(fj)j.

Remarque : de même on dé�nit TrA

(
T̂
)

:=
∑

i〈ei|T̂ |ei〉 : HB → HB.

Nous allons voir maintenant l'intérêt de ces opérateurs partiels.
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Proposition 9.2.2. Si ρ̂ est l'opérateur densité décrivant un système dans l'espace Htot =
HA ⊗HB, alors l'opérateur densité partiel du sous système A est dé�nit par

ρ̂A := TrB (ρ̂) .

ρ̂A décrit le système A au sens où pour toute observable de la forme Âtot = Â⊗IdB (c'est à
dire n'agissant pas sur la partie B), les probabilités des résultats de la mesure sont donnés,
d'après (9.1.2), par

p (aj) = Tr (ρ̂ (Pj ⊗ IdB)) = TrA (ρ̂ÂPj)

où Pj : HA → HA, j = 1, 2, . . . sont les projecteurs spectraux pour l'observable Â, Tr est la
trace dans Htot et TrA la trace partielle dans HA. Autrement dit, l'opérateur densité partiel
caractérise complètement le sous système A pour ce qui concerne des mesures portant sur
lui.

Démonstration. D'après (9.1.2) on a

p (aj) = Tr (ρ̂ (Pj ⊗ IdB)) = TrA (TrB (ρ̂ (Pj ⊗ IdB)))

On note |fl〉l une base de HB. On remarque que (utilisant la relation de fermeture)

TrB (ρ̂ (Pj ⊗ IdB)) =
∑
l

〈fl|ρ̂ (Pj ⊗ IdB) |fl〉 =
∑
l,l′

〈fl|ρ̂|fl′〉〈fl′ | (Pj ⊗ IdB) |fl〉

=
∑
l,l′

〈fl|ρ̂|fl′〉 (Pj ⊗ 〈fl′ |fl〉) =
∑
l

〈fl|ρ̂|fl〉Pj

= TrB (ρ̂)Pj = ρ̂APj

Donc p (aj) = TrA (ρ̂ÂPj).

Example 9.2.3. Considérons deux spins 1/2.

Htot = C2
(1) ⊗ C2

(2)

1. Pour l'état
|ψ1〉 = |+z〉(1) ⊗ |+z〉(2) = |+,+〉 (9.2.2)

qui est un état pur dans Htot, on a

ρ̂ = |ψ1〉〈ψ1| = |+,+〉〈+,+|

et (on détaille la dé�nition (9.2.1))

ρ̂A = TrB (ρ̂) = (I ⊗ 〈+|) |+,+〉〈+,+| (|I ⊗ |+〉) + (I ⊗ 〈−|) |+,+〉〈+,+| (|I ⊗ |−〉)
(9.2.3)

= |+〉〈+|
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Cet état partiel est un état pur. Sa matrice densité (dans la base |+〉, |−〉) est

ρ̂A ≡
(

1 0
0 0

)
Son entropie est S (ρ̂A) = 0.

2. Pour l'état

|ψ2〉 =
1√
2

(|+z〉 ⊗ |+z〉+ |−z〉 ⊗ |−z〉) =
1√
2

(|+ +〉+ | − −〉) (9.2.4)

qui est un état pur dans Htot, on a

ρ̂ = |ψ2〉〈ψ2| =
1

2
(|+ +〉+ | − −〉) (〈+ + |+ 〈− − |)

=
1

2
(|+ +〉〈+ + |+ |+ +〉〈− − |+ | − −〉〈+ + |+ | − −〉〈− − |)

et
ρ̂A = TrB (ρ̂) =

1

2
(|+〉〈+|+ |−〉〈−|) (9.2.5)

C'est état partiel n'est pas un état pur. Sa matrice densité (dans la base |+〉, |−〉)
est diagonale

ρ̂A ≡
(

1
2

0
0 1

2

)
C'est un état mélangé (non pur). Son entropie est

S (ρ̂A) = −1

2
log

1

2
− 1

2
log

1

2
= log 2

C'est l'entropie maximale pour un système à deux états.

L'exemple précédent nous amène à la proposition et dé�nition suivante :

Proposition 9.2.4. Considérons un état pur d'un système composé ψ ∈ Htot = HA⊗HB.
◦ Si l'état partiel ρ̂A = TrBρ̂ est non pur, alors ρ̂B = TrAρ̂ est aussi non pur, et on
dit que ψ est un état enchevetré ou corrélé.
◦ Au contraire, si ρ̂A = TrBρ̂ = |ψA〉〈ψA| est un état pur, alors ρ̂B = |ψB〉〈ψB| est
aussi un état pur, et ψ = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 est un état produit (non enchevétré).

Exemple : l'état partiel (9.2.3) est pur donc ψ1 dans (9.2.2) n'est pas enchevétré. Par
contre (9.2.5) n'est pas pur, donc (9.2.4) est un état enchevétré ou corrélé.

Remarque : en anglais, enchevétré = �entangled�.
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9.2.2 Décomposition de Schmidt

Pour mettre en valeur la proposition suivante, remarquons que si |ei〉i est une base de
HA et |fj〉j est une base de HB , donc |ei, fj〉i,j est une base de Htot = HA⊗HB et un état
ψ ∈ Htot se décompose dans cette base par une double somme :

|ψ〉 =
∑
i,j

|ei, fj〉 〈ei, fj|ψ〉︸ ︷︷ ︸
ψi,j

=
∑
i,j

ψi,j|ei, fj〉

Proposition 9.2.5. �Décomposition de Schmidt d'un état pur du système total�.
Si ψ ∈ Htot = HA ⊗HB alors il existe une base |ei〉i=1→I de HA et une base |fj〉j=1→J de
HB (qui dépendent de ψ) telles que

|ψ〉 =

min(I,J)∑
i

ψi|ei, fj〉 (9.2.6)

avec des composantes positives ψ1 ≥ ψ2 ≥ . . . ≥ 0, véri�ant
∑

i ψ
2
i = 1. Par dé�nition, le

rang de Schmidt de ψ est le nombre de composantes ψi non nulles.

Démonstration. En utilisant l'identi�cation (métrique) HA ≡ H∗A le vecteur ψ ∈ HA ⊗
HB s'identi�e à ψ ∈ H∗A ⊗ HB et donc à un opérateur linéaire ψ ∈ L (HA → HB). La
décomposition de Schmidt (9.2.6) est une application directe de la décomposition en valeur
singulières de cet opérateur ψ ∈ L (HA → HB). Pour les détails, voir [Fau10b].

Conséquence pour l'opérateur densité ρ̂ = |ψ〉〈ψ| de cet état pur :

Corollaire 9.2.6. Les opérateur densité partiels sont diagonaux dans la base de Schmidt :

ρ̂A = TrB (ρ̂) =
∑
i

ψ2
i |ei〉〈ei|

ρ̂B = TrA (ρ̂) =
∑
i

ψ2
i |fi〉〈fi|

et donc pi = ψ2
i sont des distributions de probabilité, et l'entropie de ces états partiels est

S (ρ̂A) = S (ρ̂B) = −
∑
i

pi log pi = −
∑
i

ψ2
i logψ2

i .

En particulier, ρA (et ρB) sont des états purs et ψ = |e1〉 ⊗ |f1〉 est un état produit si et
seulement si S (ρ̂A) = S (ρ̂B) = 0. Sinon ψ est un état enchevétré.
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9.2.3 Un modèle simple de décohérence

Voir le TD �Modèle simple de décohérence induit par l'environement.� Ce mo-
dèle est issu d'un article de Zureck (90').
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Annexe A

Formules

A.1 Analyse et intégrales

A.1.1 Intégrales Gaussiennes

Formule 1 ∫ +∞

−∞
exp

(
−X2

)
dX =

√
π (A.1.1)

Démonstration. Soit I =
∫ +∞
−∞ e−x

2
dx. Alors

I2 =

(∫ +∞

−∞
e−x

2

dx

)(∫ +∞

−∞
e−y

2

dy

)
=

(∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−(x2+y2)dxdy

)
=

∫ ∞
0

drr

∫ 2π

0

dθe−r
2

= 2π

∫ ∞
0

re−r
2

dr = 2π

([
−1

2
e−r

2

]∞
0

)
= π

donc I =
√
π.

Formule 2 Soit

Q(x) = Ax2 +Bx+ C

A,B,C ∈ C et < (A) > 0 pour la convergence.

Alors ∫ +∞

−∞
exp (−Q(x)) dx =

√
π

A
exp

(
−C +

B2

4A

)
(A.1.2)

361
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Preuve : @@

Formule 3. Pour n ≥ 0, ∫ +∞

−∞
x2ne−x

2
dx =

√
π

(2n− 1)!!

2n

où

(2n− 1)!! := (2n− 1) (2n− 3) . . . 5.3.1 ==
(2n)!

2n (n!)

appelée double factorielle. (par symétrie, pour une puissance impaire
∫ +∞
−∞ x2n+1e−αx

2
dx =

0).

Démonstration. Il faut dériver la formule
∫ +∞
−∞ e−αx

2
dx par rapport à α et faire α = 1 à la �n :

soit

Iα :=

∫ +∞

−∞
e−αx

2
dx =

√
π

α

On a
dnIα
dαn

=

∫ +∞

−∞

(
−x2

)n
e−αx

2
dx =

√
π

(
−1

2

)(
−3

2

)
. . .

(
−2n− 1

2

)
donc ∫ +∞

−∞
x2ne−αx

2
dx =

√
π

(2n− 1)!!

2n

A.1.2 Transformée de Fourier

Dans R3, on a la fonction de Green de la particule libre :

〈x| 1

−∆ + k2
|y〉 =

eik|x−y|

4π |x− y|
(A.1.3)

Démonstration. On pose k = iκ ∈ iR. Utilisant la relation de fermeture en base d'impulsion
(et ~ = 1),

〈x| 1

−∆ + k2
|y〉 =

∫
d3~p〈x|p〉〈p|y〉 1

(p2 + κ2)

=
1

(2π)3

∫
d3~pei~p.(x−y) 1

(p2 + κ2)

Pour calculer cette intégrale, on passe en coordonnées sphériques et utilise la formule des
résidus pour obtenir

〈x| 1

−∆ + k2
|y〉 =

e−κ|x−y|

4π |x− y|
=

eik|x−y|

4π |x− y|
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A.2 Algèbre

A.2.1 Séries

Série arithmétique et géométrique @@

A.2.2 Diagonalisation d'une matrice 2× 2

Formule générale : On considère la matrice

A =

(
a b
c d

)
Soit

∆ = (a− d)2 + 4bc.

Si ∆ 6= 0 alors la matrice A se diagonalise 1 :

A = PDP−1, P =

(
a− d+

√
∆ a− d−

√
∆

2c 2c

)
, D =

(
a+d+

√
∆

2
0

0 a+d−
√

∆
2

)
,

Remarque : la matrice P contient les vecteurs propres en colonne, et ils sont dé�nis à
la multiplication près par un nombre.

Cas particulier : Si

A =

(
0 b

b 0

)
, P =

(
|b| − |b|
b b

)
, D =

(
|b| 0
0 − |b|

)

A.2.3 Relations de commutation

On a :

[q̂, p̂] = i~

[q̂, F (p̂)] = i~
dF (p̂)

dp̂

[F (q̂), p̂] = i~
dF (p̂)

dq̂

preuve : Voir [CBF]p 172.

1. Avec le logiciel gratuit xcas de calcul formel (pour l'obtenir, taper xcas dans google). Et dans
xcas, écrire : A:=[[a,b],[c,d]]; D:=egvl(A); P:=egv(A); On véri�ra que simplify(P*D*inv(P));

redonne bien la matrice A .
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Si les opérateurs A,B véri�ent :

[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0

alors on a la formule de Glauber

exp (A) exp (B) = exp ([A,B] /2) exp (A+B) (A.2.1)

preuve : Voir [CBF]p 174, ou TD.
Autre preuve : poser C = i [A,B] ; Alors les trois opérateurs (A,B,C) véri�ent l'algèbre de

Weyl-Heisenberg (comme q̂, p̂, i~) :

C = [A,B] , [A,C] = [B,C] = 0

Considérons les matrices :

a =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , b =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , c =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0


qui véri�ent aussi la même algèbre. On procède comme dans la section 2.2.6.4, on véri�e sur les
matrices 3× 3 que eaeb = ec/2ea+b �.

A.2.4 Algèbre des matrices de Pauli

On a (
~σ. ~A

)(
~σ. ~B

)
= ~A. ~B + i~σ.

(
~A ∧ ~B

)
(A.2.2)

valable même si ~A, ~B sont des opérateurs.
Si ~u vecteur unitaire :

exp (iϕ~σ.~u) = cosϕ+ i sinϕ~σ.~u

A.2.5 Relations sur les matrices

Pour une matrice A (ou un opérateur à Trace) on a :

det
(
eA
)

= eTr(A)

A.2.6 Inverse d'une matrice 2× 2

Si A =

(
a b
c d

)
et Det (A) = ad− bc 6= 0 alors

A−1 =
1

Det (A)

(
d −b
−c a

)
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A.2.7 Relations de commutations

Pour 3 opérateurs A,B,C on a

[AB,C] = A [B,C] + [A,C]B

Démonstration. On écrit :

[AB,C] = ABC − CAB = A ([B,C] + CB)− CAB
= A [B,C] + [A,C]B

A.3 Calcul di�érentiel dans R3

références : Jackson [Jac75], début et �n.
Ici f(~x) représente une fonction. ~V (~x) représente un champ de vecteurs.

A.3.1 Rappels sur le calcul di�érentiel vectoriel.

Voir Feynmann �Electromagnétisme�, chap 2.
◦ Pour un champ scalaire V (x, y, z), le champ vectoriel ~W =

−−→
gradV a pour coordon-

nées : Wx = ∂V
∂x
,Wy = ∂V

∂y
,Wz = ∂V

∂z
. On écrit aussi :

−−→
gradV = ~∇V .

◦ Si ~E = (Ex, Ey, Ez) sont les coordonnées du champ vectoriel ~E(~x), alors le champ
~W =

−→
rot ~E a pour coordonnées :

Wx = ∂Ez
∂y
− ∂Ey

∂z

Wy = ∂Ex
∂z
− ∂Ez

∂x

Wz = ∂Ey
∂x
− ∂Ex

∂y

on s'en rappelle en écrivant :
−→
rot ~E = ~∇ ∧ ~E avec �l'opérateur vectoriel� ~∇ =(

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)
.

◦ Et

div ~E =

(
∂Ex
∂x

+
∂Ey
∂y

+
∂Ez
∂z

)
qui se retient en écrivant div ~E = ~∇. ~E.
◦ Le Laplacien ∆V est le champ scalaire :

∆V =
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2
+
∂2V

∂z2
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Propriétés importantes :

−→
rot
(−−→
gradV

)
= ~0

div
(−→
rot ~E

)
= 0

div(
−−→
gradV ) = ∆V

−→
rot
−→
rot (~a) =

−−→
grad (div(~a))−∆~a

Formules de Stokes
◦ Si γ est un chemin dont a, b sont les extrémités, alors∫

γ

−−→
grad (f) .d~l = f(b)− f(a)

◦ Si S est une surface dontγ est le contour, alors∫
S

−→
rot
(
~V
)
.~n d2s =

∫
Γ

~V d~l

◦ Si V est un volume dont le bord est la surface S = ∂V , alors∫
V

div(~V ) d3v =

∫
Σ=∂V

~V .~n d2s

S

n

ds
2

Σ

Γ

a

b

γ

Lemme de Poincaré : Réciproquement les formules suivantes

~grad f = 0 ⇒ f = cste

~rot~u = 0 ⇒ ∃f, tq ~u = ~gradf

div~v = 0 ⇒ ∃~u, tq~v = ~rot~u

ne sont pas toujours vraies. Elles sont vraies sur un domaine D de l'espace qui est une
boule (contractible en un point), ne contenant donc pas de trous.

A.3.2 En coordonnées sphériques :

−−→
grad(f) = (∂rf)~er +

(
1

r
∂θf

)
~eθ +

(
1

r sin θ
∂ϕf

)
~eϕ (A.3.1)
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A.3.3 Relations

~a ∧
(
~b ∧ ~c

)
= (~a.~c)~b−

(
~a.~b
)
~c

−→
rot
(
~a ∧~b

)
= ~a

(
div~b

)
−~b (div~a) +

(
~b.
−→
∇
)
~a−

(
~a.
−→
∇
)
~b

−→
div
(
~a ∧~b

)
=
−→
rot(~a).~b− ~a.−→rot(~b) (A.3.2)

−→
rot
(
f.~V

)
=
−−→
grad(f) ∧ ~V + f

−→
rot(~V ) (A.3.3)

div (f ~a) = grad (f) .~a+ f.div(~a) (A.3.4)

div(~er) =
2

r(
~a.
−→
∇
)
~er =

1

r
(~a− (~a.~er)~er) ≡

~a⊥
r
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Annexe B

Solutions des exercices

B.1 Chapitre 1

Exercice 1.1.2 page 24

< x0, p0, σ|x0, p0, σ >=
1

(πσ2)1/2

∫
dx exp

(
− (x− x0)2 /σ2

)
=

1

(π)1/2

∫
dX exp

(
−X2

)
= 1

C'est une intégrale Gaussienne, voir eq.(A.1.1), avec le changement de variable X = x−x0

σ
.

Exercice 2 page 43 Il y a une in�nité d'autres possibilités plus ou moins explicites. En
voici un exemple simple. (Wk)k dé�ni par

W0 = V0

Wk =
1√
2

(Vk + V−k) , W−k =
1

i
√

2
(Vk − V−k) , si k > 0

On remarque que Wk (x) =
√

2
L

cos
(
k2πx
L

)
, W−k (x) =

√
2
L

sin
(
k2πx
L

)
pour k > 0.

Exercice 4 page 51 Véri�ons la relation < x|x̂|φ >= x < x|φ >. On a en e�et
〈x|
∫
x′ |x′ >< x′|dx′ |φ〉 =

∫
x′ δ(x′ − x)〈x′|φ〉 = x 〈x|φ〉.

Remarque : une telle écriture n'est pas correcte mathématiquement car |x〉 /∈ H. L'outil
mathématique approprié est le théorème spectrale. L'idée est d'introduire le projecteur
P̂x = ”

∫ x
−∞ |x〉〈x|dx” et d'écrire de façon équivalente x̂ =

∫ +∞
−∞ x dPx.

369
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Exercice 5 page 53 on a

ψ̃x0,p0,σ(p) =< p|x0, p0, σ >=

∫
dx < p|x >< x|x0, p0, σ >

=
1√
2π~

1

(πσ2)1/4

∫
dx exp

(
i
(p0 − p)x

~

)
exp

(
−(x− x0)2

2σ2

)

=

√
σ

~
√
π

exp
(
i
x0p0

~

)
exp

(
−ix0p

~

)
exp

(
−(p− p0)2

2(~/σ)2

)
(B.1.1)

où l'intégrale Gaussienne se calcule par la formule (A.1.2). Remarquer la similarité de
l'expression obtenue pour ψ̃x0,p0,σ(p) avec celle de ψx0,p0,σ(x), mis à part facteur de phase
constant.

Exercice 1.6.5 page 70

1. Partant de 〈A〉 (t) = 〈ψ(t)|Â(t)|ψ(t)〉 = 〈ψ|Û(−t)Â(t)Û(t)|ψ〉 avec Û(t) = exp
(
−iĤt/~

)
.

On dérive en t = 0 : d〈A〉(t)
dt

= 〈ψ| iĤ~ Â− Â
iĤ
~ +

dÂ
dt
|ψ〉 donnant le résultat souhaité.

2. Pour Â = Ĥ supposé indépendant du temps, cela donne d〈H〉
dt

= 0 qui montre la
conservation de l'énergie moyenne au cours du temps.

3. On a d 〈x̂〉 /dt = 1
i~

〈[
x̂, Ĥ

]〉
= 1

i~2m 〈[x̂, p̂
2]〉 = 1

m
〈p̂〉 où la dernière égalité utilise

une relation de la page 363. De même d 〈p̂〉 /dt = 1
i~

〈[
p̂, Ĥ

]〉
= 1

i~ 〈[p̂, V (x̂)]〉 =

−
〈
dV
dx

(x̂)
〉
.

B.2 Chapitre 2

Exercice 2.1.5 page 94 par dé�nition, < x|T̂λ|ψ >=< x − λ|ψ >, ∀ |ψ >. Donc <
x|T̂λ =< x − λ|. Donc T̂+

λ |x >= |x − λ >. Ensuite, T̂λ est un opérateur unitaire, et
T̂+
λ = T̂−1

λ = T̂−λ. donnant T̂−λ|x >= |x− λ >.

Exercice 2.1.7 page 97

1. Û (t0) = exp
((−i

~

)
Ĥt0

)
. En e�et si on dérive |ψ (t+ t0)〉 = Û (t0) |ψ (t)〉, par rap-

port à t0, on obtient ∂|ψ(t+t0)〉
∂t0

=
(−i
~

)
ĤÛ (t0) |ψ (t)〉 =

(−i
~

)
Ĥ|ψ (t+ t0)〉 qui est

l'équation de Schrödinger. Par ailleurs pour t0 = 0, on a bien Û (t0 = 0) = Î.

2. On a

∂〈x|ψx0〉
∂x0

=
∂

∂x0

ψ (x− x0) = − ∂

∂x
ψ (x− x0) = − ∂

∂x
ψx0 (x) = − ∂

∂x
〈x|ψx0〉

=

(
−i
~

)(
−i~ ∂

∂x

)
〈x|ψx0〉 =

(
−i
~

)
〈x|p̂ψx0〉
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car p̂ ≡ −i~ ∂
∂x
. Donc ∂|ψx0 〉

∂x0
=
(−i
~

)
p̂|ψx0〉. Notant |ψx0〉 = T̂x0 |ψ〉, comme dans la

question (1), on déduit que ∂T̂ (x0)
∂x0

=
(−i
~

)
p̂T̂ (x0) et donc T̂ (x0) = exp

((−i
~

)
p̂x0

)
.

3. Soit ψ̃ (p) = 〈p|ψ〉. En suivant le même calcul que ci-dessus, le générateur des
boosts est b̂ = −i~ ∂

∂p
. Or on sait que x̂ = i~ ∂

∂p
(cela se véri�e sur l'équation

〈p|x̂|x〉 = x〈p|x〉 = x Cste e−ipx/~ = i~ ∂
∂p
〈x|p〉). Donc b̂ = −x̂. On déduit que

B̂ (p0) = exp
((−i

~

)
(−x̂) p0

)
.

4. On déduit que eÂeB̂ = eB̂eÂe[Â,B̂] et donc que e−Âe−B̂eÂeB̂ = e[Â,B̂]. Dans le cas
qui nous interesse, eÂ = T̂ (x0) = exp

((−i
~

)
p̂x0

)
, soit Â =

(−i
~

)
p̂x0, et eB̂ =

B̂ (p0) = exp
((−i

~

)
(−x̂) p0

)
, soit B̂ =

(−i
~

)
(−x̂) p0. D'après [x̂, p̂] = i~Îd, on ob-

tient
[
Â, B̂

]
= −

(−i
~

)
x0

(−i
~

)
p0 [p̂, x̂] = −ix0p0/~ = −iS/~, donnant la relation

recherchée.
S/ (2π~) est le nombre de cellules de Planck (2π~) contenues dans la surface S. Ce
nombre intervient dans la formule de Weyl, voir cours.

Exercice 2.2.7 page 111 (voir aussi [DGLR89] p.378).

1. On a En = ~ω
(
n+ 1

2

)
Pn =

1

Z
exp (−En/(kBT )) =

1

Z
e−α(n+1/2)

avec

α =
~ω
kT

=
Θ

T

Calcul de la constante Z : il faut
∑∞

n=0 Pn = 1 (normalisation des probabilités). On
a la série géométrique Sα :=

(∑
n≥0 e

−αn) = 1
1−e−α donc

1 =
∞∑
n=0

Pn =
1

Z
e−α/2Sα

donc

Z =
e−α/2

1− e−α
Alors

〈Ex〉 =
∞∑
n=0

PnEn =
~ω
Z

∑
n

e−α(n+1/2)

(
n+

1

2

)

=
~ω
Z
e−α/2

(∑
n

ne−αn +
1

2

∑
n

e−αn

)
Il nous faut calculer ∑

n≥0

ne−αn = − d

dα
(Sα) =

e−α

(1− e−α)2
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Donc

〈Ex〉 =

(
~ω
2

)(
1 + e−α

1− e−α

)
=

(
~ω
2

)
coth

(α
2

)
=

(
kΘ

2

)
coth

(
Θ

2T

)
2. Pour l'énergie moyenne d'un atome à 3 dim :

〈E〉 = 〈Ex〉+ 〈Ey〉+ 〈Ez〉

= 3

(
kΘ

2

)
coth

(
Θ

2T

)
Pour une mole d'atomes, l'énergie moyenne est 〈U〉 = N 〈E〉 avec N = R

k
nombre

d'Avogadro. Alors

〈U〉 =
3RΘ

2
coth

(
Θ

2T

)
et donc la capacité calori�que molaire est

C =
d 〈U〉
dT

=
3RΘ

2

(−1)

sinh2
(

Θ
2T

) (−Θ

2T 2

)
= 3R

(
Θ

2T

)2
1

sinh2
(

Θ
2T

)

Pour T � Θ, on a C ∼ 1
T 2 e
−Θ/T → 0. On remarque que

Θ =
~ω
k

=
~
k

√
K

m

où K est la �constante de raideur� de la liaison entre atomes. Donc Corps dur
(diamant)⇔K élevé ⇔Θ élevé.
Pour T � Θ on a C → 3R. Cette valeur s'obtient aussi par le théorème d'équiparti-
tion de l'énergie (valable en mécanique classique pour des Hamiltoniens quadratiques
seulement).
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Exercice 2.2.8 page 119

1. On a λx = 2L/a, λy = 2L/b, λz = 2L/d, avec a, b, d ∈ N∗ entiers. Donc kx = 2π
λx

=
π
L
a, etc.... La fréquence de ce mode (a, b, d) est ωa,b,d = ck = c

(
k2
x + k2

y + k2
z

)1/2
=

πc
(
a2

L2 + b2

L2 + d2

l2

)1/2

. L'énergie du vide quantique dans la boite est alors (en pen-

sant aux deux états de polarisations possibles)

E (l) = 2
∑
a,b,d>0

1

2
~ωa,b,d

La divergence de E (l) est due aux hautes fréquences ω ; appelée divergence ultra-
violette.

2. On a
E (l) = ~

∑
a,b,d>0

ωe−ω/ωc

et ωa,b,d = πc
l

((
l
L

)2
(a2 + b2) + d2

)1/2

. Comme (l/L)� 1, on peut traiter a, b comme

des variables continues dans la somme (approximation de Riemann d'une intégrale),
et donc

E (l) ' ~
∑
d>0

∫
da db ωe−ω/ωc

Ensuite, on utilise des coordonnées polaires (a, b)→ (u, θ), c'est à dire (a2 + b2) = u2

et dadb = ududθ, et θ = 0→ π/2. Alors

E (l) ' ~
(π

2

)∑
d>0

∫ ∞
0

du uωe−ω/ωc

Finalement, le changement de variable u→ ω = πc
l

((
l
L

)2
u2 + d2

)1/2

, donne ωdω =

udu
(
πc
L

)2
et

E (l) ' ~
(π

2

)( L

πc

)2∑
d>0

∫ ∞
ω0

dω ω2e−ω/ωc

=
~L2

2πc2

∑
d>0

d2

dα2

∫ ∞
ω0

dω e−αω

=
~L2

2πc2

∑
d>0

d2

dα2

(
1

α
e−αω0

)

avec ω0 = πc
l
d, et α = 1/ωc. Ensuite

∑
d>0 e

−αω0 =
∑

d>0

(
e−α

πc
l

)d
= −e−α

πc
l

1−e−α
πc
l

=
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1

eα
πc
l −1

(suite géométrique). Donc

E (l) =
~L2

2πc2

d2

dα2

(
1

α

1

eα
πc
l − 1

)
=

~cπ2L2

2l3
d2

dx2

(
1

x (ex − 1)

)
avec x = απc/l = πc/(ωcl).

3. Ensuite
1

x (ex − 1)
=

1

x2
− 1

2x
+

1

12
− 1

30× 24
x2 +O

(
x3
)

donc
d2

dx2

(
1

x (ex − 1)

)
=

6

x4
− 1

x3
− 1

15× 24
+O (x)

et

E (l) =
~cπ2L2

2l3

(
6

(
ωcl

πc

)4

−
(
ωcl

πc

)3

− 1

15× 24
+O(1/ωc)

)

=
~cπ2L2

2

(
6
(ωc
πc

)4

l −
(ωc
πc

)3

− 1

15× 24

1

l3
+O(1/ωc)

)
4. On a

U (l) = E (l) + E (L− l) =
~cπ2L2

2

(
6
(ωc
πc

)4

L− 1

15× 24

(
1

l3
+

1

(L− l)3

)
+ ...

)
' ~cπ2L2

2

(
6
(ωc
πc

)4

L− 1

15× 24

(
1

l3

)
+ ...

)
,

pour L� l. Donc FCasimir (l) = −dU
dl

= −~cπ2L2

2

(
3

15×24
1
l4

+ ...
)
et pour ωc →∞, les

termes suivants s'annullent, donc

FCasimir (l) = −~cπ
2L2

240

1

l4

Exercice 2.2.13 page 126

1. Utiliser la relation (A.2.1), qui s'applique car [q̂, p̂] = i~ Id, [a, a+] = Id.

2. Utiliser les expressions (2.2.29), et pour montrer la dernière ligne, le fait que a|0 >=

0, donc exp(−za)|0 >=
∑

n
(−za)n

n!
|0 >= |0 >.

3. Calculer d(eαa|qp >)/dα en α = 0.
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Exercice 2.2.15 page 128

1. On véri�e que cette représentation par des matrices 3 × 3 véri�e bien les règles
(2.2.15). Par exemple, on calcule : [ϕ (a) , ϕ (a+)] = ϕ (a)ϕ (a+) − ϕ (a+)ϕ (a) =

... = ϕ
(
Î
)
; etc...

2. On a Q̂ = 1√
2

(a+ a+), donc ϕ
(
−iα′Q̂

)
= (−iα′) 1√

2

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

, et ϕ
(

exp
(
−iα′Q̂

))
=

exp
(
ϕ
(
−iα′Q̂

))
=

 1 (−iα′) /
√

2 −α′2/4
0 1 (−iα′) /

√
2

0 0 1

. Pour cette dernière égalité,

on utilise le fait que, posant M =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

, on a M2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 et

Mn = 0 pour n > 2. Donc exp (λM) =
∑

n≥0
1
n!

(λM)n = M0 + λM + 1
2
λ2M2 = 1 λ λ2/2

0 1 λ
0 0 1

. On procède de même pour les quatre autres expressions. Finale-

ment, on calcule le produit de matrices, 1 :

ϕ
(

exp
(
−iγ′Î

))
ϕ
(

exp
(
−iα′Q̂

))
ϕ
(

exp
(
−iβ ˆ′P

))
ϕ (exp (−iθn̂))

=

 1 A′ B′

0 e−iθ C ′

0 0 1


A′ = −z′e−iθ, B′ = −iγ′ + 1

2
|z′|2 − i

2
=
(
z
′2
)
, C ′ = z′

que l'on identi�e avec (2.2.37), pour obtenir (2.2.34).

Exercice 2.3.2 page 133 EF ' 3eV , VF ' 106m/s.

Exercice 6 page 133

1. Un mode occupe le volume élémentaire ∆3~x∆3~k = (2π)3 dans l'espace de phase(
~x,~k
)
. Considérons un intervalle de fréquence dν. D'après ω = 2πν = ck, cela

correspond à

dk =
2π

c
dν

et à un volume dans l'espace ~k de

Vk = 4πk2dk

1. Pour ces produits de matrices, ainsi que ces exponentielles de matrices, on aura intérêt à utiliser un
logiciel de calcul formel (comme Maple, Mathematica ou Xcas qui est un logiciel gratuit et libre).
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(volume de la sphère de rayon k et épaisseur dk). Donc dans un volume V et un
intervalle de fréquence dν contiennent

dn = 2 (V Vk) / (2π)3

modes. Le facteur 2 tient compte des deux états de polarisation possibles d'un mode
(droite/gauche). Donc

dn =
2V
(

4πk2 (2π)
c
dν
)

(2π)3 =
8πV ν2

c3
dν

2. On a 〈Nmode〉 =
∑∞

N=0 PNN , avec la probabilité PN = 1
Z

exp (−EN/kT ). Comme
1 =

∑
N PN , on déduit que la constante Z est donnée par

Z =
∑
N

exp (−EN/kT ) =
∑
N

exp (−α (N + 1/2))

= e−α/2
∑
N≥0

e−αN︸ ︷︷ ︸
S

avec α = (~ω) /kT et la série géométrique S =
∑

N≥0 e
−αN = 1

1−e−α . Alors

〈Nmode〉 =
∞∑
N=0

PNN

=
1

Z

∑
N

N exp (−α (N + 1/2))

=
1

e−α/2S
e−α/2

(
−dS
dα

)
=

1

S

(
−dS
dα

)
=

1

eα − 1

=
1

ehν/(kT ) − 1

appelée distribution de Bose-Einstein. Ensuite

dN

dν
=
dN

dn

dn

dν
=< Nmode >

dn

dν

3. u(ν) = 1
V

(hν) dN
dν

= 8πhν3

c3
(
e
hν
kT −1

)

Exercice 7 page 135
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1. Un mode occupe ∆3~x∆3~k = (2π)3. Considérons un intervalle de fréquence dν. Pour
les ondes S, cela correspond à dk = 2π

vS
dν, et un volume dans l'espace ~k de Vk =

4πk2dk (volume de la sphère de rayon k et épaisseur dk). Donc dans un volume V
et un intervalle de fréquence dν = vS

2π
dk contiennent dnS = 2 (V Vk) / (2π)3 modes.

Le facteur 2 tient compte des deux états de polarisation possibles d'un mode. Donc

dnS =
2 (4π)V ν2dν

v3
s

de même pour les ondes P :

dnP =
(4π)V ν2dν

v3
P

2. D'après l'hypothèse d'équidistribution entre les modes, le rapport d'énergie est égal
au rapport du nombre de modes :

EP
ES

=
dnP
dnS

=
1

2

(
vS
vP

)3

=
1

2 (1, 73)3 '
1

10

Exercice 9 page 136

1. On a T̂q B̂p = exp (−iqp̂/~) exp (ipx̂/~). Utiliser (A.2.1), avec A = −iqp̂/~, B =

ipx̂/~, [A,B] = (qp/~2) (−i~) donnant eAeB = eBeAe[A,B] donc T̂q B̂p = e−iS/~B̂p T̂q,
avec S = qp qui est la surface du carré dans l'espace de phase concerné par les
translations. En terme de mécanique analytique, c'est une action. Les opérateurs
commutent lorsque S = nh, n ∈ N c'est à dire lorsque la surface contient un nombre
entier de cellules de Planck.

2. Utiliser (A.2.1) :eAeB = eA+Be
1
2

[A,B]. On a B = i(P2 − P1)
(
Q̂−Q1

)
− i(Q2 −

Q1)
(
P̂ − P1

)
, A = i(P3 − P2)

(
Q̂−Q2

)
− i(Q3 − Q2)

(
P̂ − P2

)
, et 1

2
[A,B] =

− i
2
(P2−P1)(Q3−Q2)+ i

2
(Q2−Q1)(P3−P2) = − i

2

−→
23∧−→12 = −i S/~ :produit vectoriel

et S est la surface hachurée (dans les unités q, p). On a S/~ = 1
2

(P2Q3 − P1Q3 + P1Q2 −Q2P3 +Q1P3 −Q1P2).
On a donc

D̂2,3D̂1,2 = e−iS/~ exp (A+B) = e−iS/~ exp
(
i(P3 − P1)Q̂− i(Q3 −Q1)P̂

)
exp (i (−P2Q1 +Q2P1 − P3Q2 +Q3P2))

. Par ailleurs,

D̂1,3 = exp
(
i(P3 − P1)

(
Q̂−Q1

)
− i(Q3 −Q1)

(
P̂ − P1

))
= exp

(
i(P3 − P1)Q̂− i(Q3 −Q1)P̂

)
exp (i (−P3Q1 +Q3P1))

. Finalement, D̂2,3D̂1,2 = D̂1,3e
−iS/~ei2S/~ = e+iS/~D̂1,3.

3. Par récurrence.
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Exercice 10 page 137

1. H(q, p) = H(q0, p0) + (q − q0) .∂H
∂q

+ (p− p0) .∂H
∂p

+ o(∆q,∆p), avec ∆q = q − q0,
∆p = p− p0.

2. Ĥ|q0, p0 >'
(
H(q0, p0) Id+ (q̂ − q0) .∂H

∂q
+ (p̂− p0) .∂H

∂p

)
|q0, p0 >. (On a remplacé

q et p par les q̂ et p̂).

3. Ainsi

Û(∆t)|q0, p0 > = exp
(
−iĤ∆t/~

)
|q0, p0 >

' exp

(
−i
(
H(q, p) Id+ (q̂ − q0) .

∂H

∂q
+ (p̂− p0) .

∂H

∂p

)
∆t/~

)
|q0, p0 >

donc Û(∆t)|q0, p0 >= exp(−iE∆t/~)D̂0,1|q0, p0 >, avec q1 − q0 = ∂H
∂p

∆t et p1 −
p0 = −∂H

∂q
∆t sont les déplacements du point (q0, p0) par la dynamique classique, et

E = H(q0, p0) est l'énergie du point classique, conservée au cours du temps. Sur la
durée ∆t in�nitésimale, le paquet d'onde est donc translaté dans l'espace de phase,
comme le point classique.

4. Alors en sommant des déplacements in�nitésimaux,

Û(t)|q0, p0 >' exp (−iEt/~) ΠN−1
i=0 D̂i,i+1|q0, p0 >= exp (−iEt/~) exp (iS/~) D̂0,M(t)|q0, p0 >

, où M(t) est l'évolution classique.

5. On a Û(t′)|φ >=
∫ T

0
eiE(t+t′−t′)/~Û(t + t′)|q0p0 >= e−iEt

′/~ ∫ T+t′

t′
eiEt/~ Û(t)|q0, p0 >

dt = e−iEt
′/~|φ >, à condition que eiET/~Û(T )|q0, p0 >= |q0, p0 >, car alors∫ T+t′

T

eiEt/~ Û(t)|q0, p0 > dt =

∫ t′

0

eiEt/~ Û(t)|q0, p0 > dt

.

6. D'après ci-dessus, la condition s'écrit : exp (iS/~) D̂0,M(T )|q0, p0 >= |q0, p0 >, où S
est la surface de la trajectoire (action). Or M(T ) = M(0), donc il faut exp (iS/~) =
1, soit

S = hn, n ∈ N

appelée règle de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld : la surface doit contenir
un nombre entier de cellules de Planck.
Pour l'oscillateur Harmonique, cela donne (voir section précédente) En ' ~ωn. (Il
manque l'indice 1/2).

Exercice 2.3.3 page 140 (Voir [CBF] p571). On a J =
∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞

1
2π~dx dp |x, p, σ〉〈x, p, σ| =∫ +∞

−∞

∫ +∞
−∞

1
2π~dx dpD(z)|0〉〈0|D+(z). Or D(z)|0〉 = exp

(
− |z|

2

2

)
exp (za+) exp (−za) |0〉 =

exp
(
− |z|

2

2

)
eza

+|0〉. Or eza+ |0〉 =
∑

n≥0
zna+n

n!
|0〉 =

∑
n≥0

zn√
n!
|n〉.



B.2. CHAPITRE 2 379

Donc J =
∑

n,n′

∫
dxdp
h

znzn
′

√
n!n′!

e−|z|
2|n〉〈n′|. Mais d'une part dx∧dp

h
= dQ∧dP et

∫
dQdP znzn

′
e−|z|

2

=∫
dρdθ e−ρ

2
ρn+n′eiθ(n−n

′) = n! δn,n′ en coordonnées polaires (ρ, θ) et intégration sur ρ par
parties. Donc J =

∑
n≥0 |n〉〈n| = Î. De façon plus élégante, cette relation de fermeture est

une simple conséquence du lemme de Schur (théorie des groupes) voir [Per86] p.15.

Exercice 8 page 136 @@ revoir, voir correction de JJB @@

1. Le Hamiltonien classique est :

H(~x, ~p) =
~p2

2m
− e2

4πε0r

Soit une valeur E < 0 �xée. On cherche le volume de l'espace de phase des points :

ΣE = {(~x, ~p)/H(~x, ~p) ≤ E}

On utilise naturellement les coordonnées sphériques : ~p ≡ (p, ϕp, θp) et ~x ≡ (r, ϕ, θ).
Alors (utilisant d~x = r2dr sin θdθdϕ)

V (E) = V ol (ΣE) =

∫
ΣE

d~xd~p

= (4π)2

∫
E≥ p2

2m
− e2

4πε0r

r2p2 drdp

= (4π)2 e4

3 (4πε0)2

∫ ∞
0

p2 dp
1(

p2

2m
− E

)3

= (4π)2 e4

3 (4πε0)2

(
m3/2π

4
√

2(−E)3/2

)
=

e4m3/2π

12
√

2 (−E)3/2 ε2
0

Ensuite d'après (2.3.2),

N (E) =
V (E)

h3
=

e4m3/2π

12
√

2 (−E)3/2 ε2
0h

3

2. On déduit la densité de niveaux semi-classique ρsc (E) = dN
dE

= e4m3/2π

8
√

2(−E)5/2ε20h
3
, qui

est une expression valable lorsque les niveaux deviennent denses, c'est à dire pour
E → 0−.

3. A partir de l'expression Eexact
n = − ε1

n2 avec ε1 = me4

2~2 = 13, 6 eV , on a (sans oublier
la dégénérescence du niveau En qui est n2) dN = n2dn donc dN/dE = n2dn/dE =
1
2

m3/2e6

23/2~3(−E)5/2 .

@@
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B.3 Chapitre 3

Exercice 3.1.2 page 149 on a ~x = R−1~x′ et la valeur de la fonction d'onde n'est pas
changée lors de la rotation : ψ′(~x′) = ψ(~x), donc :

ψ′(~x′) = ψ(R−1~x′) (B.3.1)

(situation semblable au cas de la translation, �gure (2.1.1)).
On peut obtenir le même résultat avec la notation d'opérateurs : ψ′(~x′) =< ~x′|R|ψ >=<

R+~x′|ψ >=< R−1~x′|ψ >= ψ(R−1~x′), où on a utilisé le fait que l'opérateur rotation est
unitaire.

Exercice 3.3.1 page 169 Électrons bidimensionnels dans un champ magnétique
constant, avec un potentiel périodique : le spectre fractal de Hofstadter. 2

1. ~B = rot
(
~A
)

= (∂xAy − ∂yAx)~ez = B~ez. Alors

H(x, px, y, py) =
1

2m

(
~p− e ~A

)2

+ V (x, y)

=
1

2m

((
px +

eB

2
y

)2

+

(
py −

eB

2
x

)2
)

+ V (x, y)

2. Pour les unités, [Q] ≡ [px]

[
√
~eB]

≡ [px]√
[px]m[px]/m

≡ 1 (pensant à d~p
dt
≡ e~v ∧ ~B) et

[q] ≡ [px]
[eBX]

≡ [px]
([px]/m)m

≡ 1. Donc
(
Q̂, P̂ , q̂, p̂

)
sont sans dimension. A partir de

[x̂, p̂x] = i~ et [ŷ, p̂y] = i~, on calcule[
Q̂, P̂

]
= i, [q̂, p̂] = i ~eff

et les autres commutateurs sont nuls. On a �nalement :

2π~eff =
φ0

φ
.

3. On obtient

H (Q,P, q, p) =
~ω
2

(
P 2 +Q2

)
+ V

(
−X

(
p+

√
heffP

)
, −X

(
q +

√
heffQ

))
2. Ce spectre a été étudié dans D. Hofstadter, �Energy levels and wave functions of Bloch electrons in

rational and irrational magnetic �elds� Phys.Rev.B 14 ,2239, (1976). Il est (partiellement) observé expé-
rimentalement dans : Albrecht et al. �Evidence of the Hofstadter Fractal energy spectrum in the Quantized
Hall Conductance � Phys.Rev.Lett. 86 ,147 (2001). Chercher �hofstadter butter�y� dans Google.
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4. Si V = 0, alors H (Q,P, q, p) = ~ω
2

(P 2 +Q2) est un oscillateur harmonique. Ses
niveaux d'énergie (niveaux de Landau) sont donc :

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . .

mais les variables (q, p) n'interviennent pas. Cela montre que chaque niveau est
in�niment dégénéré (comme la dimension de l'espace de Hilbert des opérateurs
q̂, p̂).
(La suite est facultative)

5. La périodicité est 1 selon q et selon p. Les générateurs des translations sont respec-
tivement (p̂,−q̂), et [q̂, p̂] = i ~eff . Par conséquent

T̂q = exp(−ip̂/~eff ), T̂p = exp(iq̂/~eff ).

6. La relation de Glauber donne T̂qT̂p = e[−ip̂/~eff ,iq̂/~eff ]T̂pT̂q = e
−i2π

2π~eff T̂pT̂q. Donc[
T̂q, T̂p

]
= 0 si et seulement si

1

2π~eff
= N ∈ N : entier

Cela donne φ
φ0

= 1
2π~eff

= N . Autrement dit, il doit y avoir un nombre entier de

quanta de �ux à travers la surface élémentaire X2.
A.N. : N = X2eB

h
, avec X = 2.10−7m, B = 0, 21T., h = 6, 6.10−34J.s., e =

1, 6.10−19C, N = 10−144 1,6.10−190,21
6,6.10−34 ' 2.

7. Avec cette condition, on peut (comme dans la théorie de Bloch), chercher les états
stationnaires parmi les vecteurs propres communs de T̂q et T̂p qui véri�ent, T̂q|ψ〉 =

eiθ1|ψ〉 et T̂p|ψ〉 = eiθ2|ψ〉. Les états stationnaires ainsi trouvés |ψn (θ1, θ2)〉 vont
dépendre des paramètres continus (θ1, θ2) et d'un indice discret n. Cela donnera un
spectre en bandes. Chaque bande est indicée par n.

8. Avec les notation ci-dessus, appelons H (θ1, θ2) l'espace des fonctions de Bloch véri-
�ant T̂q|ψ〉 = eiθ1|ψ〉 et T̂p|ψ〉 = eiθ2|ψ〉. Comme T̂q|ψ〉 = eiθ1|ψ〉, la fonction d'onde
ψ(q), est périodique (à une phase près), de période 1. Par conséquent, sa transfor-
mée de Fourier ψ̃(p) est discrète, avec un pas ∆p = heff = 1

N
. Or T̂p|ψ〉 = eiθ2|ψ〉,

ce qui signi�e que ψ̃(p) est elle même périodique, de période 1. Dans l'intervalle
p ∈ [0, 1[ il y a 1/∆p = N composantes, et l'état|ψ〉 n'a donc que N composantes
indépendantes. L'espace des fonctions de Bloch H (θ1, θ2) est donc de dimension N .
Avec la perturbation V , le premier niveau de Landau perd sa dégénérescence et il
apparait donc N bandes de Bloch. (Cela est aussi vrai pour les autres niveaux de
Landau).
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x

y

Bz

X

X

1/21/3 11/5 1/4 2/3 3/4

E

Flux magnetique −1
Φ  /Φ

0

9. La condition 2π~eff = 1
N

est exceptionelle. Par contre, si 2π~eff = h
eBX2 = φ0

φ
=

a
b
∈ Q, on considère une cellule de base de côtés X et Y = aX, donc de surface

XY = aX2. Pour cette cellule de base, la constante e�ective 2π~′eff = 2π~
eB(XY )

= 1
b
.

Donc
(
2π~′eff

)−1
= b ∈ N est entier, les résultats précédents s'appliquent et on

déduit que le spectre est formé de b bandes. Ainsi lorsque φ/φ0 varie continuement,
le dénominateur b (et donc le nombre de bandes) varie discontinuement, ce qui
explique l'aspect fractal du spectre obtenu. Voir �gure.

B.4 Chapitre 4

Exercice 11 page 188 le résultat (4.5.1) montre que cette relation est vraie pour les

trois vecteurs de base ei de R3, ce qui peut s'écrire
[
Ŝei , Ŝej

]
= i~Ŝei∧ej = i~ei ∧ ej. ~̂S.

Alors
[
Ŝ~U , Ŝ~V

]
=
∑

i,j

[
UiŜei , UjŜej

]
=
∑

i,j UiUj

[
Ŝei , Ŝej

]
= i~

∑
i,j UiUjei ∧ ej. ~̂S =

i~
(
~U ∧ ~V

)
. ~̂S.

Exercice 4.4.1 page ??

1. Soit un état de spin 1/2 quelconque noté :

|ψ >= a|+z > +b|−z >

avec a, b ∈ C. Si b 6= 0, alors on écrit |ψ >= b|ϕ〉 avec |ϕ〉 = z|+z > +|−z >
et z = a/b. De façon très générale, les probabilités associées au résultat d'une
mesure sur un état quantique, ne change pas si l'état est multiplié par une constante
complexe. Plus précisement, si |ψ >= b|ϕ〉, et Â est une observable (opérateur) :

〈ψ|Â|ψ〉
〈ψ|ψ〉

=
|b|2

|b|2
〈ϕ|Â|ϕ〉
〈ϕ|ϕ〉

=
〈ϕ|Â|ϕ〉
〈ϕ|ϕ〉

Par conséquent |ψ〉 et |ϕ〉 décrivent les même �états physiques�
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2. On calcule

sx =
〈ψ|Ŝx|ψ〉
〈ψ|ψ〉

=
1

|a|2 + |b|2
~
2

(
a, b

)( 0 1
1 0

)(
a
b

)
=
~
2

2< (z)

1 + |z|2

de même :

sy =
〈ψ|Ŝy|ψ〉
〈ψ|ψ〉

= −~
2

2= (z)

1 + |z|2
, sz =

〈ψ|Ŝy|ψ〉
〈ψ|ψ〉

=
~
2

|z|2 − 1

1 + |z|2

Donc s2 = s2
x + s2

y + s2
z =

(~
2

)2
. (Ne pas confondre s2 = 〈Sx〉2 + 〈Sy〉2 + 〈Sz〉2 avec

〈S2〉 = ~2
(

1
2

) (
1
2

+ 1
)
).

3. En coordonnées sphériques (s, θ, ϕ), sx = ~
2

sin θ cosϕ, sy = ~
2

sin θ sinϕ, sz = ~
2

cos θ,
on obtient

zz =
1 + 2 sz~
1− 2 sz~

=
1 + cos θ

1− cos θ
= cotg2 θ

2

et

z =
(
1 + |z|2

) (sx
~
− isy

~

)
=

1

2

(
1 +

cos2 θ
2

sin2 θ
2

)
(cosϕ− i sinϕ) sin θ

donc z = cotg θ
2
e−iϕ.

4. D'après les schémas :

Exercice 12 page 189

1. On a vu en cours, que les générateurs Ŝx, Ŝy, Ŝz s'expriment respectivement dans la
base o.n. (|+z〉, |−z〉) par les matrices de Pauli

(~
2
σx,

~
2
σy,

~
2
σz
)
; ce sont des matrices

hermitienne 2× 2 de trace nulle. Par conséquent, l'opérateur Ŝ~U = UxŜx + UyŜy +

UzŜz = ~U
ˆ
.~S ∈ R, ~U = (Ux, Uy, Uz) ∈ R3 (générateur des rotations du spin 1/2)

s'exprime par la matrice ~
2
σ~U avec

σ~U = Uxσx + Uyσy + Uzσz = ~U.~σ =

(
Uz Ux − iUy

Ux + iUy −Uz

)
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2. Soit M ∈ SU(2). On a (a) : M+ = M−1 et (b) : det(M) = 1. Écrivons M =
exp (−iλG), avec λ ∈ R, et G matrice 2 ∗ 2 qui est un �générateur� ,i.e. élément de
l'algèbre de Lie su(2). Pour λ → 0, la relation (a) donne (1 + iλG+) = (1 + iλG),
soit G = G+. La relation (b) donne 1 = det(M) = exp (−iλ Trace(G)), donc
Trace(G) = 0. (La relation matricielle très générale det(M) = exp (−iλ Trace(G)),
se démontre en écrivant G dans une base propre, où elle est diagonale). Ainsi l'al-
gèbre de Lie su(2) du groupe SU(2) est formé par les matrices hermitienne 2× 2 de

trace nulle forme. Comme expliqué en (1),G est de la formeG =

(
uz ux − iuy

ux + iuy −uz

)
=

~u.~σ, et donc les matrices de Pauli forment une base de cette algèbre.

3. Soit ϕ : Ô →MÔ l'application qui à un opérateur de Hspin associe la matrice 2× 2,

qui est son expression dans la base (|+z〉, |−z〉). On a vu que ϕ
(
Ŝ~U

)
= ~

2
σ~U et

que ϕ : Rspin → su(2) est un isomorphisme d'algèbres de Lie. Pour R̂ ∈ Rspin, on

a ϕ
(
R̂
)

= ϕ
(

exp
(
−iŜ~u α
~

))
= exp

(
ϕ
(
−iŜ~u α
~

))
= exp

(
− i

2
σ~U
)
qui montre que

ϕ : Rspin → SU(2) est un isomorphisme de groupes.

Exercice 13 page 191 Voir eq(B.4.1). Cette fois ci l'opérateur de rotation agit à la fois
sur l'espace ordinaire et sur le spin : ψ′±(~x′) =< ~x′,±|R̂|ψ,~s >=< R+~x′, R+ ± |ψ,~s >=<
R−1~x′, R−1 ± |ψ,~s >, c'est à dire :(

ψ′+(~x′)
ψ′−(~x′)

)
= R̂−1

spin

(
ψ+(R−1

espace~x
′)

ψ−(R−1
espace~x

′)

)
(B.4.1)

B.5 Chapitre 7

Exercice 6.5.1 Di�usion nucléon-pion page 277. On a vu que D1/2⊗D1/2 = D0⊕D1

qui est la décomposition de Clebsh-Gordan. Si Ĥ est un opérateur véri�ant
[
Ĥ, ~S

]
= 0 (in-

variance par rotation) alors d'après le Lemme de Shur, Ĥ exprimé dans la décomposition
D0 ⊕D1 est de la forme bloc:

Ĥ =

 λÎ 0

0︸︷︷︸
D0

µÎ︸︷︷︸
D1

 , λ, µ ∈ R

Or on a vu que l'opérateur A.Î +B.~S1.~S2 = A+ B
2
~2
(
J(J + 1)− 3

2

)
s'exprime dans cette

même décomposition par (
E0 = A− 3

4
B~2 0

0 E1 = A+ 1
4
B~2

)
Il su�t donc de prendre A,B tels que A− 3

4
B~2 = λ et µ = A+ 1

4
B~2.

Plus généralement, pour le couplage Dj1 ⊗ Dj2 = ⊕j1+j2
j=|j2−j1|Dj, un opérateur invariant
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s'exprime comme λj Î sur chaque espace Dj de la décomposition. Il y a donc N = j2 + j1−
|j2 − j1| paramètres indépendant λj. Comme l'opérateur de Casimir ~S2 est ~2j (j + 1) Î
sur un espace Dj (et distingue donc les espaces Dj) on déduit que un opérateur invariant

peut s'exprimer sous la forme Ĥ = µ0Î + µ1
~S2 + µ2

(
~S2
)2

+ . . . + µN−1

(
~S2
)N−1

. Il est

possible de relier les (µj)j et les (λj)j. De façon équivalente on pourrait utiliser
(
~S1.~S2

)k
à la place de

(
~S2
)k
, les coe�cients seraient di�érents.

Exercice 6.5.2 Di�usion nucléon-pion page 283.

1. On a Hj=1 ⊗Hj=1/2 = Hj=1/2 ⊕Hj=3/2, de dimensions 3 × 2 = 2 + 4 = 6 (d'après
dimHj = 2j + 1).

2. On obtient :

|pπ+〉 = |3
2

;
3

2
〉

|pπ0〉 =
√

2/3|3
2

;
1

2
〉 −

√
1/3|1

2
;
1

2
〉

|pπ−〉 =
√

1/3|3
2

;−1

2
〉 −

√
2/3|1

2
;−1

2
〉

|nπ+〉 =
√

1/3|3
2

;
1

2
〉+

√
2/3|1

2
;
1

2
〉

|nπ0〉 =
√

2/3|3
2

;
1

2
〉+

√
1/3|1

2
;−1

2
〉

|nπ−〉 = |3
2

;−3

2
〉

3. Dans un espace de représentation irréductible, Û doit agir comme l'identité à une
constante complexe près (Lemme de Shur). Donc dans la décomposition Hj=1/2 ⊕
Hj=3/2 :

Û ≡H3/2⊕H1/2

(
A3/2Î4 0

0 A1/2Î2

)
avec A3/2, A1/2 ∈ C.

4. On obtient :

σ
(
pπ+ → pπ+

)
=

∣∣∣〈p, π+|Û |p, π+〉
∣∣∣2 =

∣∣A3/2

∣∣2
σ
(
pπ− → nπ0

)
=

∣∣∣〈n, π0|Û |p, π−〉
∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣
√

2

3
A3/2 −

√
2

3
A1/2

∣∣∣∣∣
2

σ
(
pπ− → pπ−

)
=

∣∣∣〈p, π−|Û |p, π−〉∣∣∣2 =

∣∣∣∣13A3/2 +
2

3
A1/2

∣∣∣∣2
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(a) si
∣∣A3/2

∣∣ � ∣∣A1/2

∣∣, alors σ (pπ+ → pπ+) =
∣∣A3/2

∣∣2, σ (pπ− → nπ0) ' 2
9

∣∣A3/2

∣∣2,
σ (pπ− → pπ−) ' 1

9

∣∣A3/2

∣∣2.
(b) si

∣∣A3/2

∣∣� ∣∣A1/2

∣∣, alors σ (pπ+ → pπ+) ' 0, σ (pπ− → nπ0) ' 2
9

∣∣A1/2

∣∣2, σ (pπ− → pπ−) '
4
9

∣∣A1/2

∣∣2.
(c) siA3/2 = A1/2, alors σ (pπ+ → pπ+) =

∣∣A3/2

∣∣2, σ (pπ− → nπ0) ' 0, σ (pπ− → pπ−) '∣∣A3/2

∣∣2.
5. L'expérience donne :

σ (pπ+ → pπ+)

σ (pπ− → nπ0)
= 4.33 ' 4.5

σ (pπ+ → pπ+)

σ (pπ− → pπ−)
= 8.47 ' 9

On est donc proche de la situation
∣∣A3/2

∣∣� ∣∣A1/2

∣∣.
6. Durée de vie τ ' ~

∆E
= 6.510−24s. L'espace de degré interne d'isospin de cette

particule ∆ est Hj=3/2, de dimension 2j + 1 = 4. D'après l'écriture |j = 3/2,m =
3/2〉 = |p+, π+〉, etc... on déduit que |∆++〉 = |j = 3/2;m = 3/2〉, |∆+〉 = |j =
3/2;m = 1/2〉,|∆0〉 = |j = 3/2;m = −1/2〉,|∆−〉 = |j = 3/2;m = −3/2〉.
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