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Chapitre 1

Symétries, moment
cinétique et spin

Les réponses aux questions physiques ne doivent pas dépendre de 'orien-
tation du systeme de coordonnées choisie pour les calculer. Cette prescription
détermine la transformation des champs classiques et quantiques sous rotation.

Dans le cadre de la physique classique, un champ (qui peut avoir plusieurs
composantes, décrivant un vecteur ou un tenseur a chaque point) se transforme
sous rotation de telle maniere a former une représentation du groupe des ro-
tations, SO(3). En mécanique quantique, par contre, certains champs se trans-
forment, sous rotation des axes de coordonnées, comme les composantes de
spineurs ; ainsi, ils forment des représentations de SU(2) plutét que de SO(3).
C’est ce que l'on se propose de montrer, entre autres, dans ce chapitre d’intro-
duction [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Notation :

* GL(n,C) ={M | M = matrices n x n complexes avec det (M) # 0}
(matrices non-singulieéres complexes).

* GL(n,R) = {M | M = matrices n x n réelles avec det (M) # 0}
(matrices non-singulieres réelles).

* SL(n,C) ={M € GL(n,C) | det (M) = +1}
(matrices unimodulaires complexes).

* SL(n,R) ={M € GL(n,R) | det (M) = +1}
(matrices unimodulaires réelles).

* O(n) ={ReGL(n,R) | R"R=1,}
(matrices orthogonales).

* SO(n) ={R € 0(n)| det(R) =1}
(rotations en n dimensions).

* U(n)={S € GL(n,C) | S*S =1,}
(matrices unitaires).

* SU(n) = {S € U(n) | det (S) = 1}.

Soit M € GL(n,C) une matrice non-singuliere complexe. Nous dénotons
par M ! sa matrice inverse, par M7 sa matrice transposée, par M sa matrice
complexe conjuguée et par M* = M7 sa conjuguée hermitienne.
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Définition 1.0.1 Un groupe de matrices G C GL(n,C) qui décrit une surface
polynomiale réguliére dans C™ est appelé un groupe de Lie.

Une surface polynomiale dans C™ est une surface . qui est donnée par un
nombre de conditions polynomiales,

S ={xeC™|P(r)=Pzx)=--- = P.(x) =0} , E<m. (1.1)

La surface .7 est réguliere si les polynémes Py (z), - - - , Pi(x) peuvent étre choisis

tels que le rang de la matrice g:{ est maximal pour tout x € .. Le nombre
(m—k) est la dimension de la surface .. Elle peut étre paramétrisée localement
par (m — k) parametres; ceci est une conséquence du théoreme des fonctions
implicites.

Un exemple d’une condition polynoémiale est P(M) = det (M) — 1. Elle est
non-dégénérée si la matrice 85%:? = P,;(M) # 0 pour tout M avec P(M) = 0.

La définition donnée d’un groupe de Lie n’est pas la définition générale abs-
traite, mais elle suffit pour les besoins de ce cours. Tous les groupes donnés en
page 4 sont des groupes de Lie.

Définition 1.0.2 Soit G C GL(n,C) un groupe de Lie. L’algébre de Lie cor-
respondant a G est donnée par

G ={M | matrice n x n telle que exp (tM) € G , YVt € R} . (1.2)

Ici, exp (tM) est défini par
1
exp(tM)=1+tM + = (tM) E(tM)"—i— . (1.3)

Il est relativement facile de démontrer que G est un espace linéaire (réel) de
la méme dimension que celle du groupe de Lie G, et que pour M, N € G, nous
avons [M,N]|= MN —NM € G. De plus,si S € Get M € G, alors SMS™' € G
(pour plus de détails, voir [7]).

1.1 Invariance sous rotation et moment cinétique
pour des particules sans spin (s = 0)

Dans Pespace de Hilbert, 57 = £2(R?), une particule sans spin n’est pas
représentée par un unique vecteur complexe ¥ € 7, mais par un rayon unitaire,
noté [¥] :

={eT|a€eR, } . (1.4)

Un élément ¥ € [¥] est appelé une fonction d’onde. Le produit scalaire entre
deux fonctions d’onde ®, ¥ € 5 est défini par 'application (-,-) : 5 — C,

(®,0) = /d%fi)(:v)\lf(:v) . (1.5)

Evidemment, (&, ¥) = (¥, ®). De plus, nous avons les propriétés (®, U; + Wy) =
(P, Tq) + (P, Uy) et (<I> + @9, 0) = (D1,7¥) + (Py, ¥). Finalement, si a € C,
(®,a¥) =a(P,P) et (a®, V) =a (P, V).



R. Durrer Mécanique Quantique II 6

Soit O(n) le groupe des matrices n x n orthogonales réelles, i.e., RT R = 1.
Pour chaque R € O(3), on définit un opérateur U(R) : L*(R3) — L%(R3) tel
que

UR)Y] (x) ==V (R @) VaxecR®. (1.6)
L’ opérateur U(R) agit sur les fonctions, tandis que la transformation R agit sur
les points de I’espace. Comme | det (R)| = 1, nous avons

(U(R)®] (2), U(R)T] (2)) = (@ (R 'z), ¥ (R 'z))
= /d% (R 'z) ¥ (R ')

_ / 432 &(2) () | det (R)]
— (2, 0) . (1.7)

Alnsi, Popérateur U(R) est unitaire puisqu’il laisse le produit scalaire invariant.
De plus, nous avons

UR)Y] (x) =¥ (R 'z) =: T(x) (1.8)
{U(Re) (R W]} (2) = [U(R2) ¥ (2) = ¥ (Ry'w) = ¥ (BT [R;a])
= [RgRl]_lw) = [U(RyR)) Y] () . (1.9)

La propriété U(Re)U(Ry) = U(R2R;) implique que Papplication U : O(3) —
uni(#°) est un homomorphisme. Ici uni(7) signifie le groupe d’opérateurs
unitaires sur l'espace de Hilbert, 7. En autres termes, U est une représentation
de O(3).

Définition 1.1.1 Une représentation d’un groupe G sur un espace vectoriel
compleze € est un homomorphisme D : G — auto(€) de G vers le groupe des
automorphismes de E.

Chaque représentation D d’un groupe de Lie G induit une représentation D,
de l’algebre de Lie correspondante, G. Pour A € G, elle est donnée par

d

D (eAt) = D-(A) donc D,(A) = T

3

D(e?t) . (1.10)
t=0
Nous voulons maintenant déterminer la représentation U/, sur ’algebre de Lie
0(3) = so(3) du groupe O(3) induite par U. Pour ceci, nous avons besoin des
sous-groupes (additifs) & un parameétre de O(3) ! ; ce sont les rotations d’angle a
autour d’une direction e fixée (||e]|* = 1). Nous les dénotons {R(e, ) | a € R}.
On a (exercice)

R(e,a)x = cos(a)x +[1 — cos ()] (e-x)e+ sin(a)eAx . (1.11)

Les R(e,a) forment un groupe additif en a. En effet, nous avons 2

R(e,a+ ) = R(e,a)R(e,3) = R(e, f)R(e, ) . (1.12)

LExercice : Montrer que tout sous-groupe additif & un parametre dans un groupe de Lie
est de la forme R(s) = exp (As) pour un élément A dans ’algebre de Lie, et donc %R(s”
est un élément de ’algebre de Lie.

2Nous rappelons que les rotations autour d’un axe fixe forment un groupe abélien, SO(2).

s=0
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Ceci nous permet de définir

d—R(e, a) := lim ! [R(e,a+€) — R(e, a)]

do e—0 €
_ 21_1%% [R(e, ) — R(e,0)] R(e, a)
=QR(e,a) , (1.13)
ol
0= j—aR(e,a) - et, avec (1.11), Qr=eANx. (1.14)
Ainsi,ona ) = e-I avec (Ii)jk = —€ijk , OU €51 dénote le tenseur antisymétrique

a trois indices. Explicitement, nous avons

0 0 1
“1|, L=|[o0
0 —1

0
L=1|0 (1.15)
0

= o O
o O O

1
0 ) 13:
0

oS = O

0
0

o O O

L’équation (1.13) implique que R(e,a) = exp(ae-I). Les I; sont les géné-
rateurs infinitésimaux des rotations autour de I’axe e;. Ils forment une base
de T’algebre de Lie so(3) du groupe SO(3). Ainsi, ils satisfont aux relations de
commutation

i, I;] = Zeijklk ; (1.16)
k
[e-I,n-I|=(eAn)-I, VemncR®. (1.17)

Le groupe {U (R(e,a)) | o € R} est un groupe unitaire & un parametre. Or,
d’apres le théoréme de Stone 2, il existe un opérateur auto-adjoint L(e) tel que

d
L(e)V =ih —U (R(e, )) v (1.18)
do =0
dans le domaine de L(e). On a donc
U (R(e,a)) = exp (-%aL(e)) . (1.19)
Si W(x) est une fonction d’onde différentiable, on a
o d 1
L(e)¥(x) =ih —V (R~ (e, a)x)
da =0
= —ih[V¥(x)] - (e Ax)
h
=e- (w A —,V\IJ) , (1.20)
7
3Théoréme de Stone : Soit {4 | t € R} un groupe & un paramétre d’opérateurs
unitaires (fortement continu) sur un espace de Hilbert J# (donc Uslhs = Up+s). Alors, il existe
un opérateur auto-adjoint A sur S tel que AV = —i%utlll|t:0 et Uy = exp (iAt) sur le

domaine de définition de A. Pour plus de détails et la démonstration, cf. [8], chap. VIII,
section 4.
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ce qui implique

Le)=e-L ol szA}zV . (1.21)
i

Ce résultat peut aussi étre dérivé par une application naive de la regle de corres-
pondance, L = x A p, ou L, x, p désignent respectivement le moment cinétique
orbital d’une particule, sa position et son impulsion.

Ainsi, comme en mécanique classique, nous avons une relation entre le mo-
ment cinétique orbital et des rotations infinitésimales. Le moment cinétique
(orbital) est le générateur des rotations.

D’apres la définition 1.1.1, la représenation U, induite sur o(3) est alors
donnée par

L; =il (I;) . (1.22)

Les reégles de commutation des I; sont héritées par les L; :
[Li, Lj] = ihy _ eijiln, - (1.23)
k

On peut facilement vérifier ce dernier résultat directement en appliquant (1.21)
sur les fonctions d’onde différentiables.
Si un systeéme est invariant sous rotation (par exemple, une particule dans
un potentiel & symétrie sphérique), I’hamiltonien commute avec tous les U(R).
Il s’ensuit que
[H,L] =0 :invariance sous rotation. (1.24)

Alors, les L; sont invariants par rapport & une évolution temporelle; ils sont
conserves : _ _
LY, = Le #Ht0, = e~ #H LU, . (1.25)

On peut en conclure qu'un espace propre de 'hamiltonien avec valeur propre £
“réduit” la représentation U(R) sur .£?(R?), puisque le sous-espace de chaque
valeur propre de H est invariant par rapport aux rotations (voir exercices).

1.2 Les représentations irréductibles du groupe
des rotations

Dans cette section nous voulons construire les représentations irréductibles
de SO(3).

Définition 1.2.1 Soit D : G — auto(E) une représentation du groupe G sur
Uespace vectoriel £. Un sous-espace W C & est dit invariant si D(g)w € W
pour tout g € G et w € W. (On écrit souvent brievement D(G)W C W.)
La représentation D est dite irréductible si £ n’a pas de sous-espace invariant
non-trivial (c’est-a-dire, autre que {0} et £).

Si £ admet un produit scalaire et si la représentation D est unitaire, c’est-a-
dire (D(g)v, D(g)w) = (v, w), avec W aussi W est un sous-espace invariant. Ici
Wt={ve&|(v,w)=0,Ywe W} (exercice). Comme & = W & W+, 'union
d’une base orthonormée de W et d’une base orthonormée de W+ forme alors
une base orthonormée de £. Dans cette base, la représentation D se décompose
en deux blocs, D' @ D?, ot D' est une représentation de G sur W et D? est une
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représentation de G sur W+, Si la dimension de £ est finie, on peut poursuivre
cette décomposition dans W et W=, ce qui revient & décomposer D en blocs
irréductibles. A la fin, on obtient £ = W'@W?2@- - -@W™, ot les W7 portent des
représentations irréductibles D7 de G. Dans une base orthonormée de £ adaptée
a cette décomposition, la matrice qui représente un automorphisme D(g) est
composée des blocs :

D'(g) O 0
2
D(g) = v .9 : (1.26)
0 0 D"(g)

On peut démontrer [7] que cette décomposition se laisse effectuer pour toute

représentation d’un groupe compact (groupe de Lie dont les éléments de matrice

sont bornés). Les représentations irréductibles sont alors les plus importantes.
Pour construire les représentations irréductibles de SO(3) (qui est bien siir

un groupe compact, exercice!), nous considérons d’abord une représentation D,

de Ialgebre de Lie so(3) sur un espace vectoriel £ & dimension finie. Les matrices
3

(1;);—, forment une base de so(3) et nous posons

D.(I;) = (ih) 'L, . (1.27)
Nous définissons encore

LP=13+13+13, (1.28)

Ly :=Li+il> . (1.29)

En utilisant les relations de commutation (1.23) pour les composantes L, il est
facile de vérifier que

[L%,1;] =0=[L* L4] , (1.30)
[L35L:|:] = :I:hL:t ) (131)
Lile=L*—-L%+hL;. (1.32)

Comme L? est un opérateur hermitien, L? se laisse diagonaliser par une
matrice unitaire. Il existe donc une base orthonormée de vecteurs propres de
L? Comme L? et L3 commutent, les espaces propres de L? de valeur propre
X sont invariants sous Ls : soit ¢ un vecteur propre de L? avec valeur propre
\, alors L?Lgtp = LgL*1) = ALsg. 11 s’ensuit que L) est aussi vecteur propre
de L? avec valeur propre A. Comme Ls est aussi un opérateur hermitien, nous
pouvons le diagonaliser dans chacun des espaces propres de L? et obtenons de
cette facon une base de € dans laquelle L? et Ls sont les deux diagonales. Soit
max N vecteur propre normalisé de Ls et de L?,

L3wmax — hbwmax 5 L2wmax = h2awmax 5 (133)

otl hb est la valeur propre maximale de l'opérateur Ls. Comme L? > L3, nous
avons a > b? > 0. En combinant (1.31) et (1.33), nous obtenons

L3L+wmax - L+L3wmax + hL-}-wmax = h(b + 1)L+¢max . (134)
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Donc Ly tmayx est soit un vecteur propre de Lg avec valeur propre i(b+1) > hb,
soit nulle. Or, comme nous avons supposé que hb est la valeur propre maximale
de Popérateur Lj, ceci implique que L.y = 0. D’aprés (1.32),

L>=L3+LyL_—hLs, (1.35)
=L2+L L +hL3. (1.36)
En appliquant Eq. (1.36) & tmax, nous obtenons
W atmax = L*%max = (L3 + "Ls)tmax = (B*6” + h*b)thmax , (1.37)
donc a = b(b+ 1). Nous agissons maintenant avec L_ sur ¢max et trouvons
Ls L max = L Litbumax — WLt = h(b — 1)Lt - (1.38)

Donc L_tyax est un vecteur propre de Lz avec valeur propre fi(b — 1). En
continuant ainsi, on obtient que (L_)"tmax est soit vecteur propre de L3 avec
valeur propre (b — n), soit identiquement nul. Comme L3 posséde une valeur
propre minimale, il doit exister un n maximal, tel que (L_)""t)p.c = 0. En
utilisant Eq. (1.35), nous trouvons

h2a(L_)"Pmax = (L-)"L*¥max = L*(L_)"Ymax = [L3 — hL3] (L-)"rmax
=hr*[(b—n)* = (b—n)] (L-)"¥max - (1.39)

Donc a =b(b+1) = (b—n)? —b+n, i.e., b=n/2 = (. Ainsi, £ ne peut prendre
que des valeurs entieres ou demi-entieres.
Pour la suite, nous posons

(L)"¥max_ _ Von . (1.40)

max — t N T ~o o
Ymax =V ) ]

Nous trouvons alors V0O < n < 2/
L3w€—n = h(e - n)¢f—n et Lwa—n = h2£(€+ 1)w€—n . (141)

Evidemment, l'espace linéaire engendré par les vecteurs normalisés v,_,, avec
0 < n < 2¢, porte une représentation irréductible de so(3) de dimension 2¢ + 1.
Elle est irréductible parce qu’on peut obtenir tous les vecteur de base 1, en
appliquant L_ sur ¢, (ou en appliquant L, sur ¢_g).

Les vecteurs ¥y_,, forment une base orthonormée. En effet, ils sont des vec-
teurs propres de l'opérateur hermitien L3 avec des valeurs propres différentes,
et sont donc orthogonaux. De plus, toutes les représentations irréductibles de
s0(3) de dimension finie sont de cette forme pour un £ € {0, %, 1, %, 2, }

Il nous reste a déterminer lesquelles de ces représentations peuvent étre “éle-
vées” a une représentation du groupe SO(3). Nous allons voir que seulement les
¢ entiers correspondent aussi & une représentation de SO(3).

1.2.1 Les harmoniques sphériques

Dans cette section, nous construisons explicitement les représentations D!,
¢ € N, sur l'espace des fonctions sur la sphere, S?. Pour un ¢ donné, nous
cherchons d’abord des fonctions vy (1,9, ) sur R? telles que

{sz,m = B2 + 1)pm

avec —f4<m</. (1.42)
L3gm = hmiem ,



Chap. 1 : Symétries, moment cinétique et spin 11

D’apres (1.21), nous avons L = —iha A V. Nous exprimons cette identité en
coordonnées sphériques, avec la notation

sin (¢) cos ()

x=r|sin(¥) sin(p) | , (1.43)
cos (V)
V =e.0 +lea+#e8 (1.44)
= Erfr T Eeew rsin(9) 77 ’
ou e,, ey, e, sont les vecteurs unitaires en directions r, ¥ et ¢ :
sin () cos (¢) cos (¢) cos () —sin (y)
e, =| sin(¥)sin(p) | , ey=|cos(V)sin(p) | , e,=| cos(p)
cos (V) — sin (9) 0

(1.45)

En combinant ces expressions, nous obtenons

cos (¢) cot (9) 0y, + sin () Oy
L =ih | sin(p) cot (¥) 0, — cos(¢)y | . (1.46)
—0,

Donce L3 = ¢hd, et les opérateurs L? et L4 sont

1 . 1 2| _ 322
S0 (0) Oy (sin (V) 0y) + n (0 O, = —hrAy

Ly = he®"? [0y +icot (¥)d,] . (1.48)

L? = —i? (1.47)

@

Ces expressions nous permettent de rechercher les fonctions 1y, (r, ¥, ¢) qui
sont solutions des Eq. (1.42), i.e., qui satisfont au systeme d’équations

1 . 1 5 B
sin (19) ox (sm (19) 8197/}£,m) + Waﬂd}l’m = —é(ﬁ + 1)‘/’6,171 , (1.49)

—10,Y0.m = MWy (1.50)

Dans ces équations, la variable r n’apparait dans aucun opérateur différentiel ;
on peut donc considérer r comme un parametre et décomposer les fonctions
propres ¥y, (r, ¥, ¢) sous la forme

wé,m(rv v, 30) = f(r)}/f,m(ﬁv 30) ) (151)

ou f(r), la fonction radiale, apparait comme un facteur constant dans les équa-
tions aux dérivées partielles (1.49)—(1.50). Les fonctions Y7 ,,, sont des fonctions
sur la sphere, que nous choisissons normalisées telles que

T 2m
/sin(ﬁ)dﬂ/ do|Yem|> =1. (1.52)
0 0

On les appelle les harmoniques sphériques.
Avec cette décomposition, le systeme d’équations se réduit a
1
sin ()

Op (sin (V) 09 Yo,m) + %(ﬁlfgw =L+ 1)Yom , (1.53)
sin (¢)

—i0, Yy = MYy . (1.54)
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La derniere équation implique immédiatement
Yo.m (9, 0) = g(9)e'™? . (1.55)

Ceci implique que m € Z pour que les fonctions Yy ,,, (9, ) soient bien définies.
Or, comme nous savons que m et £ sont soit tous deux entiers, soit tous deux
demi-entiers, il s’ensuit que £ aussi ne peut étre qu’entier.

Nous essayons un “Ansatz” de la forme

Coom 5 N
Yo (9, ) = ——=¢e""* P" ou = cos (1) . 1.56
em (Y, ) Nor (1) t (?) (1.56)
Les ¢¢,m, sont des constantes de normalisation. Sil’on utilise ‘é—u = —sin (19)_1 Oy,
Eq. (1.53) se réduit a
d? d m?
1—p?)=— — 2u— 1) — P (u)=0. 1.
(1= 1) 5 — 20 + U+ 1) = T2 | PP =0 (157

Ceci est I’équation différentielle pour les fonctions de Legendre associées. Pour
m = 0, cette équation se réduit a ’équation différentielle pour les polynomes de
Legendre, Py. Dans les exercices, nous vérifierons que Eq. (1.57) est satisfaite
par les fonctions

=y
244!

De cette expression, on peut facilement extraire une relation de récurrence,

e e AR

m/2 dé—i—m
d‘uler

P () = (1—p?) (1 =1)" . (1.58)

Ainsi, on a

W LYo = 20210y — ot (9)] P (1)

_ Ctom i(m+1)e 2 |:d mi :| m
= Gm, VI— 2 |t P,
/_271' 1% d,u 1— ,lL2 4 (/J’)
_ Cm i(m41)e pm1
——-c P,
o e

Co,m

= Yom+1 - (1.60)
Com+1

1)

Pour déterminer les constantes de normalisation ¢y ,,, nous utilisons la nor-
malisation des harmoniques sphériques,

27 T
1= (Yg7m,n7m)=/ dgo/ dd sin (9) Yo,m Yem - (1.61)
0 0
Avec Eq. (1.60), cette relation implique

Com

2
- h72 (LJr}/E,mv LJr}/l,m)

Ct,m+1
=172 (Y, Lo L+ Yom)
=h"? (Yo, [L> — L5 — hL3]| Yo )
=Ll+1)—m(m+1), (1.62)
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donc

W Ly Yo = ijvmln,mﬂ = VIl+1) —m(m+1) Yemer . (1.63)
,m+

En appliquant L_ sur cette équation et utilisant Eq. (??) nous obtenons

R2[0(0+ 1) —=m(m +1)] Yom = AL +1) =m(m +1) LYy i1, (1.64)

ce qui implique

L - Yimi1 =L+ 1) —m(m+1) Yo, . (1.65)

Nous pouvons combiner les résultats (1.63)—(1.65) en

LYy =00 +1) —m(m+1) Yemar (1.66)

Les constantes ¢y peuvent étre déterminées en appliquant l'opérateur L
sur Yy ¢. En effet, I'identité LY, , = 0 implique

[0 — £ cot (9)] Pf(cos (9)) =0, (1.67)
avec solution (1)(20)
P! = %sin ()" . (1.68)

Pour que Yy ¢ soit normalisé, il faut que
/ a0, [PY|? sin(9) = 1. (1.69)
0

Cette identité requiert (exercice),

(2¢+1)
= . 1.70
T e (1.70)
Nous avons donc trouvé
(-1 [(2¢+1)! ¢

Yie= 5771 1 sin (9)" e . (1.71)

En utilisant la relation de récurence
Com—1 = ComV/El+1)—m(m—1), (1.72)

nous pouvons déduire toutes les autres harmoniques sphériques,

Vi) = |2t S P (cos 0))e™ (1.73)

L’identité (dérivée dans les exercices)

A (1.74)
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implique finalement

Yf,—m(19= 90) = (_1)m}7€,m(197 90) (1'75)

Aux ordres les plus bas, les harmoniques sphériques sont alors données par

1
(=0: Yoo 9)=—7=,
3
t=1 Y10(9,0) = [ - cos(9)
3 . i
Yia(d,9) = — gsm(ﬁ)e ,
1.76
(=2  Yao(d o) = m[i}cos(ﬁ) _1} ,
5 “
Yo1(0,0) = — 3. 5 (9) cos (V) €%,

[15 .
Yo2(9,0) = 305 o0 (9)% %% .

1.3 Automorphismes de Wigner et représenta-
tions projectives

Comme nous 'avons dit, un état physique n’est pas vraiment représenté par
une fonction d’onde ¥ € # = £?(R3), mais par un rayon unitaire [¥]. En
général, une symétrie physique n’est alors pas représentée par une transforma-
tion sur 47, mais par un automorphisme « sur les rayons unitaires et sur les
observables A (opérateurs auto-adjoints sur 7).

Définition 1.3.1 Un automorphisme de Wigner est une application sur les
rayons unitaires telle que :

i) [¥] — a([¥]) est surjective,

it) (a[®], a[P]) = ([®],[¥]) ot nous posons ([®],[¥]) = [(, V)].
(1l est évident que cette définition ne dépend pas des représentants ® € [P]
et ¥ e [7].)

Théoréme 1.3.1 (Wigner, cf. [7]) Soit G un groupe, représenté sur les rayons
unitaires par un automorphisme de Wigner og, tel que

Qg O Qgy, = Qgogy - (1'77)

Pour tout g € G, il existe alors une transformation U(g) sur A qui est soit
unitaire, soit anti-unitaire *, telle que

ag[V] = [U(g)¥] . (1.78)
U(g) est unique a une phase prés et

U(g1)U(g2) = w(g1, 92)U(g192) avec lw(gr,g2)| =1 . (1.79)

4Une transformation U anti-unitaire est un automorphisme anti-linéaire qui satisfait
UDP,UT) = (P, D).
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L’application g — U(g) est appelée une “représentation projective” du groupe G
dans €.

Théoreme 1.3.2 (Bargmann, cf. [7]) Pour les groupes de Lie connezes et des
représentations continues, U(g) est unitaire et, pour “une grande classe de grou-
pes”, on peut choisir les phases w(g1,g2) = 1 dans un voisinage de l'unité 1 € G.

Remarques :

e Comme oy = identité, on peut choisir U (I) = 1, ce qui est unitaire. La
continuité implique alors que U(g) soit unitaire dans tout un voisinage
de T, N(T). Mais tout élément dans la composante Gy de I'unité peut
étre représenté comme g € Go, ¢ = a1 0 az o ---ay, a; € N(I). Alors,

U(g) = wl(ar)---U(a,) est aussi unitaire. Donc, dans la composante
(topologique) de T d’un groupe de Lie, les U(g) sont des transformations
unitaires.

e Du théoreme de Bargmann, il suit alors que U est une représentation locale,
continue et unitaire du sous-groupe Go C G.

o Il est intéressant de savoir que “la grande classe” contient tous les groupes
de Lie semi-simples (en particulier, les SO(n)), le groupe de Lorentz in-
homogene (= le groupe de Poincaré), mais pas le groupe de Galilée!

e On peut montrer que les phases w(gi, g2) se laissent entierement éliminer si
le groupe Gy est simplement connexe. Comme nous le verrons par la suite,
ceci n’est pas le cas pour le SO(3), qui n’est pas simplement connexe. Mais
cette observation motive la définition du recouvrement universel.

Définition 1.3.2 Le recouvrement universel d’un groupe de Lie (espace topo-
logique) G est un couple (é, IT) ou G est un groupe de Lie (espace topologique)
simplement connexe, et I1 : G — G est un homomorphisme (application conti-
nue qui respecte la multiplication, i.e., I1(g1)I(g2) = (g192)) qui est surjectif
et localement injectif.

En d’autres termes, pour tout g € G, il existe un voisinage N(g) C G, tel que
IT : N(g) — II(N(g)) est bijective. Donc, pour un petit voisinage M (g) d’'un
point g € G, I~} (M(g)) consiste de I'union finie ou dénombrable d’ensembles
disjoints °.

Le recouvrement universel existe et il est unique pour tout groupe de Lie
connexe.
Exemple :
L’application I : G =R — G = U(1) telle que x — II(z) = e, implique
ker (I) = 27 - Z et donc G = G/7Z .

!
T

—Zw —27 6 —|—57r +Z7r

Soit maintenant U notre représentation locale unitaire de G = Gy (nous
considérons un G connexe) sur . Alors, U := U o TI est une représentation
locale unitaire de G, et nous pouvons éliminer les phases de U. Cest-a-dire,
nous pouvons choisir les phases w(g1,g92) de U telles que U est une représentation

unitaire de G.

50n peut montrer que ker (IT) est un diviseur normal discret Z de G et G = G/Z.
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En mécanique quantique, un groupe connexe de transformations physiques est
alors réalisé par une représentation unitaire du groupe de recouvrement univer-
sel.

1.4 Le groupe SU(2) comme recouvrement uni-
versel de SO(3)

Dans ce paragraphe, nous montrons que SU(2) est le recouvrement universel
de SO(3). C’est pour cette raison que 1’on appelle parfois SU(2) le “groupe de
rotation de la mécanique quantique”. Ceci est correct dans le sens strict que
nous venons d’élaborer.

a) G = SU(2) est simplement connexe

Soit U € SU(2),i.e., U* = Ut et det (U) = +1. La matrice la plus générale
de ce groupe peut étre écrite sous la forme

U= (_ag 2) C o det(U)=la>+ P =1. (1.80)

Comme les coefficients peuvent étre complexes, nous posons a = aj + iaz et
b = by+ibe, ot a1, as, by, ba € R. Ceci laisse trois parameétres indépendants (qui
peuvent étre reliés aux trois angles d’Euler) : det (U) = a? +a3+b3+b3 = 1, i.e.,
(a1, az2,b1,by) € S®. Donc SU(2) est homéomorphe & S? ; mais S? est simplement
connexe et donc SU(2) aussi.

b) Homomorphisme SU(2) — SO(3)

La correspondance entre le groupe des rotations SO(3) et le groupe unitaire
SU(2) peut étre mise en évidence a I’aide des matrices de Pauli ¢,

O A B AT

On verifie facilement que
[0j,0k] = 0joK — 0Ko; = 2i€jK0 (1.82)

11 est évident que toute matrice 2x 2 hermitienne (X* = X) et de trace nulle peut
étre exprimée comme combinaison linéaire réelle des matrices oy, k = 1,2, 3.
Soit la notation o = (01,09,03) et ¢ = (2!, 2%,23) € R3. Nous considérons

I’application

- x3 xl —ix?
r— I = (xl 42 3 ) . (1.83)

6Certaines propriétés des matrices Pauli sont données dans I’Annexe A.2.




Chap. 1 : Symétries, moment cinétique et spin 17

Nous avons donc & = & - o = z'oy + 2205 + 2%03. La matrice # est hermitienne,
T o= ET = 7, et de trace nulle, tr(Z) = 0. De plus, son déterminant est
det (£) = — |z|>. Or, toute matrice X € C2*2 hermitienne et de trace nulle
prend la forme &, avec z1 = Re (X12), 72 = —Im (X12) et 2% = Re (X11) = X11.
Soient encore Z;; les coefficients de la matrice Z. En résolvant Eq. (1.83) pour
les coordonnées z*, nous obtenons

- - 1, - - -
xr = 5 (.Igl —+ Ilg) ) $2 = % (I21 — Ilg) 5 IS =T11 = —I22 . (184)

Maintenant, nous appliquons une transformation unitaire sur & de maniere
a obtenir une nouvelle matrice X' :

X' =UiU* . (1.85)

Pour la transformation unitaire, nous choisissons une matrice U € SU(2) quel-
conque, donnée par Eq. (1.80). Nous avons tr (X') = tr () = 0. D’autre part, la
matrice X’ est également hermitienne, (X')* = (UzU*)" = Uz*U* = UzU* =
X'. En vertu de ce que nous avons dit précédemment, nous pouvons donc écrire

, 7 o't —ix?
X :( 2 /3 ) 5 (186)

1.
'+ —x

. , 1,2 43 1,2 43
our certains nombres réels z/°, #’'~, 2’°. Nous posons &’ = (z/~, 2'*, 2'°) € R3.
p 9 b p 9 9

Donc X' = . Alors, Eq. (1.85) implique que det (X') = det (&), i.e., |z’|> =
|w|2. La relation entre 2!, 22, 2% et 2!, 2/%, #'® est évidemment linéaire pour une
matrice U donnée. Il existe alors une transformation linéaire orthogonale, i.e.,
II(U) € O(3) tel que II(U) : & — a’ =II(U)x.

Comme SU(2) est connexe, U peut étre déformée de fagon continue en 1.
Or, puisque 'application

I : SU(2)— O(3)
U—TI(U) , (1.87)

est continue, II(SU(2)) est aussi connexe; en plus II(Ily) = 5. Donc II(U) est
un élément de la composante de O(3) qui contient 'identité, ce qui implique
II(U) € O(3)p = SO(3).

Pour illustrer ce propos, nous dérivons explicitement les composantes de
I(U). Puisque il existe ' € R? avec X’ = &/, nous pouvons re-écrire Eq. (1.85)
sous la forme

¥=UiUr=UiU"'=2" 0. (1.88)
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La multiplication matricielle (1.88) donne

1
' = 5 (Thy + 7o)
— LR L () (b al)
(1.89)
12 1 ~/ 5/
ro= % (@51 — T2)
(@ =@ ) e 4 (@@ )0 i (@ ab)
(1.90)
%= jlu = —:i/22
= (ab+ab) a +i (ab — ab) #* + (aa — bD) 2° (Lo1)

Ceci peut étre resumé dans la notation matricielle
@40 — 1) Z(a®—a+b ) — (ab+ab)
H<“ b) i@ o) L(@4a 4B i(ab—ab)
(ab + ab) i (ab — ab) (aa — bb)
(1.92)
D’apres ces formules, il est évident qu’a chaque matrice U € SU(2) est associée
une matrice II(U) qui transforme z!,22,2% en 2/',2/%, 2%, ie., @' = I(U)x.
Les éléments de TI(U) sont explicitement donnés par éq. (1.92), et il est facile de
vérifier que toutes les composantes de II(U) sont réelles. Comme nous I’avons
démontré ci-dessus, II(U) est méme une matrice orthogonale représentant une
rotation propre des coordonnées, i.e., II(U) € SO(3).
Avec éq. (1.92) on vérifie aisément que les matrices unitaires suivantes II(U; («))
correspondent bien aux rotations par d’un angle o autour de 'axe j.
e Si nous choisissons la matrice U diagonale, sa forme la plus générale est

e /2 0
Us(p) = 0 civ/2 ) - (1.93)
En utilisant les formules générales (1.89)—(1.91), nous obtenons alors

cos(p) —sin(p) 0
I(Us(g)) = | sin(p) cos(p) O], (1.94)
0 0 1

ce qui correspond a la matrice de rotation de coordonnées d'un angle ¢
autour de ’axe 3.
e Si nous choisissons la matrice U réelle, sa forme la plus générale est

_ [cos(B/2) —sin(5/2)
08 = (niars) o hio)) (1.95)

En utilisant les formules générales (1.89)—(1.91), nous obtenons alors

cos(B) 0 sin(f)
L(U2(8)) = o 1 o0 |, (1.96)

—sin(8) 0 cos(f)

ce qui décrit une rotation de coordonnées d’un angle § autour de l'axe 2.
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e Finalement, si nous choisissons la matrice U telle que

[ cos(w/2) —isin(a/2)
Urle) = <—isin (a/2)  cos(a/2) ) ’ (1.97)

nous obtenons

1 0 0
MU () =0 cos(a) —sin(a)] , (1.98)
0 sin(a) cos(a)

ce qui décrit une rotation de coordonnées d’un angle o autour de 'axe 1.

c) II : SU(2) — SO(3) est surjective et ker (II) = {M, — M-}

Nous venons de vérifier que TI(Uy (), TI(U2(8)) et TI(Us(p)) sont bien des
rotations autour des axes 1,2, 3, avec les angles «, (3, ¢, respectivement. Ainsi,
a partir de II(Uy (), II(U2(8)) et TI(Us(yp)), on peut construire toute rotation
et IT est alors surjective. Il est évident que U +— II(U) est un homomorphisme
de groupe, c’est-a-dire IUV) = IL(U)IL(V) pour U,V € SU(2). Nous voulons
trouver le noyau de cet homomorphisme :

ker (II) = {U € SU(2) |UzU* =& , V¢ € R*} . (1.99)

On voit immédiatement que {lly,—1Iy} C ker (IT), ce qui indique que deux
éléments U et —U de SU(2) sont associés a chaque S € SO(3). Nous devons
encore montrer qu’il n’existe pas d’autres éléments de SU(2) qui sont appliqués
sur 13, i.e. que,

ker (IT) = {1y, — >} . (1.100)
Une matrice X € C2*2 quelconque peut étre représentée sous la forme
X=alla+z+i(fI2+7) . (1.101)

Pour U € ker(II), on a donc UXU* = X ou UX = XU pour toute matrice
X € C?%2, Or, d’apres le Lemme de Schur, les seules matrices qui commutent
avec toutes les autres sont les multiples de I'unité, U = Alls. Ainsi, on a bien
ker (IT) = {1z, — >}, ce qui implique que SO(3) = SU(2)/{1y, —12}.

Ensembles, les points a), b) et ¢) démontrent que SU(2) est le recouvrement
universel de SO(3), ce que 'on dénote souvent par SU(2) = SO(3). L’applica-
tion de recouvrement est

I : SU(2) — SO(3)
U—TI(U) =TI(U) . (1.102)

L’homomorphisme de SU(2) en SO(3) est de type 2 : 1, i.e., deux matrices de
SU(2), U et —U, sont associées a la méme rotation, II(U) = II(—U). Finalement,
comme II est un isomorphisme local, il induit un isomorphisme des algebres de
Lie, II. : su(2) — so(3).
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Algebre de Lie

Nous voulons maintenant démontrer que

1
50 J=123 (1.103)

Evidemment, les M; forment une base de su(2) (exercice). Soit encore Uy (o) =
exp (aMy,), le sous-groupe a un parametre généré par M. On a alors

H*(MJ):IJ avec Mj:

d
Mk = @U}C(a) o (1.104)
Ainsi,
HTJ\\T):B = d—H (Uk(a)) x
* k - do k o
d R o
=% [Uk(a)2U" (o)) = Mz + 2(—Mpg)
@ a=0
1 , .
= [My,z] = % Z [k, 05] ! = Z €kji 0T, (1.105)
J g
puisque £ = x - o et
ok, 0] =20 Y _ €xjioi - (1.106)
D’autre part, le coté gauche de Eq. (1.105) devient
L (My)z =Y (I (My)),; 270 , (1.107)
jsi
ce qui implique finalement l'identité (IL. (My));; = exji = —eriy = (Ik)yy-
D’aprés Egs. (1.103) et (1.106), les relations de commutation des My, sont
[M;, Mj] = €iju My . (1.108)

k

Elles sont donc identiques a celles des Iy, ce qui doit étre le cas puisque Il est
un isomorphisme entre les algebres de Lie su(2) et so(3). En plus, comme su(2)
et so(3) sont isomorphes, ils ont les mémes représentations irréductibles : a la
représentation DI de so(3) correspond la représentation D7 o 11, de su(2). Pour
un groupe simplement connexe, on peut montrer qu’a chaque représentation de
I’algebre de Lie correspond une représentation du groupe. Il existe donc aussi des
représentations D7 de SU(2) pour des j demi-entiers. Les particules & spin demi-
entier, les fermions, e.g. ’électron, se transforment d’apres ces représentations.
L’existence des fermions est donc un phénomene purement quantique, qui n’a
pas d’analogue en physique classique.

1.5 Série de Clebsch-Gordan et le caractere d’une
représentation

1.5.1 Preuve intuitive du théoréme de Clebsch-Gordan

En physique, nous considérons souvent la combinaison de deux systémes
(deux électrons autour un noyau dans un atome, ete.). Celle-ci est décrite par
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(une partie du) le produit tensoriel des espace de Hilbert des deux systémes. Si
le premier systeme porte la représentation D7t et le deuxieme la représentation
D72 le systeme combiné porte la représentation D’/ ® D72, Si I'hamiltonien
est invariant sous rotation, les niveaux d’énergie sont dégénérés dans les sous-
espaces qui portent une représentation irréductible de SU(2). Il est alors essentiel
de trouver la décomposition irréductible du produit tensoriel D7* ® D72 de deux
représentations irréductibles, i.e., D' @ D72 ~ @;m;DI. Ici nous démontrons
que

[F1+72]
Dt @ D2 = @ DI série de Clebsch-Gordan. (1.109)

Jj=lj1—72|

Preuve : Soient V1) et V72) deux espaces qui portent les représentations D' et
D72 du groupe SU(2). L’espace VU1 @ V2) porte alors D7t @ D72. Soient (¢§,{1))
et (1/)5,{”) des bases canoniques de VU1) et V2), Donc les états ((;55%11) ® 1/17(722))
forment une base de V1) @ V(2) Pour calculer la valeur de Ls sur ces états
nous utilisons

o . . d
L§]1®]2) —ih (Dh ® DJ2)* (I3) =ih T
o

= (L e+ 10 L5?)

(D7 (Rs(a)) ® D’ (Rs(«v)))

a=0

ou Rs(a) signifie la rotation avec angle a autours de 'axe es. Les superscripts
de L3 indiquent dans quelle espace 'opérateur L3 vit. Ils sont supprimés par la
suite. Pour nos états de base ceci donne

Lso3) @ vii) = hlmy +ma)ely) @ w2) .

Donc I’état de base avec valeur propre de L3 maximale est qﬁgi v ® z/JJ(-f) avec
valeur propre fi(j1 +j2). Tous les autres états ont des valeurs propres inférieures.
Donc D7t ® D72 contient D71172 une et une seule fois.

En plus, I'éspace des états avec valeur propre hi(j1 + j2 — 1) est bi-dimensionel

avec base ¢§{1)1 ® ¢§.;2) et qﬁgil) ® dij(-f,)l. Un de ces états contribue & la représen-
tation D71172 mais 'autre doit faire partie d’une représentation D71 +72—1 qui
doit aussi étre présente une et une seule fois. Ca continue ce cette fagon (voir fi-
gure 1.1) et une apres l'autre, la dimension de I’espace propre avec valeur propre
h(j1+ j2 — k) de L3 augmete par 1 et la représentation j = j; — jo — k doit étre
présente une seule fois, jusqu’a k = kjiy, = 2min(j1, jo). Pour k > kjin, la dimen-
sion de 'espace propre avec valeur propre h(j; + j2 — k) reste constante pendant
2|71 — j2| pas, pendant lesquelles m descend de hlj; — jo| jusqu’a —hlj1 — jal, et
aucune nouvelle représentation est possible (voir figure 1.1. Apres, la dimension
commence a décroitre un par un. La derniere représentation est donc celle avec
Jj =Jj1— J2 — kiim = |71 — j2|. Ceci compléte la démonstration. ]

Comme nous ’avons dit, la série de Clebsch-Gordan est tres importante en
Mécanique Quantique. Comme illustration nous considérons deux systémes avec
des hamiltoniens H; et Ho invariants sous rotation sur des espace de Hilbert
1 et . Nous supposons que les états fondamentaux de ces systémes portent
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M2 et
mi1 2 j2-1j2-2 + - j2-2j1 -j2

jlv .
i1-1 .'?-./
j1-2

-j1

F1G. 1.1 — Une table pour les valeurs propres possibles de Lz pour D7t @ D72,
Dans l'exemple présenté, j; < jo. Le long des diagonales indiquées, la valeur est
m = j1 + j2 — k, avec k = 0 pour le point tout en haut et k = kjj,, = 257 pour
la diagonale la plus basse.

les représentations irréductibles D7t et D72 de SU(2) sur des sous-espaces /1 C
S et £92 C . Sinous ajoutons maintenant une interaction Hj,; entre ces
deux systemes, les moments cinétiques J M et J@ ne seront plus conservés
individuellement, mais leur somme J = J® + J® sera conservée. Bt (si la
perturbation Hj,; est petite) on a

[j1+72|
(D)= (" @& D eD?) = H (£,D), (1.110)

J=lj1 -7zl

et tous les sous-espaces linéaires £7 possédent en général des énergies 1égérement
différentes (séparation des niveaux d’énergie).

Dans la suite de cette section je donne une preuve plus formelle pour (1.109),
qui a besoin de plusieurs outils de la théorie de groupe qui ne sont pas développés
dans ce cours. Cette partie s’adresse d’abord aux étudiants en physique théorique
qui auront de toute fagon besoin d’un cours/livre sur la théorie de groupe ou les
notions utilisées ici sont traitées.

1.5.2 Le caracteéere

En physique, les opérations (transformations) de symétrie peuvent souvent
étre considérées comme les éléments d’'un groupe. Une matrice A est alors la re-
présentation d’une telle transformation dans un systeme de coordonnées donné.
Sous un changement de coordonnées, donné par une matrice X, A est transfor-
mée en B = X 'AX. Des résultats physiques ne dépendent en général pas du
systeme de coordonnées choisi. Ceci motive la notion de classe de conjugaison.
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Définition 1.5.1 Soient A, A’ deux éléments d’un groupe G. Les éléments A
et A" sont conjugués l'un de 'autre si, pour un X € G, on a

A'=XAX"'  etdone A=X'AX. (1.111)

11 est évident que 'opération “conjugué” est une relation d’équivalence (si A est
conjugué de A, alors A’ est aussi conjugué de A, et si en plus A" est conjugué
de A", alors A est aussi conjugué de A”). Ainsi, nous pouvons collectionner
tous les éléments mutuellement conjugés dans une classe d’éléments et les diffé-
rentes classes de conjugaison n’ont pas d’élément communs. Si les éléments du
groupe sont représentés par des matrices, I'opération de conjugaison définie par
Eq. (1.111), aussi appelée “transformation de similitude”, laisse la trace inva-
riante. Il s’ensuit que tous les éléments d’une classe de conjugaison possedent la
méme trace. Ceci motive la définition du caractere d’une représentation.

Définition 1.5.2 Soit G un groupe et D une représentation de dimension finie,

D : G — iso(H)
U D) . (1.112)

Nous définissons le caractére de la représentation D par

xp : G—C
Uw— tr (D)) . (1.113)

Le caractere d’une représentation est une fonction (complexe) sur le groupe
G. 1l ne dépend que de la classe de conjugaison de 1’élément U. De plus, nous
rappelons que deux représentations D et D’ sont équivalentes si elles ont la méme
dimension et si chaque matrice D'(U) est conjuguée a D(U). Explicitement, il
existe une transformation linéaire T avec

D'(U)=TDWU)T™', VYUEeG. (1.114)

On écrit alors symboliquement D’ ~ D. D’apres la définition (1.113), nous avons
donc

Xpr (U) = tr (D'(U)) = tr (TDU)TY) = tx(D(U)) = xp (U) . (1.115)

Nous donnons encore deux propriétés importantes du caractere d’une repré-
sentation sans démonstration. Si G' est compact, les caracteres xp et xps de
deux représentations irréductibles inéquivalentes sont orthogonaux par rapport
au produit scalaire,

/G AU X (U)xor (U) = 0 | (1.116)

tandis que xp(U) = xp/(U) si les représentations sont équivalentes. De plus,
pour une représentation irréductible, on a

/ AU |xp(U))* =1. (1.117)
G
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(Sur les groupes compacts, il existe une intégration invariante, I'intégration de
Haar. C’est celle-ci que nous dénotons ici simplement fG dU. Nous la discuterons
en détails dans le cours [7]). Le concept du caractére d’une représentation, xp,
joue un role important dans la théorie des représentations. Pour des groupes
compacts, le caractere est I'instrument décisif pour établir la complétude d’un
ensemble de représentations irréductibles; il permet de juger si toutes les repré-
sentations ont été trouvées [4].

Caractere de SU(2)

La classe de conjugaison de SU(2) se détermine de la maniere suivante. Pour
U’ € SU(2), il existe toujours une matrice V- € SU(2) telle que

U'=VUV™' ot Ua)= (60 6&) =Us(20) .  (1.118)
Il s’ensuit que chaque classe de conjugaison peut étre représentée par une matrice
de la forme de U(«). En plus, si on choisit

v= (% 1), 1.119
) o

nous obtenons U'(a) = VU (a)V ! = U(-a), i.e., xp (U(=a)) = xp (U(x)).

Dans le cours [7] nous montrerons que 'intégration invariante de SU(2)

sur les classes est donnée par % f02 " da sin (a)2. Donc D est une représentation
irréductible de SU(2) si et seulement si

2
1/ da sin ()2 o (U()]? = 1 . (1.120)
0

™

De plus, si D et D’ sont deux représentations inéquivalentes de SU(2), alors

27
/0 da sin (@) Yp (U(a)) xpr (U(e)) =0 . (1.121)

Dans la section 1.2 nous avons vu que les représentations irréductibles de
Palgebre de Lie su(2) = so(3) sont données par les D ,V j € {0, %, 1, %, 2, }
Pour un groupe simplement connexe, toute représentation de son algebre de
Lie peut étre élevée a une représentation du groupe. Pour j € N, ce sont les
représentations D’/ de SO(3) que nous avons trouvées dans la section 1.2. Plus
précisément, D/ (U) = DI(IL(U)). D’apres nos résultats de la section 1.2, la
dimension de DI (et donc aussi de D?) est 25 + 1. Pour de pures raisons dimen-
sionnelles, il s’ensuit que

e DY(U) = 1 : DY est la représentation triviale; cela signifie qu'un état

quantique sans moment angulaire (un état s) est invariant sous rotation.

e D2(U) =U : D2 est I'identité .

e DY(U) = DY(II(V)) = TI(V) .

Nous dériverons des représentations explicites pour les D7 sur SU(2) pour tout
demi-entier j dans les exercices.
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Comme pour SO(3), nous posons maintenant J = ihDI (M) = %ith(—ia).

Soit (\Iffn)fn:ﬁ- une base de Pespace linéaire &7 qui diagonalise J? et J3. Il suit

alors (voir section 1.2)

J3Ud = hmWl, (1.122)
JAW = h2( + )0 (1.123)

Avec J. := J; £ iJo, nous avons JZ = JE+Ji+J2=J_Jp + hJs+ J3, et

T =h/(GFm)(GEm+1) ¥, . (1.124)

J? est un multiple de l'identité sur £7.

Pour un groupe compact, toutes les représentations irréductibles ont une
dimension finie et elles peuvent étre choisies unitaires.
Nous considérons

M= 4 ) _ (e 0N 2 1.12
3= oUs(e) oo Us(@)= ("  sias2) =Ula/2). (1.125)

Ceci implique
D’ (U(a/2)) = D’ (Us(a)) = D’ (exp (aMs))

= exp (aDI(M3)) = exp (%Jg) , (1.126)

m

et on obtient D7 (U(a)) ¥}, = D’ (U3(2a)) W), = e ™) . Dans la base
(\I!Zn)fn:ﬂ. on a alors

o—2ic
_ o—2ia(j—1)
DI (U(a)) = ) . (1.127)
' e2iaj
Le caractére de la représentation D7 est donc
i i(2j4+D)a _ ,—i(2j+1)a in ([2j + 1
e e sin ([27 + 1]a)
(U(a) = zom — , , = 1.128
G (U@) = Y e — e ()

m=—j

puisque c¢’est une série géométrique. De Eq. (1.120)—(1.121), il suit que

/ v [y (0)? = L /QW dasin([2j+1a)? =1, et (1.129)
SU(2) ™ Jo
SU(2) 0

pour j # j'.
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1.5.3 Décomposition en représentations irréductibles et
addition de moments cinétiques

Soit £ un espace linéaire qui porte une représentation D de SU(2). Nous ai-
merions décomposer D en représentations irréductibles D’. Explicitement, nous
désirons déterminer les coefficients m; tels que

N
(&, D)~ P m;(&, D), (1.131)

ou ~~ indique que la décomposition en parties irréductibles est unique a une
transformation d’équivalence prés (Théoreme d’unicité). Ceci implique que le
caractere de la représentation D satisfait

N
XD =Y m;x; (1.132)
j=1

oll x; est le caractere de la représentation irréductible D7. Le coefficient m;
spécifie donc la multiplicité de la représentation D’ dans la décomposition de
D. En combinant Egs. (1.120) et (1.132), nous obtenons

1 2m 1 2m N N
;/ da sin (@) |xp(a)|® = ;/ da sin(a)22m? |Xj(a)|2:Zm? .

0 0 = =

(1.133)
De plus,
1 27 . 9
mj = — da sin («)” xp(a)x; (@) . (1.134)
0

On peut en conclure que la multiplicité m; de la représentation D7 est entiere-
ment spécifiée par le caractere.

Il est facile de voir que le caractere correspondant au produit tensoriel de
deux représentations est le produit des caractéres x;, et xj,. Si D't ® D72 ~
@;m;D? nous avons donc xj, Xj, = > ;mjx;. D’autre part, on trouve (exercice)

|71+72] J [71+72]
) ) _ 2i(mi+meo)a __ 2imao __ )
X (@)X, (@) = E eilmitma)er — E E € = E xj(@) .
mi,ma Jj=lj1—j2| m=—J J=lj1—721

(1.135)
Ainsi, D7 ® D72 contient une seule fois chacune des représentations D7, ol
[71 — j2] <J < |71 + j2]. Ceci mene de nouveau a la série de Clebsch-Gordan :

. ‘ |71+72] ‘
DreDr= @ D. (1.136)
J=ljr—jzl
1.6 Particules avec spin, ’équation de Pauli

Pour décrire une particule de charge g avec spin s, i.e., une particule qui pos-
sede un “moment cinétique intrinseque”, il faut considérer une fonction d’onde
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A plusieurs composantes, ¥ € £?(R3) @ C" = 7,

U (z)
va)=| : |. (1.137)
U, (x)

Sous une rotation R € SO(3), ¥(x) se transforme suivant
U(x) — UR)V] (z) = S(R)¥ (R 'z) , (1.138)

ou S(R) € U(r) agit sur les composantes de W(x). S est une représentation
projective de SO(3), i.e.,

S(R1)S(Rs) = £S(R1Ry) . (1.139)

D’apres le dernier paragraphe, S peut étre “élevée” a une représentation ordinaire
S de SU(2) telle que

UA) =V (II(A) 2 S(4), AcSU?2). (1.140)
V agit sur .Z2(R?) et S(A) agit sur C". Pour R = II(A) et ® € £?(R?), nous

avons

V(R)®] (@) = & (R'x) . (1.141)

Le moment cinétique total est alors
J=ilUy(M)=LI+1x®S . (1.142)

Iei L = ihV.(I) est le moment cinétique orbital, tandis que le spin est
B~
S =ihS.(M) = 55’*(0') . (1.143)

Les regles de commutation des composantes Sy sont évidemment les mémes
que celles pour les Ly, les ihl}, ou les %ak.

Pour un systeme qui est invariant sous rotation, en général seul le moment
cinétique total, J, est conservé.

Pour des particules élémentaires, nous supposons que la représentation S sur
C" est irréductible. Donc S = D3, s =0, %, 1, %, 2, - etr =2s+1. Le
nombre s est appellé le spin de la particule et, d’apres Eq. (1.143), on a

S = gDi(a) . (1.144)

A ce jour, seules des particules élémentaires de spin %, 1 et 2 ont été détectées
dans la nature :

e s =1 :les fermions (électrons, quarks).

e s =1 :les bosons de jauges (v, Z, W, gluons).

e s =2:le graviton (a ce jour détecté seulement de fagon indirecte).
Toutes les autres particules observées (les méson mg, 79, Ko etc. avec spin 0,
les baryons A, A, etc., avec spin %, %, -+« les mésons 1y, fo avec spin 2, etc.)
sont des composites comme le neutron et le proton. Dans le modele standard,
la seule particule avec s = 0 est le boson de Higgs; a noter qu’il n’a pas encore

été détecté expérimentalement.
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La premiére mise en évidence du spin s = % de I’électron vient du spectre des
atomes alcalins (ceux qui n’ont qu’un seul électron dans la couche supérieure).
Ceux-ci ont deux niveaux d’énergie tres proches pour les états avec £ # 0. Si
s = %, ceci s’explique avec la “quasi’-dégénérescence des états dans les deux
représentations,

) . 1
D@D =Dt2 @D =Dt @ DI, jL=(+ 5 (1.145)

Le couplage spin-orbite divise (comme nous le verrons par la suite) le niveau
d’énergie D* ® D2 en deux niveaux d’énergie légerement différents, Dits et
D3 (saufsif=0et j=s= 1)

Pour la fonction d’onde d’un électron, nous écrivons

- () (D). o

ol nous choisissons la base telle que S5 est diagonale. D’apres Eq. (1.144), nous
avons donc 5 5 .
1 +U,
SsW = —D¢ U=—_0g3¥U=— . 1.147
3 D) (03) D) 03 5 (—\I/_> ( )
Ceci nous permet d’interpréter |¥, (¢, z)|* comme la densité de probabilité pour
avoir Ss = :I:%.
Quelle est I’équation de Schrodinger pour I'électron 7 Comme "’hamiltonien
H induit I'évolution temporelle, I’équation doit étre de la forme

ihOy U = H . (1.148)

Nous considérons un électron (¢, = e < 0, m = m,) plongé dans un champ élec-
tromagnétique caractérisé par le champ électrique E(t,x) et le champ magné-
tique B(t,x). Les champs E et B peuvent étre décrits par un potentiel scalaire
o(t,x) et un potentiel vecteur A(t,x) tels que B=V AA et E+ 9 A= —-Vo.
La partie orbitale de 'hamiltonien est alors donnée par

1 2
H, = (p - EA) YV, [p=—ihV ] (1.149)

ou V(t,x) = e¢ est 'énergie du potentiel électrostatique. Pour un champ ma-
gnétique homogene et constant, nous pouvons écrire A = % (B Ax) (dans la
jauge de Coulomb) et donc

e \2 9 € e 5
(p——A) —p’—S(A-p+p-A)+ 5 A%, (1.150)
c c c
2ih ih
A v="B. (2AV)=-B.L, (1.151)
c c c
ou L = —ih(x A V) =z Ap est le moment cinétique associé a ’électron. Dans

les phénomenes que nous allons étudier, la contribution du troisieme terme de
Eq. (1.150) est souvent négligeable, et nous pouvons poser

2

) e
H, = —
2me  2mec

B-L+V. (1.152)
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(Ici nous avons utilisé que dans la jauge de Coulomb, V- A = 0, ce qui implique
que p-A = A-p.) Ainsi, en circulant sur son orbite, I’électron induit un moment
magnétique proportionnel au moment cinétique orbital,

o e
plo) = s—L. (1.153)

Le facteur de proportionnalité e/(2m.c) est appelé le rapport gyromagnétique.
En présence d’un champ magnétique constant, ’énergie de 'atome differe donc
d’un terme magnétique, —u((io) - B.

Nous voulons encore ajouter un terme provenant du spin de I’électron, H.

Par analogie avec ce qui précede, on peut supposer que le moment cinétique
(

. RN . . N ) s) -
intrinseque S est aussi proportionnel & un moment magnétique pe *. Ainsi, nous

posons
e

p =g—S8, (1.154)

2mec
ol g est une constante ajustable, le facteur g de Landé. Par analogie avec la

partie orbitale, I’énergie du moment magnétique ués) dans un champ magnétique

B est

h g
Hi=-p® . B=—g—-8§.B=-9" c.B-9, ¢.B 1.155
He g2mec 2 2meca Dl o )

ol nous avons défini p,,, le magnéton de Bohr de 'électron,

h
- _2|€| ~ 5.788 - 10702V ~ 9.274 . 10~ 4 Joule (1.156)
meC

5

L’analyse de l'effet Zeeman montre que g ~ 2. La valeur g = 2 sera dérivée
explicitement a ’aide de la théorie relativiste de Dirac pour I’électron dans le
chapitre 4. Finalement, ’électrodynamique quantique (cf. [9]) permet de calculer
les petites déviations (g—2). Ces déviations ont été mesurées avec une tres haute
précision (12 décimales!) et sont en parfait accord avec le calcul théorique :
g =2(1+1.1596389 x 10~3).

Les expériences montrent que les nucléons, protons et neutrons possedent
aussi un spin % Ce dernier est observé indirectement par la mesure du moment
magnétique qui lui est associé. Si ug(f), S, q. et m, désignent, respectivement,
le moment magnétique, le spin, la charge et la masse d’une particule x, nous
avons alors ugf) = Jo52—8., ce qui donne g, = 5.59 pour le proton (g, = —e)
et g, = —3.83 pour le neutron (pour le neutron, nous considérons le magnéton
de Bohr du proton). Pour linstant, ces valeurs numériques sont bizarres et
incompréhensibles. Mais, comme les protons et neutrons sont des états composés
de quarks, il devrait étre possible, en principe, de calculer g, et g, a partir de
la chromodynamique quantique . ..

Pour g = 2, nous obtenons 1"équation de Pauli pour un électron :

2
! (EV—EA) Ly h
c 2

me \ 1 MmecC

v (1.157)

De cette équation, nous pouvons déduire une équation de continuité (comme
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dans le cas des particules sans spin). En posant

p:e\If*\I!:e(|\I/T|2+|\I/l|2) , (1.158)
eh e?
c= U*'VU — (VU ) — VWA | 1.1
J 21Me ( v (Vo) ) MeC (1.159)
il suit (exercice)
Op+V-J.=0. (1.160)

Mais J. n’est que le courant de convection (di au mouvement des charges). La
magnétisation M est donnée par

eh

mecC

M = Vel = () , (1.161)

ce qui mene a un courant supplémentaire qu’il faut ajouter dans les équations

de Maxwell,

JS:cV/\M:;h

VA (TFo) . (1.162)

Me

J s représente la composante du courant provenant du spin. Le courant total qui
entre dans les équations de Maxwell est donc J = J. + J ;.



Chapitre 2

Théorie des perturbations

La plupart des probléemes de la mécanique quantique n’ont pas de solution
analytique; seuls quelques problemes idéalisés possedent une solution exacte
de I'équation de Schrodinger. Il est des lors indispensable de développer des
méthodes d’approximation. La théorie des perturbations traite des situations
dans lesquelles le systeme physique réel peut étre décrit par une petite déviation
d’un systéme idéal (solvable). L’hamiltonien H du systéme réel est alors de la

forme
H=HO® g (2.1)

ott H et HO) different peu. H(® dénote ’hamiltonien du systéme non-perturbé,
tandis que HP) représente une petite perturbation.

Dans ce chapitre, nous présentons les méthodes perturbatives les plus cou-
rantes, illustrées par des applications en physique atomique. L’idée directrice
est que le noyau d’un atome est la source du fort potentiel central dans le-
quel évoluent des électrons; les interactions plus faibles étant décrites par la
perturbation. Comme exemples d’interactions, nous citons I'interaction magné-
tique (couplage spin-orbite), la répulsion électrostatique mutuelle des électrons
ou encore 'influence de champs externes, magnétiques ou électriques.

Bien que notre démarche sera formelle, une remarque mathématique de cau-
tion doit toutefois étre faite : sous des perturbations, méme minuscules, le spectre
de 'hamiltonien peut changer de maniere abrupte! Ceci est surtout vrai pour
la partie continue du spectre. Il existe en effet un théoreme de Weyl et von
Neumann avec ’énoncé suivant :

Soit H un opérateur auto-adjoint. Pour tout € > 0, il existe un
opérateur auto-adjoint H' avec norme ||H'|| < ¢, tel que le spectre
de H + H’ est purement discret.

Heureusement, la situation est moins dramatique pour des valeurs propres
isolées (points isolés du spectre) de multiplicité finie. Pour des perturbations
bornées, celles-ci changent méme de fagon analytique [10, 11].

31
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2.1 Perturbations stationnaires

Pour débuter, nous considérons le cas simplifié ou le systeme idéal d’hamil-
tonien H(® subit une perturbation H") qui est constante dans le temps. On
parle alors de perturbation stationnaire.

En premier lieu, nous supposons que I'’hamiltonien H associé au systeme
physique réel peut étre décomposé suivant Eq. (2.1). De plus, nous supposons
que les valeurs propres E,(CO) et états propres \I!,(CO) de 'hamiltonien non-perturbé
sont connus : 0 o (0

HOW" = gy (2.2)
L’indice k indique que les énergies non-perturbées forment un spectre discret ;
nous dénotons par (\I/,(CO)) le systeme complet d’états propres de H(®) d’énergies
(E).

Lorsque nous demandons que la perturbation H") soit petite par rapport
4 H© nous faisons hypotése que la perturbation peut étre exprimée en série
de puissances d’un parametre A

H)\) =HY + HP)()) | (2.3)
HPYN) = HD £ X2H® ... (2.4)

ot [\| < 1 est un paramétre réel choisi tel que la perturbation H®)()) est
petite devant H(®). (A noter que, dans la plupart des applications, H®) et H(?)
sont en effet des opérateurs auto-adjoints non-bornés. Mais, dans notre approche
pragmatique, nous ne nous soucions pas de ces problemes mathématiques. La
correspondance avec les résultats expérimentaux va justifier notre démarche. . .)
Si A est suffisamment petit, les valeurs propres et les états propres associés a
H()) ne devraient que peu différer de ceux associés & H(®). Nous avons alors

HA\)Vg(A) = Ep(\)Wr(N) (2.5)

et nous supposons que les valeurs propres et fonctions propres peuvent aussi
étre développées en série de puissance,

E:(\) =E" + AE&MN + N2 EP 4 ... (2.6)
U0 =00 1 ae) 4 N2 (2.7)

11 est avantageux de ne pas normaliser Wy (\), mais plutét d’imposer la condition
(\ykm,@;w) ~1. (2.8)

Comme \11,(60) est normalisé, ceci implique
(v e =0 ¥n>o0. (2.9)

Nous voulons maintenant déterminer les valeurs propres E](C") de ’hamilto-
nien perturbé H(A). En insérant les développements en puissances de A dans
Eq. (2.5), une comparaison des coefficients des puissances successives de A donne
(en sus de Eq. (2.2))

O(\) : HOwW 4 gOg® = gOgM gWg® (2.10)

o) : HOUP 4 gOw 4 g@w® = g0g® L pWyly pRg®
(2.11)
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Premier ordre en A\

Le changement d’énergie résultant d’une perturbation H) est obtenu en
considérant le produit scalaire de Eq. (2.10) avec \I/,(CO) :

B = (v, 1O w(”) (2.12)

Cette élégante formule est tres utile, et sera utilisée dans plusieurs exemples
par la suite. Mais, pour I'instant, nous continuons le développement théorique.
En prenant le produit scalaire de Eq. (2.10) avec une autre fonction propre de

I’hamiltonien non-pertubé, \Pgo), ¢ # k, nous obtenons
B (v, w) + (v, HOw?) = B0 (07, w(") . (2.13)

Un développement de \I/g) dans la base du systeme complet d’états propres
(\1150)) de H® implique

v =3 eul?  avee o = (9", w(") . (2.14)
1+

Pour ¢ # k, ceci meéne a une équation pour les coefficients ¢y,
(v, HOBO) = o (B - B) . (2.15)

)

Si la valeur propre E,(CO n’est pas dégénérée, i.e., si Eéo) #+ E,(CO) pour tout £ # k,

nous obtenons

IR (v, 10w)

g0 (2.16)
0 0 L
(#£k El(c )~ Eé )

La correction du premier ordre au vecteur d’état est donc une superposition
linéaire de tous les états non-perturbés autre que \I/,(CO). La perturbation H (")
entralne une contamination de I'état \IJECO) par les autres états propres de H(©).
On peut aussi remarquer que la condition |[A| < 1 n’est pas suffisante : la
correction au premier ordre du vecteur d’état n’est faible que si les éléments
de matrice non-diagonaux de H") sont petits devant les différences d’énergies

non-perturbées correspondantes.

Deuxiéme ordre en A

Pour le deuxiéme ordre, nous considérons le produit scalaire de Eq. (2.11)
avec \IJECO) :
(vl HOw) + (v, HOw) = B (2.17)

Si le systeme non-perturbé est non-dégénéré, nous pouvons introduire I'expres-
. (1) .
sion (2.16) pour ¥, ", ce qui donne

(o0 )

EI(CO) _ Eth)

Ez(f) _ (\I]I(cO)’H@)\Ijl(cO)) + Z
O£k

(2.18)
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oll nous avons utilisé que
2
‘(‘I’éo)ﬂ(”‘l’;ﬁo))‘ = (\1,?)7}1(1)\1,@0)) (\Iféo),H“)\If,ﬁo)) . (2.19)

La somme infinie de Eq. (2.18) se simplifie si nous trouvons un opérateur Fj, tel
que

HOW = [B, B0 v (2.20)
En effet, I'introduction de cet opérateur permet d’écrire
(v, HOw) = (v, [, HO| w)?)

= (B - B”) (v, Fw”) (2.21)

En insérant ce dernier résultat dans Eq. (2.18), on trouve, pour le cas H(?) = 0,

EP =3 (v HOw?) (v, Rl
£k

-3 () (40, )
4

_ (‘I’;(CO)vH(l)‘I’;(CO)) (\If,(QO),Fk\IIQO))
= (v, HORYY) - B (v, Row”) . (2.22)

S s 0
Pour la derniere égalité, nous avons utilisé que les \IIE ) forment une base ortho-
normée complete. La derniére expression ne contient pas de somme et elle est
souvent plus pratique.

Remarques :
e Les résultats (2.12) et (2.17) sont génériques, tandis que (2.16) et (2.18)
ne sont applicables que pour des systémes non-dégénérés (valable pour

Poscillateur harmonique, mais non pour I’atome d’hydrogene).

e De Eq. (2.16), on conclut que les niveaux voisins & E,(CO)

contribuent plus a
\I!,(cl)que les niveaux éloignés. C’est aussi vrai pour E,(f) d’aprés Eq. (2.18).

e Supposons que k dénote ’état fondamental du systeme, E,(CO) < E}O) VL.
Alors, si H®) =0, E,(f) est négative pour 1’état fondamental.

e Si le niveau E}O) est important (i.e., E}O) proche de E,(CO) et ’élément de
matrice (\Ilgo), H(l)\If,(CO)) considérable) et si Eéo) > E,(CO), alors Ej, est réduit
et Ey est augmenté au deuxieme ordre : c’est le phénomene de répulsion
des niveaux. o

e Si la valeur propre E, " est non-dégénérée, les résultats (2.16) et (2.18)

(0)
¢

sont valables méme si les £, sont dégénérées pour £ # k.

e Si, mise a part E](CO), le spectre de H©) contient aussi une partie continue,
on peut écrire

\IJ(O) H(I)P(O) d \I/(O)
5O _ (\I,w) H(z)\I,(O))+ ( £ (de) ¥y )
k k > k e;éE,(CO) EI(CO) e

. (2.23)

oit P(¥)(de) est la mesure spectrale de H(®) (pour la définition de P(©) et
la preuve du théoreme spectral, voir [8], chapitre VIII).
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Perturbation d’un niveau dégénéré

Nous traitons maintenant le cas ou E,(CO) est dégénéré. Soit P,EO) le projecteur
sur l’espace propre de E,(CO). Pour ¢ € Péo)%, on a (¢, [H©®) — E,(CO)]\I/](:)) =0;
en d’autres termes, [H©) — E,(CO)]\III(:) est orthogonal a P,EO)%”. L’équation (2.10)
implique alors

(o1~ EP0) =0, Ve PO, (2.24)
ou encore © ) i )
(POHOPY ~ BN ) w0 (2.25)

Alors, E,(Cl) est valeur propre de P,EO)H (1)P,§0). Ceci réduit le probleme a la
diagonalisation (décomposition spectrale) de P,EO)H (1)P,§O), qui est en général
une matrice hermitienne de dimension finie,

N
POHOPY =3 EVQ, (2.26)
a=1

ou N = dim(P,gO)jf) et Qo = P, sont les projecteurs orthogonaux sur une

base (@a)gzl orthonormée de vecteurs propres de PISO)H(l)P,gO) sur P,EO)%”.

Tres souvent, la dégénérescence est due a une symétrie du probleme. PISO)%
porte alors une représentation irréductible d’un groupe de symétrie GG de ’ha-
miltonien non-perturbé. L’hamiltonien perturbé n’est normalement symétrique
que sous un sous-groupe G’ C G et la dégénérescence est partiellement levée
par la perturbation. Dans ce cas, la décomposition (2.26) peut étre effectuée a
I’aide de la théorie des groupes. Nous verrons ceci dans les applications.

2.2 Applications

Le but de cette section est d’illustrer de maniere concrete la théorie des
perturbations stationnaires. Pour cela, nous allons considérer soit ’atome d’hy-
drogene, soit 'atome d’hélium, avec hamiltonien générique

H=HO® 4+ Hg®) (2.27)

ou

n 2 2
0 _ N~ (P Ze )
H ; (2me - (2.28)
est la somme des énergies cinétiques et des potentiels électrostatiques des diffé-
rents électrons.

L’intérét pour 'atome d’hélium est qu’il illustre de fagon relativement simple
une grande partie des propriétés des atomes a plusieurs électrons.

Pour la petite perturbation H(*) de ’hamiltonien idéalisé H®), nous allons
considérer différentes sources. D’une part, nous traiterons comme perturbation
la répulsion mutuelle des électrons de 'atome d’hélium, et 'influence d’un champ
extérieur statique électrique (effet Stark) ou magnétique (effet Zeemann); il en
résulte alors un déplacement global des niveaux atomiques. D’autre part, nous
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allons également traiter comme perturbation 'interaction du spin de 1’électron
en orbite avec le champ électrostatique du noyau (couplage spin-orbite), et 1'in-
teraction du spin du noyau avec les couches électroniques (interaction spin-spin) ;
il en résulte une séparation des niveaux atomiques, i.e., une levée partielle de la
dégénérescence des lignes spectrales.

2.2.1 Atome d’hélium : état fondamental

Comme premier exemple, nous allons utiliser la méthode des perturbations
pour évaluer I'énergie de 1’état fondamental de I’atome d’hélium ou, plus généra-
lement, celle d’un atome (Z —2) fois ionisés. La masse du noyau étant nettement
supérieure a celles des électrons qui I'orbitent, ceci nous permet de considérer le
noyau comme fixe. Ainsi, I’hamiltonien des Z électrons peut étre écrit sous la

forme
4 2 2
P; Ze
H = E -t —
— (2me i
i—

Z 62
_ 2.29
) 2 |z — 4] (2.29)

1<J .

HOD Vij
ol nous avons supposé que le noyau se trouve en & = 0. Cet hamiltonien com-
prend essentiellement trois termes : le premier représente ’énergie cinétique
totale du systeme des Z électrons, le deuxieme I'attraction exercée sur chacun
d’eux par le noyau (qui porte une charge positive égale & —Ze, avec Z = 2 pour
Phélium), et le dernier la répulsion mutuelle des électrons.

En T'absence du terme d’interaction mutuelle, V;; = 0, les électrons sont
indépendants. Il est alors facile de déterminer les énergies de ’atome : il suffit
d’effectuer la somme des énergies des Z électrons placés individuellement dans
le potentiel coulombien. Les états propres de I'atome sont ensuite obtenus en
antisymétrisant le produit tensoriel des états stationnaires des divers électrons.
C’est la présence du terme d’interaction mutuelle qui empéche une solution
exacte du probleme; un traitement perturbatif est alors nécessaire.

Pour l'instant, nous nous focalisons sur 1’état fondamental de I’hélium en
négligeant linteraction des électrons, i.e., nous posons HF) = Viy = 0 et
HO = gOO 4 F02) oy HO) est Phamiltonien d’un atome d’hydrogene.
Comme [H©Y, H2)] = 0, nous pouvons diagonaliser simultanément les H (.

Soit ‘IJECOi) (z;) un état propre de H(*) d’énergie E,iOi), alors \Ilgn) (x1)- \IJ§02) (x2)
est un état propre de H(®) d’énergie E,(cm) + E§O2). L’énergie de 'état fondamen-

tal est donc celle d’'un atome d’hydrogene avec charge du noyau —eZ.

1222
ESO):_2§ €

= —27%(13.6eV) = —2Z? Rydberg , (2.30)

ao

olt ag est le rayon de Bohr . En posant a = ag/Z, la fonction d’onde de cet état
fondamental de H(®) est donnée par (voir appendice A.3.1)

0 01 02 1
O @1 @2) = 0 (@) - 0 () = —e L (231)
1 - e _ B2 Aot = & ~ L
Le rayon de Bohr est ap = 5% = —— = 0.529A, olt @ = = =~ 13= est la constante

adimensionnelle de structure fine et Ac = 727;rrhc est la longueur d’onde de Compton de 1’électron.
e
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D’aprés Eq. (2.12), la correction a I’énergie de ’état fondamental due & la
répulsion électronique est donnée, au premier ordre, par

. 2
Y = (v, vel) = / . T e
|1 — 22|
e2 e—2(r1+r2)/a
= dPaidizs . 2.32
7T2a6/ 21 — 22| L1722 (2.32)
Comme en électrostatique, nous avons l'identité (exercice)
1 =t d4x g
_ < Voo (@10 (&) | 2.33
|1 — x| ; Pl 20+1 m; em(®1)Yem(22) ( )
ou r. = Min(ry,r2) et ro = Max(r1,72). Ceci nous permet d’écrire
oo r1 0o
E(()l) = 16#2/ p(r1)ridr [/ p(r2)radry + 7’1/ p(rg)rgdrg}
0 0 T1
5e? 5 Ze?
_ 2t _ 22 2.34
8a 8 ag ( )
ou l'on a utilisé
__ € 2/ 2.35
pr) = gl (2.35)
/ Yo,m(m)dQ = VA7 §4,00m.0 :/ Yo.m(n)dSQ . (2.36)
s2 s2

Ainsi, la prise en compte de la répulsion mutuelle des électrons implique que
I’énergie du niveau fondamental est donnée par

Z2e? 1 51
an 87 '
La répulsion mutuelle des électrons releve donc I’énergie du niveau fondamental.
D’autre part, comme on pouvait déja le déduire de ’hamiltonien, la correction

est plus petite pour des valeurs élevées de Z. Une comparaison entre quelques
résultats théoriques et expérimentaux est donnée dans la Table 2.1.

Eo=EQ +EW 4. ~ (2.37)

Atome | Z | EO" [eV] | Bt [eV] | ESP [eV] | erreur
He 2 —109 —75 —79 < 6%
Li* 3 —245 —194 —197 <2%
Bett | 4 —436 —368 —370 <1%

TaAB. 2.1 — Comparaison entre valeurs théoriques (th) et valeurs expérimentales
(exp) de lénergie associée a 'état fondamental Fy pour divers ions. L’approxi-
mation est d’autant meilleure (en valeur relative) que 'énergie de répulsion
mutuelle des électrons est petite par rapport a ’énergie d’attraction du noyau.
Elle est donc d’autant meilleure que Z est élevé.
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2.2.2 Atome d’hydrogene : effet Stark

Comme deuxieme exemple de la théorie des perturbations, nous déterminons
I'influence d’'un champ électrique homogene sur un atome d’hydrogene. Il en ré-
sulte un abaissement du niveau atomique fondamental qui est quadratique dans
le champ électrique. Ce phénomeéne a été mis en évidence expérimentalement
par Stark en 1913.

Nous considérons un atome d’hydrogene dans un champ électrique statique,
uniforme et parallele a e,, E = £e,. Nous allons supposer que l'intensité de ce
champ électrique est suffisamment faible pour que I'énergie additionnelle induite
est petite comparée aux distances entre les niveaux d’énergie non-perturbés de
I’atome. La théorie des perturbations peut alors étre utilisée pour calculer le
déplacement des niveaux d’énergie.

La perturbation Stark est donnée par HP) = Vg = qx - E = e€z. Ainsi, Vg
n’est rien d’autre que ’énergie potentielle de I’électron dans un champ électrique
externe. L’hamiltonien du systeme s’écrit alors

2 2

1)—%+%L (2.38)

H:H@+%:2

€

Comme avant, ’état fondamental non-perturbé est 1’état fondamental de I’atome
d’hydrogene,
1
\If((JO) =——e " a=ay/Z. (2.39)

ma3

Comme la parité du niveau fondamental est bien définie, (\I'(()O) est pair), et que
Vs = e&z est impair sous une réflexion de l'espace, z — —z, on a

2
Ey>:(@$xvgww):eg/d%n¢m$w ~0. (2.40)
Il n’y a donc pas d’effet linéaire dans le champ électrique E, et nous devons cal-
culer le second terme de la série de perturbation, Eé2). Pour ceci, nous utilisons

Eq. (2.20) pour l'opérateur Fp,
Vol = [FO,H(())] v = egzet/o= [F07H(0)] e/ (2.41)

Nous faisons un Ansatz pour F comme une simple fonction de la forme
Fy=zf(r)=rcos(9) f(r) . (2.42)
Avec p? = —h%A, nous obtenons 2
[Fo, Ale™™/* = FyAe™™/* — A (Foe_T/“)
:-«Aﬁmefﬂa_z(va-(ve”m)

a

_—mNM[ﬁ”—2@—Zﬂf—§ﬂe”M. (2.43)

2En coordonnées polaires et pour une fonction F(r,9, @) quelconque, nous avons :

1 1
VF = ((%F, — Oy F, .—8¢F) ,
r rsin (9)

1 1
_ in (9) 8y F 2F .
Zem (0) Oy [sin (9) Oy F| + 0,

1
AF = —9%(rF -—
rar (rF) + r2sin (9)2 ¥
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En insérant cette expression dans Eq. (2.41), nous trouvons

eéme

h2

" 2 !/ 2 _ —
rf —E(r—2a)f—af—2 r=2pr, (2.44)

ol f 1= eém.h~2. Comme on peut le vérifier par inspection, une intégrale par-
ticuliere est

£r) = —%aﬁ (r+2a) . (2.45)

D’apres Eq. (2.22), le second terme de la série de perturbation est

B = (3, o) 58 (010 o)

L Y R 2
=—-— /e_ T/“2—az (r 4 2a) rdrsin (9) didyp . (2.46)
Mme

Tad

Pour évaluer cette derniere intégrale, on utilise

sin(W)dd = —dy  — p=cos(¥) — 2Z2=r*u*, (2.47)
1
4
/ 2% sin () dddep = 27r7°2/ p2dp = %72 , (2.48)
52 -1

ce qui nous permet d’obtenir

4 B2 [ 9 32h2 9
Eé2) — _g/rﬁn " /0 6727“/(1 (g + CL) T’4d7" = _Zﬁ a4 = _Za3§2 . (249)

oll, pour la derniére égalité, nous avons utilisé 3 = e€m.h=2 et a = h?/(mee?).
On peut en conclure que, a l'ordre le plus bas en £, le déplacement Stark du
niveau fondamental (n = 1) de 'atome d’hydrogene est quadratique en &. De
plus, cet effet porte un signe négatif, i.e., le niveau fondamental est abaissé.

On peut aussi s’intéresser a 'effet Stark sur le premier état excité de I’atome
d’hydrogene. 11 s’avere que la dégénérescence du niveau n = 2 est partiellement
levée et que les déplacements énergétiques sont linéaires et non plus quadra-
tiques en &. L’apparition d’un effet Stark linéaire est typique de l'existence de
deux états de parité opposée et de méme énergie. Cette situation n’existe que
dans le cas de I'hydrogene (cf. série de Balmer).

Ici nous avons traité le champ électrique comme une petite perturbation.
Mais, pour z grand, le terme eéz sera la composante dominante de ’hamiltonien ;
pour z — oo, l'énergie potentielle tend vers moins infini. Ceci implique que
I’hamiltonien H = H® + Vg n’a pas d’état lié, mais un spectre continu.

Notre calcul a quand méme un certain sens, car une barriere d’énergie reste
présente et, pour des champs électriques faibles, la probabilité que 1’électron
s’échappe par effet tunnel est faible. Si on néglige ce processus, 1’électron est
piégé dans un intervalle fini [z1, 23] ol la contribution du champ électrique a
Dénergie est petite (cf. Fig. 2.1).

2.2.3 Atome d’hydrogene : couplage spin-orbite et effet
Zeemann

Ayant considéré les propriétés quantiques d’'un atome d’hydrogene dans le
vide ou sous l'influence d’un champ électrique, nous allons maintenant décrire
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V(z)

Fia. 2.1 -~ Nous illustrons ici le potentiel V(z) = 575 — % + efz pour x, y
fixés. Un électron piégé dans la région [z1, 22] a une petite probabilité non-nulle
de s’échapper par effet tunnel dans la région z > zs, ou il sera non-lié. En
négligeant ce processus, notre approximation fait du sens (z; = 0 pour L = 0).

les nouveaux effets induits par le couplage spin-orbite (qui fait partie de la
structure fine) ou qui apparaissent lorsque cet atome est plongé dans un champ
magnétique, statique et uniforme (effet Zeemann). Dans ce cas, nous suppose-
rons que les effets de ce champ magnétique extérieur sont faibles devant ceux
diis au champ électrique interne de atome (ainsi, les déplacements des niveaux
atomiques diis au champ magnétique restent petits par rapport aux écarts éner-
gétiques en champ nul). De maniére générale, l'effet Zeemann regroupe les mo-
difications du spectre optique émis par des atomes lorsqu’ils sont plongés dans
un champ magnétique statique.

Nous considérons donc 'atome d’hydrogene. Dans un champ magnétique
constant, la partie orbitale de ’hamiltonien est

H, = (p - SA)2 YV, (2.50)

ott le potentiel central V (r) = —e?/r représente I'énergie d’interaction électro-
statique entre I’électron et le proton, et A est le potentiel vecteur. Pour obtenir
Péquation de Pauli, Eq. (1.157), nous avons supposé que la partie provenant du
spin, Eq. (1.155), prend la forme

e

S-B

Hy = —Hs - B = -9 ) (251)

2mec

ou B est le champ magnétique externe et g = 2 pour un électron. Mais, pour
étre consistant, il faut prendre en compte que 'électron se déplace a la vitesse
v = p/m. (& Pordre le plus bas en v/c) dans le champ électrostatique E créé
par le proton. La relativité restreinte implique qu’il apparait alors, dans le réfé-
rentiel propre de I’électron, un champ magnétique B donné (au premier ordre
env/c) par B = —(v A E)/c. Comme Iélectron posséde un moment magnétique
intrinseque p, = ==, il interagit avec ce champ B; I’énergie d’interaction

Mmec

correspondante, Hsp = —p, - B, représente donc un couplage entre le mouve-
ment orbital et le spin. Le champ électrostatique créé par le proton est donné
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par E = —%d—‘;%. Ainsi, on obtient
- 11dV 1 1dv
B=""" (P pg)=— ——L, (2.52)
cer dr \\me mecer dr
ce qui implique un couplage spin—orbite
1 14V
“Hg” = ———-—8" L, 2.53
m2c? r dr (2:53)

Ce terme a été proposé par Goudsmit et Uhlenbeck (1925). Malheureusement,
il est trop grand d’un facteur 2. Comme nous le verrons dans la théorie de
Dirac, les corrections relativistes réduisent ce terme d’un facteur 2, tel que le
bon couplage entre spin et orbite est

1 14V
H,, = mZc v dr S-L. (2.54)
Physiquement, ce terme représente I'interaction du moment magnétique du spin
de I’électron avec le champ magnétique “vu” par I’électron du fait de son mou-
vement dans le champ électrostatique du proton.

Lorsque I'on tient compte du spin de 1’électron ainsi que de son mouvement
orbital autour du proton, ’hamiltonien de I'atome d’hydrogene est, en présence
d’un champ magnétique, donné par (g = 2)

H:H0+H5+Hso

1

= (p—%A)Q—i—V(r)— c 1 1V

S B+ S-L. (2.55)

MeC 2m2c? r dr

Comme dans le chap. 1 nous négligeons la dépendence spatiale de B et 1'ap-

proximons comme champ constant (ce qui est une trés bonne apptoximation

pour des champ macroscopique sur echelle atomique). Nous pouvons alors

posernA = % (B A z), le potentiel vectoriel dans la jauge de Coulomb V- A = 0.
Nous obtenons alors (cf. Egs. (1.150)—(1.151))

2 2 2
! (p—fA) =P " BL+-"_a% (2.56)

2me c 2me  2mec 2mec?

Si le champ magnétique est suffisamment faible, on peut encore négliger le terme
“diamagnétique” en B?. L’hamiltonien de notre systéme se réduit alors &

2 1 1dv
HeX 4ve) - B (L+28)+-—--—S8-L. (2.57)

T 2me mec 2mzc? r dr

Pour distinguer les effets diis au champ magnétique de ceux relatifs a la prise
en compte du spin de I’électron et de son mouvement orbital, nous considérons
tout d’abord ’atome d’hydrogene sans champ extérieur.

Cas B =0 : couplage spin-orbite, structure fine

Le couplage spin-orbite est a 1’origine d’une séparation des niveaux d’énergie
atomiques. C’est ce que 1'on se propose de déterminer pour des atomes alkali.
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Dans le cas B = 0, la perturbation de I’hamiltonien dépend uniquement du
couplage spin-orbite, i.e.,

2 1 1d
H= 2’; FV(r) + VoL, (2.58)

2m2c? r dr

Cet hamiltonien ne commute qu’avec le moment cinétique total, J = L + S,
i.e., chaque niveau de H correspond a une valeur donnée J du moment cinétique
total. A cause du terme S - L, le groupe de symétrie SU(2)orbital ® SU(2)spin s€
réduit & un SU(2)diagonal-

Puisque J? = L?+8?+2L-S,ona L-S = % (J2 —L? - 52). D’autre part,
comme H, J?, L? et 8% commutent entre eux, les états propres de 1’électron
dans le potentiel du noyau ont des valeurs > n, j, £ et s fixés. Nous dénotons un

tel état propre par
. \I]Tn N4 5(17)
In,j, ¢, s) = ( i : (2.59)
Uinjes(®)

ol s = % pour I’électron. L’hamiltonien pour I’état ’n,j, l, %> est ainsi

2
Hn,j,6,3) = [p— +chf(r)} In,j, 0, 1) (2.60)

2Me

ou l'on a introduit le potentiel effectif

R? 1dv 3
V. =V ————|j+ ) =Ll +1)— =] . 2.61
) = Vi) + s P G40 - s+ 1) - (2:61)
Dans cette expression, nous avons utilisé que s = % Nous avons donc j = ¢+ %,

sauf pour les états s (i.e., ¢ = 0) pour lesquels j = s = 1 (cf. Annexe A.1
pour la notation spectroscopique). Pour des valeurs de n et £ fixées, le potentiel
effectif est une fonction de j, ce qui implique que la correction en énergie due
au terme de couplage spin—orbite dépend du moment angulaire total, J. Les
niveaux d’énergie pour un couple (n,¢) donné se divisent en deux si £ # 0, et on
obtient des doublets : cette séparation est appelée la structure fine des niveaux
atomiques.

(=0|{l=1|(=2|(=3|(=4
j=0-3 p1 ds I3 gz
J=trs | sy [ [ 4| | g

TaB. 2.2 — Niveaux de structure fine de 'atome d’hydrogene (voir aussi fi-
gure 2.3). Le niveau s (¢ = 0) de Patome d’hydrogéne ne possede pas de struc-

ture fine. Par contre, le niveau p (¢ = 1) se scinde en ps pour J = % et p1 pour

j = % sous l'effet du couplage spin-orbite. A noter que I'atome d’hydrogene

peut passer de I’état p a I’état s en émettant un photon Lyman « (A = 1216A).
La raie Lyman a comporte en fait deux raies voisines, ps — si et pr — 51,

7 7 . 7’ y ol 1 2 4 . .
séparées par un intervalle énergétique de 5m.ca* (voir exercices).

3Nous indiquons par n est le nombre quantique principal, £ la valeur du moment cinétique
orbital, et j =4+ % le moment cinétique total.
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Nous voulons encore déterminer la différence d’énergie d’un doublet. On a

AE = En7é7j:€+% - En,é,j:f—% ’
h2
- 0 (e 3 ) - (- 1) e+ )
2
- 47:302 (n, £[2 g [, €) 20 +1) pour £>1,n>L. (2.62)

Ici |n, £) est un des états |n, ¢, m) de hamiltonien non-perturbé (sans le terme
S-L).

Cette interaction est responsable, par exemple, des lignes d du sodium qui
sont tres bien connues en spectroscopie. Le doublet est produit par les transitions
ps — si et pr — s1. La variation d’énergie AE du sodium est plus grande
que pour 'hydrogene car le potentiel V (r) varie plus rapidement surtout pour
des petits 7, si I’électron de valence pénetre a travers les couches intérieures
remplies.

Cas B # 0 : effet Zeemann faible

Nous considérons maintenant 'influence d’'un champ magnétique non nul et
constant. Nous allons supposer que ce champ est suffisamment faible de maniere
a ce que p, - B soit petit comparé aux distances entre les niveaux d’énergie de
la structure fine de 'atome. D’apreés Eq. (2.57), Phamiltonien est

2
p
H ~ V(r) — B-(J+S S-L 2.63
L V)5 BT84 (IS L. (26)
avec f(r) = 2mlgc2 %%—‘T/. Nous introduisons la fréquence de Larmor, w = —%.

En choisissant nos axes tels que B soit dans la direction e, le troisieme terme
de ’hamiltonien (2.63) se réduit & w(J, + S.). En I'absence de ce terme, nous
venons de voir que les états propres de I’hamiltonien peuvent étre dénotés
par |n,£:|: %,m,@, ou m est la composante de J suivant la direction z, i.e.,
J |n,€:|: %,m,@ = hm‘n,ﬁ:l: %,m,@.

Le changement d’énergie induit par le terme “magnétique” est alors

AE:w<n,€:|:%,m,£|Jz+Sz|n,€:|:%,m,ﬂ>

= hwm + w (S,) . (2.64)
Pour déterminer la contribution de w (S.), on pourrait faire le développement
In, 0+ %,m,0) = Z Crngmg,m b [T £ymg, mg) (2.65)
me,Ms
Crng.maml = <€,%,mg,ms‘€:|:%,m,€> , (2.66)

ce qui revient a calculer les coefficients de Clebsch-Gordan, ¢y, m, m.e. Ici, nous
préférons déterminer directement les états ’n,f + %,m,@. Dans ce but, nous
considérons un état |n, j, m, ) général et écrivons J = L + S sous forme matri-
cielle :

In, j,m, ) = (i:) , (2.67)

- 1 _(L.+3h 0
J = L]IQ + gho' y donc Jz = ( 0 Lz o lh . (268)
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Ainsi, J, |n, j,m,£) = hm|n, j,m, £) donne les deux équations

(L. +3h) ¥y =hm¥y et (L.— 3h) Uy =hmU,, (2.69)

ce qui implique
Uy = a1 R o(r)Yy 1 (0, 9) (2.70)
Wy = as R ()Y my 1 (9, 9) - (2.71)

Pour déterminer les préfacteurs a; et az, nous utilisons que |n, j, m, £) est aussi
une fonction propre de J? avec valeur propre h2j (7 + 1). Or, sous forme matri-
cielle, nous avons

J? = (LT, + 1ho)’ = LTy + AL - o + 30%T,

L? + 3p2 + L. hL_
= ( WL, L2+ 352 —hL.) (2.72)
ou Ly =L, +iL,. Dapres Eq. (1.66), nous avons
LiYim =m0l +1) —m(m+1) Yo - (2.73)

En combinant J?|n, j,m,£) = h?j(j + 1) |n, j, m, £) avec les expressions (2.72)-
(2.73) et (2.69), nous obtenons le systéme d’équations

ar [(l+1)+34+(m—3)—j(i+1)]
a0 +1) — (m+ 1) (m—
a0+ 1) — (m— 1) (m + 3)
taa [L(l+1)+5 - (m+3)—iG+1)]=0. (2.75)

1)=0, (2.74)

Pour qu’une solution (a1, as) non-nulle existe, il faut que le déterminant de ce
systeme, det = [j + 0+ %] [j + 70+ %] [j -+ %} [j —(— } s’annule. Ceci est
le cas si (et seulement si) j = £ + 1. Dans le cas j = £+ 3, on trouve

1
a =CyJt+m+1= mz, (2.76)

l— m—l—%
ag=C[l—m+ 3 = B EsEk (2.77)

ou C' est d’abord une constante abitraire qui a été fixé en requérant que |n, j, m, £)
soit normalisé, a3 + a3 = 1. Nous obtenons

\n,j=€+%,m,€>=Rn,e(r)( ’ 2), (2.78)

ce qui implique

)y = [ (BYem=g) (2R 0 ) (91¥emy
z2] j=l+5 CLQYLer% "\ 0 —%h QQYLer%
h

@i+ |

hm
Z—i—m—i—%)—(f—m—i—%)}:m- (2.79)
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En procédant de maniere similaire pour j = ¢ — %, nous obtenons
<SZ>j:e7l =—5, 7 (2.80)

D’apres Eq. (2.64), le changement d’énergie induit par le terme “magnétique”
est donné par AFE = hiwm + w (S,), i.e.,

1

AEeJréymﬁl = hwm (1 + m) 5 (281)
1

AEZ*%,m,Z = hu)m (1 — m) . (282)

Les états |n, j,£) se divisent alors en 2j + 1 niveaux différents selon la valuer
de m. Ce déplacement des niveaux d’énergie, qui résulte de I'application d’'un
faible champ magnétique, est appellée l'effet Zeeman faible (cf. laboratoire).

2.2.4 Para—hélium et ortho—hélium

Les particules a spin demi-entier satisfont toujours au principe d’exclusion de
Pauli. Dans le cadre de la mécanique quantique non-relativiste, cette assertion
releve d'un complet hasard. Par contre, dans le cadre de la théorie des champs
quantiques, on peut montrer que le principe d’exclusion est indispensable si
on requiert une énergie positive et (pour les fermions) une charge conservée (Le
théoreme de spin et statistique est un des plus fondamental résultat de la théorie
des champs.).

Dans la section précédente, les niveaux d’énergie de 'atome d’hydrogene ont
été décrits en détails. Cette étude était considérablement simplifiée par le fait que
I’atome d’hydrogene ne posseéde qu’'un électron : le principe de Pauli n’intervient
pas. Dans cette section, nous considérons 'atome d’hélium, i.e., un atome a deux
électrons, pour lequel les simplifications précédentes ne se produisent pas.

L’espace d’Hilbert des deux électrons de I'hélium est donné par

p@ (XQ(RG) ®C® ((32) , (2.83)
A

ot P(®) correspond au projecteur sur les états qui sont antisymétriques entre
I’échange du premier et du deuxieme électron.

Nous considérons la base uy = (é) etu_ = (g) de C?. Les parties symétrique
et antisymétrique de 72 sont alors les espaces linéaires générés par les bases

j{;(s): (u+®u+, \/ii[u+®u_+u_®u+], u_®u_) ) (2.84)
A L, @u_ —u_ @uy] .

s V2
Il est clair que les espaces j‘fg(s) et jﬁ(a) sont invariants sous rotation. Une
simple inspection (exercice) montre que le spin est s = 1 sur %(S) et s =0 sur
%ﬂs(a) (C’est évident a cause de leur dimension avec la décomposition D3 ®’D% =
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D'@DY)4 Ona

) — %(5) ® %(a) @%(a) ® %(S) . (2.85)
—— ——
s=0 s=1

Considérons maintenant I’hamiltonien en négligeant le couplage spin-orbite,

H=HO 1 g®) HO = gOb 4 g02) (2.86)
, 2 Ze? 2
on HO) = PL_ZZ HP =v=—""". (2.87)
2Me T |1 — 2|

Dans 7, le groupe des rotations agit comme
Us(R)¥] (w1, 2) =V (R 'y, R 's) (2.88)

ce qui montre clairement que %(S) et %(a) sont invariants sous rotation.

L’opérateur H est trivial dans le spin. Nous posons H = H®) 4+ H(®) ayec
H® = PO gp o gl = pl@ gpl@ gy négligeant I'interaction avec le spin,
un état donné reste toujours soit dans %(S) ou %(a). D’autre part, I'interaction
spin-orbite ne génere pas de transition a l'ordre le plus bas. Les transitions de
AL en ALY sont sévérement supprimées et les spectres de H(®) et H(@ sont
pratiquement indépendants.

Nous considérons maintenant ’espace propre pour une valeur propre E de
H®) ou H(@. Nous supposons que cet espace porte une représentation irré-
ductible de SO(3), notée D, o £ est le moment cinétique orbital. L’espace
propre de la valeur E sera noté M (¢) ou M (£). L’espace propre de E dans
(D) est alors Mﬁf)(é) ® %(a) ou ME,“) ) ® jﬁ(s), et il porte la représentation
D! @ D° = D ou D! @ D' = D @ D! @ DIt de SU(2).

Si on considere également le couplage spin-orbite, les valeurs de ’énergie de
H(@) se divise en triplet avec moment cinétique j = £+ 1, ¢, { — 1, tant que les
énergies de H®) restent des singulets non-perturbés.

Pour résumer nos principaux résultats, nous avons recours a la notation
spectroscopique 35t X (L) (cf. Annexe A.1) :

o Para-hélium : les états symétriques dans l'orbite sont des singulets, notés

1S0, 1P1, IDQ, ey pourj =/.

e Ortho-hélium : les états antisymétriques dans l'orbite sont des triplets,

notés 351, 3P071)2, 3D172)3, ey pOlll“j =/{— 1, f, f'i‘ 1.

Du point de vue de la structure atomique, on peut donc en conclure que
I’hélium se divise en deux types. Si les spins des électrons sont additionnés de
telle maniere a former un vecteur “spin total” nul, cela meéne au para-hélium.
Par contre, si les spins sont alignés, on obtient de I'ortho-hélium. A noter qu’il
n’y a presque pas de transition entre les systemes para-hélium et ortho-hélium.
La division en triplet du spectre de I'ortho-hélium est appelée la structure fine
de I'hélium.

Dans I’état fondamental, nous trouvons uniquement du para-hélium. En prin-
cipe, des excitations de cet état fondamental devraient mener a du para-hélium

4Ce résultat est aussi valable (quoique la démonstration est non triviale) pour plus de deux
électrons : d’apres le théoreme de Peter Weyl, le spin est uniquement déterminé par la classe

de symétrie et vice-versa dans ¢ = (C2)®N.
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excité, i.e., la configuration de spin ne devrait pas changer. Toutefois, si I’exci-
tation est obtenue par bombardement avec des électrons, il est possible quun
électron de diffusion remplace un des électrons originels de 'atome d’hélium.
Dans ce cas, il se peut que la configuration de spin de ’atome change, et que le
para-hélium devienne de 'ortho-hélium.

Niveaux d’énergie

Nous voulons maintenant déterminer le spectre énergétique de ’hélium au
premier ordre dans l'interaction des électrons. D’abord nous discutons 1'ordre
zéro, ie. nous négligeons la répulsion mutuelle des électrons, V. Dans cette ap-
proximation, les électrons sont indépendants ; les fonctions propres de H(©) sont
donc les produits des fonctions propres obtenues pour 'atome d’hydrogene (avec
Z = 2)7

(H(Ol) + H(02)) (i(w:L’ wz) = Enl,ng(l)(wla wz) 5 (2.89)
(i)(wla w2) = (I)"héhml (1131) q)nz,fz,mz (w2) ) (290)

avec valeurs propres
meetZ?% [ 1 1
E’nlﬂlz - En1 + En2 == —72h2 <n—% + n_%> ) (291)

et multiplicité n?n3. Ainsi, dans le modele théorique ol les deux électrons
s’ignorent mutuellement, I’énergie la plus basse est

Ey1 =2E; = —m.c*(2a)? = —108.8eV . (2.92)

Ceci correspond & (2 x Z? = 8) x l’énergie de I'atome d’hydrogene, qui est
Eé{ = —13.6eV = —1Ry. Pour ¢; = l3, ny = no et m; = mo, la fonction
d’onde non-perturbée est évidement symétrique. Si au moins un des nombres
quantiques est différent, on a

[‘bnlqllqml (ml)q)nmfzmw (.’132) + q)n27227m2 (wl)(bnlqllqml (mQ)] € %(S) )
(2.93)

L
V2
L
V2

[‘bnlqllqml (ml)q)nmfzmw (.’132) - ®n27527m2 (wl)(bnlqllqml (mQ)] € %(a) :

(2.94)

Ainsi, la valeur propre la plus basse est Ey; = 2E; avec fonction propre en
) (n1,01,m1) = (na,l2,m2) = (1,0,0). Les prochaines sont E;, = E +
E, ,n > 2, qui s’approchent de F; pour n — oo. En effet, le premier état
excité est celui pour lequel un électron est dans son état fondamental (n = 1)
et le second est élevé dans le premier état excité (n = 2), ce qui implique
Ei 2 = FE + Ey = —68.0eV. Dans cette approximation, I’énergie de ionisation,
i.e., I’énergie requise pour enlever un électron de son état fondamental et le
porter a l'infini est E;,, = EFj . — E£1,1 = 54.4eV. Ainsi, le spectre continu
commence des que les énergies sont plus élevées que Ey = Eq . En particulier,
I’état excité pour lequel les deux électrons sont dans le niveau n = 2 possede
Pénergie Ey o = Fy1/4 = E1/2 = —27.2eV; cette valeur propre est a I'intérieur
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du spectre continu. On s’attend donc a ce que la perturbation V, due a la
répulsion mutuelle des électrons, dissolve ces valeurs propres a l'intérieur du
spectre continu, les E,, + E,, avec n1 = 2 et ng > 2.

—108.8 —54.4 =272
: —Hi— - [ (cV)
Eiq Ei Ea» 0

Nous nous intéressons maintenant aux perturbations des valeurs propres
E1 + E, dues a I'interaction des électrons. Les fonctions propres non-perturbées
sont

1

n>1: \Ijn,é,m = = [(I)I,O,O . (I)n,f,m + (I)n,f,m . (I)l,O,O] S %(S) ) (295)
V2

n=1: 100 P10 € A (2.96)
1

n>1: Xnbom = —7= [@1,0,0 : (I)n,f,m - (I)n,é,m . (1)1)070] S %(a) . (297)

V2

Le principe de Pauli élimine le triplet pour I'état fondamental (car la partie
spatiale de la fonction d’onde est nécessairement symétrique). Pour l'ortho—
hélium Xy, ¢,m ® u, u € %(s), onaj=~¢+1, ¢ ¢—1, tandis que pour le para-
hélium, on a j = /. Les niveaux F; + E,, sont identiques pour toutes les valeurs
¢ =0, 1, ..., n— 1. L'interaction des deux électrons (i.e., la perturbation)
éliminera cette dégénérescence. Au premier ordre, on obtient

AEY) = (Xntums VXntam) = Ct — Ane | n>1, (2.98)
AEY) = (Wtm, V¥tm) = Cre + Ane n>1, (2.99)

ot Cy, ¢ est I'énergie de l'interaction Coulomb,

® 2@ g (22)]?
Cn,£:62/| @)l Ptm@)F g5, 5, (2.100)
|21 — @2

et A, ¢ représente une “intégrale d’échange”,

A, :ez/ D1 (x1) Py 0 (2)P1 (22) Py, (1)
" |1 — 22|

)

d3aydPay . (2.101)

Dans les exercices vous montrez que A, , > 0. Le signe de AES’;) peut
se comprendre intuitivement. Pour une fonction d’onde symétrique ¥,, ; ,,, les
électrons préferent étre proches, ce qui augmente 1’énergie de la répulsion. Par
contre, pour l'ortho-hélium xy, ¢ m, les électrons tendent a se distancier I'un de
Pautre, ce qui réduit I’énergie de Coulomb.

Le couplage spin-orbite (structure fine) divise encore les lignes spectrales

Eé“% de T'ortho-hélium en trois niveaux avec j =¢+ 1, £, £ — 1.

2.2.5 Atome d’hydrogeéne : structure hyperfine

Dans les sections précédentes, nous avons discuté la structure fine de ’atome
d’hydrogene et de I’hélium. Cette levée partielle de la dégénérescence des niveaux
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Fia. 2.2 — Les niveaux d’énergie de 'atome d’hélium exhibent quelques unes des
caractéristiques propres aux atomes possédant plusieurs électrons. On suppose
qu'un électron est dans 1’état fondamental, I’état 'Sy. L’autre électron, qui se
trouve dans un niveau supérieur, peut avoir son spin soit anti-parallele a celui
dans Pétat fondamental (S = 0, état singulet, para-hélium), soit parallele & celui
dans I’état fondamental (S = 1, état triplet, ortho-hélium). L’énergie de liaison
du deuxieme électron est indiquée suivant ’axe vertical.

atomiques est due a l'interaction du spin avec le moment cinétique orbital.
Par contre, les lignes spectrales des atomes qui résultent des interactions du
moment magnétique du noyau avec les couches électroniques sont collectivement
appelées structure hyperfine. Puisque le moment magnétique du nucléon est petit
en comparaison de ceux des électrons, cette interaction spin-spin est tres faible;
les intervalles d’énergie résultants de cette séparation sont donc tres petits par
comparaison avec ceux de la structure fine. Ainsi, la structure hyperfine doit
étre considérée séparément dans chaque composante de la structure fine.

Nous étudions désormais la variation d’énergie de I’électron d’un atome d’hy-
drogene induite par le champ magnétique dipolaire du noyau °. Si on omet le
couplage spin-orbite L - S donnant lieu & la structure fine, I’hamiltonien de
Pélectron dans le champ du proton est (cf. (2.55))

e

H=H,+H, — — (—EA)2—|—V(T)— S B (2.102)
— o s—2m p c I I - .

e mec

Comme le champ électromagnétique créé par le proton est faible, on peut sans
autre négliger le terme diamagnétique en A2. Ainsi, nous posons

e

0 _ P* (P) _
H =3 +V(r), mY) =

Me MeC

(ihA; -V — S - By) . (2.103)

5Les quantités reliées au noyau de ’atome d’hydrogene, i.e., au proton, se distinguent par
un indice I qui indique ici le spin du noyau.
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Soit p; le moment dipolaire magnétique du noyau. Nous avons (dans la jauge
de Coulomb)

B; =V ANAr, Ar=p;ANx/rd=—p, AV(1)r), (2.104)

ce qui implique que les deux contributions a la perturbation de I’hamiltonien
idéal sont

ih(A;-V)= i—Z(uI ANx) -V = i—?ul (xAV)= _%3“1 - L, (2.105)
S By =5V A(u AV(1/r)]
=Sy A(r) = (1 - V)(S - V(1) (2.106)
et donc
HO) =~ Uy = 8y Q)+ (- V)(S V()| - (2107)

Les trois contributions & H(") peuvent étre interprétée de la facon suivante :

e Le premier terme (qui provient de A; - V) correspond au couplage entre
le moment magnétique nucléaire p; et le champ magnétique B, =
créé par la boucle de courant associée a la rotation de 1’électron.

e Les deux derniers termes proviennent du couplage entre le champ magné-
tique du au spin du noyau et le spin de I’électron, S - B;. La singula-
rité a lorigine du potentiel vecteur Ay meéne & une fonction 6, A(1/r) =
—4763(x). Ceci vient du fait que nous avons négligé I'extension spatiale du
noyau. Toutefois, nous verrons que les énergies associées avec ces termes
restent toujours finies (cf. la discussion dans [12]).

mers3

Cas =0

Nous considérons tout d’abord les états s (i.e., avec £ = 0) dont la fonction
d’onde est purement radiale, ¥ = W(r). Dans ce cas, une intégration par parties
donne pour le troisieme terme

((r-V)(S-V(1/r)) :/d3f1?|\1/(7")|2 pr-VI(S-V(1/r)

= —NIiSj/d3£U (8:1w(r)?) 0;(1/7)

4m
=—5 S MO (2.108)
Pour le deuxieme terme de H") nous utilisons A(1/r) = —4763, tandis que le

premier terme est identiquement nul pour les états s. Au premier ordre, nous
obtenons alors

(\IJ,H(P)\IJ) - <H(P)>\I’ — AE = —8% (ks - ) [T (0)% (2.109)

oll nous avons introduit p, = —=5. Cette énergie est due a une “interaction de

contact”. Si Z|e| est la charge du noyau, I son spin et g; le facteur gyromagné-
tique, on peut encore introduire
Zun le|h

B =g9r— I avec PN =

(2.110)
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et my est la masse du noyau. Finalement, en introduisant la constante de struc-
- 3
ture fine o = €2/(he) et en utilisant que |¥(0)[* = (%) , on trouve

167 S-I
AB = gy e O 2 (2.111)
4 me s mec® ST
= - — 2.112
391mN( a) =573 ( )

Soit F' = I 4+ S le moment cinétique total (pour ¢ = 0 c¢’est la méme chose
1

que le spin total). On a alors D! @Dz = DIt g Di-2 et F=T+1

3, ce qui
implique
S-I 1 3
=—|F(F+1)—-I(I+1)—-
- o pow F=ldg, (2.113)
—1(I+1) powr F=1-1% '

La différence d’énergie entre ces deux niveaux pour des électrons s (¢ = 0) est

alors

F=I+1 F=1-1 4 m 4 MeC?
Epio” = Bnmo” = 391, (Z0)" =5 (I+1). (2.114)

Pour I'hydrogeéne, 1’état fondamental (I = %) se divise en un singulet F' = 0,
et un triplet F' = 1, avec une différence d’énergie hv, ou v = 1420 Hz. C’est la
“ligne 21-centimetre”, A = cv~! = 21.4 cm, qui est trés utilisée en astronomie.

Cas £ #0

Dans ce cas, nous avons ¥, ¢,,(0) = 0 et le “terme de contact” (2.109) ne
donne aucune contribution. Alors, Eq. (2.107) se réduit a

1
€Z qgr

HP) — _ =
MeC N hr3

L-T—-S-T+3(S-&)(&- 1) . (2.115)

Nous posons G = L — S + 3(S - )&, qui ne dépend que de la fonction d’onde
de T'électron. D’apres le théoréme de Wigner-Eckart (voir, e.g. [12], Chap. X,
complément D), G doit étre un multiple de J = L 4+ S. Si on pose G = kJ, on
ad-G=h%j(j+1)k. Alors,

I-NHJ- -G

I-G=kKI-J=
R2j(j + 1)

(2.116)

D’autre part, nous avons dans 'état |n,j, F,I), o0 F=L+S+I=J+1
I-J=3F(F+1)—I(I+1)—j(j+1)], (2.117)
J-G=L*-8+3(S- &) =r*[((t+1) -3+ 3] =r*(+1), (2.118)

ou F' est le moment cinétique total de ’atome. Ainsi, on obtient finalement

(0 +1)
JjG+1)

I-G= %hQ [F(F+1)—I(I4+1)—j(G+1)] . (2.119)
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Pour ¢ > 0, cette séparation hyperfine donne alors
e h /1 L0+1)
AE, =— Z — (= —_—
>0 e KNIIY <r3 >n1£ G+
X[F(F+1)-II+1)—-43G+1)], (2.120)

3 4. . -
avec (), de lordre de a™3 = (Z/ag)® = [%£(Za)]". Ainsi, les transitions
AE, i>0 ~ (aZ)* 7’:; MeC? ~ AFE, o ont aussi des fréquences dans la bande
radio. La structure hyperfine a la méme puissance en « que la structure fine
mais elle est suprimée par un factuer *=. Pour I’hydrogene ceci correspond a

N,
des énergies environ 2000 fois inférieures a celles de la structure fine.

Ae 1s
— %m6020¢4
1s1
—
S-fine S-hyperfine

F1a. 2.3 — Structure hyperfine du niveau n = 1 de l'atome d’hydrogene. I1
n’existe pas de structure fine du niveau n = 1; seul un déplacement énergétique
global du niveau apparait, car j ne peut prendre qu’'une seule valeur, j = % Par
contre, lorsque l'on tient compte du couplage hyperfin, le niveau 1s 1 se scinde
en deux niveaux hyperfins. La transition hyperfine entre ces deux niveaux est
la source de la raie de longueur d’onde 21cm utilisée en radio-astronomie.

2.3 Théorie des perturbations avec dépendance
temporelle

Jusqu’ici, nous avons étudié la variation d’énergie et de 1’état propre sous un
petit changement de I’hamiltonien. Cette perturbation était supposée constante.
Maintenant, nous abordons un probleme plus complexe : nous étudions les tran-
sitions entre deux états diis a une perturbation qui dépend du temps, pour un
systéeme ayant un nombre quelconque de niveaux. En général, une résolution
exacte n’est pas possible, et nous aurons recours a des méthodes d’approxima-
tion. Dans le cas ou I’état initial est couplé a un continuum d’états finals, nous
dériverons une formule importante, la regle d’or de Fermi.

2.3.1 Formalisme
Nous considérons un systeme avec hamiltonien
H(t)=H® + HP) (1), (2.121)

ott H®) est Phamiltonien d’une équation de Schrodinger que I’on sait résoudre.
Nous dénotons par (V¥,,) le systeme complet d’états propres de H ) d’énergie
E,, tel que HOW, = E,¥,,.
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Sachant que le systéeme quantique se trouve dans un état propre ¥,, a l'instant
t,, nous voulons déterminer son état dynamique a I'instant ¢. Dans la représen-
tation de Schrodinger, ceci revient donc a déterminer l'opérateur d’évolution
U(t,t,) qui caractérise ’évolution temporelle des états dynamiques,

U(t) = U(t )T, . (2.122)

La probabilité de trouver le systeme dans ’état ¥,,, au temps t est alors donnée
par
P (t) = [T, Ut 1) T, (2.123)

Evidemment, P,_,,(t) donne la probabilité que I'état du systéme soit & nouveau
dans I'état ¥, au temps t.

Avant de déterminer sa forme générale, nous rappelons quelques propriétés
de opérateur d’évolution temporelle, U(t, t,). Dans I'équation (2.122), I'état ¥,,
est indépendant du temps, ce qui implique que ’équation de Schrodinger peut
étre réduite a

ithoU (t,t,) = H(t)U(t,1,) ,

U(t,t) = Ulto,to) = 1. (2.124)

Compte tenu de la condition initiale, cette équation différentielle du premier
ordre spécifie complétement notre opérateur . Une définition équivalente est
alors donnée par I’équation intégrale

Ut ty) =T+ (m)—l/t A HU( ) (2.125)

to
D’autre part, comme H (t) est auto-adjoint, 'opérateur U doit étre unitaire®,
UL, U () =U (U ) =T . (2.126)

L’unitarité peut aussi étre vue comme une conséquence de l'invariance tempo-
relle de la norme d’un vecteur d’état. De plus, U(¢,t') est un semi-groupe, i.e.,
nous avons la loi de composition (a vérifier!)

Ut ) =U UL ) (2.127)

ou ¢ fait office de temps intermédiaire, ¢’ < t” < t. Mais ceci implique qu’un
renversement de I’axe du temps correspond a une inversion de 'opérateur d’évo-
lution lui-méme,

Uty =UT () =U (1) . (2.128)

Maintenant, nous voulons trouver une expression formelle pour l'opérateur
d’évolution U. Nous allons utiliser la propriété que I’hamiltonien de notre sys-
teme se décompose en deux parties, H(t) = H© 4+ HP)(t). L’idée directrice
est de séparer I'évolution due & H(® qui est supposée connue et de trouver le
changement de I’évolution temporelle di & la perturbation H). Comme cette
derniere est petite, il est possible de trouver un développement en série de puis-
sance.

SEn prenant la dérivée de UU~1 = 1 nous obtenons (8,52/{)2/{’1 = —UBU~ L. Ici nous in-
serons (2.124) pour 9:U, ce qui donne H(t) = —ihlUOU ! et alors iho:U~' = U~ H. Mais
I’hermitean conjugué de (2.124) est —iAld* = U*H. Donc U~! et U* satisfont la méme équa-
tion différentielle et la méme condition initiale, U* (tg) = U~ (tp) = 1. Ces deux opérateurs
sont alors identiques.
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L’hamiltonien non-perturbé H(® ne dépend pas du temps et nous connais-
sons l'opérateur d’évolution temporelle correspondant, Uy (t, t,). En effet, I’équa-
tion de Schrodinger implique

iU (o) = HOUy(t,t,) |

Up(t,t) = Uo(to,to) = T . (2.129)

Par intégration, on obtient Uy(t,t,) = e~ #H @ (t=to0)

d’énergie F,,, nous avons

. Pour les états propres ¥,

W, (t) = U (t, 1)U (ty) = e~ # B0 (1)) . (2.130)

Les états stationnaires ¥, () et U,,(¢,) ne different donc 1'un de I'autre que d’un

facteur de phase global, e~ #n(t=t0) et sont donc physiquement indiscernables.

Nous voulons maintenant déterminer 'opérateur d’évolution temporelle as-
socié & la perturbation de Phamiltonien, H"). En effet, puisqu’on sait construire
Up(t,t,), pour déterminer U il suffit de construire opérateur unitaire

Ur(t,ty) = U™ (t, to)U(t, 1) (2.131)

ou Uy est 'opérateur d’évolution des états dans la représentation intermédiaire
(ou représentation d’interaction). L’unitarité de Uy découle de celle de Uy et U.
D’apres Egs. (2.124), (2.129) et (2.131), il suit que

ihOUr = (—ihoUo) U + Uo™ (ihdU)
= (~HOU) U+ " (HU)
= —Uy"HOU + Uy* HU
= Uy* (H—H<0>) u. (2.132)

Si nous posons

Hi(t) = Up™ (t, 1) (H(t) - H<0>) Uo(t, t,)
= Uo*(t, o) HD) ()Uo (L, 1) . (2.133)

nous obtenons

ihdUy = Hil; . (2.134)

L’hamiltonien H;(t) correspond donc a la “transformée” de H ") (t) sous la trans-
formation Uy (¢, t,). Finalement, U; qui est Popérateur d’évolution dans la repré-
sentation intermédiaire est aussi déterminé par I’équation différentielle

ithoUs (t,ty) = Hr(6)Ur(t,1,) avec condition initiale (2.135)
Ur(t,t) =Ur(to, to) =T . (2.136)
Ou, ce qui revient au méme, par I’équation intégrale
t
Up(t 1) = T + (ih) " / At Hy (U (£ 1) - (2.137)
to
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Remarques : (Représentations de Schrodinger, Heisenberg et intermédiaire)
Comme vous avez appris en méquanique quantique I, toutes les prévisions de
la mécanique quantique (e.g., probabilité, valeur moyenne) s’expriment comme
des produits scalaires ou des éléments de matrice d’opérateurs. La dépendance
temporelle d’une valeur d’expectation d’une observable A dans un systéeme qui
est initialement dans 'état U et qui obéit a I’évolution temporelle U(t, t,) est
alors

(A) (t) = Ut to) T, AU(t,t,)D) repr. de Schrddinger (2.138)

(

= (U, U*(t, o) AU(t, t,)T) repr. de Heisenberg (2.139)
= (U™ (b, t)U(t, 1)V, U™ (E, o) AU(E, o))

= (Uo™(t, to)U(t, to) W, Uo™ (t, o) Ao (L, to)Uo™ (t, 1o )U(L, o) W)

= (Up(t,to), Ails(t,t,)T) repr. intermédiaire (2.140)

ol nous avons posé Ay (t) = Up" (¢, t,) AUy (t,t,) pour la derniere égalité. On peut
donc absorber la dépendance temporelle du systeme soit dans 1'état W (représen-
tation de Schrodinger), soit dans les opérateurs (représentation de Heisenberg),
soit la partie non-perturbée (libre) dans les opérateurs et la partie perturbée
(interaction) dans les états (représentation intermédiaire). Ceci motive les trois
“représentations” suivantes pour un systeme quantique :

* Représentation de Schrodinger :
Les opérateurs position, impulsion, énergie cinétique d’une particule, i.e.,
les observables, ne dépendent pas explicitement du temps. L’évolution du
systeme est entierement contenue dans celle du vecteur d’état, et s’obtient
a partir de 'équation de Schrédinger, W (t) = U (¢, t,) T ().

* Représentation de Heisenberg :
L’état est indépendant du temps. La transformation unitaire ne s’applique

que sur les opérateurs, i.e., ce sont les observables qui portent alors la
dépendance temporelle, A(t) = U*(t,t,)A(te)U(t, to).

* Représentation intermédiaire (aussi appelée représentation d’interaction) :
Le vecteur d’état W(t) s’exprime en fonction de 1'état initial U(¢,) par la
relation W(t) = Us(t,t,)T(t,), ou Ur(t,t,) représente 'opérateur d’évolu-
tion des états dans la représentation intermédiaire. Les opérateurs évoluent
d’apres I'évolution “libre” ou non-perturbée, A (t) = U™ (¢, to) A(to )Uo(t, to).

La série de Dyson

L’équations intégrale (2.137) peut étre formellement résolue par itérations.
En substituant Uexpression de gauche pour Uy (t', t,) dans intégrale dans 1’équa-
tion (2.137), nous obtenons

t/
ot [ e

to

Ur(t,ty,) = T+ (ih) ! /t dt' Hy (1)

to

t
=T+ (ih)~" [ Hy(t")dt

to

t t
+ (ih) ™2 / dt’ / dt"Hi(tYH (" Ur(t",t,) . (2.141)
t() t()
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Par itérations successives, on trouve un développement en puissance de Hy :

Ur(tte) =T+ Y UM (t.t,) (2.142)

n=1
t t1 tn—1
u§">(t,t0)=(m)*"/ dtl/ dtg---/ AtnHi(t1) - Hi(ty) . (2.143)
to to to

Evidemment, cette série converge d’autant plus rapidement que H; (ou H())
est petit. Souvent, dans des applications, nous ne calculons que le premier
membre. Cette approximation s’appelle “I’approximation de Born”. La série ité-
rative (2.142) ressemble fortement & 1’expansion en série de 'exponentielle, mise
a part 'absence du pré-facteur 1/(n!). Ceci provient du fait que [Hy (t1), Hy (t2)] #
0, ce qui nous empéche d’échanger les termes dans ’expansion et de pondérer le
n-iéme terme par 1/(n!). Pour obtenir une expression compacte pour Uy (t,t,),
nous définissons

1, si ty >te-- >ty

Ots, - 1) = { (2.144)

0, sinon.
Ceci nous permet d’introduire 'opérateur chronologique
T (Hi(tr),---  Hr(tn))
= > 0(teqys e tein) Hiltn(ry) - Hiltrn)
TES,

= Hl(til)"'HI(tin) avec t;, > tiz >0 (2145)

in *
Ici S, est le groupe de permutation de n éléments et la somme porte sur toutes
les permutations. Ainsi, nous pouvons écrire

t t
u}")(t,to):(ih)—"/ dt, - - /dtnﬁ(tl,--- Jto)Hp(t) - Hilt)
to to
(ih)~ gt

n. [to,t]™

Z Otrry, s trm)) Hr(tr1)) -  Hi(tr(n))
TES,

(th)—™
n!

n X

/ Aty ---dt, T (Hy(h)--- Hy(t,) . (2.146)
[to,t]™

L’inclusion de 'opérateur chronologique se comprend aisément par le fait que la
dérivée d’un opérateur de la forme ') n’est pas égale & F'(t)e"®) si F(t1) ne
commute pas avec F'(t3). Insérant Eq. (2.146) dans Eq. (2.142), nous obtenons
la série de Dyson pour 'opérateur d’évolution :

Uty =3 (”;'_"/[ At T(H ) Hi ) |47
n=0 ’ to,t]™

Ce dernier résultat est souvent écrit sous forme symbolique

Ut t) =T {exp (% /t dt’HI(t’)>] . (2.148)

to
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La série de Dyson joue un role tres important dans la théorie de la diffusion
(cf. Chapitre 3) et dans la théorie des champs quantiques.

Probabilité de transition

Supposons qu’a I'instant initial ¢, le systeme se trouve dans 'un des états
propres de H®, par exemple ¥,,. Nous voulons calculer Py, (t), ie., la
probabilité que le systeéme se trouve a 'instant ¢ dans un autre état propre de
H®O W, Par définition, la probabilité de transition est

Ponem (£) = [Ty, U £6) T ) (2.149)

Si la perturbation de I’hamiltonien était nulle, H(¥) = 0, nous avons dé-
montré (cf. Eq. (2.130)) que les états propres ne different que par une phase,
U, (t) = e wBn(t=t)Ww (), ce qui implique que Pp_m/(t) serait nulle si
m’ # m. Si H) # 0, par contre, nous pouvons développer Eq. (2.149) en
série de puissance de H") & T’aide du développement Eq. (2.142). En effet,
d’apres Eq. (2.131), nous avons

\ym)

(W Ut 1) W) = (s, Uo (t, to)Ur (E, ) T )
i(\y UM (¢, 1) T, ) : (2.150)

14+ > U (¢ to)

n=1

= (‘Ijm/;uo(t; to)

= i (\Ifm Ut t )u}”’(t,to)\l/m)

otl nous avons introduit U™ (t,t,) = L{o(t,to)L{I(n) (t,to) et L{I(O) (t,t,) = 1I. Les
contributions d’ordre 0 et 1 sont alors

(W, Uo(t, )Ty ) = e~ B EmE—t0)5 (2.151)
(\Ifm,,u“)(t,to)xym) _ (q/m,,uo(t,to)u,(”(t,to)\lfm)

= (m)*l/ dt’ Uo*(t,te) Vo, Hr (t)V,,)

to
t
- (m)*l/ ar’ (L{O*(t,to)\IJm/,LIO*(t’,to)H(P)(t’)Z/{O(t’,to)\Ilm)
to
t
— (Zh)_l/ dtle_%Em/(t_to)e-’_%Em/(t/_ e hEm(t —to0) (‘I’m/,H(P) (t/)\I}m)
to
_ t ,
= (z’h)*le*%Em'“*t@/ dt’ e mm (' —to) (\I/m,,H(P)(t’)\I/m) , (2.152)
to

olt nous avons introduit la fréquence de Bohr relative & la transition m — m/,
Wm—m! = Wmm' ‘= ( m! — )/h (2153)

Au premier ordre, la probabilité de transition est donc

t 2
2 / dt/elwmm /(t' —to) (\I/m/,H(P)(t/)\I/m)
to

Y () =h" (2.154)
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Si H(P) #£ 0 est une constante intemporelle, cette expression implique la conser-
vation de I'énergie, At - AE < h.

2.3.2 Amplitudes de transition

Soit (¥,,) un systeme complet d’états propres de H ©) d’énergie E,. Puisque
nous considérons que 'hamiltonien H©) ne dépend pas explicitement du temps,
ces états propres sont des états stationnaires. Une solution générique pour ’ha-
miltonien H© est alors une superposition

Zan to)e” FEn(I=t) g (2.155)

Les coefficients a, (t,)e™#En(t=1) correspondent donc aux composantes de ¥ (t)

dans la base des V¥,,, et les a,, sont des constantes qui dépendent des conditions
initiales.
On introduit maintenant une perturbation de cet hamiltonien :
H(t)=H® + H®)(¢) . (2.156)
Pour |H(P)‘ (t) < |H(0)| en tout temps ¢, on s’attend a ce que les nouvelles solu-
tions different peu de Eq. (2.155). Une solution générique pour H (t) peut encore
étre développée mais, en général, les coefficients a,, vont désormais dépendre du

temps (dans la représentation d’interaction) :

Zan (t,to)e  7En(—to)g (2.157)

L’équation de Schrodinger 170 ¥ = HW donne alors

zhz ((’“)yln - an n) eilﬁ.E"(tfto)\Ifn

—Za ¢~ En(t=to) (H<0>+H<P>) U, . (2.158)

En utilisant que HOp, = E,¥,,, on obtient

zhz (Byay) e FEn =ty Zane #En(t=to) Py, (2.159)

En prenant le produit scalaire avec Wy, on obtient une équation exacte

da’“ — (@ Zan (t, o) (\I/k,H(P)(t)\IJn) el (t=to) (2.160)

Elle représente, sous forme condensée, un systeme d’équations différentielles
linéaires couplées. Le couplage entre ay, et les coefficients a,, provient uniquement
de V'existence de la perturbation de ’hamiltonien, H"). Malheureusement, on
ne connait pas de solution exacte dans le cas général.
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Supposons que le systeme est dans 1’état W, a I'instant initial ¢,. Ceci im-
plique ay(to,to) = Okm. Dans ce cas, nous pouvons écrire Eq. (2.160) sous forme
intégrale,

t
an(t,ty) = Sm + (m)—lz/ At an(t', o) (\Ifk,H(P)(t')\I/n) gienk(t'=to)
n “to

(2.161)
En itérant cette équation intégrale, nous pouvons de nouveau obtenir une série
de puissance de (ih)~!. Les termes d’ordre successif sont alors

ay (t,t0) = O (2.162)
t

ag (tto) = (iﬁ)‘l/ ar (\I/k,H(P)(tl)\IJm) elwmk(t'—to) (2.163)
t

0
t t’
(et = (i [t [arr (2.164)
to to

Ce développement du vecteur d’état dans la représentation de Schrodinger
est le pendant de la série de Dyson, qui donne l'opérateur d’évolution dans la
représentation intermédiaire.

L’amplitude ay(t,to) est Pamplitude de transition de I’état m dans l’état k.
La probabilité de transition est

2
P (t) = lar(t,to)]? . (2.165)
Par inspection on trouve que cette expression est en accord ordre par ordre avec

celle obtenu avec la série de Dyson.

2.3.3 Perturbations statiques

Nous considérons une perturbation de I’hamiltonien, H(")(t) = V' active sur
une intervalle de temps —T <t < T. Pour t < —T, on suppose que le systeme
est dans 'état propre U(t,) = U,,.

\%

Nous voulons calculer la probabilité que le systeme se trouve dans 1’état
propre W(T) = U, au temps T, i.e. Pp_n(T) = |an(T)|*. Au premier ordre, la
probabilité de transition par unité de temps vers ’état propre n est donnée par
Eq. (2.154), i.e.,

1

WEI(T) = 2 Ponen(T) (2.166)
h? 2 r i t ’ i t
= 57 (\I/ny V\I/m)| / dt e*@mn / dt/eilwm" .
2T -7 -T
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En général, nous nous intéressons a des intervalles de temps T tres long, i.e.,
on consideére les états asymptotiques pour lesquels 7 > w,l. Dans la limite
T — 00, nous obtenons

r 1 [T o
lim dt e™mnt _— / dt' e~ iwmnt
T—o00 _T 2T _T

1 7
= 276 (Wmn) Tlgrgo o /Tdt’ = 216 (Wimn,)

= 278 <@> = 2hé(Ep — Ep,) (2.167)

Ceci nous permet d’écrire finalement

W(single) (T) _

m—n

W VO 0B~ Br) . (2.168)
La fonction § exprime la conservation d’énergie d’une telle transition. Ainsi,
dans le cas statique, pour avoir une transition, il faut soit des niveaux d’énergie
dégénérés, soit une diffusion élastique. Il voulons encore prendre en compte le
fait que tout détecteur possede une résolution finie. Dans le meilleur de cas,
le détecteur ne peut mesurer que I'impulsion finale entre hk et h(k + dk). La
situation est alors décrite par une densité d’états finals, p(k), telle que

p(k)d®k = p(k)k?dkdQ) . (2.169)
La densité des états finals qui conserve ’énergie est de la forme
p(En) = p(k)é(En - Em) . (2'170)

Au premier ordre, la probabilité de transition par unité de temps est alors donnée
par la regle d’or de Fermi :

) 2
Winen = W) p(k) = = | (W, V) p(En) (2.171)

En guise de conclusion, une perturbation constante ne peut induire de tran-
sition qu’entre des états propres d’énergie égale ; le systeme doit nécessairement
avoir la méme énergie (& 2wh/T prés) dans I'état initial et dans Iétat final.

2.3.4 L’approximation adiabatique

La méthode de perturbation dérivée jusqu’ici n’est valable que dans le cas ot
H(t) = HO + HP)(t) et ‘H(P) )| < ’H(O)’ pour tout ¢. Toutefois, il est aussi
possible de dériver une méthode d’approximation qui est valable si |6tH () (t)|

est, petit.
Pour ceci, nous considérons une équation de Schrodinger “instantanée”,

H(t)\ljn(t) = En(t)\ljn(t) ) (2172)

ot les (W, (t)),, forment une base orthonormée a tout moment ¢. Pour une solu-
tion de I’équation de Schrodinger dépendante du temps, ih0; ¥ = H (t)¥, nous
posons

U(t) =3 an(t, to) Uy (t)e # S0 P (2.173)
k
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Suivant notre hypothese, les a; et Fj varient lentement, et ’'on a
(Ui (t), Vi (t)) = Okm - (2.174)

L’équation de Schrodinger avec ansatz Eq. (2.173) donne alors

iny" {ak\yk +aply — %Ekak\lfk} e h Jig AWER(E) (2.175)
k
= arH()Te F o W) (2.176)
k
ol nous avons introduit la notation * = 0; = %. Ainsi, Eq. (2.172) implique
S [anw + aply] e F R0 O — o (2.177)
k

i [t ’ ’
Nous prenons le produit scalaire de ce vecteur avec W, (t)e * Jip W ER () gy

introduisant la fréquence de Bohr “instantanée”,
Wim () == [En(t) — Ex(t)] /h (2.178)

nous obtenons

k

Pour évaluer 'expression (2.179), nous avons besoin de calculer (¥,,, ¥}).
En différentiant Eq. (2.172) par rapport au temps, nous obtenons

HU, + HU), = BV, + E, ¥y, . (2.180)

Le produit scalaire de cette équation avec V,,, donne

(\I/m,H\IJk) +E, (\Ifm\pk) = By, (U, V) + By (\Ifm\pk) . (2.181)
Pour m # k, nous avons donc
(\I/m,\ilk) (Ejp — By = (\I/mH\IJk) , (2.182)
et, si By # E,,, nous obtenons
. -1 .
v, ) — (\I/m,H\I/ ) . 2.183
( ") T hwm i (2.183)

Pour déterminer (¥,,, ¥,,), nous utilisons que (¥,,, ¥,,,) = 1, ce qui implique
(Vs \Ifm) + (¥, U,,) =0, ou (¥, ¥,,) + (¥, ¥,,) = 0. On peut donc poser
(U, Uppy) = dax, o1t (t) est une fonction réelle. Maintenant, nous modifions ¥,
par une phase qui dépend du temps

W (t) = W (t)e D (2.184)

ce qui nous permet d’écrire

(10 90,) = (W ) + 85 =i (a+9) (2.185)
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Choisissant v(t) = — ftz dt’a(t’), nous obtenons
(xI/;n, xi/;n) ~0. (2.186)

Le choix de la phase v(t), donc de ¥/, | est toujours possible. Toutefois, il existe
des situations pour lesquelles ’hamiltonien est périodique, i.e., H(t+T) = H(t),
sans que ce soit le cas pour la fonction d’onde, W/ (¢t + T) # ! (t). Ceci méne
& des conséquences physiques intéressantes (phase de Berry, voir exercice).
Pour alléger la notation, nous omettons désormais le “prime”, et posons

(\Ilm,\ilm) ~0. (2.187)
En combinant les équations (2.179) et (2.183), nous obtenons

Si nous supposons que le systéme initial est dans I'état U, i.e., ag(to, o) = Ogn,
nous avons, au premier ordre,

PO (s F1w, ) i 0 (2.189)
hwnm
C’est ici que nous faisons intervenir la variation lente de I'’hamiltonien.
Comme H(t) = H® + HP)(t) et wyn(t) varient lentement, il en est de méme
pour les coefficients ay. En intégrant Eq. (2.189) pour m # n, nous pouvons
donc négliger la dépendance temporelle de H) | wy,,, et ¥,,, ce qui donne
(nous posons t, = 0)

1
(1) _
“m’ = hwe,

(\Ilm, HP) (t)\I/n) [eitnm 1] m#£n. (2.190)
Il est intéressant de noter que a%) n’est pas une fonction croissante, mais oscil-
lante. En fait, pour la probabilité de transition entre les états n et m, on obtient,
au premier ordre pour m # n,

(1) W7 _ gain (2t f (P) i

PO () = ’am ‘ - 4sm< . > ‘(Em o (\I/m,H (t)\I/n)‘ .
(2.191)

Cette approximation adiabatique n’est valable que si ‘H P /HP )‘ < |wnm-

2.3.5 Autres méthodes d’approximation
La méthode de Rayleigh-Ritz

Cette méthode est tres utile pour trouver 'énergie de I'état fondamental
d’un systeme.

Proposition 2.3.1 Désignons par H ’hamiltonien d’un systéeme quantique et

par

(v, He)
(0, )
la valeur moyenne de lénergie dans Uétal p. E(p) est minimisé pour l'état
fondamental.

E(p) = (2.192)
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Preuve : (pour un spectre discret)

Nous considérons un hamiltonien a spectre purement discret, de valeurs propres
(En)ZO:O et vecteurs propres ¥,,. Dans ce cas, les vecteurs propres peuvent étre
choisis tels que (¥,);~, forment une base orthonormée de I'espace d’Hilbert .72
Donc, un état ¢ quelconque peut étre décomposé suivant ¢ = > a,¥,. Nous
choisissons ¢ normalisé, i.e., (p,¢) = 3. |a,|*> = 1. De plus, nous ordonnons
la base (¥,,) de telle maniére que Ey représente la valeur propre minimale,
E, > Ey V n. Ainsi, on a

E(p) = (¢, Hp) = > Enlan|” > Ep . (2.193)

L’égalité est vérifiée si, et seulement si, les a, sont non-nuls seulement pour
I’énergie E,, = Ej, donc ¢ est un élément de “I’espace fondamental”. Si celui-ci
n’est pas dégénéré, on a p = ag¥y, et |ag|> = 1. [ ]

Proposition 2.3.2 Soit E(¢) comme dans la proposition précédente. Toul ¢

pour lequel E(p) est stationnaire est un vecteur propre avec valeur propre E(p).

Preuve :
On consideére la variation de 'équation E(¢) (¢, ¢) = (¢, Hp). On a

OE (0, 0) + E (00, 0) + E (9, 0p) = (5, Hp) + (p, HOp) (2.194)
Si E(p) est stationnaire, on a 0E = 0 et il vient
(p,(E—H)op)+ (dp,(E—H)p) =0 ¥ dp . (2.195)
Si nous posons d¢’ = idyp, ceci implique alors
i(p,(E—H)dp)—i(dp,(E—H)p)=0. (2.196)

La combinaison (2.195)+4-(2.196) donne ainsi (d¢, (E — H)p) = 0 et, puisque
dp est arbitraire, on a (E — H)p =0 ou Hp = Ep. |

Pour illustrer ce procédé, nous considérons I'atome d’hélium. Son hamilto-
nien est donné dans 1’éq. (2.29), i.e.,

4 2 2
D; Ze

H = E LA
p (2m T;

Pour Z = 2, il s’avere que cet hamiltonien est déja trop compliqué pour qu’il soit
possible de résoudre exactement son équation aux valeurs propres. La difficulté
provient du terme d’interaction mutuelle des électrons.

En I’absence d’interaction, les électrons sont indépendants, et nous avons vu
(cf. § 2.2.1) que l'état fondamental des deux électrons dans le potentiel d'un
noyau a charge Z = 2 est donné par

4 2

) +3° Iw%wgl . (2.197)

i<J

8
U(xy,x2) = ﬁe*(“*“)/ao , (2.198)
0

ol ag est le rayon de Bohr.



R. Durrer Mécanique Quantique II 64

Nous supposons maintenant que la répulsion mutuelle des électrons a comme
effet que la charge électrique effective percue par les électrons est un peu infé-
rieure & 2. Nous remplagons alors Eq. (2.198) par

Z3
U, (z1, @0) = —e Zntra)/oo (2.199)
Tay
C’est la fonction d’onde d’un état fondamental de deux électrons indépendants
autour d'un noyau de charge Z. Le préfacteur Z3 assure que ||¥,]° = 1. La
valeur d’expectation donne

e? 27
EW,)=(V,,HV,)=—Z (Z — —) (2.200)
ag 8
(pour les intégrales, voir théorie des perturbations stationnaires, faire attention
de mettre Z = 2 dans ’hamiltonien mais laisser Z libre dans la fonction d’onde).
I’extrémalisation par rapport a Z de cette égalité, 9, F = 0, implique Z = % =
Zy. Lapproximation pour I'énergie de 1’état fondamental est alors

Eo < E(V.,) = —76.6eV . (2.201)

Ce résultat est en meilleur accord avec la valeur expérimentale (—78.6eV) que
le résultat obtenu par le calcul perturbatif (—75eV). Comme prévu d’apres la
premiere proposition, les deux valeurs sont trop élevées.

Ce simple principe variationel de Rayleigh-Ritz a beaucoup d’applications,
surtout en physique moléculaire (liaisons chimiques, voir e.g. [12] Chap. XI,
Complément G).

Il est évident que le choix de la fonction d’essai et de ses parametres revét la
plus grande importance, et c’est ici que l'intuition physique est nécessaire pour
résoudre le probléeme. Le désavantage de cette méthode est qu’il n’y a pas de
procédure systematique pour estimer I’erreur de 'approximation.

L’approximation Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)

La méme approximation qui mene de I'électrodynamique dans les milieux
a loptique des raies, meéne aussi de la mécanique quantique a la mécanique
classique. C’est la limite dans laquelle la longueur d’onde des particules (des
ondes électromagnétiques) est beaucoup plus petite que l'extension typique L
sur laquelle varie le potentiel (les propriétés du milieu). En mécanique quantique,
la longueur d’onde est donnée par

N (2.202)

P \2m(E-V)

Elle doit étre beaucoup plus petite que L ~ |V/9, V], i.e.,

MV A oy (2.203)
V2m(E—-V)| L

Dans la limite &7 — 0, on retombe sur la mécanique classique.
Soit H(t,x,p) 'hamiltonien classique d’un systéme,

p2
H=—+VI(t . 2.204
L ivita) (2:204)
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Alors, l'opérateur hamiltonien de la mécanique quantique est H (¢, x, %V) Ex-
plicitement, I’analogue quantique de Eq. (2.204) est

H= - (7—1)2 A+V(tx) . (2.205)

T 2m \

Pour la fonction d’onde d’une particule, nous faisons 'ansatz
U(t, @) = enSB) (2.206)
et développons S(t, x) en une série de puissance en h/i,
S =804 ?S(l) +oe (2.207)

Ceci nous permet de considérer séparément les contributions d’ordre successif a
I’équation de Schrodinger thd, W = HW.

Ordre h° (approximation classique) :

L’équation de Schrodinger donne

(0)\2
(ats<0>) Ut [M + v} T=0. (2.208)
2m
c’est-a-dire,
8,50 4+ H (t, x, VS<0>) —0. (2.209)

Mais ceci n’est rien d’autre que I’équation de Hamilton-Jacobi de la mécanique
classique! En effet, on a

H 1
p=VSY, = v=g= %—p = EVS(O) , (2.210)
t 2 (4!
ot S© :/ ar' <’$ - V(t’,cc)) . (2.211)
m

Ordre 7 (approximation semi-classique) :

Pour notre exemple et au premier ordre, nous obtenons
1 1
5+ — (VSO vSW) + —As® 0. (2.212)
m 2m
Pour une solution S (¢, 2(t)) de 'équation de Hamilton-Jacobi (2.209) donnée

par Eq. (2.210)—(2.211), on peut alors montrer (comme en mécanique classique)
que z(t) et p(t) = V.S satisfont aux équations canoniques

0H OH
r = — t p=——— . 2.213
T=5p Y P=5, (2.213)
Si on pose encore
1
p = 25 ; J=pv= — 25"y 5 ; (2.214)

m
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Péquation (2.212) implique une équation de continuité,
Op+V-J=0. (2.215)

De plus, Eq. (2.212) implique également que, pour SO réel, S est aussi réel,
donc p > 0. A noter que S réel est nécessaire pour que Eq. (2.209) admette
une solution en mécanique classique.

Si, & un instant donné, la normalisation est [ d3z p(x) = 1, 'équation de
continuité (2.215) assure que ceci restera valable & tout temps. Pour une fonc-
tion d’onde ¥ ~ exp (£5@ +SW), on a p = 25" = |W|?. Ceci soutient
I'interprétation de |\IJ|2 comme densité de probabilité. La détermination de S
est souvent utilisée pour calculer la probabilité de 'effet tunnel, par exemple,
dans la situation esquissée ci-dessous :

raie de particules /
classique /

-

E

\. quantique
~——————




Chapitre 3

Théorie de la diffusion

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la situation suivante : une particule
libre entre en interaction avec un potentiel localisé (ou d’autres particules locali-
sées). Nous supposons connu ’état initial de la particule, et voulons déterminer
I’état de la particule apres la “collision”. Parmi toutes les réactions possibles, on
désigne sous le nom de diffusion celles dans lesquelles ’état final est constitué
des mémes particules que I’état initial. Par simplicité, nous nous limiterons a
I’étude de la diffusion élastique, pour laquelle I'énergie ne change pas lors de la
collision.

En physique classique, I’état de la particule incidente (qui est libre) est en-
tierement déterminée par son impulsion. Il en est de méme pour la particule
sortante :

mouiE (t)

() m/

U

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des processus se produisant au
niveau quantique. Il n’est alors pas possible en général de prévoir avec certitude
quel état final va résulter d’'une collision donnée; on cherche donc seulement
a prédire les probabilités pour un certain “état” final. Pour cela, nous allons
étudier I’évolution de la fonction d’onde associée aux particules incidentes sous
I'influence des interactions avec les particules de la cible.

La diffusion d’un faisceau de particules par une cible est un probléeme com-
plexe. Pour aller a l’essentiel, nous faisons les hypothéses simplificatrices sui-
vantes :

* Les particules du faisceau incident et de la cible sont supposées sans spin.

* Nous considérons des diffusions élastiques, i.e., nous négligeons I’éventuelle

structure interne des particules impliquées dans la diffusion.

* Nous supposons la “cible” suffisamment mince pour pouvoir négliger la

diffusion multiple.

* Nous considérons le processus élémentaire de diffusion, i.e., nous nous re-

streignons a la diffusion d’une particule du faisceau incident par une par-
ticule de la “cible”, et négligeons toute cohérence entre les ondes diffusées.

67
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3.1 Diffusion stationnaire par un potentiel

Tout d’abord, nous traitons le probleme de fagon simple et intuitive. Pour dé-
crire quantitativement le processus de diffusion d’une particule incidente par un
potentiel, nous allons focaliser notre attention sur les états stationnaires du pro-
bleme. Ce faisant, nous considérerons un état stationnaire comme représentant
un fluide de probabilité en régime d’écoulement permanent, et nous étudierons
la structure des courants de probabilité correspondants. Bien entendu, ce rai-
sonnement simplifié n’est pas rigoureux, mais il capture I'essentiel du probleme.

Nous considérons la diffusion d’une particule de masse m par un potentiel
statique , V(x), qui décroit rapidement (r?V (z) > 0 dans toutes les direc-
tions 1). L’équation de Schrédinger décrivant I’évolution de la particule admet
des solutions d’énergie E bien définie, i.e., des états stationnaires,

Uyt ) = Yp(@)e B/ p=2  p_pk (3.1)
2m
ou E et p dénotent, respectivement, I’énergie et I'impulsion de la particule in-
cidente avant qu’elle n’ait pénétré la zone d’action du potentiel. La fonction
d’onde spatiale ¥ (x) est solution de 1’équation aux valeurs propres

(A+ k) Y = Uty , U=2mh 2V . (3.2)

Pour chaque valeur de k (i.e., d’énergie E), cette équation admet une infinité
de solutions (les valeurs propres de 'hamiltonien sont infiniment dégénérées).
Il nous faut donc encore préciser quelles sont les solutions admises par notre
probleme en spécifiant les états asymptotiques.

Loin de la zone d’action du potentiel, la particule incidente est considé-
rée libre; elle peut donc étre représentée par une onde plane, e’*® (état non-
normalisable). La présence du potentiel scinde l'onde incidente en une onde
transmise et une onde diffusée. Par conséquent, la fonction d’onde représentant
I’état stationnaire de diffusion associé a une énergie E doit étre une superposi-
tion d’une onde plane et d’une onde diffusée (qui dépend du potentiel). La forme
asymptotique apres la “collision” (i.e., a grande distance du potentiel localisé)
est simple :

ikr

U(x) = ek (K k)er . K =ka. (3.3)

Cette forme asymptotique sera dérivée ultérieurement (cf. § 3.1.2). Pour l'ins-
tant, nous nous contenterons d’une explication “intuitive” :

e Les deux termes du membre de droite de 1’équation (3.3) sont des solu-
tions de (A + k?)y, = 0. Le premier terme, e'*® est I'onde incidente. Le
deuxieéme terme, f(k’, k) el:T représente 'onde diffusée. 2.

e En général la diffusion n’étant pas isotrope, 'amplitude de ’onde sortante
dépend de la direction (¢, ¢) que l'on considere. Ceci motive introduction
de Uamplitude de diffusion, f(k',k), ou k' = k& est le vecteur d’onde
émergent de la diffusion. La fonction f(k’, k) contient évidemment toute
I'information relative au potentiel V (x).

1Cette hypothese exclut le potentiel coulombien ; celui-ci nécessite un traitement particulier
(cf. § 3.2.2).

2Comme en optique, le facteur 1/r assure que le flux total d’énergie & travers une sphere de
rayon r est indépendant de r pour r grand. En mécanique quantique, c’est le flux de probabilité
a travers cette sphére qui ne dépend pas de 7.



Chap. 3 : Théorie de la diffusion 69

3.1.1 La section efficace

Nous considérons un courant incident J; de particules mono-énergétiques
sur une cible; J; représente donc le nombre de particules par unité de temps
et par unité de surface normale & la direction d’incidence. Nous supposons que
ce courant est suffisamment dilué pour que 'on puisse négliger 'interaction
mutuelle des particules.

Avec un compteur disposé loin de la cible, on mesure le nombre dn de par-
ticules diffusées par unité de temps dans ’angle solide df) suivant la direction
(9, ¢). Le nombre dn est bien sir proportionnel au flux incident J; et a d€2.

Nous supposons aussi que la cible consiste d’un grand nombre N de particules
suffisamment distantes I'une de I’autre pour que ’on puisse les considérer comme
centres de diffusion indépendants. Par ailleurs, la cible doit étre assez mince
pour que 'on puisse négliger toute diffusion multiple. Dans ce cas, dn est aussi
proportionnel a N.

En toute généralité, on a alors

do
dn(Q)) = JiNEdQ , (3.4)

ol 3—5(19,@ est la section efficace différentielle de diffusion dans la direction
(9, ¢). Son intégrale sur les directions représente la section efficace totale de

diffusion,
do
o= — dQ . 3.5
| @9

La section efficace totale a la dimension d’une surface et elle est souvent mesurée
en “barn”, 1 barn = 10~2*cm? (e.g., o7 = 6.65 x 107 2%cm? est la section efficace
de la diffusion Thomson de 1’électrodynamique classique).

D’apres Eq. (3.4), il est possible de calculer la section efficace & partir du
courant incident et du courant diffusé. Pour une fonction d’onde (), la densité
de courant de probabilité est donnée par Eq. (1.159) avec A =0, i.e.,

J(@) = o [0 @) Vi) — (Vo' @)@)] o) = @) (36

T 2%m

Le courant incident J;(x) s’obtient en remplacant la fonction d’onde v (x)

par l'onde plane e’*®. C’est une onde de densité p = 1 avec courant
hk
Ji=2=P (3.7)
m m

L’onde diffusée (3.3) étant exprimée en coordonnées sphériques, nous obte-

nons
hk’
Ji=—
mr

lF(K' k) +O(1/1°) . (3.8)

Pour r grand, 'onde diffusée est donc pratiquement radiale, et porte une densité
de courant de probabilité ; K = k& est le vecteur d’onde émergent de la diffusion.

Comme J4 exprime la densité de particules diffusées suivant la direction
(9, ¢) par unité de surface, et dS = r2d(2, nous avons dn = N |J 4| r2dQ. Ceci
implique que dn est indépendant de r pour autant que r soit suffisamment grand.
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En reportant ces résultats dans Eq. (3.4), nous obtenons une expression pour la
section efficace différentielle :

do o (|Jd|r2)7”~>00 . ’ 2
R ] (3.9)

La section efficace différentielle est donc simplement donnée par le carré du
module de 'amplitude de diffusion.

Dans la direction vers 'avant, le faisceau subit une atténuation liée a la dif-
fusion des particules dans toutes les autres directions de I'espace. Dans le calcul
du flux ceci se montre comme une interférence négative entre ’onde incidente,
; = e*® et 'onde diffusé, vy = f(k',k:)%kr. Pour faire le calcul correct il
faut travailler avec un paquet d’onde pour I'onde incidente, mais on obtient une
bonne idée de ce qui se passe en calculant la partie 1/7? du courant d’interfé-

rence,
h
Jint = i V"V ibg +1a "V — (Vi )ba — (V7)1

Ce courant J;,; a une partie o< 1/r qui est non-physique et dont le flux ne
contribue pas, mais aussi une partie oc 1/7? qui vient de la dérivée du facteur
1/r dans 94, et qui contribue au flux & travers une surface dS = r2dS2 lointaine.
Ceci est le courant d’interférence physique Un petit calcul donne

h *x i(k-x—kr —i(k-m—kr
Jint,phys:W[f JRICE k)_fe (k-x k)}

Dans toutes les directions sauf en avant, k || @, le flux a travers une surface
dS = r2dQ oscille et le flux moyen disparait. Seule vers I’avant on obtient un
flux net,

<Jint,physr2> = _%Im(f)(k7 k)k :

Ceci correspond & une nette atténuation du flux si Im(f)(k, k) > 0. Nous allons
voir par la suite que cette condition est toujours satisfait, et que Im(f)(k, k) est
lié a la section efficace totale (théoreme optique).

3.1.2 Etats stationnaires de diffusion

Nous voulons maintenant démontrer explicitement ’existence de fonctions
d’onde stationnaires ayant un comportement asymptotique de la forme (3.3).
Pour cela, nous considérons une équation intégrale pour la fonction d’onde
Y (), solution de (3.2) avec comportement asymptotique (3.3). Nous utilisons
l'identité 3

eikr

(A+k?) = —4mé(x) . (3.10)

La fonction de Green de l'opérateur de Helmholtz (A + kz), est alors donnée

par
1 ik|lz—x’|
Go(z —a') = —— S (3.11)

A e —a']

3Considérée comme distribution au sens de Schwartz, e**” /r est dérivable & tous les ordres.
Pour calculer son Laplacien, on se sert de I'identité A(1/r) = —4wd(x) (cf. [14], fonction de
Green).
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et
(A+K%) Go(x —a') = 6(z — ') . (3.12)

Alors, toute fonction d’onde ¢y (x) telle que
(@) = 6O (@) + / B’ Go( — &)U (@ )n (') - (3.13)

oll 1/1,(60) (x) = e’*® est la fonction d’onde incidente, satisfait automatiquement
léquation de Schrédinger (3.2).

Nous devons encore vérifier que la solution (3.13) tend vers une onde libre
asymptotiquement. On peut montrer que les conditions de bord sont satisfaites
si U € Z2(R%) N ZLY(R3?). Formellement, les comportements asymptotiques
(x> x’) peuvent étre obtenus avec les développements

ot 2
|$—£B/|Tgoor_w T +O(T‘_) , (3'14)
T r
ik|:c—w'| ikr /
e r—oo € ik’ T
W ~ ” (& k' +O (ﬁ) 5 (315)

ou k' = kx/r = k& est le vecteur d’onde émergent de la diffusion. Ceci nous

permet d’écrire la fonction d’onde sous la forme d’une équation intégrale de
diffusion :

T — 00 1
~

eikr L,
V() =~ w,(co)(:v) +— [—E/d%'e_lk ® U(il:’)’t/]k(w/):| (3.16)

Les solutions de 1’équation intégrale de la diffusion sont donc bien des états
stationnaires de diffusion. En comparant avec la forme asymptotique (3.3), nous
obtenons alors une équation intégrale pour 'amplitude de diffusion :

f(K k) = —i / Ba’ e 2 U (2 ) () (3.17)

Notons encore que ces manipulations peuvent étre répétées en substituant a
la fonction de Green sa complexe conjugée, Go(x — x’). Celle-ci est aussi une
fonction de Green de la particule libre, mais elle correspond & un comportement
asymptotique d’onde entrante. On obtient alors I’équation intégrale

—ikr

r—00 (&
~

(@) =P (@) +

[—i/d3:1:'eik"w,U(w')1/)k(w') . (3.18)

Approximation de Born (1926)

L’approximation de Born consiste & remplacer 1g(2) dans I’équation inté-
grale pour 'amplitude de diffusion (3.17) par I'onde incidente, @[J,(co) (x) = etk .

1 . ’ ’
fe(k' k) = - /d%'e—l“c k2 r(x’) (3.19)
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C’est une approximation au premier ordre. La section efficace est ainsi reliée a
la transformée de Fourier du potentiel. Par itérations successives, on obtient

V) = v (@) + ei:T fe(K' k), (3.20)
W K) =~ [ e U@ ) (3.21)
@ _ O e )
v @) = o (@) + SO k) (3.22)
FOR k)= (3.23)

De proche en proche, on construit ainsi la série de Born de 'amplitude de
diffusion. On procede de méme pour la fonction d’onde stationnaire de diffusion :
on pose

GolUynle) = -4 [ €' Gole ~ 2V (@) . (321)
T
et la série de Born s’écrit

v =0 + Go) + Go(U) [Go@) |+ (3.25)

Chaque terme du développement fait intervenir le potentiel une fois de plus
que le terme précédent. Si U (= 2mh~2V) décroit suffisamment vite, cette série
converge absolument.

3.2 Applications

3.2.1 La diffusion d’un électron par un atome neutre

Comme premiere application, nous considérons la diffusion élastique d’une
particule chargée (un électron) par un atome neutre. Pour simplifier le traite-
ment, nous supposons que l'atome peut étre traité comme une distribution de
charges électriques. Nous supposons aussi que I’énergie de 1’électron est suffisam-
ment élevée pour que 1’on puisse utiliser 'approximation de Born et négliger les
“effets d’échange” (antisymétrisation). Ceci nous ramene donc & considérer la
diffusion de I’électron par un potentiel électrique statique ¢.

Nous désignons par p(r) la distribution des électrons et par Z = [ d3z p(r)
le nombre atomique de notre atome neutre. Le potentiel électrique ¢ est solution
de I’équation de Poisson

Ap = —4re [Z6(x) — p(r)] . (3.26)

Le potentiel auquel est soumis I'électron est alors V(r) = e¢(r). En considérant
la transformation de Fourier, nous obtenons

q2f/(q) = 4me? [Z - F(q)] , (3.27)

/000 drrsin (gr) p(r) . (3.28)

Fla) = [ dacirpir) = 7

F(q) est le “facteur de forme” de la distribution de charge de la couche électro-
nique de I'atome, g = k’ — k est le vecteur d’onde transféré et g son module. Le



Chap. 3 : Théorie de la diffusion 73

changement d’impulsion de électron est donc hq. L’équation (3.19) implique

alors
2m.e?

K k)= Z —F . 3.29

Quant a la section efficace différentielle, elle est donnée par
do
dQ

5 4m?2et 2
[fe(k k)" =<7 [Z2-F(q)]" . (3.30)
(hg)*
Soit encore a le rayon de 'atome, i.e., la distance moyenne des électrons au
noyau. Si la distribution des électrons est simplement donnée par

Ze—r/a
p(r) = Snad (3.31)
le facteur de forme devient
Z

Soit ¥ I'angle de diffusion entre k et k’. La condition de grand angle de
diffusion, 1 < ga = |k’ — k|a = ak[2 — 2cos (9)]'/? = 2ak|sin (9/2)| est alors
équivalente & |sin (9/2)] > 1/(2ak). Dans cette limite de grand angle, nous
pouvons négliger le facteur de forme F(g), i.e., négliger leffet des électrons, et
nous obtenons la formule de Rutherford pour la diffusion du noyau “nu”,

(3.33)

2mev?

do| ame'z® 1 ( 27 )2
dQ2{ (hq)* sin (9/2)*

Pour la derniére égalité, nous avons utilisé ¢ = 2k |sin (9/2)| et hk = p = m,v.

Dans la limite des petits angles, ga < 1, ou de basse énergie, ka < 1, le
facteur de forme se réduit & F(q) ~ Z [1 — 2(qa)?]. L’effet d’écran des électrons
est alors important.

D’autre part, pour des énergies tres élevées, le noyau ne peut plus étre consi-
déré comme un point, et il faut aussi prendre en compte la distribution de charge
du noyau, Fy(q). La section efficace différentielle (3.33) devient alors

do 4m?2et

0= et |Fn(q)]> avec Fn(0)=Z . (3.34)

Validité de 1’approximation de Born

La portée du potentiel est de l'ordre du rayon de I’atome, a. Une estima-
tion basée sur le modele de Thomas-Fermi donne a ~ Z~'/3%2/(m.e?). Si nous
prenons comme valeur moyenne du potentiel la valeur au point r = a de Uinter-
action coulombienne due au noyau, Vy =~ Ze?/a, nous obtenons ak = Z2/3~~1
ott nous avons utilisé ve = hk/m. et v = Ze?/(hv.). L’approximation de Born
n’est donc justifiée que pour des énergies suffisamment élevées de I'électron in-
cident, ka > 1, ie., v < 1.

A Taide d’expériences portant sur des collisions entre des électrons & haute
énergie et des atomes, on peut alors étudier la distribution de charge du noyau
(En pratique, il faut encore prendre en compte les corrections relativistes.).
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3.2.2 Le potentiel de Yukawa

Comme deuxieéme exemple de 'approximation de Born, nous considérons le
potentiel de Yukawa (ou potentiel de Coulomb avec “écran”),
e K"

V(r) =V, : (3.35)

r

ou Vo, € R et u > 0. Nous supposons que |Vp| est suffisamment petit pour
que 'approximation de Born fasse du sens. Dans ce cas, 'amplitude de diffusion
peut étre déterminée d’apres Eq. (3.19), i.e.,

1 2m o € H
Ik k) = 1 h(ZVO /d%’e‘“"m — (3.36)
o ¢ = k' — k est le vecteur d’onde transféré de module ¢ = 2k |sin (¢/2)],
k étant le module du vecteur d’onde incident et ¥ 'angle de diffusion. Cette
expression fait intervenir la transformée de Fourier du potentiel de Yukawa.
Comme ce potentiel ne dépend que de la coordonnée radiale, on peut aisément
intégrer sur les angles comme dans (3.28), ce qui donne

1 2mVydm [ , e—nr' omVy 1
fe(k' k)= _577/0 dr'r’ sin (¢r') T TR g (3.37)
La section efficace différentielle est alors
do B 4777,2‘/02 1

dQ R [4k2sin(9/2)% + p2)? (8:38)

Comme on pouvait en attendre de la symétrie de révolution autour du faisceau
incident de particules, la section efficace différentielle est indépendante de I’angle
azimutal, . D’autre part, pour une énergie donnée, i.e., un k fixé, elle dépend
de langle de diffusion (e.g., la section efficace est plus grande pour ¥ = 0 que
pour ¥ = m). Finalement, le signe de V{ ne joue aucun roéle, en tout cas dans
I’approximation de Born.

Pour p — 0, le potentiel de Yukawa tend vers le potentiel coulombien. En
particulier, si nous posons Vy = Ze?, on retrouve la section efficace classique de
Rutherford pour la diffusion d’un électron par un noyau de charge (—Ze), i.e.,
la formule (3.33),

do 4m? Vi B etz?
A (hk)*16sin (9/2)"  16E2sin (9/2)"

(3.39)

Pour le dernier signe d’égalité nous avons utilisé (hk)? = p? = 2m.E. En fait, la
formule (3.39) n’est pas tout a fait correcte pour la diffusion coulombienne par
un noyau. Dans le cas coulombien, le potentiel ne décroit pas assez rapidement,
et notre traitement n’est donc pas valable. En effet, la portée infinie du potentiel
de Coulomb induit des corrections logarithmiques dans les états asymptotiques
(cf. [1], § 7.2),

. 1, Ze?
1/’1@(-73) — cilkzt+yIn(kr—k-z)] + f(k7k);ez[kr—vln(2kr)] . oy= % ) (340)
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3.3 Les opérateurs de Mgller (). et la matrice S

Nous considérons un potentiel radial de courte portée, r2V (r) ——= 0, qui ne
2
dépend pas du temps. A grande distance, ’hamiltonien H = 2”—m + V peut alors

étre approximé par Phamiltonien d’une particule libre, H(®) = %. Comme la
trajectoire classique tend vers des trajectoires libres, '™ (t) et £°“!(t), la fonction
d’onde de la mécanique quantique tend vers des fonctions d’onde libres, Ui ()
et WOu(¢). Ces dernieres sont des solutions de 1’équation de Schrédinger libre,
et nous avons

ihoy U = H (3.41)

out

iho, Ui = HOWH" (3.42)
avec la notation

in = particule libre incidente, ¢t — —oo ,

out = particule libre émergente, ¢t — 400 .

Ces fonctions d’onde satisfont les conditions asymptotiques

Jim @) — v ()| =0, Jim |w(t) — v (t)|| =0. (3.43)
Ici, ||-|| est 1a norme £2(R3), i.e., ces limites sont alors des limites fortes®. Soient
Ut) = e YR 1o (t) = e H TR (3.44)

les opérateurs d’évolution temporelle pour les hamiltoniens H et H(® | respec-
tivement. On a ainsi

U(t) = e HYhp(0), W (1) = e H /g (0) (3.45)

Les conditions asymptotiques (3.43) sont donc équivalentes a

t lirin Heﬂ'Ht/h\I](o) et H Ot/ hgt (o)H =0, (3.46)
ou encore 0
lim H\I/(O) it/ ho—iH Ot g (O)H ~0. (3.47)

Ceci nous mene a la définition des opérateurs de Maller :

Qu = lim eH/he=HOYR]  Yinite forte. (3.48)

t—+oo

Avec cette définition, Eqs. (3.46) et (3.47) sont équivalentes a

T (0) = Q V(0) T(0) =Q_v™(0), (3.49)
Tt (0) = QL U(0) , U(0) = Q. ToUH0) . (3.50)

4Une suite 1, € J converge 'fortement’ vers 1) € J si limy— oo ||t — ¥n|| = 0. La suite
converge 'faiblement’ si limy,— oo (¢, % — ¥n) = 0 pour tout ¢ € .
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De ces relations, nous pouvons extraire
=00 U et UM =010 00 (3.51)
Comme les solutions ¥ ou Wo% de H(® génerent tout I'espace d’Hilbert, il

s’ensuit que nous avons
5

Mais, le plus intéressant est que I'on peut écrire

T = QR QT = SU S =Q 0 (3.53)

Si nous connaissons l'opérateur S (ou la matrice S), nous pouvons déterminer
Iétat final WoU! & partir de tout état initial W™, Cela signifie que la matrice
S contient toute 'information quant au processus de diffusion. Ceci est illustré
dans la Figure 3.1.

Fiag. 3.1 — Illustration des états asymptotiques d’un processus de diffusion et
matrice S = Q7 €)_. Les e représentent des états dans I'espace de Hilbert. Les
droites correspondent au trajectoire d’une évolution non-perturbée, tandis que
la courbe représente ’évolution du vecteur d’état, W(t).

Opérateurs isométriques et inverse

Définition 3.3.1 Un opérateur isométrique sur € est un opérateur linéaire
qui est défini sur tout F et qui préserve la norme.

Les opérateurs de Mgller Q24 sont des opérateurs isométriques; ils appartiennent
donc a une classe d’opérateurs qui est plus générale que les opérateurs unitaires.
Explicitement, la définition 3.3.1 signifie que 2(21+) = S, mais qu’en général
X (Qy) # . Finalement, ils préservent la norme, i.e.,

1QL¥] = H lim eth/he_iHm)t/h\I/H = lim eth/he_iHm)t/h\I/H =¥ ,
t—+too t—=Foo
(3.54)
ou nous avons utilisé la propriété de limite forte pour la deuxieme égalité.
Puisque [|[QLT|| = |||, Pétat 24T ne peut étre nul, & moins que ¥ soit identi-

quement nul. Ainsi, 2+ doit posséder un inverse, Q;l. Toutefois, Q;l n’est en
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général pas défini sur tout 7. La condition % Q24 = 1 n’implique pas automa-
tiquement que Q104 = 1, et dela, que Q4 est unitaire. Ceci n’est le cas que si
on considére des espaces de dimension finie.

Il existe une relation simple entre I'inverse Q;l d’un opérateur isométrique
et son conjugué hermitien, 27 . Puisque 2 Q4 = 1, on peut écrire

M [QLU] =T, VU e . (3.55)
Si on substitue Q4 ¥ = ¥, on peut conclure que, pour tout ¥ € Z (),
QLU = Q7' VO e Z(Q) . (3.56)
Or, si U/ est orthogonal ® & Z(21), nous obtenons que
(U, Q. 0)=0, VU e, (3.57)

ce qui implique (Q1P/,¥) =0 V ¥ € J et donc QL ¥ = 0. Ainsi, on en
déduit immédiatement que

. Qb sur Z(04)
0 = N (3.58)
0 sur Z(Qq)— .

L’image & des opérateurs de Moller s’appelle I'espace des états de diffusion.

Relation d’entrelacement et conservation de I’énergie

Une des propriétés les plus importantes de 'opérateur S est qu’il conserve
I’énergie. En effet, puisque I'hamiltonien H est indépendant du temps, 1’éner-
gie doit étre conservée. Toutefois, comme S relie les états asymptotiques, pour
lesquels seule I’énergie cinétique compte, on peut raisonnablement attendre que
S commute avec Popérateur d’énergie cinétique H (), plutét qu'avec H. Ceci se
démontre aisément si ’'on utilise la relation d’entrelacement des opérateurs de
Mgller,

HQL =Q.HO (3.59)

Cette identité est obtenue d’apres les manipulations suivantes :

—iHt —iHt . i —_iH®
e th/hQ:t —e iHt/h lim eth/he ‘H™Wt/h
t—=Foo

— lim efiHE/heth/hefiH(O)t/h
t—+oo
. H(t—1 —iHO (—DV /B —iHOF
:th? ezH(t t)/he tH™Y (t t)/he iH™t/h
— =00

= Qe HOUR (3.60)

La relation d’entrelacement (3.59) est obtenue apres différenciation par rapport
a t, puis on pose t = 0.

50n dit que un ¥ € J est orthogonal au sous-espace . C J¢ si ¥ est orthogonal & chaque
P e . ie, (P,¥) =0VV € .. 1l est facile de montrer que I’ensemble de tous les vecteurs
orthogonaux & un sous-espace . est lui-méme un sous-espace, que I’on nomme le complément
orthogonal .7+ de . ; /1 = {® € J# | ® est orthogonal & .7} (voir compl. math II).



R. Durrer Mécanique Quantique II 78

Comme les opérateurs de Mgller sont isométriques et satisfont Q3 Qy = 1,
on peut réécrire la relation d’entrelacement sous la forme

QLHQL = HO . (3.61)

Ceci nous permet d’interpréter {4+ comme des opérateurs dont ’action sur 1’ha-
miltonien total H donne I’hamiltonien libre, H®. Ceci montre alors claire-
ment que les opérateurs de Mgller ne peuvent étre unitaire. Or, si ¢’était le cas,
Eq. (3.61) impliquerait que H et H©) auraient le méme spectre ; ceci est impos-
sible puisque, comme H(® n’a pas d’état lié, il s’ensuit que H ne pourrait pas
en avoir.

Par une double application de la relation d’entrelacement, nous pouvons
montrer que S commute avec H(?. En effet,

SHO =10 HY =0 HQ. = HY0 0 = HOS . (3.62)

Ce résultat exprime la conservation de I’énergie dans un processus de diffusion,
puisque Pon a H® = §*H () S, En effet, Pénergie dans Pétat initial est donnée
par la valeur moyenne (¥, H(OW™) tandis que dans 1’état final nous avons
<\Ijout, H(O)\Ifout> — <\I/”7', S*H(O)S\Iﬂn>

Théoréme d’orthogonalité

Nous supposons que les opérateurs de Mgller €2 sont définis sur tout 'espace
d’Hilbert %7 (ceci requiert certaines conditions pour le potentiel V, e.g., qu’il
soit de courte portée r2V (r) == 0), i.e., Z2(Q4) = . Soient Z4 les images
de Q4 ie., Zy = Q1. La propriété (3.59) implique que

e~ HUAQ = Qe H N (3.63)

Ainsi,
i _iH©

e" g —Que T c g (3.64)
En d’autres termes, ceci signifie que Z+ est invariant sous ’évolution avec H
et H|z, est équivalent & H()|4, par conjugaison avec I'opérateur i, qui est
unitaire sur #Z. Plus précisément, comme 1 est isométrique, |z, est uni-
taire sur I'espace #Z+. En plus, sur Z4, on a e /0|, = Qie*iH(O)t/hQ’i.
Avec HO | H a donc un spectre purement continu sur Z-. On peut alors rai-
sonnablement attendre que Z+ = Z(04) =: % soit le sous-espace des états
liés. On peut alors formuler le théoréme d’orthogonalité :

Théoreme 3.3.1 Sile potentiel de diffusion V satisfait aux conditions usuelles,
alors By L B et Z#_ 1 B, ou B est le sous-espace des états liés.

Complétude asymptotique

Si on ne demande pas seulement que Z+ | %, mais aussi que &£ = (%i)J‘
on appelle la diffusion ’asymptotiquement compléte’. Dans cette situation, on
trouve donc Z = #_ = B+ = X, et #+%B = . Nous répétons les conditions
de la complétude asymptotique :

e L’ensemble de tous les états U = Q_U" est précisément le méme que

I’ensemble de tous les états ¥ = Q W ie., Z, =% = X.
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e Le sous-espace Z et le sous-espace des états liés A couvrent tout I’espace
de Hilbert, 7. Comme nous savons que & est orthogonal a %, cela signifie
que # doit étre la somme directe de Z et B = Z*, c’est-d-dire Z® B =
T

La preuve, valable uniquement sous certaines conditions du potentiel, que la
théorie de la diffusion est asymptotiquement compléte est compliquée, voir [15,
16].

T H=BSX T
Q_ *
Q
pin /f%j =
Qy
\I]out
B

F1a. 3.2 — Tllustration schématique de la complétude asymptotique.

Unitarité de 'opérateur S

L’unitarité de 'opérateur S est une conséquence directe de la complétude
asymptotique. En effet, nous avons Q3.Q4 = T et Q.04 = Py, = Pp, ou Py
est le projecteur sur le sous-espace Z C 5. Ceci implique alors

S5 = QL0 =Q P =Q Q. =1, (3.65)
SS* =050 010, = Q" PR0, =50, = 1. (3.66)

3.3.1 Calcul perturbatif de la matrice S
Nous considérons un systeme avec hamiltonien
H=H® +g® — g®=)v. (3.67)

Nous voulons exprimer la matrice de diffusion S en série de puissances de .
Dans ce but, nous définissons tout d’abord

Q(t) 1= etHt/he=iH O t/h (3.68)
ce qui implique
Q= . lim Q(t) Q= . 1121 Q(t) . (3.69)

L’opérateur de Mgller incident, {2_, transforme les ondes de diffusion incidentes
en solutions exactes de ’équation de Schrodinger, tandis que 'opérateur de Mgl-
ler émergent, €2, transform ondes de diffusion émergentes en solutions exactes.
Soit ¥ un état de diffusion, nous pouvons écrire

[0,Q(t)] U = %eth/h ( i H<0>) o~ iHOt/hy,

= /\%eth/hVe’iH(U)t/h\I/ . (3.70)
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Comme Q(0) = T, il s’ensuit que

ot
QT = T + )\% / Attt Iy e =il 1 [y (3.71)
0
Q) =1+ )\j' /t dt’ eth’/hefiH(O)t’/h eiH(O)t’/hvefiH(O)t’/h (3.72)
h S ’ ’
0 Q)
et donc .
Q*(t) = T+ A(ih) ™" /0 e et ' [y H O [heys (31 (3.73)

En itérant cette derniere équation intégrale, nous obtenons

Q1) =Y amam” (3.74)

n=0
avec

*

QO =1 (3.75)

« t ty tn—1
Q" = (ih)_"/ dtl/ dt2-~/ dt,, x
0 0 0

eiH(O)tl /hve—iH(O) (ti—ta2)/h e—iH(O) (tn—1 —tn)/hve—iH(D)tn/h '
(3.76)

Nous supposons que cette série converge. Ceci est relativement facile a démontrer
si Ve Z%(R3) N £L°(R?). Mais ceci est également vrai pour une classe de
potentiel beaucoup plus vaste. Finalement, on a encore

t—too t—+4oo

QL= lim Q)= A" lim QM) (3.77)
n=0

Série de puissances pour S

L’expansion en série de puissances pour 'opérateur de diffusion S est facile
a trouver dans la représentation intermédiaire. Dans cette optique, nous posons

\If(t) _ e_iH(D)t/hgo(t) ot VI(t) = eiH(O)t/hve—iHm)t/h ) (3.78)
Pour ¢, I'équation de Schrodinger se réduit a
ihdwp = AVi(t)e , (3.79)

ou

p(t) = e (1) = T e =N (0) = Q7 (£)¥(0) . (3.80)
D’apres Eq. (3.77), nous avons
p(—00) = lim o(t) = QZ¥(0)

p(4+00) = lim ¢(t) = QL ¥(0)

t——+o0

= p(to0) = Q4Q-_p(—00) ,

(3.81)



Chap. 3 : Théorie de la diffusion 81

ce qui implique immédiatement

o(+00) = Sp(—0) . (3.82)
D’autre part, si on intégre I’équation (3.79), on obtient
-
o) = pl(-00) =25 [t Vie)e(t) (38)

ce qui, apres itérations, donne
o0 t tno1
o(t) = Z /\”(ih)*"/ dty -- / dt, Vi(t1) - Vi(tn)p(—00) . (3.84)
n=0 —o0 —o0

Pour ¢ — oo, ceci engendre une série de puissance pour la matrice S :

S=> Asm (3.85)

n=0

avec

SO =1, (3.86)

oo tn—1
St = (in) ™" / dty - / dtnVi(ty) -+ Vi(tn) (3.87)

iR~ 0o 0
_ G 72' / dt1-~-/ dtnT(VI(tl)mV](tn)) . (3.88)

ou l'opérateur chronologique T (Vi (t1) -+ - Vi(tn)) = Vi(tiy) - - V(t;,) est tel que
ti, =+ >t; . La série (3.88) est de nouveau la série de Dyson (voir chap. II).
Cette série joue un role central en théorie des champs.

3.3.2 Amplitude de diffusion et section efficace

Pour ®, ¥ € S(R3) (espace de Schwartz), nous considérons I’élément de ma-
trice (@, S¥). D’apres le théroreme de Schwartz, il existe une unique distribution
S" € S(R) telle que le fonctionnel (®, SW), qui est linéaire en ¥ et anti-linéaire
en ®, soit donné par

(®,50) = S (B* @ V) . (3.89)

Comme dans le cours sur les distributions (cf. Compl. Math II), nous écrivons
formellement

S (@ W) = /d3k’d3k (k') (K" |S| k) U (k) , (3.90)
olt nous avons choisi la représentation par les transformées de Fourier P et
U (représentation dans I’espace des impulsions). D’apres notre expansion de la

matrice S, Egs. (3.85)—(3.88), les contributions d’ordre successif & (k’ |S| k) sont
données par

Ordre )\ :

(¥

s<0>‘ k:> — 5K — k). (3.91)
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Ordre \! :

((I),S(l)\ll) = (i) (@,/m

aviw) = @) [~ a@ v
= (ih) ! / dt (cb, H Oty o —iH Ot/ ﬁ\p)

_ (m)—l/ dt (@, V,) = (m)—l/ dt (ét, f/ﬁt) . (3.92)
ot ®; = e HHVAH ot W, = ¢~ H /MY sont des solutions de I’équation de
Schrodinger libre avec conditions initiales ® et ¥ au temps ¢ = 0. On a alors

2

t ~ k2t
o = O(k)e " (3.93)

Vs \Ift(k:)) , (3.94)

ou nous avons utilisé p = hk et * représente le produit de convolution, défini
tel que

U*mmﬁz/@kﬂw—mmm. (3.95)

Appliqué a Eq. (3.92), nous obtenons

zh ~ ~ ith (1,72 _ 1,2
( S<1>\11) 3/2/ dt/d3k Bk & (KW (K — k)P (k)ebm K=k

/d3k &k & (K)o (“’“ 2"“2>) VK — k)U(k)

_(Zh2) ’ N 2 k2N ot T
= BKE3k & (k') (%)V(k: ~k)U(k) . (3.96)

Pour le deuxieme signe d’égalité nous avons utilisé que [~ dte™ = 27m6(a).
Ce résultat nous permet finalement d’écrire

<k' sm} k> - \/_2% 5 (P';;fz) V(K — k). (3.97)

La distribution & exprime la conservation d’énergie. (Le facteur A~2 est absorbé
dans la fonction ¢ ou nous avons remplacé k2 par p2.) En général, on introduit
un nouvel opérateur, la matrice T', et 'on pose

(k' |S|k) = &% (K — k) — 2mi (P —p ) (k' |T| k) . (3.98)

La signification des deux termes de cette décomposition de la matrice S est
évidente. Le premier terme, 63 (k’ — k), représente 'amplitude que la particule
traverse le potentiel sans étre diffusée; le deuxiéme terme correspond donc a
P'amplitude que la particule soit diffusée. Or, quand une particule est diffusée,
son impulsion est modifiée, mais 1’énergie reste la méme. Donc, le deuxieme
terme dans Eq. (3.98) doit conserver I’énergie, mais pas forcément les compo-
santes individuelles d’impulsion (nous n’avons pas d’invariance sous translations
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dans notre probléme). Ceci implique que ce terme doit contenir une fonction &
de Dirac pour I'énergie. Par contre, (k’ |T'| k) doit étre une fonction lisse, sans
fonction ¢ additionnelle. Ceci peut étre démontré avec certaines conditions sur
le potentiel.

En comparant Eqgs. (3.91), (3.97) et (3.98), I'expansion au premier ordre
donne

1

(K'|T| k)5 = CORE

V(k' —k) (3.99)

Finalement, il est intéressant de comparer cette derniere expression avec le
résultat obtenu dans I'approximation de Born, Eq. (3.19). Avec la normalisation
de la transformation de Fourier,

_ 1 ik
g(k) = W/d3$€ﬁkmg($) . (3.100)
nous obtenons )
4m*m
f(K' k)|p=— = (K'|T|k)|5 . (3.101)

Comme nous le verrons par la suite, cette identité est vraie ordre par ordre. En
effet, nous avons

2
FK k) = _47;2’” (k' |T|k) , et alors (3.102)
do 472m)? 2

3.3.3 Le théoreme optique

Pour explorer plus en détails la structure de la matrice S dans l'espace
des impulsions, nous introduisons un nouvel opérateur R défini par la relation
S = T+ R. Evidemment, R représente la différence entre la valeur de S et sa
valeur en 'absence de toute interaction (S = T). Comme S commute avec H(©) il
en est de méme pour R. L’unitarité de 'opérateur de diffusion, SS* = S*S = 1,
implique immédiatement

R+R*+RR*=R+R*"+R*R=0. (3.104)
D’autre part, Eq. (3.98) implique que, dans I'espace des impulsions, nous avons
(k' |R| k) = —2mi § (%) (K'|T|K) . (3.105)
Ainsi, nous pouvons écrire
0= (K'|R|k) + (K’ |R"| k) + (K" |[R"R| k)
= (K'|R|k) + (K" |R"| k) + /d3k" (K'|R7|K”) (K" |R|K)

= i 5 (2552) [ 710) ~ TRITTRT)

2m

- (2m)2/d3k”5(”" = )5(”"2,;P )<k"|T|k'> (K" |T|k) . (3.106)
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Si on pose d*k” = 1k"d(k"*)dQp, et on utilise p”? = k"2, Dintégration sur
d(k"?) donne

1 TR TEWIN k e
% (k' |T| k) — <k|T|k:’>} = —%/dﬂkn<k”|T|k’> (K" |T|E) , (3.107)
i
avec |k| = |k’| = |kK”'| = p/h. Dans la direction incidente, nous avons k’ = k, ce
qui donne le théoréme optique © :
Tmp ” 2 ph
I —_ — " = - .
m (ke T1)) = =T [ (06" 1) = —5- Bz o) | (3108

Exprimé en fonction de 'amplitude de diffusion, Eq. (3.102), ceci donne

I (f(k, k)) = % o (k) (3.109)

ou o(k) dénote la section efficace totale de diffusion pour une impulsion incidente
p = hk,

o(k) = /ko, jg (K, k) . (3.110)

En conclusion, si on peut mesurer la partie imaginaire (absorption) de 1’am-
plitude de diffusion dans la direction incidente, ceci détermine la section ef-
ficace totale. A noter que comme la section efficace o n’est jamais négative,
Im (f(k, k)) ne peut étre négative. (Dans la direction incidente, I'intensité ne
peut que diminuer & cause de la diffusion.)

3.3.4 Les équations de Lippmann et Schwinger (i = 1)

Proposition 3.3.1 Soit (V;), un ensemble de vecteurs dans un espace d’Hilbert
A avec limite forte Uoo. Cest-a-dire limy_o0 ||V — Uoo|| = 0 et | Ty]] < C.
Dans ce cas, on a

lim e/ dt e W, = U, . (3.111)
eN0 0

En d’autres termes, le membre de gauche de l’équation existe et il est égal au
membre de droite.

Preuve :
Soit

Xe 1= e/ dt e 1, — T = e/ dt e ' (U, — V) . (3.112)
0 0

11 faut montrer que pour tout § donné il existe un € > 0 tel que ||x.|| < §. Or,

60n le nomme ainsi par analogie avec la relation obtenue lors de la diffusion élastique
d’ondes électromagnétiques.
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on a

oo
Ixell < € / dt e |0, — U
0

T 00
€ </ dt e™ [T, — Uoo| +/ dt e || Wy — \Poo||>
0 T

T oo
:e/ dtH\I/t—\IIOOH—i—e/ dt et [0, — W . (3.113)
0 SN——— T

< 20

Nous choisissons T tel que [|[W; — W o|| < /2 pourt > T et € < 6/(4CT). Alors,

b [ 0
||Xe||<€-2CT+§6/ dt e~ < 20T 4 5 <5 (3.114)
T

|

L’expression lim,_.q [efooo dt e’et\IJt] est appelée la limite abélienne de W,.

Elle est souvent définie méme si (¥;), n’a pas de limite forte. Par exemple, il

est facile de voir que la limite abélienne de ¥, = ' ©/nt it/ hy existe pour

tout x € S, méme si cette expression ne peut pas avoir de limite forte si x

est un état 1ié de 'hamiltonien H (cf. [1]). On peut alors écrire les opérateurs

de Mgller et leurs adjoints comme limites abéliennes qui sont définies sur tout
I'espace d’Hilbert 7.

+oo
0L = 1{%1%/ dt eFet/heitit/he—iH O t/h (3.115)
€ 0
o h iHOt/h  —iHt/h
th:n{%iﬁ/ dt eFet/heifl t/ho—iHt/h (3.116)
¢ 0

Ici nous avons remplacé e par €/h pour simplifier la notation plus loin. Comme
ca, € a la dimension d’une énergie. Nous utilisons encore que 24 = tlim Q(t) et
— 00

Qt) = iHt/he—=iH"t/h D plus, nous avons (cf. Egs. (3.70) et (3.71))

8Q(t) = %eth/ﬁve*iH“”t/ﬁ : (3.117)
.

Qt) =1+ % / d’ it Ihy =i H OV [ (3.118)
0

donc

+oo . t
Qy = T+ lim |+~ / dt eFet/nl / At Y Iy =i H O hqy | (3.119)
O | Ry h Jo

Une intégration par partie sur foioo dt donne

+oo

Q4 = I+ lim % dt eFet/heiflt/hy g—iH O t/h (3.120)
€ 0
. +oo
0} =1-lim %/ dt eFet/ngil Vt/hy o —iHt/h (3.121)
€ 0

On peut donc lentement “éteindre” le potentiel pour ¢ grand, V — e~/
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Connection avec la théorie stationnaire

Nous considérons maintenant des états incidents a impulsion fixe (états non-
renormalisables). Soient

Uy () = (27) 732k (3.122)
(U, Ug) = (2m) 73 / Bz e Fre — (K — k) (3.123)

Nous posons (formellement)

UE =00, (3.124)

tel que
Uy = QLU (3.125)
(U5, T) = (Up, U) = 8° (K — k) . (3.126)

D’apres Eq. (3.59) (propriété d’entrelacement), Qr H®) = HQ., on a

k2
HY = BV E=_—. 3.127
k k > 2m ( )
Pour ¥ € 2 quelconque avec transformée de Fourier \i/(k:), on a
U(x) = /d3k U(k)Uy(x) , (3.128)
T (x) = /d3k (k)5 (z) . (3.129)
D’apreés (3.120), nous avons également (Vi = Q1 )
i +oo ) )
U = Uy, + — lim dt e H-EEiO/hy g, (3.130)
hE\O 0
ie.,
U = Uy, — lim ;V% (3.131)
k N0 H — E +ie '

On remarque que H — E a un spectre purement réel. Ainsi, [H — F + ie]_l

est bien défini pour tout € > 0. Suivant la méme approche, on peut utiliser
Uy = Qj[\IJ,f pour obtenir

1
£ _ @ 1 +
U =Wy 21{% O Vi, (3.132)

Les équations (3.131) et (3.132) sont les équations de Lippmann et Schwin-
ger. Pour mieux les comprendre, explicitons I’équation (3.132), par exemple. La

fonction de Green (H(O) == ie)_l dans l'espace des positions est (exercice)

lim,
G(m, m,) = (27.‘_)\‘30

ik’ (2’ —x) Fik|lz—a’|
/3’ c m_c . (3.133)

2 (i) zie 2P e
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ce qui implique

ik|x—ax’
m 3./ eTikl |
27h? |z — 2’|

U (x) = Up(z) — V(e Wi(x) . (3.134)

Cette derniere expression correspond a Eq. (3.13) de la théorie de diffusion
stationnaire.

Equation intégrale pour T'

Avec les relations de Lippmann-Schwinger, nous voulons encore dériver une
équation intégrale pour la matrice T' définie telle que (cf. Eq. (3.98))

(K" |S| k) = &° (k’ — k) —2mid (E(k") — E(k)) (K" |T| k) . (3.135)
Or, nous avons

(K" |S| k) = (W, SUg) = (U, VL QW) = (V)W) (3.136)

En utilisant successivement Eqs. (3.135), (3.136), (3.126) (3.131), nous avons

2mié (E(k) — E(K')) (K" |T| k)
= (K'|S| k) — 63(k’ k)

|
= (Vo — T )

1
1 VU, 0T . 3.137
e{%{H E' +ie H—E/_Z'J K k> ( )

Mais (cf. [14], distributions)

1 1
=V.P. H-F 1
T B T V. T F mid( ), (3.138)

ce qui donne

2mis (E(k) — E(K')) (k" |T| k) = 2mi (§(H — E')VW,, Uy )
= 27 (W, VS(H — E')U},)
— 2mi6(E — E') (U, VU ) . (3.139)

Finalement, on obtient

(K'|T|k) = (U, V) et (K'|T|k) = (¥, VIy) (3.140)

Avec les équations de Lippmann et Schwinger, nous obtenons les équations in-
tégrales suivantes (U, V) = (k' |V|k)) :

E VK" (K" |T|k

(K'|T|k) = (k;’|V|k>—/d3k”< |E|”_>E<_i|€ L) , (3.141)
k' |T| k") (K" |V|k

(K" |T| k) = (k:’|V|k>—/d3k”< |E|” _>]§_Z|,E L) . (3.142)
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Avec les équations (3.140), nous pouvons maintenant montrer la relation entre
Pamplitude de diffusion f et la matrice T. D’apreés Eq. (3.17), on a

A12m, e—ik'»w' B
f(k/7 k) = - h2 d3xl (27’()3/2 V(m/)\ljk (ml)
Am%m _
= - 2 (\Ilk/,V\IJk) , (3.143)
ce qui implique
A1 2
F K) = =2 ([T R) (3.144)

Ceci démontre que ce que nous avons trouvé pour I'approximation de Born,
Eq. (3.101), est vrai aussi pour les f et T non-perturbative et alors a tout ordre
dans le potentiel.

3.3.5 Décomposition partielle de I'onde diffusée

Nous considérons un potentiel & symétrie sphérique, V- = V(r), qui décroit
suffisamment rapidement tel que [ 7%V (r)dr < oco. Nous écrivons I'équation
de Schrodinger stationnaire a énergie £ > 0 sous la forme

[A+ K —U(r)] ¥(z) =0, (3.145)

ol k? = 2mEh™? et U = 2mVh~2. Comme le potentiel possede la symétrie
sphérique, pour un vecteur d’onde incident, k, donne la solution ne dépend de

la direction & = £ que par 'angle 9 entre et k==E k cest-a-dire cos (9) =a- k.
Nous pouvons alors poser
U(x) =Y i*(20+ 1)Re(r)Py( cos (1)) . (3.146)

4

Le théoreme d’addition des harmoniques sphériques,

(20 + 1) Py( cos (9 _47TZYM VYom(&) (3.147)

Eq. (?7), nous permet d’écrire aussi

U(x) =4r Y i Ry(r)Yo.m (k) Yem(&) - (3.148)

m

D’apres les identités (voir Chapitre 1)

2 1
A=02+ ;ar + r—zAw : (3.149)
_ 1 . 1 2
Aﬁ7¢ = W@ﬂ [Sln (7.9) 819] + W@w 5 (3150)

léquation de Schrodinger (3.145) implique que les fonctions Ry(r) doivent sa-
tisfaire I’équation différentielle radiale
A2 2d L +1)

—5 k? — = 152
dr?z = rdr r2 + Ur)| Re(r) =0, (3.152)
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avec développement asymptotique Ry <, Ayrt. D’autre part, en 'absence du
potentiel, U(r) = 0, Eq. (3.152) se réduit a

a2  2d £(€+1)

dz2 ' zdz

+1| Xe(2)=0 ou x=kr. (3.153)

Les solutions de cette équation différentielle sont les combinaisons linéaires des
fonctions de Bessel sphériques, jo(z) et ye(z). Nous considérons en particulier
les fonctions de Hankel sphériques définies par

hiV(2) = jo(2) + iya(2) (3.154)

hf) (2) = jo(2) —iye(2) = hgl)(z) pour z € R . (3.155)

Les propriétés asymptotiques de ces fonctions sont (exercice) :

de(z) 255 (zei)!! ’ je(z) 25 Leos (2 — (L+ 1)7/2)
yo(z) 255 - CE ye(z) =5 Lsin(z = (€ + D)m/2)
P (z) 255 M V() 225 Lexp (ife - (04 D)7/2))
hD (z) 255 2 WP (z) 5 Lexp (—ifz — (C+1)7/2)) .
(3.156)
Finalement, onde plane admet le développement (exercice) :
e®® = (20 + 1)i"jo(kr)Py( cos (9)) (3.157)
=0
1 oo
52 (20 + 1)i [ WD (kr) + h$ (kr) | Po( cos (9)) . (3.158)

Ceci est la décomposition d’'une onde plane en ’ondes partielles & moment ciné-
tique orbitale ¢ fixé. D’apres les résultats de la Section 3.1, la solution incidente
de Eq. (3.145) est une onde plane, et le terme hf)(kr) o e pour 7 grand ne
peut pas étre modifié (cf. Eq. (3.3) pour & = —,277"). La solution asymptotique
(pour r — o0) est donc de la forme

rooe i 20+ 1)i [hf)(kr)Jrse(k)hgl)(kr)] Pu( cos (9))
=0

oo

=Y (@0 +1)if {]g kr) + ;[SZ(k:)—l]hgl)(kr)] Py(cos(¥)), (3.159)
=0

U(z) 12, cike i(% + 1)%% [se(k) — 1] RS (k) Py(cos (9)) . (3.160)
=0

D’apres le comportement asymptotique (3.156), une comparaison avec Eq. (3.3)
implique
/[; o0

= 55 220+ 1) [se(k) — 1] Pr(cos (9)) . (3.161)
=0
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Le probléme de la diffusion est alors résolu si nous trouvons les fonctions sy (k).
Pour » — oo, la condition de bord devient

Re(r) = % {hf)(kr) + s (k)ASY (er)

r—00 % |:efi(k7"7@+1)7r/2) + Sl(k)ei(k'rf(f+1)ﬂ'/2) ) (3162)
r

Dans un processus de diffusion élastique dans un potentiel de symétrie sphé-
rique, le moment cinétique orbital L est conservé. Ainsi, chaque onde partielle
a valeur /£ fixe évolue de maniére indépendante (H et L commutent).

L’onde partielle incidente de moment cinétique ¢ est donnée par hf)(kr).
D’autre part, 'onde diffusée est donnée asymptotiquement par Sg(k)hgl)(k’l”).
Or, comme le flux doit étre conservé, celui de hf)(k:r) doit coincider avec celui
de Sg(k)hgl)(k’l”) pour r grand.

Pour une valeur ¢ donnée, le flux de ¥, = (2¢+ 1)h§2) a travers une sphere
de grand rayon r est donné par

Fip = _ lim (05, V¥, — ¥, VU7 ) 2dQ (3.163)

2im r—oo S2(r)

e ei(krf(EJrl)rr/Q) d_efi(krf(l+l)7r/2)
C 2im r—oo kr dr kr
—i(kr—(0+1)7/2) d +i(kr—(L+1)m/2)
- £ e . (3.164)
kr dr kr
ou nous avons utilisé que & - V = d% et
1
/Pf(cos (9)) sin (9) dddyp = 27r/ PP (p)dp = 4m /(20 + 1) .
—1
D’autre part,
h
Four = lim — (U2 VUt — U0t VI ) 2d2 (3.165)

r—oo 2im 82(r)

o Ueur = se(k)(2¢ + 1)h§1). En utilisant la forme asymptotique pour hy),

on trouve que ceci correspond exactement & Pexpression (3.164) & un facteur
|s¢(k)|* prés. On a donc

Fout = |Sf(k)|2an . (3166)

La conservation du flux de probabilité exige alors
se(k) = e20eR) (3.167)

Ainsi, les éléments s¢(k) (de la matrice S) sont déterminés par des nombres
réels dy, i.e., des déphasages. On peut donner une interprétation intuitive de ces
déphasages :

Soit un potentiel U avec U(r) = 0 pour r > a. Alors, pour r > a, la solution
radiale est de la forme

1. . .
Ry(r) = 56155 [e_“sf hf)(kr) + e hy)(kr)} pour r > a . (3.168)
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Lorsque r — 00, le comportement asymptotique de hf) et hél) impose

Ro(r) 7= Leiag [e—i(6g+kr—(€+1)7r/2) I ei(6z+kr—(€+1)7r/2)}
2kr

[y
e —sin (kr — 67/2 +8) | (3.169)

tandis que 'onde incidente libre est
. 1
Ry(r)tire) = j, — o sin (kr — 4w /2) . (3.170)

L’effet de I'interaction est donc un décalage de la phase de la solution dans la
région ot I'on peut négliger I'interaction.

Nous utilisons encore ces déphasages pour calculer la section efficace. D’apres
Eq. (3.161), nous avons

:11_?2 = |f k) (3.171)
= 4_;12 D (204 1) (20 + 1) g Py( cos (9)) Per(cos (9)) (3.172)
A

oll nous avons posé

Epr = [se(k) — 1] [s¢(k) — 1] ,
— (ei(s,g _ e*i(;@) (efi(s[/ _ ei(;e/) ei(;@e*i(;e/

3

= 4sin (8;) sin (8p/) €O %) (3.173)

Comme la somme est symétrique en £ et £’ nous pouvons symétriser le dernier
terme /(¢ =9¢) en 1 e W0e=0y) 4 g=H(0e— 5@’)} = cos (6p — dp), tel que

d 1
£ = Z (20 +1) (20 + 1) sin (&) sin (6¢) cos (dg — ¢r)

o
x Py(cos ()P (cos (1)) . (3.174)

Si le potentiel est de courte portée (a est petit), seuls les premiers termes contri-
buent & la somme Eq. (3.174). En effet, supposons que le potentiel puisse étre

négligé pour r > a; alors, pour r > a, ’énergie totale d’'une particule est I’éner-
_ (hk)?

2m
_ R2(e+1) : : 2

au mouvement orbital, Ey = =5 —~. Alors, E} > E; implique (ka)* > £(¢ +1)

et donc ¢ < ka.

gie cinétique, Ej = qui doit étre plus grande que ou égale a I’énergie due

3.3.6 Le théoreme optique (bis)

En intégrant Eq. (3.174) sur les directions (¥, ¢), nous trouvons

47
0=13 (26—!—1 sin (0,)* E oe (3.175)
=0

ol nous avons utilisé I'orthogonalité des polynomes de Legendre,
4

/Pg(cos (9)) Py (cos (9))dQ = m&g@/ . (3.176)
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D’autre part, d’aprés Eq. (3.161), on a

m (f( :ikz 204+ 1)Re (1 — sp) Py(cos ()
%i 20+ 1)sin (8,)° Py( cos (9)) . (3.177)

Comme Py(1) =1, Eq. (3.175) implique alors

1 o0
EZ (20 + 1)sin (8,)* |
L=
47T
o= ? m (f(k,0)) . (3.178)
Pour les sections efficaces partielles, nous avons encore
4
o0 < ]:(26 +1). (3.179)

Ceci est appelé la “borne unitaire”, qui n’est atteinte que pour §y = (n+1/2)7.

3.3.7 Résonances

Nous considérons un potentiel de portée finie, i.e., V(r) = 0 pour r > a.
Ainsi, pour r > a, la solution est alors donnée par

Re(r) = jelkr) + 3 [se(k) — 1112 br)
= e [jy(kr) cos (6¢) — ye(kr) sin (6)] . (3.180)

Nous demandons que Ry et sa dérivée R, = 0, R, solent continues en r = a.
Pour r < a, nous dénotons la solution par R; et posons

-1 a dRé
181
Ve R< dr | _, (3.181)
La continuité de Rj/R, donne alors (petit calcul)
kaye(k)js(ka) — je(ka)
tan (6¢) = . 3.182
) = Ry k) — yelka) 152
A basse énergie, nous avons alors
a0 (204 1)(ka)* 1 Lye(k) — 1
tan (8,) 2a=0, 26+ D(ka) velk) (3.183)

20+ D1 (04 D)ve(k)+1°

Donc, en général, le déphasage & a0, 0 comme (ka)?*+1. Mais, s'il existe
une énergie E, = h?k2/(2m) telle que y¢(ko) = —1/(¢ + 1), alors tan (d,(k,))
peut diverger. Ceci signifie que d¢(k) — /2 pour k — k,. Dans un voisinage
de k,, le déphasage peut étre approximé par (en général, i.e., s’il n’y a pas de
dégénérescence)

tan (0¢(k)) = EF—/2ED . (3.184)
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On a alors

47

o¢

. 2 47T 2 -1
20+ 1)sin (6¢)" = ﬁ(% +1) |1+ cot (d) . (3.185)

Au voisinage de la résonnance, la section efficace est alors donnée par la formule
de Breit- Wigner,

4m I2/4
= 1)I‘2/4+ (E — E,)?

(3.186)

o¢

ou I' représente la largeur de la résonnance et F, sa position. Des exemples
seront discutés dans les exercices.



Chapitre 4

La théorie de Dirac

L’équation de Schrodinger n’est pas covariante, et ne satisfait donc pas a la
relativité restreinte. Pour le cas sans interaction, le principe de correspondance

ihoy < E | —ihV < p, (4.1)

appliqué a la relation fondamentale de la relativité restreinte, E? —p?c? = m2c?,

donne
— 1 (07 — PA) o =m*cMy . (4.2)
C’est I’équation Klein—Gordon. Chaque composante d’un champs relativiste
doit la satisfaire. Cette équation a beaucoup d’auteurs; par exemple, elle fut
aussi trouvée par Schrodinger avant son équation de Schrédinger non-relativiste.
D’autres auteurs furent W. Pauli, O. Klein, V. Fock, J. Kuday, .. ..
A quelques exceptions pres, toutes les équations de ce chapitre seront écrites

en posant
h=c=1. (4.3)

Avec ce choix d'unités, nous avons [t] = ¢, [E] = [p] = [m] = £~1, ou £ dénote
une unité de longueur. La charge électrique est alors sans dimension, e? ~ 1/137.
D’autre part, ce choix d’unités permet d’écrire Eq. (4.2) sous la forme simplifiée

(07 =)= —m* . (4.4)
Cette équation admet des solutions en forme d’onde plane,
P = e!PTPot)  qyec ps=m?+p*. (4.5)
L’énergie associée a ces ondes planes est alors
E=py==+y/m?+p?. (4.6)

Le spectre de Eq. (4.4) n’a donc pas de borne inférieure, il n’y a pas d’énergie
minimale :
E € (—oo,—m]U[m,+o0) . (4.7)

Peut-on ignorer la partie (—oo, —m] du spectre ?

* Sans interaction, ceci est encore a moitié possible. Toutefois, la restric-
tion a la partie positive du spectre n’est pas invariante sous mouvments
translatoires.

94
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* La prise en compte des interactions (par exemple, avec un champ électro-
magnétique) engendre des transitions entre les parties positive et négative
du spectre.

Réduire ’espace de Hilbert a la partie positive du spectre mene ainsi a d’in-
nombrables difficultés et inconsistances. Comme avec toute équation d’onde re-
lativiste, nous retomberons sur ce probleme dans notre étude de I’équation de
Dirac.

La facon dont Dirac a trouvé son équation n’est pas vraiment logique; ce
fut tout simplement un trait de génie. Dans ce cours, nous n’allons pas suivre
son argumentation, mais présentons une approche basée sur I'invariance sous
le groupe de Lorentz. Mais avant de dériver certaines propriétés du groupe de
Lorentz qui nous seront nécessaires par la suite, nous faisons quelques remarques
générales.

Nous allons discuter la résolution de Dirac pour le probleme des énergies né-
gatives (la “théorie des trous” de Dirac, 1930). En quelques mots, Dirac suppose
que le vide est ’état dans lequel tous les niveaux d’énergie négative sont occupés
par des électrons. Une interaction qui augmente ’énergie d'un de ces électrons a
une valeur positive correspond a la création d’un électron et d’un trou. Un trou
est interprété comme une particule qui possede une masse identique a celle de
I’électron, mais dont la charge est de signe opposé : un positron.

Malgré sa beauté et relative simplicité, la théorie des trous de Dirac n’est
pas exempte de problemes :

e La charge du “vide” doit étre “renormalisée” a zéro.

e La théorie des trous requiert le principe d’exclusion de Pauli. Cette théorie

n’est donc pas applicable aux particules de spin entier (bosons).
Le probleme est résolu par la “deuxieme quantification”, ou I’on traite le champ ¢
de Eq. (4.4) ou le champ de Dirac comme des champs quantiques. Les particules
ne sont alors que des excitations de ces champs quantiques [9].

Pour l'instant, nous voulons juste retenir que le traitement relativiste de
la mécanique quantique rend impossible I'étude d’une particule isolée. Il nous
mene tout naturellement a 1’étude simultanée de toutes les particules, soit dans
le cadre de la “théorie des trous”, soit par la “deuxiéme quantification”. De
plus, particule et anti-particule sont des manifestations différentes du méme
champ. La notion de “particule” ne devient claire que dans le cadre de la théorie
quantique des champs. En effet, dans le cadre de la mécanique quantique non-
relativiste, la quantification (e.g., de la charge ou de la masse) reste un miracle
(réduction d’un paquet d’ondes).

Notation :

g = diag (+1,-1,-1,-1) 0=01,2,3 k=1,2,3
o = (29, 2F) = (ct, x) z, = g’ = (2°, —x)

P =" p") = (E/e,p) Pu = gud” = (E/c,—p)

V = (01, 0p2,0y3) A=V.-V

Op = Opn = (cflat,V) ot =gtvo, = (cflat, —V)

0=0,0" = 0", = 9% — A
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4.1 Rappel sur le groupe de Lorentz

Nous commencons par rappeler quelques propriétés du groupe de Lorentz,
L =0(1,3), et son algebre de Lie, so(1, 3).
Soit g le tenseur métrique fondamental,

+1 0 0 O
o= =0 o N 0 (45)
0o o0 0 -1
Le groupe de Lorentz est défini par
L={AeRY | AgAT =g} . (4.9)

1 suit que (det(A))> =1V A € £, donc det (A) = £1. Comme exemples de
matrices A avec det (A) = —1, nous avons les opérateurs P et 7 :

P = diag (+1,—1,—1,—1) : renversement de 'espace (= parité), (4.10)
T := diag (—1,+1,+1,4+1) :renversement du temps. (4.11)

Les transformations de Lorentz A avec det (A) = +1 forment le sous-groupe
Ly =50(1,3)C L, (4.12)

C’est un groupe pseudo-orthogonal. La définition AgA” = ¢ implique que les
matrice de Lorentz A*, laissent invariant le produit scalaire de Minkowski,

(z,y) = 2" gy =a2"%" —x -y = 2%" — 2'y' — 2%y — 2%y® = (Az,Ay) . (4.13)

La forme bilinéaire (-, -) est symétrique et non—dégénérée.

En plus, lignes et colonnes d’une matrice de Lorentz A¥, forment eux mémes
des vecteurs orthonormés par rapport a ce produit scalaire : La condition d’ap-
partenance au groupe de Lorentz, AgA” = ¢, implique

3. 0 si p#v,
AN, =D NN, =0 41 st op=v=0, (4.14)
j=1 -1 si pu=v#0.

Dans le cas u = v = 0, cela implique (A00)2 >1,ie.,
A% =1 ou A% <-1. (4.15)

Pour A% > 1, la transformation conserve le sens des vecteurs du genre temps,
i.e., le signe de la composante temporelle de ces vecteurs; la transformation est
alors qualifiée d’orthochrone. Le groupe de Lorentz orthochrone spécial,

ch={AerLy|A% =1}, (4.16)

est constitué de toutes les transformations de Lorentz qui transforment le cone
de lumiere positif (¢ > 0) en lui-méme et qui ont déterminant +1. Ce sous-groupe
normal de £ représente la composante (topologique) de 1'unité. Notons encore
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que seul El est une symétrie respectée par toutes les interaction physiques,
tandis que la parité P et le renversement du temps 7 ne sont pas conservés
dans les interactions faibles.

Le groupe de Lorentz consiste de quatre nappes disjointes :

c=chupclurclurprcl . (4.17)
Souvent, on utilise la notation
rel=cl, Tl =2t TPLl =2) (4.18)

ou les signes 7| indiquent l'orientation temporelle, et les indices + indique les
signe du déterminant. Evidemment, les ensembles El, EL U ’PCL, El U TEL et

EL U TPEL sont des sous-groupes de L.

Abréviation det (A*,) | A% Désignation du groupe
EL +1 > +1 | propre
clo= ’PE]r -1 > +1 orthochrone
£t =7l -1 < -1

| N complet
Ly =TPL, +1 < -1

TAB. 4.1 — Propriétés des quatre nappes du groupe complet de Lorentz L.

Sous-groupes de L',E_

Le groupe des rotations SO(3) est immergé dans £ comme suit. Tout d’abord,
nous assumons qu’une matrice de Lorentz A € El soit de la forme

AR) = <(1) 2) , (4.19)

oll R est une matrice 3 x 3 & coefficients réels. La condition AgAT = ¢ requiert
alors RRT = T3, ce qui signifie que R € O(3). Comme det (A) = +1, R est une
rotation tri-dimensionnelle, R € SO(3).

Un autre sous-groupe de ﬁl est constitué des “boost” de Lorentz. Par exemple,
un boost dans la direction e; correspond a une transformation de Lorentz de la
forme

cosh(x) sinh(x) 0 0
| sinh(x) cosh(x) 0 0O
Ai(x) = 0 0 Lol (4.20)
0 0 0 1
ou x € Retv/c= —tanh (x). Les boosts en direction e; forment un sous-groupe
a un parametre de El avec générateur
01 00
d 1000
K o 1(x) o000 (4.21)
00 0 O
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Proposition 4.1.1 Toute transformation de Lorentz propre, A € EL peut étre
représentée sous la forme

A= AR)AL ()A(R) | (4.22)

pour des rotations Ry, Ry € SO(3) avec A(R) donnée par Eq. (4.19) et x € R.

Preuve :
Ce résultat est une conséquence du Lemme 4.2.1 et du fait que Ll est localement
isomorphe a SL(2,C). (cf. plus loin) [ |

(La représentation (4.22) n’est pas unique.) Puisque les rotations Ry et R
peuvent étre déformées de maniére continue en I'unité, et le boost A(x) aussi
(x — 0), le groupe de Lorentz propre, ﬁl_, est connexe.

Proposition 4.1.2 Soit A(a) un sous-groupe de L & un paramétre o avec gé-
nérateur M = fii_aA(o‘)’a:o' Alors on a gM + M7Tg = 0.

Preuve :
Comme £ = {A € R** | ATgA = g} et A(0) =0, nous avons

dg d
0=—| =—[A"(a)gA =M"g+gM .
da| .~ da (A" () gA ()] - g+g
|
De cette proposition, il suit que les matrices
{MeRY | MTg+gM =0} =s0(1,3) , (4.23)

forment ’algebre de Lie de El (et de £). La base usuelle de so(1, 3) est
1; m — —Ejlm
L= (O O) ot (L), J (4.24)
: 0 I j,l,me {1,2,3} .
et
K, =

’ K2: ) K3:

SO = O
o O o
o O OO
o O OO
o~ OO
o O OO
SO O
o O O O
= o oo
o O OO
o O OO
o O O

(4.25)
Les I; sont les générateurs des rotations autour des axes ej, et les K; sont
les générateurs des boost dans la direction e;. Il est alors facile de vérifier les
relations de commutation suivantes :

(Lj, Li) = €jula, [Kj, Kp]=—€emly, [Kj, Lyl =e€jul; . (4.26)
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4.2 Le groupe de Lorentz de la mécanique quan-
tique

Dans la Section 1.4, nous avons démontré que SU(2) est le recouvrement
universel de SO(3), raison pour laquelle SU(2) est parfois appelé le “groupe de
rotation de la mécanique quantique”. De maniere similaire, le groupe de symétrie
relevant pour la mécanique quantique relativiste est le recouvrement universel
du groupe de Lorentz. (Une représentation projective du groupe de Lorentz
correspond & une représentation ordinaire de son recouvrement universel.)

Soit

SL(2,C)={AeC>?| det(A) =1} . (4.27)

Dans ce paragraphe, nous démontrons que SL(2,C) est le recouvrement uni-
versel du groupe de Lorentz orthochrone spécial, ﬁl. Pour ceci, nous devons
démontrer que
a) E_T‘_ est localement isomorphe & SL(2, C). C’est-a-dire, il existe un homo-
morphisme continu IT : SL(2,C) — Ll, tel que
o II est surjectif.
o ker (IT) est discret.
b) SL(2,C) est simplement connexe.

a) LZL est localement isomorphe & SL(2,C)

Puisque SO(3) est sous-groupe de Ll et SU(2) est un sous-groupe de SL(2, C),
nous procédons de maniere similaire a la construction de ’homomorphisme entre
SO(3) et SU(2).

Tout d’abord, la représentation spinorielle de SO(3) est étendue & quatre
dimensions. Pour cela, nous suppléons les trois matrices de Pauli (ak)izl,

S T ) B A DR

avec la matrice unité og = I, € C2*2,

o = (é (1’) . (4.29)

Pour x = (z*) € R*, nous considérons maintenant I’application
~ . RY L 02%2

(4.30)

20+ ozl —ix?
at iz 20 —a8 )

x»—»i—x“aﬂ—<

La matrice # est hermitienne (z* := (z7) = Z) et de trace tr (Z) = 22°. De plus,
det (z) = (2°)? — & = ztx,, ol nous avons posé z,, := g,,x". Toute matrice
X € C?*2 hermitienne se laisse représenter sous la forme X = 7.

Nous appliquons maintenant une transformation A € SL(2,C) sur Z de
manicre a obtenir une nouvelle matrice X',

X' = AZA* (4.31)
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Comme 7 est hermitienne, il doit en étre de méme pour X’. Ceci implique qu’il
existe un 2’ € R* tel que
¥ =X =AzA" . (4.32)
De plus, det (') = det (A) det (&) det (A*) = det (&) puisque det (A) =1 par
définition (A € SL(2,C)). Ainsi, nous avons (z/0)2 — x’> = (2°)2 — 22, ce qui
revient & dire que x et 2’ sont reliés par une transformation de Lorentz A(A),
A(A) @ R* - R? (4.33)
x—a .
De plus, les élements de la matrice A(A) sont des polynémes de deuxieéme ordre
dans les éléments de la matrice A, donc A — A(A) est continue. Comme nous le
verrons plus bas, SL(2,C) est connexe. Il s’ensuit donc que A(A) € El puisque
c’est la composante connexe de £ qui contient l'identité.
Ainsi, nous avons défini un homomorphisme continu
I : SL(2,C) — L] (4.34)
A A(A) .

Evidamment, II est un homomorphisme de groupe :

—_~—

A(AB)x = AB#(AB)" = ABiB*A* = AN(B)zA* = A(A)A(B)x ,  (4.35)
ce qui implique A(AB) = A(A)A(B).

Nous démontrons maintenant que II est surjectif. Tout d’abord, nous remar-
quons que II| g2y est 'homomorphisme de SU(2) — SO(3) du Chapitre 1. En

effet, pour A € SU(2), nous avons 22/ = tr (#) = Tr(AZA*) = Tr(A*AZ) =
Tr(%) = 22°. De plus, I'image de (eﬂd2 o ) est le boost dans la direction e,

0 eXx/2
ie.,
cosh(y) 0 0 —sinh(x)
0 10 0
Alx) = 0 0 1 0 (4.36)
—sinh(x) 0 0 cosh(x) .
Un boost dans une direction quelconque est de la forme
—1 €_X/2 0 -1
AR)A(X)A(R ) =A [ A(R) 0 /2 A(R) . (4.37)

Alors tous les boosts et toutes les rotations sont dans I'image de II et, comme
ceux-ci génerent tout Ll, il s’ensuit que II est surjectif.
Le noyau de 'homomorphisme II est défini par

I '(0) = {A€SL2,C) | ATA* =7, V2 e R*} . (4.38)

Pour & = 1, il suit que A est unitaire, A € SU(2). D’apres notre discussion du
Chapitre 1, ceci implique

I (1) = Hlsy) (1) = {I,, — 1} . (4.39)

Comme le noyau de II est discret (il consiste de points isolés de SL(2,C)) et
IT est surjectif, cet homomorphisme est un isomorphisme local. En effet, nous
avons trouvé que

£l = SL(2,C)/ {I,, ~ 15} . (4.40)
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b) SL(2,C) est simplement connexe

Pour démontrer que SL(2,C) est le recouvrement universel de EL, il faut
encore se convaincre que SL(2,C) est simplement connexe. Pour ceci, nous uti-
lisons la décomposition polaire.

Définition 4.2.1 Une matrice hermitienne H € C"*™ est dite positive si pour
tout v € C", on a (v, Hv) > 0 si v # 0.

Lemme 4.2.1 (Décomposition polaire) Toute matrice A € C"*™ non-singuliére,
i.e., det (A) # 0, peut étre représentée sous la forme A =UH, ot U est unitaire
et H est hermitienne et positive. Cette décomposition est unique.

Preuve :

Soit A une matrice non-singuliere. Alors, la combinaison A*A est une matrice
hermitienne puisque (A*A)" = A*(A*)" = A*A. De plus, elle est positive
puisque nous avons (A*Av,v) = (Av, Av) = ||Av|> > 0 si v # 0 et A est
non-singuliere.

Nous posons ' H = +/A*A et U= AH!. Ceci implique
UU*=AH ' (H ') A" = AH 24"
—AA*A) A = AAT (AT A=T.

Donc UH = A est une décomposition polaire de A. De plus, elle est unique. En
effet, supposons que U'H' = A soit une autre décomposition polaire, alors

H?>=A*A=(H)(U)'U'H = (H)1H =H"”,
ce qui implique H' = H, et donc U’ = U. [ |

Soit maintenant A € SL(2,C). Nous avons 1 = det (A) = det (U) det (H).
Comme det (H) € Ry et |det (U) | = 1, nous pouvons conclure que det (U) =
1 = det (H). Ainsi, U € SU(2) et H peut étre écrit sous la forme

ex/? 0 _
H=V ( 0 eX/Q) v, (4.41)

pour V unitaire. On peut méme choisir V' € SU(2), tel que A(A) = A(U)A(H).
Icei A(U) € SO@3) et A(H) = A(V)A3(x)A(V)~1 ot A(V) € SO(3), donc A(H)
est un boost dans la direction A(V)es.

1Soit )\%,)\%, e )\%, Ai € Ry les valeurs propres de A*A. Alors il existe une matrice S

unitaire telle que
A0
ATA=S (0 O)S.
0 - A2

Mo 0
H=s8"|, - oIS
0 - An

ceci implique immédiatement A*A = H2, donc H = v/A*A.

En posant
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Ceci démontre que toute transformation de Lorentz A € EL peut étre décom-
posée en une rotation et un boost (dans une direction quelconque). L’ensemble
des matrices hermitiennes positives de déterminant +1 se laisse paramétriser
comme

2
hg = [hlI” =1,

4.42
ho = +1/1+||h|* . (442)

H=hlls +h-o avec {

Ici, le choix du signe + devant la racine assure que H > 0 (exercice). L’en-
semble des matrices 2 x 2 hermitiennes, positives est alors homéomorphe & R3.
Donc SL(2,C) est homéomorphe & SU(2) x R3 et comme SU(2) et R?® sont
simplement connexes, SL(2,C) l'est aussi. Plus précisemment, comme SU(2)
est homéomorphe & S*, SL(2,C) est homéomorphe & S* x R3. Le premier fac-
teur correspond aux roations et le deuxieme aux boosts. Ceci termine notre
démonstration que SL(2,C) est le recouvrement universel de Ll.

Les représentations projectives de El correspondent donc aux représenta-
tions ordinaires de SL(2,C). Une représentation de SL(2,C) : A — D(A)
induit une représentation ordinaire de Ll si, et seulement si, D(—15) = Ls.

Algebre de Lie

L’algebre de lie de SL(2,C) est (exercice)
sl(2,C) = {AeC¥? | tr(4) =0} . (4.43)

Comme espace vectoriel sur R, C2*2 est 8-dimensionnel. Or, comme tr(A) =
0, il suit que Re(tr(A4)) = 0 et Im (tr(A)) = 0, ce qui correspond & deux
conditions et donc lalgebre de Lie sl(2,C) est 6-dimensionnelle comme espace
vectoriel sur R.

Les matrices suivantes forment une base de si(2,C) :

1 1
Sj = Zgj et Nj = §Uj . (444)

Soit IT,. : sl(2,C) — so(1, 3), 'homomorphisme induit par II. Cela signifie que
si A(a) est un sous-groupe & un parametre de SL(2,C) avec

M= j—aA(oz) €sl(2,C), ona IL.(M) := EH(A(OZ)) L

(4.45)
Nous voulons déterminer I1.(S;) et IL.(N;). Comme II|gy(2)est notre ancien
homomorphisme de SU(2) — SO(3), nous savons déja que IL,(S;) = L; sont les
générateurs des rotations autour de 'axe e;. D’autre part, N3 est le générateur

de

a=0

H(x) = (62/2 62/2) . (4.46)

Dong, I1.(N3) = K3, le générateur des boosts le long de I’axe e3 (cf. Eq. (4.25)).
De maniére similaire, on trouve IL.(N;) = K; pour j = 1,2.
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4.3 Les représentations de dimension finie de
SL(2,C), le calcul des spineurs

Nous voulons déterminer toutes les représentations de dimension finie de
SL(2,C). En premier lieu, nous construisons certaines représentations, puis nous
démontrerons que I'on peut obtenir par cette construction toutes les représenta-
tions irréductibles de dimension finie (a des représentations équivalentes pres).
Notons encore que, comme le groupe de Lorentz SL(2,C) est non-compact,
toutes ses représentations de dimension finie sont non-unitaires.

Rappelons que 'homomorphisme I : SL(2,C) — ﬁl A~ A(4)
applique A et —A sur la méme transformation de Lorentz. Une représentation de
SL(2,C) est donc aussi appelée une “bi-représentation” (ou, plus généralement,
une représentation projective) de Ll .

Eléments de calcul spinoriel

Nous introduisons ici 'algebre des spineurs [2, 17, 18]. Pour l'instant, nous
considérons simplement un espace vectoriel complexe £ de dimension 2 qui est
isomorphe & C? apres le choix d’une base. Nous considérons £ et ses produits
tensoriels, £9™. Les éléments de ces espaces sont appelés des “spineurs de rang
n”. Nous définissons la représentation suivante de SL(2,C) : soit u € £ avec

composantes u = (Z;) par rapport & une certaine base, et soit A € SL(2,C),

ur) g () = (An A (u) (4.47)
s Us A1 Az ) \usy
(Notez que cette représentation n’est définie qu’a une équivalence pres, car elle

dépend du choix de la base. Mais ceci n’a aucune importance pour nous.) Soient
e, e? la base choisie de £. Nous choisissons alors

(" ®- - ® ean)aie{lg} , (4.48)

comme base sur £2™. Les composantes, Uy, ..o, d'un spineur de rang n (élément
de £®™) se transforment alors avec A®™,

’

al Oé, — al «
Uay o, = Aay ™ Agy, U, = E Apy 1 A, U o - (4.49)
RS

!
g,

Ici nous avons introduit la 'covention de sommation’ de Einstein : sur tout les
index qui apparaissent deux fous dans une expression la sommes est performée
sans que nous indiquerons ceci par le signe > . Nous introduisons encore la
notation spinorielle suivante :

Tout spineur & deux composantes se transformant suivant Eq. (4.47)
est un spineur de rang 1 et sera noté (u,), @ = 1,2 . Un spineur de
rang n est une quantité (uq, ..., ), @; = 1,2 se transformant suivant
Eq. (4.49).

Soient (uq) et (vg) deux spineurs qui se transforment suivant Eq. (4.47).
Comme une transformation A € SL(2,C) a det(A) = 1, laire du parallé-
logramme formé par ces deux spineurs est invariante sous A. En effet, pour
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uw = Auet v = Av
!

!/
uyvh — uHv| = det (Zi zi> = det (A) det <Z; Z;)

u v
= det (’U/; ’U;) = U1V — UV . (450)

L’invariance sous la transformation A de la combinaison wjvy — ugv; motive
I'introduction de spineurs contravariants u® définis par

‘ul = us et u? = —uy (4.51)

Ceci nous permet d’introduire un produit anti-symétrique ,

UV = U0 4 ugv? = ugvs — usvy = —u?ve — utvy = —uv, (4.52)
qui correspond a la forme simplectique bilinéaire,

(u,v) = urve — ugvy = det ((u,v)) = —det ((v,u)) = — (v,u) . (4.53)

Comme nous avons pu le vérifier explicitement avec Eq. (4.50), la représentation
D, définie par D(A) = A, laisse invariante cette structure simplectique bilinéaire
puisque det (A) =1 pour A € SL(2,C), i.e.,

(Au, Av) = (u,v) ou w,vef. (4.54)

Dans 'idée d’utiliser le calcul tensoriel, nous introduisons la 2-forme simplec-
tique € = (eq), donnée par

€ = (cap) = (¢*7) = (_01 (1)> : (4.55)

Avec ceci, nous avons
(u,v) = €Pugug = — (v,u) . (4.56)

La quantité €,3 est un élément essentiel de I’algebre spinorielle. Elle joue un
role similaire a celui joué par le tenseur métrique dans la théorie tensorielle
(riemannienne), mais avec des différences importantes dues & son anti-symétrie.
Cette forme spinorielle lie les composantes covariantes et contravariantes par les
relations

a _ Eaﬁ

u ug et ug = ueqp = —u”€gq - (4.57)

Cette définition se laisse généraliser facilement sur des spineurs de rang n > 1.
Notons encore que Eq. (4.52) implique que tout spineur de rang impair est
de norme nulle :

uqu® =0, Uapu®PT =0, e (4.58)

A cause de I'anti-symétrie des matrices €, des précautions doivent étre prises
pour monter ou descendre les indices spinoriels. Nous choisissons les regles sui-
vantes :
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e Si la matrice e, est utilisée pour descendre un indice, la sommation
s’effectue sur le premier indice, a.

e Si la matrice €*? est utilisée pour monter un indice, la sommation s’ef-
fectue sur le deuxiéme indice, [.

D’apres les relations (4.57), il suit que
u? = uw”ﬁ = uo‘eaﬁﬁﬁ — eaﬁe"’ﬁ =(e- €M1 =052, (4.59)
Uy = U0y = uge®Pen, — ey, = (8- e)fyj = (53 . (4.60)

Si nous considérons € comme spineur de rang 2, ces résultats impliquent que €
avec un indice contravariant et 'autre covariant est donné par la forme mixte

€ =0 =—€"y . (4.61)

D’apres nos conventions, on peut dire que €’ monte le deuxiéme indice de €ap
dans I'équation (4.59); de maniere similaire pour Eq. (4.60), €,y descend le
premier indice de €. Si on collecte toutes ces informations, nous avons, par
exemple,

€ = eaﬁew — _eaﬁeﬁ'y — eﬁaeﬁw - eﬁweﬁa =e = -0, (4.62)
P = 1/)7560‘6 — —dﬂﬁéﬁa — _1/)vpepﬁ€ﬁa - 1/}7/)%’)66& =P, (4.63)
Vg =19"%0p = —10"%pa = =7 p€ P ega = V7 " %pa = Y7 peg” . (4.64)

Une derniere regle du calcul spinoriel découle de la forme simplectique bilinéaire,
une sorte de identié de Jacobi,

(u, vy w + (v, wyu + (w,uyv =0, Vu,v,wel. (4.65)

En notation spinorielle, cette identité peut étre écrite sous diverses formes, entre
autres,

W’ + vaw®u? + wautv? =0, (4.66)
ou [€apes” + €ayea’ + eqaecs?] u®vPw? =0 . (4.67)
De cette derniere équation, nous pouvons extraire
€aBlyp = T€By€ap ~ €vafhp (4.68)
€ap€’’ = —€gV e’ — €7 nep” =€ Teg” —egel” . (4.69)

Ceci implique, entre autres, que tous les éléments antisymétriques de £%? sont
proportionnels & €,3. En effet, si ¢35 = —tga, on a d’apres (4.69)

w'yveaﬁ = vaeaﬁevp = waﬁ - wﬁa = 2¢aﬁ . (4'70)

Finalement, comme un élément A € SL(2,C) transforme les composantes de
spineurs avec indices covariants, la position de ses indices est A = (A4,7).

Les représentations D(E0) et DO:32)

Pour SL(2,C) la représentation D : A +— A = D(A) n’est pas la seule
représentation bi-dimensionelle. Mais D : A — A est une autre représentation
inéquavalente comme nous le verrons.
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Nous introduisona donc &, aussi un espace vectoriel complexe de dimension
2 sur lequel nous définissions la représentation compléte conjuguée, ’D(A)u =
At pour tout U € . Les deux espaces vectoriels, & et g, portent alors les
représentations D et D, respectivement. Soient encore u = (uy) = (Z;) €& et
= (ug) = (Z;) € €. Nous avons alors déja deux représentations (projectives)
du groupe de Lorentz en utilisant le calcul spinoriel :

ur— Au=D(A)u , (4.71)
— Au=D(A)a , (4.72)

avec det (A) = det (A) = 1. Nous démontrerons que ces deux représentations
sont inéquivalentes. Pour des indices covariants, nous avons alors deux sortes
de spineur : spineur “sans point” u,, et spineur “avec point” ug. Ces spineurs se
transforment suivant

Uq = Aaﬁuﬁ (473)
ug — AsPu, ; (4.74)

ol nous avons utilisé la notation spinorielle (généralisée) :

Tout spineur & deux composantes se transformant suivant Eq. (4.73)
est un spineur de rang 1 et sera noté (u,), a=1,2.
Tout spineur & deux composantes se transformant suivant Eq. (4.74)
est un spineur de rang 1 et sera noté (vg), & =1,2 .

Dans la section précédente, nous avons dérivé un certain nombre de regles de
calcul spinoriel pour des spineurs (u,) qui se transforment suivant Eq. (4.73).
Il est évident que des regles analogues, obtenues par simple substitution, s’ap-
pliquent dans le cas de spineurs (u4) qui se transforment suivant Eq. (4.74) : le
complexe conjugué d’une équation spinorielle est obtenu en remplagant tous les
indices sans point par des indices avec point, et vice versa. En particulier, nous
avons

a _ af _
u™ =€ ug et ug = u"€qag
. . . (4.75)
u® = eo‘ﬁuﬁ- et ug =u€yq
ou les formes spinorielles sont comme avant
Y 0 1
_ — (B — — (4B
€= (eap) = (€*7) = (e,3) = (7)) =
o) =) === (5 0)|
l=e¢l=—¢

Les regles pour monter ou descendre les indices spinoriels sont fixées par la
position de ces indices.
Pour les deux types de spineurs, les formes simplectiques sont
(u,v) = ugv? = epuv” = Mugu, on u,veEE, (4.77)

(1,0) = quﬁ = edgué‘vg = emu[;v;y ot wu,v€E . (4.78)
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L’invariance de la structure simplectique bilinéaire, Eq. (4.54), se manifeste alors

sous la forme (notation : (u,) = (Au)a = As u,)

(W', v") = up'? = P Mufp), = T A U, AL vy = AgPe?T ALy,

=" upv, = upv’ = (u,v) (4.79)
c’est-a-dire,
(Au, Av) = AgPePT A w0, = €7 uyv, = (u,v) | (4.80)
(Ai, Ab) = APV AsPupvs = e uzvs = (i,0) . (4.81)
Il s’ensuit que
7 = AgPPTAT —  e=ATeAd — (AT)_1 =eAe (4.82)
= APAY — e=ATed —  (AT) T =edet. (4.83)

Ceci implique que € est un spineur invariant sous D(A)®? et sous D(A)®2. En
plique q P

plus, si les composantes spinorielles covariantes u,, se transforment avec A par

définition, les composantes contravariantes u® = e¢*’ug se transforment avec

(AT) __1. De méme, si les composantes spinorielles covariantes v, se transforment
avec A par définition, les composantes contravariantes v® se transforment avec
(f_lT)_l. Clest-a-dire A — A et A — (AT)_l sont des représentations équiva-
lentes de SL(2,C) et, de méme pour A+ A et A (AT)fl = (4*)~L

Nous pouvons résumer ces informations de la manieére suivante :

* Si A e SU(2), ie., A* = A7, nous avons A = ¢! (A9 le = e 1Ae.
D’apres la discussion du § 1.5, D(A) et D(A) = D(A) sont alors deux re-
présentations équivalentes. Nous en concluons que, dans SU(2), il n’existe

, . . . 1
qu’une représentation spinorielle, Dz.

* Si A € SL(2,C) et A = A*, nous avons A = ¢} (A*) e = ¢ 1A te.
Pour que A soit dans la méme classe que A, il faut alors que A~! soit aussi
dans la méme classe que A. Mais ceci n’est pas le cas pour les matrices
hermitiennes positives (exercice).

Alors, A — A et A — A sont deux représentations inéquivalentes de Ll ou

SL(2,C). Elles sont appelées D(z:0(A4) et DO:2)(A).

Représentations tensorielles

De nouvelles représentations peuvent étre obtenues par produits tensoriels.
Nous construisons des représentations tensorielles sur 1'espace vectoriel £5™ @
E®™ comme pour I'avons fait pour 7.

Les éléments de £2" ® £2™ sont les spineurs de rang (n, m). Pour des bases

el e? et é',¢é2 de £ et £, nous choisissons la base

(eo‘l®---e°‘"®é51®---éﬁ’"), a; € {1,2) et Bef{i,2} (484

de E8" @ E9™ Les composantes d'un élément de £2" @ E2™ par rapport A cette
base naturelle sont notées u,, .., s . 5 . Ellesse transforment avec (D(z:0))8ng
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(D©:2))®™  En d’autres termes, pour A = (A,7), I'élément u € £ @ £9™ se
transforme suivant

Ugyoon oo Aalai . ..Aana;Aﬁlﬁi . "Aﬁmﬁ;nua’l---a;ﬁi"ﬂ;n . (4.85)

Mise & part les cas (n,m) = (1,0) et (n,m) = (0,1), cette représentation
n’est pas irréductible. Par exemple, sur £%2, nous pouvons décomposer cette
représentation en sa partie symétrique et antisymétrique. Ces deux sous-espaces
sont invariants sous la représentation (D(2:0)®2. En effet, Eq. (4.82) montre
que € = (?) ® (_01) € € ® & est un spineur invariant de rang 2 (le seul!).

Par la suite, nous noterons £(™™) D'espace des spineurs en £ @ 2™ qui
sont totalement symétriques par rapport aux n premiers indices (sans point) et
par rapport aux m derniers indices (avec point). La restriction sur £ (mm) de 1a

représentation (D(2:0)9" @ (D(0:2))®™ st notée D(3%). Sa dimension est
dim (D(%’%)) =(+1)(m+1) . (4.86)

La restriction de D(3:%) sur SU(2) est

w3

%)

w3
of3

Dl

I

Dz @D

= DI . (4.87)
SU(2) ‘

. n m . . oy .
Un champ qui se transforme avec D(z°%) sans restriction additionnelle contient

donc des particules de tous les spin j avec ‘% — %’ < Jj < 5 + 5. Visualisons

cela sur uy ® -+ ®@uy € E%", ot up = (}). La restriction de D(3:%) sur £9:"
est D(3:9 et on a

1.0)\®" 1
(3} (G oo

1 1 1
= [Di2’0)®]1...®]1 D - D ]I@...@Difo)} (%U3>UT®"'®UJT

%uT ®--Quq . (4.88)

Donc, D(5:%) ’SU(Z) contient D% sur le premier facteur, mais dim(D%) =n+1,

ce qui est aussi la dimension de £%s™. On procede de méme avec E®am,
Pour A € SU(2), nous avons A = ¢! Ae, donc

pO.3) ~p(3:0) = p3 (4.89)

SU(2)

SH

(4.90)

o~ D(%vo)’ ~D

SU(2) SU(2)

4.3.1 TIrréductibilité et complétude des rep. D7)

Nous démontrons maintenant que les représentations D™ sont irréduc-
tibles, et que I’ensemble des D(™) = {D(%'%) | n,m € N} contient toutes les
représentations irréductibles de SL(2,C) de dimension finie (& des représenta-
tions équivalentes pres).
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Pour démontrer les propriétés d’irréductibilité et de complétude, nous consi-
dérons les groupes SL(2,C) et SU(2) x SU(2). Nous choisissons les bases des
algebres de Lie sl(2,C) et su(2) & su(2), respectivement.

1

1
su(2) ® su(2) : M; = 57 &0, N;j =00 2% (4.91)
1 1
51(2,([:) : Ij = %Uj y K, := 5 g - (492)

Avec la relation [0}, o] = 2i€jp000, ceux-ci satisfont aux relations de commuta-
tion
[M;, My] = €jueMy ,  [Nj, Np| = €jpeNe ,  [Mj,Np] =0,

4.93
L, In) = €jwele ,  [Kj, K|l = —€jpele . [ K, Ii] = € KKy (4.93)

Nous considérons alors une représentation D quelconque de SL(2,C) sur un
espace vectoriel £ de dimension finie. La représentation induite de sl(2,C) est
indiquée par D,. Nous définissons la représentation D, sur su(2) @ su(2) par

D.(M;) := % [D.(I;) — iD.(K;)] , (4.94)
D.(N;) = % (D.(I,) +iD(K;)] - (4.95)

Les D.(M;) et D.(N;) satisfont aux mémes relations de commutation que les
M; et Nj, et ils définissent alors bien une représentation de su(2) & su(2).
Comme SU(2) x SU(2) est simplement connexe, D, peut étre intégré & une
représentation D du groupe SU(2) x SU(2). En effet, tout élément (g;,g2) €
SU(2) x SU(2) se laisse représenter sous la forme (g1,g2) = (e”t,e42) pour
(A1, Ag) € su(2) @ su(2). Nous définissons alors D(g1, ga) = (eP+(A1) ¢P=(42)),
Inversement, pour toute représentation D de SU(2) x SU(2), nous définissons

D, (I;) : M;) + D.(N;) , (4.96)

_ D

Do(K;) =i [D*(Mj) —D*(Nj)} . (4.97)
Les D, (I;) et D.(K;) satisfont les mémes relations de commutation que les I;
et Kj, et ils forment ainsi une représentation de ces dernieres. Comme aussi
SL(2,C) est simplement connexe, D, peut étre intégrée a une représentation de
SL(2,C).

Nous avons alors une relation bijective entre les représentations de SL(2,C)
et de SU(2) x SU(2). Si la représentation D de SL(2,C) est irréductible, ceci
est aussi le cas pour D, et vice-versa. Or, nous connaissons les représentations
irréductibles de SU(2) x SU(2). Ce sont les représentations

DIt x D2 . SU(2) x SU(2) — iso(£; ® &) (4.98)
(g1,92) — D’ (g1) ® D' (g2) ,
pour ji,j2 € {O, %,1...}.

Théoréme 4.3.1 La représentation D7t x D72 de SU(2) x SU(2) est associée
(par la relation bijective définie par Egs. (4.94)~(4.97)) a une représentation

de SL(2,C) qui est isomorphe a DULI2) sur lespace de spineurs symétriques
£(241,242) |
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Preuve :
Nous avons

(3,0) 1 (3> 1
D> (1) = 505, D> (K;) =505,
j )(J) 205 ) )( i) =30 (4.99)
D,* (IJ):_%‘?J ) D,* (KJ):%_J )
ce qui implique
D (M) = 305 DNy =0,
D) =0, DT (Ny) = —La; (4.100)

donc D20 =Dz x DO
Comme —G; = eoje !, on a ﬁio’%) DY @ 6D2 “l>plg D ,ie., DO3)
D’ ® Ds.
Il s’ensuit que les représentations DU1:72) de SU(2) x SU(2) sur £(271:272) sont
équivalentes aux D7t x D72 puisque les sous-groupes SU(2) x T et T x SU(2)
se transforment avec D/t x T et T x D72, [ |

Remarque :
L’équivalence de si(2,C) et su(2) x su(2) est due au fait qu'il s’agit de deux
formes réelles différentes de la méme algebre complexe.

Conséquences :

i) Lesreprésentations {D(Jl J2) | j1, 40 = 0,1 3. 1,- - } forment le systéme com-
plet de toutes les représentations irréductibles de dimension finie de SL(2, C).

ii) La série de Clebsch-Gordan pour SU(2) x SU(2),

l7i+iil  lg2+isl

(D xDP) e (DhxDh) = @ @ (P =D, (@10

k=|j1—j1] €=|j2—17s5|

implique
l7i4411  ld2+4s]

D(]17J2) QD -71).72) — @ @ D(k é) (4102)

k=|j1—j1| £=[j2—75|

iii) Comme ceci est le cas pour les représentations de SU(2) x SU(2), toute

représentation de SL(2, C) de dimension finie est complétement réductible.

(Mais ceci n’est pas vrai pour les représentations de dimension infinie de
SL(2,C)!)

Nous notons encore que
Dlir.d2) (-1 = (_1)2(j1+j2)1[ 7 (4.103)
ce qui implique que, pour tout A € SL(2,C), on a

pliriiz) (—A) = (_1)2(j1+j2)'D(j1,j2)(A) . (4'104)
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Comme I'homomorphisme IT : SL(2,C) — EL applique A et —A au méme
élément de El, II(A) = TI(—A), DU2) est une représentation de El si jp et
Jo sont les deux entiers ou les deux demi-entiers.

Pour toute matrice A € C2*2, nous définissons

A:=cAe? (4.105)

L’équation (4.83) implique A = e’l(Afl)*e, et donc

A=A, (4.106)

% Les composantes spinorielles contravariantes v% se transforment avec /1,
ce qui est équivalent & D(0:2)(A).

x Si A€ SU(2),ie., A* = A~! nous avons A = A. Un indice contravariant
avec point se transforme sous SU(2) comme un indice covariant sans point
(vY ~ u,). De méme, un indice covariant avec point se transforme comme
un indice contravariant sans point (ve ~ u®).

* Si A€ SL(2,C) et A* = A, nous avons A = A~

Connexion entre spineurs et quadri-vecteurs

Nous voulons maintenant établir de maniere explicite la connexion entre les
spineurs et les quadri-vecteurs (ou tenseurs) usuels. Ce faisant, nous verrons que
les quadri-vecteurs peuvent étre vus comme de spineurs a deux indices mixtes,
le premier sans point, et le deuxiéme avec point. Donc 'algebre des tenseurs est
immergée dans ’algebre des spineurs.

Pour trouver le caractere spinoriel des quadri-vecteurs, nous rappelons la
forme de 'homomorphisme entre SL(2,C) et EL,

- R4 _>(22><2

(4.107)

20+ ozl —ix?
b +iz? 20— 23

x»—»i:—a:“aﬂ—<

Sous une transformation de Lorentz donnée par A € SL(2,C), Z se transforme
comme

e~

(A(A):c) = (ABAT) = AT Ees ATy = Aa"ias Ay (4.108)

af B

Nous avons donc bien fait de choisir un indice sans point et un indice avec point
pour , car ce spineur se transforme avec D(%'f%), comme nous ’avons anticipé.

L’ homomorphisme (z#) — (Z,,5) associe les composantes du quadri-vecteur
x = (") € R* A celles d’un tenseur mixte de rang 2, noté & = (Top)s 1€,

Loy ="(00)0p = 2u(0") 45 (4.109)

Pour cette correspondance, nous avons utilisé les matrices de Pauli a indices
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spinoriels covariants (on a aussi (0*),; = g"” (o)) données par

(o) = (5 ) - ()= (7 5) -
(WﬂM)Z(g 7>7 (WﬂM)=($<ﬂ)-

Nous définissons des composantes spinorielles contravariantes (a#)o‘ﬁ par conju-
gaison des composantes spinorielles covariantes (o,,),4 avec la forme spinorielle
¢ donnée par Eq. (4.76), i.e,

(4.110)

(0,07 = € (0,) 5, ¥ = (cue)™” (4.111)

Un bref calcul montre que
G

. ‘ p=0
) = (eaﬂeT)aB =9 —(0i)pp » n=i=13 5= ((U#)T)ag , (4.112)
. w=2

(4.113)

N———
Il
[\

)

Q
3

™
=
S

et (UM)QB (U#)’yd’ =2 (6a6575 - 6aé'5yﬁ.

La relation (4.113).se vérifie pour chaque composante. Les seules composantes
non-nulles sont aryfo = 1212, 2121, 2112 et 1221. En résumé, les composantes
des matrices de Pauli spinorielles sont

(90) o :+(00)a6 ——l—(Uo)aﬁ :—i—(ao) ,
o =— (" .=—(01)" = UlaB
(T1)ap == () ap == (@) =+ () . (4.114)
(02) a3 = = (07) 15 = +(02)* = = ()™,
(03)ap = — (09) .5 = — (03)°% =+ (6%)* .

Avec les expressions (4.114), on peut vérifier directement que les matrices
de Pauli satisfont
oioj = Wi+ €ijkor , (4.115)
k

Comme pour les matrice A € SL(2,C), nous posons aussi

6, =ed e (4.116)

On vérifie facilement les identités suivantes
(6,)" = (Ouap +  OGu=g"o,=0", (4.117)
et les relations
o ()" + (0)0 (00)" = (0460 +0,8,), " = 29u0a” . (4118)
() (@) + (00) o3 (@)™ = (G000 +600,) 57 = 20,0057 . (4.119)
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Ces relations menent a plusieurs identités utiles, par exemple
T = [(0) 0] v (@)

= %x#yv [(Uu)aﬁ(av)aﬁ + (UV)QB(Uu)aﬁ
= Loy 4] = 22y, . (4.120)

Pour p fixé, en choisissant
v _ 1 siv=ypy,
Y 0 sinon,

Péquation (4.120) nous permet de retrouver les composantes z# & partir des
matrices I, 4 En effet, on trouve les relations

Tp= 33,00, et 2t =1i (0 (4.121)

Ces relations exhibent 'immersion de l'algebre des tenseurs dans ’algebre des
spineurs. Les indices des quadri-vecteurs sont associés a une paire d’indices
spinoriels, 'un sans point et 'autre avec point; les composantes des quadri-
vecteurs sont donc bilinéaires dans les composantes des spineurs (u,,) et (’UB).

De méme, un quadri-tenseur de rang r correspond a un spineur de rang 2r
qui a r indice sans point et r indices avec point. De T#1™%" on trouve le spineur
par

Tal”'QT‘Bl"'ﬁ.r = TMIV”HT (Uul)alﬁ.l e (O-MT)OM‘BT et
T MU (%)T Tal...arﬁl---[ﬁr (O.MI )Oqﬁl (O—MT)ocrﬁr ) (4.122)

4.3.2 Représentations de L'
Opérateur parité
Soit (0,) := (00,0) = (I, o). Nous avons (cf. 4.116)
(64) = (eope™) = (0#) = (9"0,) = (I, ~0) . (4.123)

Si on considere Popérateur parité, P : (2%, ) — (2 —=z), nous avons

=Pz, (4.124)
Ceci implique alors
PA(A)z = A(A)x = ATA* = AFA* = A(A)3 = A(A)P (4.125)
ce qui revient a dire que
PA(A)x = A(A)Px . (4.126)

Les rotations (A € SU(2), A = A) commutent avec 'opérateur parité, comme
il faut.
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Représentations de la parité

La parité est également une opération de symétrie pour les interactions élec-
tromagnétiques et fortes. Nous avons donc besoin des représentations projectives
de LT = El U Pﬁl = Ll x (I, P). En particulier, nous avons

£l,,=SL2,C) x (I,P) . (4.127)

Ce produit est semi-direct 2. L’opérateur P agit sur SL(2,C) par PA = A ie.,
Eq. (4.126) implique

(A,P)o (B, 1) = (APB,PI) = (AB,P) = (A, 1) o (B, P) . (4.128)

Nous avons donc (I, P) o (A4, ) = (A, P) et (I, P) o (A, ) o (I, P) = (A, T).
Le recouvrement est défini par

Inm:cl, —cl (4.129)
(A,P) — A(A)P
(A, ) — A(A) .

D’apres Eq. (4.126), nous avons
II(L,P) o II(A, ) = II(A, P) = II((I, P) o (A, I)) . (4.130)

Le produit semi-direct défini par Eq. (4.128) implique alors que II est bien un
homomorphisme de groupe.

Nous considérons une représentation irréductible 7' de ﬁanq sur un espace
vectoriel complexe de dimension finie, &£ :

T : L], —iso(€) (4.131)
(A, 1) — T(A),
(I,P) — T .

Comme nous devons avoir T2 = T et T,T(A)T; ' = T(A), c’est-a-dire A — T(A)
et A — T(A) sont des représentations équivalentes de SL(2, C).

Nous décomposons & en sous-espaces qui se transforment irréductiblement
sous SL(2,C). Soit £ C &£, un sous-espace qui se transforme avec DP9 sous

SL(2,C). Soit encore FP:9) := T,£PD, Pour u € £P9 nous avons

T(A)Tou =T, T(A)yu € FP9 (4.132)
N——
c&p.q)

1l suit alors que F®9 est aussi invariant sous SL(2,C). Avec £P9 cet espace

est aussi irréductible. ™9 porte la représentation T, T(A)T; ' = T(A) de
SL(2,C), qui est équivalente & D@P). 1l y a alors deux possibilités :

2Soient H et K deux groupes et soit 7 un homomorphisme 7 : K — hom(H) : k + 7(k)
(i.e., pour un k fixé, 7(k) envoie tout h € H vers 7(k)h € H). Alors, Pensemble de toutes les
paires (h,k) avec h € H et k € K, avec la loi de composition

(h1,k1) o (ha,k2) = (hi7(k1)ha, ki1ks)

forme un groupe, appelé un produit semi-direct de H et K et noté H x K, comme le produit
direct. Si 7(k) = id on retrouve le produit direct.
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i)

i)

gwa) = Flra) = ¢ .

La restriction de 7" sur SL(2, C) est alors irréductible. De plus, Eq. (4.132)
montre alors que A et A operent de facon équivalente sur £. Ceci n’est
possible que si p = ¢ (représentation auto-conjuguée). Nous avons alors
T|SL(27C) = D@P) La parité n’augmente pas la dimension de la représen-

tation, .
T,DPP) (AT = DPP)(A) . (4.133)

Ewa) N FPa) = {0} .
Dans ce cas, nous posons

T(A)| o =2 DP9 (A) . (4.134)

Ici, Eq. (4.132) implique que A DP9 (A) est équivalente 4 A —
DP9 (A). Mais DP9 (A) est équivalent & D(@P)(A). Donc

P.q

T|sp(0,0) = (D(O ) D((()Iyp)) — pa) g plapr) (4.135)
Dans ce cas, la parité double la dimension de £ = £#9) & £(4P) et 1a parité
applique le premier sous-espace sur le deuxieme, et vice versa.

Nous montrons encore que, dans ce deuxieme cas, T' est irréductible si et
seulement si p # ¢. Pour ceci, nous supposons p = ¢ et nous choisissons
une base telle que

DP:p) 0 0 %
T|SL(2,C) = ( 0 D(zw)) et Ty= (i 0) ‘ (4.136)
Alors, T2 = T implique que ¥ = ¥~ De plus, Eq. (4.132) implique que
SDPP) (A)n~t = DPP)(A) (4.137)

Si nous posons S = (§ &), il s’ensuit alors que

ST(A)S™ =T (A) = T, T(A)T . (4.138)

Donc L = ST, = ( 9 202 ) commute avec T'(A) et avec Ts. D’apres le Lemme
de Schur, T n’est donc pas irréductible (car tous les T(A), A € L],
commutent avec L # All!).

Dans le cas p # q, T|SL(2 c) est la somme directe DP9 @ D@P) et

T, - (291 %) (4.139)

échange les deux termes, i.e.,
SIDPD(A)y = D) (A) (4.140)
2P (A)n~t = DPI(A) . (4.141)

4.4 Champs de spineurs et équations de champs

covariantes

En prélude a la discussion des champs de spineurs et de leurs équations
covariantes, nous définissons des opérateurs de différentiation.
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4.4.1 Opérateurs de différentiation

Par analogie avec le gradient covariant d,, = é% otz = (z) = (2, x), nous
définissons un gradient a indice spinoriel d = 9; = (0,,5) d’apres la formule de
connexion (4.109)

D= 0,0 =g"0,0, =000y —0 -V =100 - -V . (4.142)

Le comportement de (0,;) sous des transformations A € SL(2,C) est indi-
qué par la position des indices. D’autre part, la forme spinorielle définie par
Eq. (4.76) permet d’obtenir directement I'opérateur de différentiation contrava-
riant 3,

(80‘6) = ede’ = (eéTeT)T = (eéTefl)T = (eéefl)T = (5)T . (4.143)

En composantes, nous avons donc (rappeller que eo;e = —o? )
0 ﬁ =" (UH) (]12(90 — 0O - V)aﬁ , (4144)

9% = 10, 5% = (1,0) + o7 - V)™ (4.145)

Ces expressions nous permettent de construire des opérateurs différentiels du
deuxiéme ordre, tels que A = V2 et 0. Si nous faisons le calcul en composantes,
nous obtenons avec (4.111)
T oy
(]1280 — O - V) (]1280 +o - V)

= (100 — " - V)Ba (1200 + o™ - V)Od

[(]1260 o’ V) (L0 + 07 - V)] ;7

= D%'y . (4.146)

Ici nous avons employé l'identité (4.115). Le méme résultat est obtenu sous
forme matricielle & laide de (4.116),

.Y — AT (5T '?_ INT '?_ INTERAVA _'.Y
0,50 = (3"@)7) = [@9)7] | = [(6"0")" .0,
- % (670" + o6v)" a,ﬁy}ﬁ.7 = [I2g"9,0,],7 = 0657 . (4.147)

Pour l'opérateur d’onde (invariant relativiste), on obtient donc *

050" = 0057 9,077 =007 20,50 =D (4.148)

3Pour tout quadrl vecteur x# réel, nous avons xT = (ztou)T = 2t5, = Z, et donc 9T = 0.

De plus, on a § = ede 1 puisque 'on a A = eAe! pour toute A € SL(2,C), et e ! =T = —e¢.
40n peut également procéder par directe analogie avec Eq. (4.120).
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4.4.2 Equations de champs covariantes

Ayant construit des opérateurs de différentiation, nous considérons main-
tenant les champs de spineurs qui dépendent de x = (2%, ) et qui, sous une
transformation de Lorentz x — x’ = Ax, se transforment d’apres la représenta-
tion D(z:%2). Un champ spinoriel de rang (n,m) est alors un champ ¥ qui se
transforme, sous une transformation de Lorentz A € SL(2,C), comme

U = Ay, Ay AL A

B m \1151"'57“%”'%71 (A(A)_l‘r) :

(4.149)
Nous allons étudier quelques représentations, principalement celles avec de
petits m et n.

Q- Qi ;Bl "'Bnl (x)

Champ vectoriel

Pour un champ vectoriel V,,, nous définissons le spineur correspondant par
(Vog) =V =Vl . (4.150)

Si on applique 'opérateur de différentiation du premier ordre a cette définition,
nous obtenons (cf. § A.2)

9,V = tr (515) = tr(0,6,) VY = tr (1) gud"V? = 20,V* | (4.151)

ce qui implique

1 .
E%V“ﬁ =9, V*+ (4.152)

Champ scalaire : casn =0, m =0

Nous considérons un champ scalaire ¢(x), réel ou complexe. Ce champ se
transforme trivialement sous des transformations de Lorentz,

o)y =p(), o' =Ax. (4.153)

En absence d’interaction, I’équation d’onde pour ce champ se donne par pure
correspondance. Pour cela, on utilise les relations de de Broglie,

E=hw, p=hk, p=@")=(E/c,p), k=)= (w/ck). (4154)
Si m dénote la masse au repos, la relation d’Einstein E? = p%c? +m?2c* implique
m?c® = (B/c)? —p* =p*> = K*k* = 1h? [(w/e)®> — k7] . (4.155)

Une superposition d’ondes planes définies par

o) = [Erometen e Lok (4.156)

c? Rz

satisfait alors a 1’équation de Klein-Gordon :

(D + m;f) o(z) =0 (4.157)
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La quantité A = h/(mec) correspond & la longueur d’onde de Compton de la
particule. Pour m = 0, on obtient une équation d’onde, ce qui est en accord
avec le fait que des particules de masse nulle se déplacent a la vitesse de la
lumiere. A noter que dans ce cas, la constante de Planck h disparait; il n’y a
pas de mécanique quantique non-relativiste pour un champ de masse nulle, et
donc, il n’existe pas de “first quantized mass zero theory”.

Spineur de Weyl : cas n = % ,m=20

Nous considérons maintenant un champ spinoriel du type D(%’O), i.e., un
champ spinoriel () = (po) = (g;) € C? qui se transforme, sous une transfor-
mation de Lorentz, comme

o' (2') = Ap(x) ot AeSL(2,C) et a' =A(A)z. (4.158)
En composantes, ceci n’est rien d’autre que
Pa(r') = A’ pp(r) = A pp(A(A)~1a') . (4.159)

L’équation la plus simple pour ce champ est I’équation de Weyl :

0000 =0 <« Jp=0 (Io00 + o7 - V) o =0|  (4.160)

La double transposition de matrice peut étre omise dans Eq. (4.160). Cette
équation a deux propriétés intéressantes :

e Comme on a 0_;0% = 00, chaque composante ¢, satisfait également
I’équation de Klein-Gordon avec masse m = 0. Ce champ se propage donc
a la vitesse de la lumiere.

e L’équation (4.160) n’est pas invariante sous réflection de lespace (pa-
rité). Comme nous lavons vu dans Eq. (4.133), la réflection de 1’espace
transforme un champ qui porte la représentation D% dans un champ
portant la représentation D(@P). Pour le spineur de Weyl, nous avons

P oo x) — (2% —x) = p(x). Comme ¢ porte la représentation
D(%’O), ¢ porte la représentation DO0:3) de SL(2,C) et n’est donc pas égal
a .

Spineur de Weyl : cas n =0, m = %

e 12 . . 1 .
Nous considérons maintenant un champ de spineur du type D(®2) ie., un

. 1
champ x(z) = (x%) = (;‘2) € C? qui se transforme sous une transformation de
Lorentz comme

X (2') = Ax(z) ot A€ SL(2,C) et 2 =AA)x. (4.161)

L’équation de Weyl pour ce champ est :

0,5 =0 <= dx=0 <= (k-0 V)x=0 (4.162)

[e3

Or, nous savons que 90 = OT,. Ainsi, les composantes du champ y(z) satisfont
a l’équation de d’Alembert (¢’est-a-dire I'équation de Klein-Gordon sans masse),

Ox= (05 —A)x=0. (4.163)
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Finalement, comme ¢ = (¢, ), le champ y = (XB ) n’est pas invariant sous parité.
Ces deux champs sont appelés spineurs de Weyl. Ils décrivent des particules
de masse nulle et de spin % qui ne sont pas invariantes sous 'opération parité :

ce sont les neutrinos (¢, ) et les anti-neutrinos (X[j ).

Spineur de Dirac

Nous voulons maintenant d’écrire ’électron, i.e., une particule de spin %, de
masse m # 0 et qui est invariante sous parité. Pour cela, nous avons besoin de
deux champs spinoriels de maniere a écrire un systeme d’équations couplées :

000 = ax” | (T80 + 0 - V) o = ax , (4.164)
%xﬁ = bya (I200 —o - V) x = by, (4.165)

ou a et b sont des constantes supposées non nulles. Si on dénote les spineurs
“réfléchis” par
o(z) = ¢(Px) et x(z) = x(Px) , (4.166)

les équations transformées sont alors

=ay , (4.167)
=bp . (4.168)

Ces derniéres équations sont identiques a Eqs. (4.164)—(4.165), pour autant que
I’on pose

R=€p, P=Ex,  E=ostA0. (4.169)

Nous voulons décrire une particule qui est invariante sous parité, ce qui requiert

(o, %) LR (x, ). I faut donc choisir £ = 1 et a = b. Avec ceci, on obtient les
équations couplées

ihdp = il (18 + o - V) ¢ = ihax , (4.170)
ihdx = ih (1390 — o - V) x = ihay . (4.171)

Ces deux équations couplées peuvent étre représentées par une unique équa-
tion si I'on introduit un spineur a quatre composantes,

U(z) = (‘P‘.‘> . (4.172)
x?

D’apres ce que nous avons appris dans la section précédente, un tel champ porte

la représentation D(2:9) @ D(0:2), La parité échange les deux termes. Ce quadri-

spineur se transforme d’apres (v — 2’ = A(A)x)

A 0

V(2') = S(A)U(x) S<A>=(o i

> . A=eAet. (4.173)

La présence de la transformation A dans S (A) est due a la contravariance de
I'indice § dans Eq. (4.172). Pour les composantes de ¥(z), 'équation de Klein-
Gordon doit étre vérifiée, car elle est une simple conséquence des relations de de



R. Durrer Mécanique Quantique II 120

Broglie et du principe de superposition (linéarité de I’équation). De Egs. (4.170)—
(4.171), il suit

(iha)?x = iha (zhég&) — ihd (zhéx) = —h2<§(§x = —h%0y . (4.174)

Ceci reproduit 1’équation de Klein-Gordon si, et seulement si, (iha)? = (mc)?.
Ayant déterminé cette derniere constante, nous obtenons les équations de Dirac
pour une particule de masse m. En procédant de méme pour ¢, nous pouvons

écrire
ih (I200 + o - V) = mey (4.175)
ih (1200 — o - V) x = mey . (4.176)

En plus, I'équation de Klein-Gordon est satisfaite pour chacune des compo-
santes,

2.2
(o+=)p=0
2.2
(o+=F)x=0

Nous écrivons encore les équations (4.175) et (4.176) sous forme quadri-
dimensionnelle. Pour ceci, nous introduisons les matrices de Dirac (dans la re-
présentation de Weyl, appelée aussi représentation chirale)

m202
s (u+ = )llf:o. (4.177)

0 ot . . 1
("), = (C}# O) ol o =edl'e =0, . (4.178)

Explicitement, nous avons

), = <1?2 %2) .M, = <£k _6”“> . (4.179)

On verifie facilement que ces matrices de Dirac satisfont aux regles d’anticom-
mutation

A =AY+t =2¢" I (4.180)
Les équations (4.175) et (4.176) peuvent alors étre condensées sous la forme

d’une équation pour le “spineur de Dirac” ¥ a quatre composantes, I’équation
de Dirac :

‘ (—ihy"8, + melly) U = 0‘ (4.181)

Par construction, cette équation se transforme sous ﬁl suivant la représentation

réductible D(2:9) & DO0:2) Elle est toutefois irréductible par rapport & L1, parce
que la paritié échange les deux composantes.

Dans la Section 4.7, nous allons discuter 1’équation de Dirac (4.181) comme
généralisation relativiste de I’équation de Schrédinger d’une particule massive de
spin 1/2. Mais, comme nous 'avons déja mentionné, cette interprétation n’est
pas tout a fait consistante. Elle contient des problemes relatifs aux énergies
négatives. Ceux-ci ne seront résolus que lors de la quantification du champ de
Dirac (cf. [9]).

Avant de considérer les subtilités de I’équation de Dirac, nous voulons encore
étudier des équations pour des spins plus élevés. Nous illustrons la méthode
3

. , .3
générale avec I'exemple du spin s = 5.
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Les équations de Pauli-Fierz et Rarita-Schwinger : spin g

Nous choisissons deux champs spinoriels Lpgp(:zr) et Xp.d(a:) qui se trans-

forment avec D(1:2) et D(%’l), respectivement. Par définition de l'espace des
spineurs £ (cf. page 108), ces champs sont symétriques dans les indices du

méme type, <ng = cpga et Xpd = Xzﬁ' Le champ de spineurs combiné s’écrit

U(z) = <s02:2,3) : (4.182)

Xo”

Ce champ porte la représentation D+2) @ D21 : il doit donc étre invariant
sous parité.

Pour obtenir les équations de champs, nous appliquons les opérateurs de
différentiation

DopX” = ags, . (4.183)
9Pl = by . (4.184)

Comme pour le champ de Dirac, 'invariance sous parité de ¥(x) et les relations
de de Broglie dictent a = b = —imc/h.
Ceci nous meéne aux équations de Pauli-Fierz [19, 20] :

ih@aﬁ-xg“’ = mcgogp et ihao‘ﬁcpgp = mcxgd (4.185)

Comme D(l’%)|5U(2) = D(%’1)|SU(2) = D3 @D2, il suit que le champ U (x) décrit
un champ de spin %, mais, en principe, aussi un champ de spin % Mais, comme
@S , est symétrique en « et p, il faut aussi demander que J, 4X l;"T soit symétrique
en a et p. De méme, la deuxieme équation requiert que o8 @S , Soit symétrique

T

en (et 6. Or, si on utilise 'anti-symétrie des matrices spinorielles e = —e* | ceci

est équivalente a
NG =0 et e, 50000, =0 (4.186)

Aux équations de Pauli-Fierz (4.185), nous devons donc ajouter les contraintes

Fopx*P7 =0 et g, 5=0 (4.187)

La signification de ces contraintes est plus claire si nous utilisons que
ihd,, = ih (00, V) = (E/¢,—p) = pu , (4.188)
et nous nous posons dans le systeme de repos de la particule,
ih0, 5 = Pay = Pod,5 =Ml 5 - (4.189)
Les contraintes (4.187) deviennent alors
onB =0 et 50‘6 %)

api =0 (4.190)
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Or, nous avons vu que, sous des transformations de SU(2), un indice contra-
variant avec point se transforme comme un indice covariant sans point (i.e.,

u? ~ ug sous les transformations A € SU(2)). Il s’ensuit
6’ Xapo =0 et 6% 0ape =0, (4.191)

ce qui implique que Xags €t Yags sont des 3-spineurs totalement symétriques
a trace nulle. Mais la dimension de 3-spineurs totalement symétriques est 4 =

2 - % + 1, et le nombre magnétique maximal est % Donc les équations (4.187)
projettent sur la composante de spin %; le champ ¥(z) ne contient pas de

particule de spin %

Les équations pour une particule de spin % peuvent encore étre exprimées
sous une forme différente si I'on utilise les équations qui relient spineurs et
quadri-vecteurs, Eq. (4.121). En effet, nous avons vu qu’un indice vectoriel
quadri-dimensionnel, x, peut étre assigné a une paire d’indices spinoriels, ozB.
Ainsi, les composantes x*?? d’un spineur de rang 3 doivent pouvoir étre mises
en correspondance avec les composantes d’une quantité “mixte”, xz, qui possede

un indice vectoriel et un indice spinoriel. De maniére similaire, le spineur (3
est relié avec ¢j;. Explicitement, nous posons

« 1 apo 3 1 35
Pu = 590 r (Uu)pd ) Xﬁ = §Xpﬁ (Uu)pd . (4'192)

Le champ combiné (4.182) peut donc étre mis en correspondance avec un bi-
spineur “vectoriel”, ¥, (ot nous omettons les indices spinoriels),

W“(x)::(iﬁ) - (ig) . (4.193)

Les équations et contraintes de Pauli-Fierz sont alors équivalentes aux équations
de Rarita-Schwinger [21] :

\@%m—mdwuzo\ (4.194)

avec les contraintes
YW, =0 (4.195)

Preuve :
L’équation (4.194) est une conséquence directe des équations (4.185) avec la
définition (4.178). Pour les contraintes (4.195), nous utilisons

(0" Xw)a = Xp2(0") o = §Xpﬁ (0)p5(0") 0y = X" eapege =0 (4.196)

Pour le dernier signe d’égalité nous utilisons que ngd est symétrique en B et
o, tandis que € est antisymétrique. L’avant-dernier signe d’égalité provient de
Eq. (4.113). Pour 6*¢,, on procede de la méme fagon. |
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Une conséquence directe de ces équations est la condition °

1 1%
= ('pu +me)y' ¥,

0
2

1 y y .
= 5({7#77 }pu_'y ’Yﬂpu‘i"}/ mc)\If,,

1 1% 124
5 (29" pu — 7" W'pu — mc]) ¥,

=0, . (4.197)

Cette équation est équivalente aux contraintes (4.187).

Inversement, les équations de Pauli-Fierz peuvent étre dérivées des équations
de Rarita-Schwinger en utilisant les relations

P = (e T = () (4.198)

Avec ces définitions, les équations de champ (4.187) sont évidemment satisfaites.
I faut encore vérifier les propriétés de symétrie des spineurs @aps et x La
symétrie en a et p de @q,ps est équivalente a ¢ 5 = 0. Mais

@ v = Ph(0")ps = (6" )5p0, = 0. (4.199)

Le dernier signe d’égalité résulte de la contrainte (4.195), tandis que 'avant
dernier résulte simplement de o* = (6#)”. On peut procéder de méme pour x.

pBs"

4.5 Algebre de Dirac-Clifford, les termes cova-
riants bi-linéaires

4.5.1 Algebre de Dirac-Clifford

Définition 4.5.1 Un espace vectoriel complexe (réel) A est appelé une algébre
(associative) s’il existe une application

-t AxA—- A (4.200)
(a,b) —a-b,
avec les propriétés (a-b)-c=a-(b-c), a-(b+c)=a-b+a-ceta-(A\b) = Na-b)

pour toul paramétre complexe (réel) X et a,b,c € A.

Propriétés des matrices v de Dirac

Les matrices de Dirac satisfont les propriétés suivantes :

{v",7"} = 2¢"1, : anti-commutativité (4.201)
(") =+, (9’ =1, : hermicité (4.202)
(V) = =%, (¥)*=-1,  :anti-hermicité (4.203)
POy A =4, p=0k : réalité (4.204)
S(A)TIAMS(A) = A(A)H, y* : transformation de Lorentz (4.205)

5Quelques propriétés des matrices de Dirac sont données dans ’Annexe A.4. En particulier,
elles satisfont des régles d’anti-commutation, {y*,~v*} = 2¢g#" 1.
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La condition de réalité (4.204) se déduit de Egs. (4.201), (4.202) et (4.203).
D’autre part, S(A) dénote les transformations de Lorentz d’un 4-spineur : ¥/ (2’) =
S(A)¥(z) pour x — &' = A(A)x et A € SL(2,C). Finalement, il est tres utile

d’introduire encore la matrice v°,

s =77 =iy (4.206)

Comme on peut le vérifier facilement, cette matrice satisfait les relations
2 *
(=0, () =L, (®) =-""" =47 (4207

D’apres la définition (4.206) et les propriétés (4.207), nous avons

1 N 5y —
|:§(]I4:|:’7):| :§(H4i7):PL,R' (4'208)

Les matrices P, » sont donc hermitiennes et P,i r = Pr r; ce sont alors des pro-
jections. Un spineur ¥(z) peut étre décomposé en une partie “gauche”, U, (x),
et une partie “droite”, U (x), par :

v, =P V=

(L+~") T, W=P¥==(I—7")¥.  (4.209)

N~
N —

Nous dirons d’un spineur qu’il est de chiralité gauche si ¥ = P,V et de chiralité
droite si ¥ = P,W. Nous verrons plus loin que ceci correspond a notre notion
intuitive de chiralité : chiralité gauche (Left : L) ou hélicité positive si le spin
est parallele & la direction de propagation; et chiralité droite (Right : R) ou
hélicité négative s'il est anti-parallele. (Ezercice : Montrer que les projections
P, r commutent avec I'évolution sous I’équation de Dirac seulement pour un
spineur de masse m = 0.)

Les matrices 4* = Ty*T*, obtenues par conjugaison avec une matrice uni-
taire T € U(4) quelconque, satisfont aussi aux conditions (4.201) a (4.207) si
nous redéfinissons S(A) = T'S(A)T*. En redéfinissant aussi le spineur de Dirac
par W = T'0, ce dernier satisfait & équation de Dirac avec les matrices de Dirac
transformées.

Par la suite, nous allons voir que toutes les “représentations” des regles d’anti-
commutation en 4 dimensions sont de cette forme (et donc équivalentes).

Dans ce cours, nous avons besoin des deux représentations suivantes des
matrices de Dirac :

Représentation de Weyl (représentation chirale)

C’est la représentation des matrices de Dirac introduite en (4.178),

0 ot N ~ |
(), = <&M 0 ) ol o' =edle =0, . (4.210)

Explicitement, nous avons donc

=0 %) =2 ) o= (8 )
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Comme ~° est diagonal dans cette représentation, un spineur ¥ = (i;) est
projeté sur ¥, = P, = (%) et W, = P = ().
Un des avantages de la représentation de Weyl est que, dans cette repré-

sentation, les transformations de Lorentz S(A) sont données par deux blocs
invariants

A O N T -1
Sy (4) == <0 A) , A:=cAe . (4.212)
Les équations (4.211) et (4.212) impliquent que
[S.(4).(57),] =0 (4.213)
Dans cette représentation, la parité est de la forme
0 X
T, = (21 0) . (4.214)

On vérifie facilement que P,TsP, = PpyTsPr = 0. D’autre part, nous avons
PT,P, = TsP, et P, TsPr, = TsPg, ce qui revient a dire que 'opération de
parité change la chiralité d’un spineur.

Dans la représentation de Weyl (aussi appelée la représentation chirale), la
partie gauche du spineur est donnée par les deux premieres composantes, p*,
tandis que la partie droite correspond aux composantes 3 et 4, .

Représentation de Dirac-Pauli

Une autre représentation tres utile est celle de Dirac-Pauli. Nous allons voir
que, dans cette représentation, les deux premieres composantes représentent
Iélectron et les deux derniéres composantes correspondent au positron. La ma-
trice de transformation de la représentation de Weyl dans celle de Dirac-Pauli
est donnée par

1 (I, 1, Ax4 1 «
T=— eC , T =T=T") . 4.215
S %) ( ) (1215)
Les nouvelles matrices de Dirac sont
_ 1 ot + ot ot — ot
u o iz 1_ =
(7 )DP T T(’y )WT - 9 (_ (é.,u _ O,,u) _ (a.,u —|—O"U‘)> ’ (4216)
et R R
1/ A+ A A—A
pr(A) =TS, (A)T* = = - N . 4.21

Explicitement, les matrices de Dirac dans la représentation de Dirac-Pauli sont

o= (B %) = (0 %) e=(n F)

(4.218)

Les représentations de Weyl et Dirac-Pauli peuvent étre considérées comme
des représentations équivalentes d’une algebre abstraite : 1’algebre de Clifford
C(n,g). Nous présentons deux définitions de cette algebre, qui sont bien évi-
demment équivalentes.
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Définition 4.5.2 L’algebre de Clifford C(n,g) est lalgébre compleze sur l’en-
semble {y1,72,- -+, Y} modulo la relation {~,,v} = 29, 1, 0¥ g, € GL(n,R)
est une matrice symétrique non-dégénérée.

Définition 4.5.3 Soit (E,g) un espace vectoriel complexe avec une forme bi-
linéaire, symétrique, non-dégénérée, g. Soit T(E) lalgébre des tenseurs sur E,

T(E)=C®E® (E®QE)®(EQEQE) @ - . (4.219)
En plus, soit J C T(E), l’idéal généré par les éléments de la forme
@ —glx,x)I, VYaxekE. (4.220)

Nous posons

C(E,g) =T(E)/J . (4.221)

Nous démontrons maintenant I’équivalence de ces deux définitions de ’al-
gebre de Clifford. Tout d’abord, nous notons que J contient aussi les éléments

rRy+y®x—2g(x,y)l
=@@+ty@@+ty) —gz+yz+yl
—(@er—g(2)l) - (y@y -9,y . (4.222)

Dans C(F, g), nous avons donc la relation
x-y+y-xz=2g9(zy)1l (- dénote le produit dans C(FE, g)) (4.223)

Nous choisissons une base (7,,)"Zp

y—o dans E. D’apres Eq. (4.223), nous trouvons

=290 ot g =gV ) - (4.224)

Ceci démontre ’équivalence entre C(FE, g) et C(n, g).
Les 2™ éléments v4 définis par

T, vy v (W<v) s Yvorn (B<V <Ay o YY1, (4.225)

forment une base de l'espace vectoriel C(n, g). On peut démontrer que C(2m, g)
possede une seule représentation irréductible (& équivalence pres). Cette repré-
sentation est bijective et elle a la dimension 2m 6. Pour le cas n = 2m = 4 et
g = diag (4+1,—1,—1,—1), nous parlons de 'algébre de Dirac-Clifford et toute
représentation irréductible de cette algebre est équivalente a celle donnée par
Eqgs. (4.211) ou (4.218). Ce dernier énoncé n’est rien moins que le théoréme
fondamental de Pauli :

Théoréme 4.5.1 (Théoréme fondamental de Pauli) Soient données les ma-
trices (yu) et (v,) de type 4 x 4 qui satisfont a {vu, 7} = 29w 1 = {7;“7,’]}.
Alors, il existe une matrice T € GL(4,C) telle que

v, =Ty, T~ ". (4.226)

6La situation est plus compliquée dans le cas d’une dimension impaire !
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Un exemple est donné par Eq. (4.205), ot S(A) représente la transformation
entre vy, et v, = A(A)," 7., qui satisfont aussi a {72,7,’,} = 2¢,,, I car A(A4),”
est une transformation de Lorentz, et donc

{’7;27 '711/} = AHPAVU {’Vpu '70} = 2AupgpoAua
=2 (AgAT)W =20, - (4.227)
Un autre exemple est la matrice 7' donnée dans Eq. (4.215) qui relie la représen-

tation de Weyl avec celle de Dirac-Pauli. Nous introduisons encore les matrices
o™ de l'algebre de Dirac-Clifford :

i o
o =gl =it (w#E ). (4.228)

Ces matrices ont une signification physique simple : dans le représentation de
Weyl, nous trouvons pour (¢, j, k) cyclique

(o), = (({)’“ Uok> et (%) :z’(ao’“ _E’jk) : (4.229)

D’apres les résultats de § 4. 1 les & 0% sont les générateurs de la rotation autour

2%
de 'axe ey, tandis que les % sont les générateurs des boost dans la direction

k. (Pour ceci, il faut se rappeler que (&k)o‘ﬁ = —(0k),p et (Z'/(}k)aﬁ = (i0k) 03-)

4.5.2 Les combinaisons bi-linéraires

Soit ¥(x) un champ de Dirac. Nous dénotons par ¥(x) son complexe conju-
gué, par U* () son hermitien conjugué, et par U'(z) son adjoint, i.e.,

U(x) = ;W) = (U Uy U By) , Whi= 070 (4.230)

Avec le champ de Dirac et son adjoint, il est possible de former 4 x 4 = 16
combinaisons bi-linéaires. Ces dernieres ont des propriétés de transformation
simples sous transformation de Lorentz,

S(z) =viw (scalaire) (4.231)
P(x) = ¥T4°w (pseudo-scalaire) (4.232)
VE(x) = Uiy (vecteur) (4.233)
WH(z) = ot 7 75\11 (pseudo-vecteur) (4.234)
AP () = Uigh (tenseur antisymétrique) (4.235)

Pour vérifier que la loi de transformation indiquée entre parentheses est
correcte, nous rappelons que nous avons (' = A(A4)z)

'(2') = S(A)¥(z) , (4.236)
UH(a") = U (2)S* (A)7° = U (2)7°5* (A" . (4.237)
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Dans la représentation de Weyl, Egs. (4.210)—(4.213), nous obtenons avec A~ =
(A)" (cf. (4.106))

A0S (A = S(A) " —  U(@) = Tla)SA) . (4.238)

En plus, S(A) commute avec 7°. Ainsi, les scalaires se transforment comme
S(z') — S(z) et P(a’) — P(z). La quantité V* se transforme suivant

V(') = U (2)S(A) T IHS(A) U (x) = A», VY () (4.239)

et de méme pour W#. La transformation du tenseur est laissée comme exercice.
D’autre part, Eq. (4.139) implique que la parité P est représentée sur les
spineurs de Dirac par

SP)=Ts = (201 %) : (4.240)
avec X2 = I, et AY ! = A. Une solution pour ¥ est ¥ = £1,, donc
- 0 ]12 - 0
T, =+ (1[2 0) = 44" . (4.241)

La transformation avec Ty laisse 1’équation de Dirac invariante; en d’autres
termes, si W(x) est une solution de I’équation de Dirac, T,W¥(x) en sera une
également. En utilisant {7“,75} = 0, on trouve les transformations suivantes
sous parité :

S =utw — U000 = 0 = BT = 5 (4.242)
P =0t yu — U050 = TSy = —p (4.243)
Ui siop=0,
VE = Tlyhy — (4.244)
—UiA kT siop=k,
WO si u=0,
WH = UlyhyST - (4.245)
Wk si o p==k,
AW =Pl AR (4.246)

Les combinaisons bi-linéaires possibles sont données par la réduction du pro-
duit tensoriel

(p(%m @73(07%)) ® (D@m @Dmé))

= 2D g 2p(z:2) g PO g DO (4.247)
—— —— —_———
P,S Vi Wh Anv

D’apres notre définition (4.235), A*Y n’est pas irréductible sous ﬁl_. On peut
encore décomposer A" en sa partie auto-duale et anti-auto-duale. Ces dernieres
sont définies comme suit : soit €V le tenseur totalement anti-symétrique en
quatre dimensions, avec €912 = +1. Ce tenseur est invariant sous transformation
de Lorentz propre et il change de signe sous parité (exercice). Pour un tenseur
de rang 2, nous posons

x AW = By o (4.248)
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Un tenseur s’appelle auto-dual ou anti-auto-dual si, respectivement, il satisfait
* AP = AP ou % AP = — AP (4.249)

On trouve *(xA%%) = A%’. Tout tenseur se laisse décomposer en ses parties
auto-duale et anti-auto-duale par

A% = — (A 4 54°7) + % (A — 5 A°P) (4.250)

N | =

Avec €*V®P ces parties sont invariantes sous transformation de Lorentz. La
premitre se transforme avec D9 et la deuxieme avec DOV, La parité les
échange.

4.6 L’équation de Dirac en présence d’un champ
électromagnétique

Dans cette section, nous motivons la modification de I’équation de Dirac en
présence d’un champ électromagnetique extérieur donné par son quadri-potentiel
AH.

Le potentiel électromagnétique est composé d’'un terme vectoriel A(t, x) et
d’un potentiel scalaire ¢(t, ) qui forment un quadri-vecteur que nous désignons
par (A") = (¢, A). En mécanique classique, ’hamiltonien d’un électron, charge
e < 0, plongé dans un champ électromagnétique B = VAA et E = —V¢— %(’“)tA
est obtenu en remplacant I’énergie E par F — e¢, et 'impulsion spatiale p par
p — £ A. Dans les unités h = ¢ = 1, la quadri-impulsion est alors substituée par

Pu — Pu— €A, . (4.251)

Dirac a gardé cet Ansatz pour la mécanique quantique. Comme la regle de
correspondance de Schrodinger requiert que p,, devienne 'opérateur différentiel
10y, nous obtenons

Oy — Dy, =0, +ieA, = (0; +iep, V —ieA) . (4.252)

Ainsi, la dérivation ordinaire J,, est remplacée par la “dérivation covariante” D,,.
En présence d’un champ électromagnétique, 1’équation de Dirac (4.181) devient
alors

‘ (—iy" Dy 4+ me) W = (v [—i0,, + eA,] +me) ¥ = 0 ‘ (4.253)

L’hermitique conjuguée de cette équation est
[i0, + eA, ] T (") +mU* =0 . (4.254)
En multipliant & droite par 7°, et en utilisant la condition de réalité 4 (y*)*y° =

et (v°)? = 1, ainsi que la définition U = ¥*~% nous obtenons I’équation de
Dirac adjointe

(10, + eA,) Uik +m 0T =0 (4.255)

Cette équation est évidemment équivalente & ’équation (4.253).
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Multipliant Eq. (4.253) & gauche par UT et Eq. (4.255) & droite par W et
soustrayant, permet de définir un courant j* qui est conservé :

95" =0 pour jt=TlyrT . (4.256)

D’apres le théoréme de Gauss, ceci implique (comme toujours) que
w|? ::/ Pz U (2)W(z) E/ &Sz j0z) , (4.257)
20=cst z0=cst

est indépendant du temps x°, et donc constant. Ceci nous permet d’interpréter
|W|? (z) = *(2)¥(z) comme densité de probabilité dans Despace, et e |¥|* (z)
comme densité de charge.

4.6.1 Transformations de jauge

Changer la jauge du potentiel électromagnétique revient a remplacer les com-
posantes de A, (z) par

A (z) = Au(z) + 0, () , (4.258)

ou I'(z) est une fonction arbitrairement choisie des coordonnées de 1’espace-
temps. Or, nous savons que le champ électromagnétique F),, := 9,4, — 0, A,
est invariant sous un telle transformation de jauge. Ainsi, I’équation de Dirac
est aussi invariante si nous transformons le champ de Dirac suivant

() — e @ y(z) (4.259)
Dans ce cas, nous trouvons D,V — e "*'D, U, et Eq. (4.253) reste valable (le
c6té gauche se multiplie simplement avec le facteur e~%l).

4.6.2 Equation de 2°™¢ ordre

Comme dans le cas sans champ électromagnétique extérieur, nous voulons
également dériver une équation d’onde du deuxieme ordre pour le champ de
Dirac. Pour ceci, nous appliquons lopérateur (iv*D,, + m.) sur I'équation de
Dirac (4.253), ce qui donne

(v*4*DpD, +m2) ¥ =0 . (4.260)

L’invariance sous transformations deLorentz de cette équation est évidente. Afin
de discuter son interprétation physique, il nous faut encore simplifier le terme de
gauche. Pour cela, nous utilisons les propriétés des matrices de Dirac (cf. § A.4)

7 =5 10+ 5 T = g i

v 174 v 1 174
[’7”7’7 ]DuDu = [’7 7’7”] DVDH = - [’7”7'7 ]DVDH = 5 ['7“7’7 ][DuaDu] ;
[D,,D,] =te[A,, 0] +ie0u, Ay = —ie(Au, — Ay ) = ieF,

1
- FY#FYUD,LLDV = gle,uDu + §€U'LWF;W . (4261)
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Donc, Eq. (4.260) devient

1
(D*D,, +m?) Ly + 5eFWaW U =0 (4.262)

Cette équation est manifestement covariante. Comme souhaité, c’est une équa-
tion différentielle du deuxiéme ordre par rapport au temps, et qui se réduit a
I’équation de Klein-Gordon, (D + mg) ¥ = 0, dans le cas du champ nul.

Le dernier terme de cette expression contient l'interaction du spin avec le
champ électromagnétique extérieur. Ceci deviendra transparent dans la pro-
chaine section ot nous dériverons la limite non-relativiste de I’équation de Dirac.

4.7 Limite non-relativiste de I’équation de Dirac

Dans cette section, nous discutons la limite non-relativiste de ’équation de
Dirac. En particulier, nous voulons faire le contact avec 1’équation de Pauli du
premier chapitre et (re-)trouver le facteur g = 2 pour I’électron et le bon facteur
pour le couplage spin-orbite (facteur de Thomas). Pour discuter la limite non-
relativiste, nous ré-insérons les facteurs ¢ et A dans cette section.

4.7.1 Une équation de Schrodinger

Tout d’abord, nous écrivons 1’équation de Dirac (4.253) sous forme d’équa-
tion de Schrodinger,
1tho, W = HV . (4.263)

Pour ceci, nous multiplions Eq. (4.253) avec 7° et nous utilisons que (7°)? = 1.
Puis, nous définissons les matrices

ag =%, B =AY, (4.264)
ce qui nous permet d’écrire I’hamiltonien sous la forme
H = ca- (p . fA) tBme +edlly,, b=A,. (4.265)
c

Les matrices oy, et 3 satisfont aux relations

{aj,a} = aja + aga; =201, , (4.266)
{aj, 8} = a;B8+ Ba; =0, (4.267)
F=1,. (4.268)

Dans une représentation qui obéit aux équations de réalité 4 (y#)* v = v#, les
matrices a et 8 sont hermitiennes.
e Représentation de Weyl (cf. Egs. (4.210)—(4.213))

(o), = (‘(’) _OU) B, =0, = (]?2 ]BQ> . (4.269)

e Représentation de Dirac-Pauli (cf. Egs. (4.216)—(4.218))

(@), = <3 ‘3) : (mDP:(vO)DP—(% _%2> . (4210)
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La représentation de Dirac-Pauli est parfaitement adaptée a 1’étude de la
limite non-relativiste, et nous 'utiliserons ci-dessous. Nous posons encore

U= <‘P> eimec*t/h (4.271)
X

En insérant cet ansatz dans Eq. (4.263), Eqgs. (4.265) et (4.270) nous permettent
d’obtenir

(thOy — ed) p = co - (p - ZA) X s (4.272)
(ihdy — e + 2mec?) x = co (p - SA) 0. (4.273)

ps . v
4.7.2 Le facteur gyromagnétique : O (C)

Au premier ordre dans un développement non-relativiste, les termes ih0;
(~énergie cinétique) et —e¢ (~énergie électrostatique) peuvent étre négligés
par rapport au terme 2m.c? sur le coté gauche de Eq. (4.273). Ceci implique
alors

X = 0'(P—ZA)<p — xocso-(’)(%). (4.274)

Nous introduisons cette approximation dans Eq. (4.272) et obtenons

2mec

(1hdy — ed) p = 27”1'% {0' . (p — %A)r © . (4.275)

Pour expliciter le membre de droite, nous utilisons que les vecteurs p et A
commutent avec les matrices de Pauli, ainsi que I'identité (4.115),

ojor = 051 +iz€jklo'l ) (4.276)
1
Ceci donne
00k (pj - EAJ‘) Pk — ZAk)
= (p - SA)2 - Z% zl:ejkzaz (pj Ak + Ajpr)
- (p - EA)2 - iga “(pAA) . (4.277)
Comme p = —ihV et B =V A A, nous obtenons
[a- (p—%A)r: (p—%A)2—Sho'~B. (4.278)

Ainsi, Eq. (4.275) peut étre écrite sous la forme ihd,p = Hp avec

e \2 eh
( - —A) g0 Bes. (4.279)

2me c

Ceci n’est rien d’autre que 'hamiltonien entrant dans I’équation de Pauli (1.157).

D’apres le Chapitre 1, pu, = Q;hc dénote le magnéton de Bohr de ’électron. La
contribution du spin & 'hamiltonien est Hy = —p, - B, ot p, = g5-—S. Ici g
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est appellé le facteur gyromagnétique. Si nous posons S = %Fw', la comparaison

avec Eq. (4.279) implique
(4.280)

Cette prédiction théorique du facteur gyromagnétique est en tres bon accord
avec les résultats expérimentaux. Ceci est un des plus importants succes de la
théorie de Dirac.

Dans le cadre de la théorie des champs quantiques, ce résultat admet des
corrections dues aux “boucles” (ordres supérieurs dans un calcul perturbatif)
qui sont de l'ordre du pour mille. La différence entre la valeur calculée et la
valeur mesurée est inférieure & 10712 ; ceci représente un des accords les plus
précis entre calcul théorique et valeur mesurée a ce jour.

Nous voulons encore retrouver les expressions non-relativistes pour la densité
de probabilité p (1.158), et de courant j (1.159). Dans la densité de probabilité,
p=V*T = p*p + x*x, nous pouvons négliger le deuxieme terme, ce qui donne
p ~ ©*. Pour la densité de courant, j* = c¥Ty*¥ = cU*a* ¥, nous obtenons

J=cUa¥l =c(pox+ xop) . (4.281)
Pour éliminer x de cette expression nous utilisons
1
X = {—mv - EA] op, (4.282)
2mec c
* 1 . € *
X" = [th - —A} Yo . (4.283)
2mec c

D’aprés Eq. (4.115), les identités suivantes sont satisfaites par un vecteur v
arbitraire :

(c-v)o=v—ivAo, (4.284)

oloc-v)=v+ivAo. (4.285)

En insérant les expressions pour y et x* dans Eq. (4.281), ces derniéres relations
nous permettent finalement d’obtenir

ih

2Mme

Ceci correspond exactement au résultat de Pauli, Eq. (1.159).

h
2me

. * * € * *
Jj= (Ve*)p — 9" V] — mA(p o+ VA (pFop) . (4.286)

. o 02
4.7.3 Le couplage spin-orbite : O (Z)

Nous voulons aussi déterminer les effets des termes d’ordres O(v/c)?. Pour
ceci nous considérons le cas simplifié avec A = 0. Pour la densité de proba-
bilité, nous obtenons (avec inclusion du terme x*x et en posant A = 0 dans
Eq. (4.274))

hQ

T |o Vo|* + O(v/e)* . (4.287)

* 2
p=""V=lp|"+

Pour obtenir une équation de Schrodinger qui soit une approximation de
I’équation de Dirac jusqu'au deuxieme ordre, il est nécessaire d’introduire une
autre fonction d’onde & deux composantes, notée ¢, pour laquelle nous avons

ﬁ2
3 2 _ 3 _ 3 2 2
/d:l?|<| —/dﬂ?p—/dx|:|<p| +W302|0’V§0| . (4288)
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Pour le deuxieme terme, une intégration par partie donne
[ @295 0) (0 Vo) == [@ry (@ V)@ V)0
=— /dgx Y A
1 3 * *
=5 [d z[p* Ay + (Ap*)p] . (4.289)

Insérant ce résultat dans Eq. (4.288), nous obtenons

h2
Jawicr= [ U“"mm’

Ainsi, on a finalement

2

+O (%)4] . (4.290)

h? vy 4 P v\ 4
C-‘P—WA@—FO(E) = [1+8m—302}(p+0(_) ; (4.291)
2 4
_|y__P v
o= [1 8m302} (+0 (C) . (4.202)

Pour simplifier les notations, nous considérons un état stationnaire tel que

1hdyx = ex thoyp = ep , (4.293)

oll € = E — mec? est I'énergie de I'électron soustraite de son énergie au repos

(mec?), qui est déja inclue dans le facteur e=™<<* /M de Eq. (4.271). Pour A = 0,
les équations (4.272) et (4.273) deviennent alors

(e —ed)p=clo p)x, (4.294)
(e—ep+2mec®) x = c(o-py, (4.295)
ce qui implique
1 €—ep -
= 1 _— .
X 2mec { * 2m602} (- p)e
1 €—ep
o~ 1-—— . . 4.2
o 1 5| s (4.296)

Nous introduisons cette expression dans Eq. (4.294) :

€—eop

(e—ep)p= (o -p) [1 - 2mecz] (o-p)p . (4.297)

2Mme

En remplacant ¢ par ¢, nous trouvons (en négligeant tous les termes d’ordre
@ (3)4) que e¢ = H(, on
C

- P2 P4 € L 2
H_e¢+2me_8m2’62+4m362 (U-p)¢(0'-p)—§(p¢+¢p)
(4.298)
Pour ceci, nous avons aussi utilisé que, a 'ordre le plus bas,
2 2
e=eo+—+0(2) . (4.209)
2me c
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Dérivation détaillée de Eq. (4.298) :

Notre point de départ est I’équation (4.297) pour ¢. Nous utilisons que
€ = ihd; commute avec p et o, ainsi que l'identité (o - p)(o - p) = p?. Alors,
Eq. (4.297) peut étre mise sous la forme

2

2
p p e
SV Lme " 64 P Iz T Tza 7 P)elo p)e (4.300)
T —_———— — ,
T T3 T,

A Vordre le plus bas dans un développement relativiste, les équations (4.291)—
(4.292) et (4.299) impliquent

2

S + eqﬁ} @ . (4.301)

p
p=C, = [
Comme premiere approximation, il est donc légitime d’insérer ces expressions
2
dans les termes T3 et Ty. A Pordre suivant, ¢ = (1 — 877’:—202)C. Nous adoptons
cette substitution dans les termes dominants, 77 et T5. Cela donne

2 2 2 2
e = < P +e¢>c+#eg—<p +e¢> #g

2Mme 2Mme
P (2 4es) ¢+ (o p)lo - p)C (4302
dm2c? \ 2m, ¢ dm2c? T PIP\T P '

En remplacant encore e = (% + eqS)C dans %e( , nous obtenons la for-

mule (4.298).
Nous réécrivons encore le terme | | de Eq. (4.298) :

(o-p)p(o-p) = {5@ +izfijk0k]pi¢pj
k
=ihE-p+¢p* —WEAp)-o, (4.303)

ol nous avons utilisé pour la deuxieme égalité que p;¢p; = 1hE;p; + ¢p;pj, avec
E = —V ¢ le champ électrique. D’autre part, nous avons
P’o — op* = —1? [V?6 — V] = =1’ [V - (V) +2(V9) - V]
= -1 [~(V-E)-2E-V|=hV - -E+2ihE p. (4.304)

En combinant ces résultats, nous obtenons

2

(0-p)p(o-p) — % (p*¢ + ¢p°) = —WE Ap) - o — %V E . (4.305)

A Tordre O (%)2, les corrections relativistes dans ’hamiltonien (4.298) peuvent
donc s’écrire sous la forme

2 4 2
) p eh eh
e+ 2m.  8m2c?  4Am2c? ( p)-o 8m2c? (

V-E)| (4.306)

. . . 2
Les trois derniers termes sont les corrections d’ordre O (%)
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e Le terme —g 25— correspond simplement a la premicre correction relati-

p4
8m3
2
viste du terme d’énergie cinétique de I’électron, 52—, quand on considere
.
I’expansion

2 4

€=F —mec® = /P2 + m2c2 — mec? ~ 21;% - %202 +--- . (4.307)

h
415302
i.e., l'interaction d’'un moment magnétique en mouvement avec le champ
électrique. Il a le correct facteur de Thomas, i.e, 1/2 (cf. § 2.2.3). En effet,

e Le terme — (EAp)-o = H, correspond au couplage spin-orbite,

pour un champ électrique de symétrie sphérique E = —% %, I’hamiltonien
correspondant au couplage spin-orbite devient
h 1d 1d
Hsoze— —¢(w/\p)-a— c do -8, (4.308)

dm2c? r dr 2m2c? r dr

ou L = x A p est le moment cinétique orbital et S = %ha est le spin. Ceci
correspond bien a Eq. (2.55).

e Découvert par Darwin (1928), le dernier terme est une correction relati-
viste au potentiel central (cf. aussi § 2.2.3). Il est non-nul uniquement a
Pintérieur des sources du champ électrique. Pour un potentiel coulombien

232 ,
22l §5(x) ; seuls les états s

V = —Ze?/r, le terme de Darwin est égal &
sont affectés.

4.8 La structure fine de ’atome d’hydrogene

La contribution des trois termes relativistes est a l'origine d’un déplace-
ment et d’'un dédoublement des lignes atomiques (par rapport aux niveaux non-
relativistes), qui est appelé la structure fine des spectres atomiques. Nous avons
déja calculé le dédoublement dia au couplage spin-orbite, Hg,. Ici, nous vou-
lons déterminer 'effet total des trois termes qui génerent la structure fine pour
des atomes possédant un unique électron. Dans le potentiel central coulombien
V = e¢p = —Ze?/r, nous avons

H=H% + gD (4.309)
2 282
gO - P _z¢ 4.310
2Mme r ( )
4
Py __P aZ . aZm 4
H 8o + T S+ T 53 (x) . (4.311)

Nous avons choisi les unités & = ¢ = 1 de sorte que o = e2. Soit W,,j¢ une
solution de I’équation de Schrodinger non-relativiste (voir Annexe A.3.1). Si
on dénote par €y son énergie non-perturbée et par Ae le déplacement de cette



Chap. 4 : La théorie de Dirac 137

solution, on a (cf. Chapitre 2)

a?Z%m,
0= T (4.312)
1 4 am 2
Ae = T 8m2 <p >nj£ + 29m2 |\I]njf(0)|
oZ [ sl0+D)—ll+1) =] (&), st (#0,
Toa (4.313)
2me 0 si 0=
Nous utilisons encore que
P Unje = 2me (co + Zafr) e (4.314)
et donc
(p*) = 4m? ((co+ Za/r)?*) . (4.315)
nj

Toutes les moyennes qui apparaissent peuvent étre calculées en utilisant cer-
taines identités des polynomes de Laguerre. Nous donnons ici seulement les

résultats :
<l> _ azgne , (4.316)
T nje n
1 (aZm.)?
LN _aZme)” 4.31
()it s
1 (aZme)?
) = 04£0. 4.318
<r3>nﬂ SeLiern; 7 (4.318)
Avec
1 (oche)?’ =0
woP=4 * = ¥ ’ (4.319)
0 si 040,

on obtient finalement une formule qui est valable pour toutes les valeurs de
(=j+1:
(aZ)*me 1 3
Ae = — - — . 4.320
‘ M \j+1/2 dn (4.:320)

Ce déplacement ne leve la dégénérescence des niveaux que partiellement. Les
états avec des valeurs de £ = j + % différentes pour des j et n fixés restent
dégénérés. Les états de nombre quantique principal n fixe se séparent en n
niveaux distincts avec j = %, %, S n— % La dégénérescence arbitraire qui reste
est levée dans le cadre de la théorie des champs quantiques par le déplacement
de Lamb (Lambshift).

4.9 Solutions de ’équation de Dirac libre

Dans cette section, nous examinons les solutions de I’équation de Dirac en
I’absence de champ extérieur. Pour cette étude, nous considérons la représenta-
tion de Dirac-Pauli, et posons h =c¢ = 1.
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Ae 2ps

- 93.7MHz

1(Y950MHz ~ 4.53 x 10~ %eV

285 N
< 177MHz
Lamb shift
1057TMHz
2p%
<_}59.2MHz
S-fine S-hyperfine

Fi1G. 4.1 — Structure fine et structure hyperfine du niveau n = 2 de 'atome
d’hydrogene : —eg = 3.4eV = 1.3 x 108MHz, ot 1eV ~ 2.4 x 108MHz. L’écart
entre les niveaux 2s 1 et 2p 1 est le déplacement de Lamb, qui est environ dix
fois plus petit que 'intervalle de structure fine qui sépare les deux niveaux 2p 1
et 2p 3. Lorsque l'on tient compte du couplage hyperfin, chaque niveau se scinde

encore en deux sous-niveaux (voir Chapitre 2).

4.9.1 Ondes planes

En labsence de champ extérieur, 1’équation de Dirac (4.253) et son ad-
jointe (4.255) se réduisent a, respectivement,

(iv" 0y —m) ¥ =0, (4.321)
10, Ty + m¥t =0. (4.322)
Nous recherchons des solutions de I’équation de Dirac de la forme

1

U, ,(z) = Euw(p)e*im avec €:=p’ >0, (4.323)
1 ,
U ,(x) = ﬁu,p(p)e”’z avec —p’=—-e<0. (4.324)

Les spineurs u,,(p) possédent quatre composantes et ne dépendent pas de x.
D’autre part, p € R* avec (p°)? — p? = m? et pz = purt = p220 —p - .

La solution ¥_,, porte I'énergie —p° = —e < 0. Nous avons donc retrouvé
les solutions a énergie négative que Dirac a voulu contourner en remplacant
I’équation de Klein-Gordon par une équation du premier ordre.

Pour que les “Ansiitze” (4.323) et (4.324) soient solutions de ’équation de
Dirac (4.321), les spineurs u., doivent satisfaire aux équations algébriques

(V'pu—m)usy =0,  (Ypu+m)u_p,=0. (4.325)

De maniere similaire, Eq. (4.322) impose des contraintes algébriques sur les
spineurs adjoints, uTip = uipvo :

ul oy (p—m)=0, ul ,(Ypu+m)=0. (4.326)
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La normalisation de ces spineurs est choisie telle que
u' pusy=2m, u'_u_,=-2m pour p’>0. (4.327)

La multiplication uf.,-(4.325) (ou la multiplication (4.326)-u.,) permet d’ob-
tenir un invariant relativiste,

ul Ly usppy = £maul puy, = 2m? = 2ptp, (4.328)
Cette identité est vérifiée dans tout référentiel, et nous avons, pour m # 0,
ul Ly uy, = 2pH . (4.329)

Pour la densité de courant, j* := Uiy*¥, nous obtenons

. 1 1
gt = \I!Tipv“kllip = Zul,ﬁ“uip = Zp“ , (4.330)

avec j = (1,v) ott v = 2 est la vitesse de la particule. Ceci justifie notre choix

pour la normalisation des spineurs.
Pour décrire les spineurs a quatre composantes, nous introduisons

u= (i) . (4.331)

Pour les états d’énergie positive, Eq. (4.321) (dans la représentation de Dirac-
Pauli) implique

(po—m)<p—p~axz(), (4.332)
(P’+m)x—p-op=0. (4.333)
Les relations entre ¢ et x sont alors

p-o p-o
0 X et x=
p-—m

p= ® . (4.334)

Dans la limite non-relativiste (ol € — m =~ % < e+ m =~ 2m) et pour les

états d’énergie positive (p° = € > 0), on a |¢| > |x|. L’inégalité contraire

est obtenue pour les états d’énergie négative. Notons encore que les équations

(4.334) sont équivalentes : en multipliant la premiere par Z7- & gauche, on

obtient la deuxieme si on utilise les identités €2 — m? = p? et (o - p)? = p°.
Soient v, v’ € C? des vecteurs arbitraires. On peut alors écrire

ve+mo
Uyp = .
P ve—m (n-o)v
De méme, on obtient pour les états d’énergie négative

o (TR ),

ot nous avons introduit m = p/ |p|. Si v*v = v"v' = 1, ces spineurs satisfont
aux équations de Dirac (4.325) et ont la normalisation souhaitée, Eq. (4.327).

(4.335)

(4.336)
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Les deux degrés de liberté du vecteur v € C? sont les deux composantes du spin.
Mais I’hamiltonien H = a - p 4+ fm ne commute pas avec 'opérateur de spin,

i 0 . .

;= (UJ ) =glm (Imj cyclique) (4.337)
- 0 O'j

Donc, en général, la composante du spin en direction e, n’est pas conservée.

Mais I'hélicité, donnée par %n -3, commute avec H. On peut donc choisir des

états propres de I’hélicité comme base

1
S oM = ™ | A=41/2. (4.338)

Dans la théorie des champs quantiques, on montre que u, décrit un électron,
tandis que u_,, décrit un positron de méme énergie et impulsion, pour p° = € > 0.
Comme nous le verrons dans le paragraphe § 4.10, 'opérateur de conjugaison de
charge transforme u,, en u'_,. Une solution arbitraire de 1’équation de Dirac
libre peut toujours étre décrite comme une superposition de spineurs ¥, :

_ [ dp
) V2

ot le premier terme décrit les états d’énergie positive (électrons), tandis que le
deuxiéme décrit les états d’énergie négative (positrons).

() (apu pe™ ™" + byu_pe™”) | (4.339)

4.9.2 Ondes sphériques de diffusion

Pour discuter des processus de diffusion, il est souvent beaucoup plus as-
tucieux de travailler avec des ondes sphériques (I'onde diffusée est une onde
sphérique, principe de Huygens!). Nous cherchons donc des solutions radiales
de

HY = eV | H=a-p+pm. (4.340)

L’hamiltonien H commute avec les opérateurs qui génerent les rotations. Les
rotations A € SU(2) agissent sur ¥ (z) d’apres

U(A)Y] (z) = S(A)T (A(A Hz) | (4.341)

et elles sont générées par les opérateurs J -m, n € R3, ot J = L+ S, L =x Ap

et

S = 52 =3 (O 0> , Y =0 (1,7, k cyclique). (4.342)

Finalement, ’hamiltonien H commute avec la parité U,
UsT] (2%, ) =70 (20, —x), UZ=1T,. (4.343)

Nous cherchons des solutions de Eq. (4.340) qui sont invariantes sous J?,
J. et Up, i.e., qui sont des vecteurs propres de ces opérateurs. Tout d’abord,

nous réécrivons l'opérateur o - p = —icx - V. Pour ceci, nous utilisons 'identité
(exercice)
i
V= z(&-V) —2zAN@&AV) =20, —-xANL. (4.344)
—— N—_——— r

partie radiale  partie angulaire
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ou & := x/r. Ceci donne alors
a-V:(a-ﬁc)@T—%a-(ﬁc/\L). (4.345)

Dans la représentation de Dirac-Pauli, nous avons

5 0 HQ o 0 Ok\ _ 5
5 _(112 o) *%={, o)=7 Yk - (4.346)

Nous utilisons encore Eq. (4.115), i.e., £;5; = ;5 + €1 X¢. Alors, comme & et
L sont orthogonaux, nous avons

(Z-&)(X-L)=iX-(xAL), (4.347)
ou, aprés multiplication & gauche par +°,
(a-2)(X-L)=ia-(&NL) . (4.348)

Insérant cette identité dans Eq. (4.345), nous obtenons
N 1 5 . 1
a-V=(a-2)|0,—-%X-L|=~(2-2)|0,—-2-L| . (4.349)
r r

Donc, I’hamiltonien s’écrit

1 1
H=—iy"(Z %) [8T+;—;(1+2-L)} + Bm . (4.350)
Une derniere simplification est obtenue en utilisant J = L + %2. Ceci implique
JP=L*+L-Z+ %, etdonc 1+ L-X =J>—L*+ %. Finalement, ’hamiltonien
est

H=—iy"(2 - &) [6T+%—% (JQ—L%&)} +Bm. . (4.351)

Pour la suite, nous décomposons le champ de Dirac en bi-spineurs,
- (‘P> . (4.352)
X
1>

Comme 3 =~9 = ( 0 7%2 ) dans la représentation de Dirac-Pauli, nous pouvons
écrire

(I +B) T = (‘6’) ot %(114 — B = (2) . (4.353)

N =

Nous supposons que ¥ soit fonction propre de J?, J, et Up ot
JX =G+ 1), LU=m¥, Upl=(-1)""21, (4.354)

avec

+1 sila parité est (—1)7+1/2
0= (4.355)

—1 sila parité est (—1)771/2 .
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De I'équation (4.343), il vient que
p(—x) = (1) 2p(@) et x(-m)=—(-1)""x(z),  (4.356)

Donc ¢ et x ont des parités opposées. Pour continuer, nous devons définir les
harmoniques sphériques spinorielles :

QZ(&:) = Z (L,me, 1/2,mg| 5,m) Y, (8) X, (4.357)

My, Mg

ou (£,mg,1/2,ms| j,m) sont les coefficients de Clebsch-Gordan (cf. Eq. (4.383))

et
1 0
Xtg = (0> ;o Xoy = <1) , (4.358)

est la base usuelle des spineurs de Pauli. Les 277 ont la méme parité que Y, ,

i.e., (—1)’. Bien siir, les seules valeurs possibles pour ¢ sont £ = j +1/2. Comme
o et x sont de parité opposée, une solution de I’équation de Dirac avec moment
cinétique j, nombre magnétique m et parité (—1)3‘”7/ 2 est de la forme

w= 1( Glr; (&) ) , (4.359)

r \iF(r)Q(2)

onl=j+4+n/2etl =j—n/2

Il nous reste & déterminer les fonctions radiales G(r) et F'(r). Nous calculons
tout d’abord l'action de 14+ L -3 = J? — L* + % sur \I!;’m. Sur le bi-spineur ¢,
nous avons

(P -L*+ D=+ —+1)+1]¢
=L+ -G+ G+1+3) +1le
:—(2j+1)gg0. (4.360)

De manieére similaire, I’action sur le bi-spineur x donne

(JP-L*+Hx=[G+1) - +1)+ 3] x
=P+ -0-3) G+1-9) +3]x
= (2] + 1)3x. (4.361)

Nous pouvons condenser ces deux résultats sous la forme
n _ N n
(1+L-%) v, = —5(2j+1)ﬂ\lfjm . (4.362)

Avec ceci, I'équation de Schréodinger avec hamiltonien (4.351) se réduit a

{_mf’)(z &) {&« n % n wﬂ} n mg} L (4.363)

Pour évaluer l'action de (X - &) sur \I!;’m, nous notons que (o - &) est un pseudo-
. o Nyl A . o m . iy
scalaire. Ainsi (o-#)Q7}(2) a le méme moment cinétique que 2}, mais sa parité
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est opposée. Ce terme est alors proportionnel & Q}’}j, puisque (X - &)? = T doit
étre une pure phase, €. Nous pouvons donc écrire

(o &)Q7(2) = ey, (&) . (4.364)
Pour déterminer la phase §, nous choisissons la direction & = es. Comme
}/E,m@ (63) - % 5m505 on a

m [20+1 )
Ej(e3) = T <€7 0; 1/27m|.77m> Xm 5 (4365)

oum=mg = :I:%. Pour & = e3, nous obtenons alors
(o &)Q7(2) = 030} (e3) = 2mQy} (e3) = QY (es) - (4.366)
Ceci n’est rien d’autre qu’une équation pour la phase ¢ :
2mV20+1(£,0;1/2,m|j,m) = V20 +1(£,0;1/2,m|j,m) ,  (4.367)
onl =0+1etm==+1/2.

Le tableau ci-dessous donne les coefficients de Clebsch-Gordan relevants pour
(£,0;1/2,m|j,m) :

m = % m = —%
1/2 1/2
_ 1 +1/24m (+1/2—-m
J=Ll+3 ( 2011 ) ( 20+1 )
_y_1 er1/2-m\ 2 | (er1/24m\ 2
J=t—35 | = 2011 2071

TAB. 4.2 — Coefficients de Clebsch-Gordan pour m = % et m=—

N[

Pour tous les cas, j = £+ 1/2 et m = £1/2, on obtient alors ¢ = —1. Donc

m
7 :

(o -2)Q; = -Qp; , (o-2); = —-Qp . (4.368)

Comme 7° = (]?2 %2 ) dans la représentation de Dirac-Pauli, nous obtenons

Q?}(i’)G(T)) _ <—QZ’}(CFJ)F(T)> .

iQ?}j (Z)F(r) z’Q?}j (2)G(r) (4.369)

~i(z o)

Avec cette identité, si on insére 'ansatz (4.359) dans Eq. (4.363), on obtient
alors un systeme d’équations différentielles couplées du premier ordre :

(ar - g) F=(m-eG, (4.370)
(0. + g) G=(m+oF, (4.371)

avec q =n(j+1/2) = +1, £2, £3,---, i.e., |g| = j+1/2. D’apres Eq. (4.359), il
est clair que £ = ¢sig > 0et £ = —(¢+1) si ¢ < 0. De plus, puisque |q| = j+1/2,
q détermine j, ¢, ¢’ et n comme dans le tableau ci-dessous :
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J ¢ U | n
qg>0 q—% q qg—1| +1

qg<0 —q—% —q—1| —q | —1

TaB. 4.3 -

Le systeme d’équations différentielles (4.370)-(4.371) peut étre reformulé
sous la forme d’équations différentielles homogenes du deuxieme ordre :

O*F + [p2 - w] F=0, (4.372)
092G + [p2 - q(qij”] G=0, (4.373)
T

olt p? = €2 —m?2. D’apres notre tableau, q(q+1) = £({+ 1), i.e., ¢(g+1)r~2 est
le terme centrifuge habituel pour G. De maniére similaire, g(¢ — 1) = ¢/(¢' + 1)
et q(q — 1)r=2 est le terme centrifuge pour F. La solution de Eq. (4.373), qui
est réguliere en r = 0, est la fonction de Bessel sphérique,

G(r) = Nrje(pr) (4.374)

ou N est une constante de normalisation. Pour déterminer F', nous faisons sim-
plement appel & la relation du premier ordre (4.371), i.e.,

F= Ejm (8T+g)G. (4.375)

Avec les relations de récurrence (exercice)

. l .

Je(z) = E]e(x) — Jesa(z) (4.376)

. . C+1 .

Jo(@) = je-1(x) — . Je(x) (4.377)
on a, pour les deux cas ¢ > 0 et ¢ <0,

F= sgn(q)prje (pr) (4.378)

e+m

tel que, finalement,

je(pr)Qy
T :N( N Je(pr)Si; ) . (4.379)

—sen(q)je (pr)Q;

Les solutions (4.379) sont les ondes sphériques hors de la portée d’un potentiel,
i.e., pour 'hamiltonien H = « - p + fm. Si un potentiel électrique a symétrie
sphérique est ajouté a cet hamiltonien, I'unique modification qu’il faut apporter
& notre formalisme est de remplacer € par e — V(r) dans Eqgs. (4.370)—(4.371).
Ceci mene a d’autres fonctions é(r) et F(T) La normalisation [d3z U*¥ = 1
implique [ dr(F? 4+ G?) = 1. Pour un potentiel de Coulomb V(r) = —22 le

T
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systeme d’équations différentielles est alors
. A .
(8T—g)F_<m—e—Ta>G, (4.380)

(&«—I—g)éz <m+e+?>

Ce systéme peut étre résolu exactement en terme des fonctions hypergéomé-
triques (e.g., cf. [22]).

eS|l

(4.381)

Coefficients de Clebsch-Gordan

Nous savons que
o+
D'eD" = Y DI (4.382)
j=[e—¢'|

Une base naturelle de 'espace £ qui porte la représentation D de SU(2) est
formée par les états propres de D% (a3)¥,, = mW¥,,. Il est pratique de dénom-
mer cette base par [¢,m). On proceéde de maniere similaire pour établir la base
|¢/,m"). Une base de l'espace £ ® &Y peut étre construite grace aux produits
tensoriels des bases de £7 et EY, i.e., les états |6, m) @ |/, m') =: [€,m; 0, m’).
Or, la décomposition (4.382) force l'existence d’une base de la forme |j,m;) de
El @ &Y avec [0 -0 <j<l+L0 et —j<m;<j. Il est évident que les états
|¢,m) sont orthogonaux pour des valeurs de ¢ et m différentes. Nous pouvons
alors les normaliser tel que les bases |¢,m; ¢, m’) et |j, m;) forment les deux des
bases orthonormées de £¢ ® €Y. 1l existe donc une transformation unitaire qui
permet le passage d’une base a l'autre. Celle-ci peut étre décrite par I’équation

|j7mj> = Z <£am;g/am/|jamj> |€7m;€/7m/> . (4383)

m,m/’

Les éléments de matrice (£, m; ¢, m'|j, m;) sont les coefficients de Clebsch-
Gordan. On peut les trouver dans des tableaux ou avec Mathematica. Attention,
la notation n’est pas unique!

La décomposition (4.382) nous indique, par exemple, que

(m; ' m'[j,my) =0 si JE{{0—L[[0—-C]+1,- 040}, (4.384)

De plus, nous avons

(Lm; ' m/|j,my) =0 si m;#£m+m, (4.385)
(L0 L0+, 0+0) =1 et (4.386)
(6=t~ 0+ € —(L+ ) =1 . (4.387)

La phase n’est pas unique, mais elle est normalement choisie telle que I'on ait
(0,600 0+0,040)=1.
Pour £ = V' = % par exemple, les coeflicients de Clebsch-Gordan non-nuls
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sont (exercice) :

(dshln =1, (4:388)
(3 hb-41-1 =1, (4:389)
Gdib—H10) = = (h-dilLo) . @a)
(hb-d0.0=F=-G-kddo0) . @

Nous rappelons que ces résultats ont déja été obtenus dans I’étude de I'atome
d’hélium (cf. Chapitre 2).

4.10 Le probleme des solutions a énergie néga-
tive et la conjugaison de charge

Dans l'introduction de ce chapitre, nous avons mentionné que I’équation de
Dirac libre admet des solutions d’énergie positive, mais également des solutions
d’énergie négative. Pour p = (p*) = (p°, p) avec p° = ¢ > 0, nous avons donc
deux solutions de I’équation de Dirac,

U, (z) = uiy(p)eTPr (4.392)
ol la fonction d’onde ¥_,(x) est associée & une énergie —p” < 0. En l’absence
d’interaction, le spectre de H ne possede pas de borne inférieure, il est donné

par les intervalles semi-infinis, (—oo, —mc?] U [mc?, 00). L’espace de Hilbert des
états consiste des spineurs de Dirac dans .#?(R?) @ C* muni du produit scalaire

(@, W) :/ A3z ®* (2)¥(x) . (4.393)
20=cst
Sur cet espace de Hilbert, nous considérons la conjugaison de charge :
Ue @ T T = O (4.394)

Ici nous demandons que C' soit une matrice unitaire avec les propriétés

CIrC = —4#T | (4.395)
ct=—c, (4.396)
crC=1,. (4.397)

Une telle matrice existe. Par exemple, si € = (? ) dénote la matrice spinorielle

définie par Eq. (4.76), on a (exercice)

©),, = <6 _06) et (O),, = (2 S) . (4.398)

Ces matrices satisfont & toutes les conditions (4.395)—(4.397).

La transformation U, possede les propriétés suivantes :
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e U est anti-unitaire : (®q, Vo) = (2, V).
(®c, ¥ (cle]") (o [w)")

(I)T OC* (O,_YO\I/T*)

e \\\

(@,7) . (4.399)

e U est involutive : U (U-T) = .

T i T 0\~ T* v1 0 r
L{C(L{C\IJ)—O(C\I/ ) _c((cq/ ) ) :C(\I/ C1y )
= ()T (Ee e = —crO)TeTe =40t
=720 = v, (4.400)
Pour terminer, il nous reste a démontrer que U, est bien 'opérateur de
conjugaison de charge. Pour ceci, nous comparons les valeurs d’attente des ha-

miltoniens
H(+e) =a-(pFeA)+Pmted, (4.401)

dans les états ¥ et W = U, . Avec o = 4%9% et 8 =+, nous obtenons

C 1ok C = C 1409k C = €10 CC YR C = (=40) T (=F)T

= ()" == (") = -(@"T, (4.402)
C18C = C14°C = (—°)" = -57 , (4.403)

— O 'H(xe)C=C"'[a- (pFeA) +pm=Eed|C
=—al(pFeA)—pTm=*es. (4.404)

Nous avons donc
(Ue, H(+e) o) = (O\IJTT,H(ie)O\IJTT)
- (\IITT,C‘lH(j:e)C\IITT)
/d% (o) [—al (pFed) — BTm + e Ut
2 [ vt a(-p s ed) - gm ok el v
/

Pz U5 [~ (—p F eA) — Bm + eg] (1°) W

= — (U, H(Fe)V) , (4.405)

ou nous avons utilisé



R. Durrer Mécanique Quantique II 148

i)

i)

D’une part, l'intégrant est un scalaire; il est donc égal a son transposé.
D’autre part, le changement de signe de p — —p est di a 'intégration par
partie, car 'opérateur p’ = i0; agit désormais sur AN

Y0k (70)" =10 (199%)(7°)" = —724F10(7°)" = —aF et 1°B(1°)" = B.

En guise de conclusion, nous formulons un certain nombre de remarques :

*

*

L’hamiltonien H(+4e¢) n’a pas de borne inférieure, i.e., il n’existe pas d’éner-
gie minimale, comme il n’a de borne supérieure pour H(—e).

A tout état propre ¥ de H(+e) correspond 1’état ¥, qui est état propre
de H(—e) avec impulsion p et énergie e. Un petit calcul montre que dans

le cas libre e — 0, (\IJSF’\p)) o= \IJ(:p/\)

€, nous dirons que V. est I’état d’un positron avec la méme énergie +e,
impulsion +p et masse m. Donc les états d’énergie négative peuvent étre
compris comme des particles a charge opposée avec énergie positive.

Le probleme des énergies négatives est résolu de fagon entierement consis-
tante dans la théorie quantique des champs.

Dans sa théorie des trous, Dirac a identifié le vide physique avec un systeme
ol tous les états d’énergie négative sont occupés.

Si, dans une interaction, un des électrons d’énergie négative (appartenant
au vide) obtient suffisamment d’énergie (> 2m.c?) pour avoir une énergie
finale positive, un électron physique et un trou dans le vide (de méme
masse, mais de charge —e) se forment simultanément : c’est la création
d’un paire électron/positron. Un des problémes qui se pose avec cette idée
et que ce vide physique porte une charge infinie qui n’est pas mesurée. Ce
probleme est adressé dans la théorie quantique du champs de Dirac avec
la “renormalisation” de la charge.

. Si U décrit un électron avec énergie

La théorie des trous de Dirac est la premiere théorie qui ne décrit pas une
seule particule, mais qui se réfere a ’ensemble des électrons et positrons. Ceci
est seulement possible dans le cadre de la théorie quantique relativiste pour
échapper au probleme des énergies négatives.



Annexe

A.1 Notation spectroscopique

Nous considérons la notation spectroscopique de [6].

e Systéme de deux nucléons de spin 1/2 :

Dans ce cas, il faut coupler trois moments cinétiques, le moment orbital
et les deux spins, J = L + S. On couple d’abord les deux spins, ce qui
donne le spin total S, donc les deux valeurs possibles sont 0 et 1. Puis on
couple ce dernier avec le moment cinétique L de la coordonnée relative, qui
peut prendre des valeurs entieres positives ou nulles. A chaque couple de
valeurs (L, S) correspondent (2541)(2L+1) vecteurs pouvant se combiner
linéairement pour donner des vecteurs propres du moment cinétique total.

Suivant le théoreéme d’addition, on trouve les valeurs suivantes de J :

état singulet : S =0 J=1L1L,
{ J=L-1,L,L+1 si L#0,
état triplet : S =1

J=1 si L=0.

Pour désigner les termes ainsi formés, on emploie la notation spectrosco-
pique suivante :

n=25+1 : multiplicité du spin total ,

"X(L);=<¢ X(L) :  moment cinétique orbital ,
J : moment cinétique total .
Pour représenter le moment cinétique orbital, L =0, 1, 2, 3, 4, 5, ..., on
utilise la notation X(L) =S, P, D, F, G, H, ..., respectivement. Dans

le cas de deux nucléons de spin 1/2, & chaque valeur de J correspondent
quatre termes (c’est-a-dire 4(2J 4 1) vecteurs en tout) sauf pour J = 0
qui n’en possede que deux. Ci-dessous, les différents termes correspondant
aux premieres valeurs de J :

J=0 3Py 1Sy
J=2 3P, 3Dq 3Ky 1D,
J=3 3D3  °F3 3G 1Fy

Par exemple, 3D5 est le terme L = 2, triplet de spin, de moment total
J =2

149
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e Particule de spin 1/2:
Une notation similaire s’applique au cas d’une particule de spin 1/2. Dans
ce cas, le moment orbital est désigné par une lettre minuscule — les lettres
majuscules étant réservées au moment orbital total d'un systeme de plu-
sieurs particules — et 'indice supérieur gauche est simplement omis. Par
exemple, les termes correspondant aux premieres valeurs de j sont

j=1/2: s1 p1
ji=3/2: p3 d%
j=5/2: d% f%
i=T72: fi gz

A.2 DMatrices de Pauli

Les matrices de Pauli sont des matrices hermitiennes définies telles que

O B B () RS (R B

Par commodité, on écrit souvent
oo =1, o = (01,092,03) = (0k) - (A.2)

Toute matrice 2 x 2 hermitienne et de trace nulle peut étre exprimée comme
combinaison linéaire (réelle) des matrices oy. Ceci implique que toute matrice M
hermitienne 2 x 2 peut étre exprimée comme M = agog+a-o, ol ag = % tr (M)
et a=3tr(Mo), a R

Les matrices de Pauli satisfont les relations suivantes :

det (o) = —1, (A.3)
tr (Uk) =0, (A4)
(00)* = (1) = (02)* = (03)* = L2, (A.5)
01092 = —02071 — iUg (O 123) 5 (Aﬁ)
0109203 = iI[g . (A7)
Les propriétés (A.5) et (A.6) peuvent étre condensées sous la forme
ojop = 0plla +1 Z €jke0¢ 5 (A.8)
¢
[0j,0k] = 0joK — oRo; = 2i Zejklal , (A.9)
1
{oj,00} = 0joK + oroj = 20,115 , (A.10)

ol €5, désigne le tenseur antisymétrique a trois indices :

0 si deux indices sont égaux,
€ijk = ¢ +1 pour les permutations paires de 1, j, k, (A.11)
—1 pour les permutations impaires de ¢, 7, k.
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Soient deux opérateurs vectoriels, z = (z%,2%,2%) et y = (y',%%9%). On

suppose qu’ils commutent avec les matrices de Pauli, mais [z, y] = 0 n’est pas
nécessaire (e.g., x = r et y = p). Alors, les matrices de Pauli obéissent a la
regle de multiplication

(o- :13) (o' y) = Zojxjakyk — Zx-jyk [(5ij2 +1 unae}
gk gk 0

= ijyk]lg + Zicrg ZEjk[ijk
j ¢

Jik

=z -ylh+io-(xAy) . (A.12)
De Eq. (A.6), il suit que pour x arbitraire, nous avons

(0-x)o=xlly—ixNo, (A.13)
olo-x)=xl+ixNo. (A.14)

Soit g = (gu) = diag (+1,—1,—1, —1) le tenseur métrique fondamental du
groupe de Lorentz. D’aprés la définition (4.105), i.e., A = ede? pour toute
matrice A € C?*2, nous avons

o, = (00,0) , (A.15)
ot = g"o, = (09,—0) , (A.16)
6, =€t e =0k, (A.17)
6t =erte =0, . (A.18)

Avec ces définitions et la relation d’anti-commutation (A.10), il suit que nous
avons les identités

oo’ +o,0t =0,6,+ 0,6, =291, (A.19)

1
tr(0,6,) = tr(6,0,) = 3 tr (0,6, +0,6,) = guv tr (Ia) (A.20)

ou nous avons utilisé

~
Il
—
=
<
~—
o
=
—
=
X
—
Il
—~
<o
(e
=

tr(c,6,) = tr(6,0,) st (u,v

tr (6,00) = tr(6;) =0 si (u,v) = (i,0) .

A.3 Deux solutions de I’équation de Schrodin-
ger

A.3.1 Les états principaux de ’atome d’hydrogéene

L’atome d’hydrogene a été discuté en détail dans le cours mécanique quan-
tique I. A cause de son importance pour notre cours, surtout dans le chapitre 2
ou nous discutons les perturbations de I'atome d’hydrogene, nous rappelons ci-
dessous les expressions pour les fonctions d’onde des états propres de ’atome
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d’hydrogene et leur énergie :

Do () = R (r) Yo (2) n=1,l<n, —£<m</ (A.22)
_ 22 \° (n—f-1)! , —p/27 20+1
Rue(r) = \/<n—ao) W pe Ly (p) (A.23)
p= (2—ZT) . (A.24)
nagon

Dans ces expressions, les fonctions Yy, sont les harmoniques sphériques discutées
dans le chapitre 1, Ly dénote le polynome de Laguerre du degrés k et Lj _ j est
un polynome de Laguerre associé du degrés k — j.

. A7 )
L?c—_j (I) = (_1)J dzd k = J (A25)
wdk k_ —x
avec  Lp(x)=e o (e ™) . (A.26)
x

Attention! La notation pour les polynéme de Laguerre associés n’est pas unique;;
nous utilisons celle de [13]. Le rayon de Bohr, ag, est donné par

2

~ (0.529 x 10" 8cm

S~ , ot me=0.511MeV/c? (A.27)

ag =
mee
est la masse de I’électron, e est sa charge et —Ze est la charge du noyau. Par
exemple, I’état fondamental est
1
(I)loo(ilt) = —6_‘:8‘/0’ N a = ao/Z . (A28)

ma3

L’énergie F,, de I’état ®,,4,, ne dépend que du nombre quantique principal, n.
Elle est alors n? = 2;01 (204 1) fois dégénérée. Cette dégénérescence est levée

par les structures fine et hyperfine discutées dans le chapitre 2.

mec?(Za)?

En = - )
2n2

(A.29)
ot @ = e?/(hc) ~ 1/137 est la constante de structure fine. Il suit que (pour
7Z =1, atome d’hydrogeéne) F; = —13.6eV= —1 Ry (Rydberg).

Les fonctions d’onde ®,,4,, satisfont a I’équation de Schrédinger stationnaire
pour un électron autour d’un noyau ponctuel de charge —Ze,

2 2

2me

A.3.2 L’oscillateur harmonique

Nous considérons le probleme le plus simple et peut-étre aussi le plus impor-
tant de la mécanique quantique : oscillateur harmonique en une dimension. Ce
probleme a été discuté dans les détails dans le cours de mécanique quantique I
et nous ne présentons ici que les solutions.

L’hamiltonien est donné par

mw?

K2 9
H=—— —x . A.31
2m81+ 5% (A.31)
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Les états stationnaires sont

() = \/ﬁexp (-2e42) Hn( %x) , (A.32)
E, = hw <n + %) . (A.33)

Ici H, est le polynome de Hermite de degrés n, défini par

Hpy(z2) = e <_%)n e (A.34)

Les propriétés de ces importants polynomes se trouvent dans la littérature de
la mécanique quantique (voir bibliographie). Avec le pré-facteur donné les fonc-
tions d’ondes sont normalisées,

/OO dz () um () = S - (A.35)

— 00

A.4 Matrices de Dirac

A.4.1 Propriétés générales

Irrespectivement de la représentation, les matrices de Dirac satisfont a un
certain nombre de propriétés que nous énumérons ci-dessous.

Matrices "

Les matrices v* (u = 0,1,2,3) de Dirac sont définies par les conditions
suivantes :

{77} =2¢"" 1,4 : anti-commutativité (A.36)
) =1, (9)’=1, . hermicité (A.37)
(71@)* =~k (Wk)z =1, : anti-hermicité (A.38)
A =4 p=0k : réalité (A.39)
S(A) 1y S(A) = A(A)H A" : Lorentz (A.40)

La condition de réalité (A.39) peut étre déduite d’apres Eqs. (A.37) et (A.38).
Finalement, S(A) dénote les transformations de Lorentz pour un 4-spineur :
U/ (2") = S(A)¥(z) pour x — 2’ = A(A)x et A € SL(2,C).

La matrice v° est définie telle que

V5 = 75 = i70717273 , (A.41)

et satisfait les relations
(P =0, (O)'=1L, () =-"". (A.42)

D’apres la définition (A.41) et les propriétés (A.42), nous avons

)] =) (A.43)
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On voit alors facilement quun spineur W¥(x) peut étre séparé en une partie
“gauche” U, (z), et une partie “droite” U (z) :

1 1
v, =5 (I~ YY), U= 3 (I ++°) @ . (A.44)
Matrices o
Les matrices o#” sont défines telles que
v Z v N v
o =gl =i (w#E ). (A.45)
Matrices o et 3
Les matrices o et 3 sont définies telles que
ak = ’yofyk s 6 = ’70 . (A.46)

Elles satisfont aux relations
{aj,ak} =ala® + dFald = 2051 ,
{/,8} =B+ B’ =0,
() =1 =52,
{35,8} =0, [75.0/] =0.

Dans une représentation qui obéit aux équations de réalité v°(y#)*7% = v#, les
matrices ac et 8 sont hermitiennes,

B =) =+"=8, (A.51)
(@) = (7)) =" =71 =0a’. (A.52)
A.4.2 Représentation (chirale) de Weyl

Dans cette représentation, les matrices de Dirac sont données par

0 ot N . -1
(), = (57# 0 ) ol Gt =edle =0, . (A.53)

Explicitement, nous avons donc

0 . O ]IQ . o O
("), = (112 o) (@), = (o _U> (A.54)
k o 0 —O0k 5 o I[g 0
("), = (ak 0 ) ), = (0 —]12> (A.55)
oky _ .(ox O i _ [(ox O
(%) =i ( " _Uk) (0) = <0 O_k> (A.56)
avec permutations cycliques de (4, j, k) pour o*/.

Un des avantages de la représentation de Weyl est que les transformations
de Lorentz S(A) sont données par deux blocs invariants,

S, (A) = (gl 2) . A=At (A.57)
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Nous avons alors

[SW (4), (75)W} =0. (A.58)

A.4.3 Représentation de Dirac-Pauli

Le passage de la représentation de Weyl a la représentation de Dirac-Pauli
est obtenu grace a la matrice de transformation

1 (I, I 4x4 -1
T_ﬁ(]I2 —]12> e Cctt (r-'=1), (A.59)

qui permet de définir de nouvelles matrices de Dirac,

1 oM 4 ot ot — ot )

(FY#)DP =T (Vﬂ)w = (— (6H — 0“) — (&H +ot)

5 (A.60)

Explicitement, les matrices de Dirac sont alors

= (5 5) @ =(s 7 (61
B D) el e
(ao’f)Dpzi(fk ‘g’“) ((ﬂ'j)w:(‘gc Uok) (A.63)

avec permutations cycliques de (4, j, k) pour o*/.
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