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Chapitre 1Fusion thermonuléaire
Au ours de la prohaine déennie, deux grandes installations partielle-ment ou totalement dédiées à la fusion thermonuléaire vont s'installer surle sol français : le tokamak international ITER à Cadarahe, et le laser Mé-gajoule à Bordeaux. Si es deux installations di�èrent dans leurs buts prin-ipaux, lairement l'énergie dans le premier as, également la physique desarmes thermonuléaires dans le seond as, elles présentent un ertain nombrede aratéristiques ommunes, dont elles de faire appel aux mêmes réationsnuléaires et de s'appuyer l'une omme l'autre sur les développements réentsde la physique des plasmas hauds. Les deux premiers hapitres de et en-seignement porteront don sur le sole ommun, fusion thermonuléaire etphysique des plasmas hauds.

1.1 Réations de fusionOn rapelle tout d'abord (�gure 1.1) le diagramme montrant l'énergie deliaison par nuléon en fontion de A, nombre de nuléons par noyau (seulssont portés les prinipaux isotopes).Ce diagramme montre l'intérêt, du point de vue énergétique, de la fusiondes noyaux légers d'une part, et de la �ssion des noyaux lourds d'autre part,l'énergie de liaison étant maximale pour le fer.Les prinipales réations qui vont nous intéresser dans e ours sont lesréations DT et les réations DD entre isotopes lourds de l'hydrogène :5



6 Chapitre 1. Fusion thermonuléaire

Fig. 1.1 � Energie de liaison par nuléon.
D + T −→ 4He + n + 17, 59 MeV (1.1)D + D −→

{

3He + n + 3, 27 MeVT + p + 4, 03 MeV.
(1.2)La réation la plus importante dans notre ontexte est la réation DT,shématisée sur la �gure 1.2. A l'issue de ette réation, le neutron réu-père, dans le référentiel du entre de masse, environ 80% de l'énergie, soit

14, 05MeV, tandis que la partiule alpha (le noyau 4He) en réupère les 20%

Fig. 1.2 � Shéma de la réation DT.



1.2. Setion effiae 7restant, soit 3, 54MeV, la répartition de l'énergie étant inversement propor-tionnelle à la masse, de façon à onserver à la fois l'énergie et l'impulsion.Signalons aussi les réations de �ssion du lithium qui jouent un r�le dansla régénération du tritium :
6Li+ n −→ 3He + T +4, 79 MeV (1.3)
7Li+ n −→ 4He + T + n −2, 47 MeV. (1.4)1.2 Setion e�aeLa réation de fusion qui a le plus fort taux de réations aux températuresqui nous intéressent (de l'ordre de la dizaine de keV) est la réation D +T −→ 4He + n. Nous allons don entrer la disussion sur ette réation.Considérons dans un premier temps une situation où l'une des deux espèes� le deutérium par exemple � orrespond aux projetiles, tandis que l'autre� le tritium � orrespond aux ibles. Le �ux de projetiles est donné par leproduit nDv, et le nombre de réations par unité de temps et de volume estdonné par

N = nD nT σ(v)v, (1.5)où nD et nT sont les nombres de partiules de haque espèe par unité devolume, v la vitesse relative (ii la vitesse des noyaux de deutérium), et σ(v) lasetion e�ae de la réation. Alternativement σ peut s'exprimer en fontionde l'énergie de la partiule réduite
E =

1

2
µv2, (1.6)ave

µ =
mD mT

mD + mT
. (1.7)1.3 Forme de la setion e�ae σ(E)On exprime en général la setion e�ae σ(E) sous la forme du produitde 3 fateurs,

σ(E) =
S(E)

E
exp

(

−
√

EB

E

)

. (1.8)



8 Chapitre 1. Fusion thermonuléaireTout d'abord le fateur 1/E apparaît naturellement dans la mesure où toutalul de setion e�ae, en méanique quantique, fait apparaître ommesurfae de référene la grandeur
σ0 = π

(

λdB

2π

)2

, (1.9)où λdB est la longueur d'onde de de Broglie,
λdB =

h

(2µE)1/2
, (1.10)soit

σ0 =
πh2

2µE
. (1.11)1.4 Fateur de GamowLe fateur de Gamow exp(−

√

EB/E ) est lié à la répulsion oulombienneentre les deux noyaux, et plus préisément à la probabilité de franhir labarrière de potentiel orrespondante par e�et tunnel,
P (E) ∝ P0(E) = exp

(

−2

∫ r0

R

κ(r)dr

)

, (1.12)où
κ(r) =

1

~

√

2µ [V (r) − E ], (1.13)où V (r) est le potentiel oulombien répulsif,
V (r) =

e2

4πǫ0r
, (1.14)

R est le rayon en dessous duquel l'interation forte peut lier les noyaux, ii
R ≃ 4 10−15 m, et r0 la plus ourte distane d'approhe lassique des deuxnoyaux (voir �gure 1.3),

r0 =
e2

4πǫ0E
. (1.15)Pour E = 10 keV, on trouve r0 = 144 10−15 m, soit r0 ≫ R. On assimile alorsla borne inférieure de l'intégrale apparaissant dans l'équation (1.12) à 0, et



1.4. Fateur de Gamow 9

r

R r
0

E

V(r)

0

Fig. 1.3 � Shéma de l'e�et tunnel.on érit1
P0(E) ≃ exp

(

−2

∫ r0

0

κ(r)dr

) (1.16)
= exp

[

−2

∫ r0

0

1

~

√

2µ

(

e2

4πǫ0r
− E

)

dr

] (1.17)
= exp

(

−
√

8µE r0

~

∫ 1

0

√

1

x
− 1 dx

) (1.18)
= exp

(

−
√

EB

E

)

, (1.19)ave
EB = 2

(

e2

4ǫ0~

)2

µ (1.20)
= 2π2α2µc2, (1.21)où on a fait apparaître la onstante de struture �ne

α =
e2

4πǫ0~c
≃ 1

137
, (1.22)et l'énergie µc2 = 1.125GeV. D'où �nalement EB = 1.18MeV.1La prise en ompte du rapport R/r0 �ni onduit à la multipliation de l'expres-sion (1.19) par un fateur numérique appréiable � de l'ordre de 10 ii �, mais quasi-indépendant de E, et qui est en fait pris en ompte dans le fateur nuléaire S(E).
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Fig. 1.4 � Fateur nuléaire pour la réation DTLe alul qui préède n'a de sens qu'à basse énergie. il montre que, mêmesi E est inférieur au sommet de la barrière de potentiel (de l'ordre de 400 keV),le taux de réation ne s'annule pas.1.5 Fateur nuléaireLe fateur nuléaire S(E) orrespond à e qui reste de σ(E) après fato-risation de 1/E et du fateur de Gamow. Il varie ii (dans le as du DT) rela-tivement peu ave l'énergie, malgré la présene d'une résonane vers 50 keVliée à l'existene d'un état exité du omposant intermédiaire qu'est 5He. Lefateur nuléaire est de la forme (forme de Breit-Wigner)
SDT (E) ∝ 1

(E − ER)2 + Γ2/4
(1.23)ave ER ≃ 50 keV et Γ ≃ 107 keV. Notons quand même que S(E) variesensiblement moins que le fateur de Gamow.1.6 Taux thermonuléaireOn onsidère maintenant un système à l'équilibre thermodynamique. Lenombre de réations par unité de temps et de volume se alule en moyennantle résultat préédemment obtenu,

N = nD nT < σ(v)v >, (1.24)



1.6. Taux thermonuléaire 11la moyenne < ... > devant être faite sur les deux espèes de partiules. A latempérature T , la fontion de distribution de haune des espèes est donnéepar
fi(vi) =

(

mi

2πkBT

)3/2

exp

(

− miv
2
i

2kBT

)

, (1.25)où fi(vi) est normalisée à 1, 'est-à-dire
∫

fi(vi)dvi = 1. (1.26)En introduisant le vitesse relative v = vD−vT et la vitesse du entre de masse
V = (mDvD +mT vT )/(mD + mT ), ainsi que la masse totale M = mD + mT ,on transforme

< σv >=

∫

σv fD(vD)fT (vT ) dvDdvT (1.27)en
< σv >=

∫

σv f(v) dv (1.28)après avoir remarqué que le jaobien de la transformation des variables
(vD,vT ) aux variables (v,V) était égal à l'unité et après avoir intégré sur
dV. La fontion de distribution f(v) qui apparaît dans (1.28) est la fontionde distribution de la vitesse relative v.Les fontions σ(v) et f(v) étant isotropes, on peut passer en oordonnéessphériques, intégrer sur les angles, et transformer (1.28) en une intégralesimple sur dv

< σv >= 4π

∫ ∞

0

σv f(v) v2 dv, (1.29)puis sur dE

< σv >=
8π

µ2

∫ ∞

0

σ f E dE. (1.30)En expliitant alors la forme de f(v) en fontion de E,
f =

(

µ

2πkBT

)3/2

exp

(

− E

kBT

)

, (1.31)et la forme (1.8) de σ(E), on aboutit à
< σv >=

(

8

πµ

)1/2
1

(kBT )3/2

∫ ∞

0

S(E) exp

(

−
√

EB

E
− E

kBT

)

dE. (1.32)



12 Chapitre 1. Fusion thermonuléaireTandis que S(E) varie peu ave l'énergie, haun des deux termes exponen-tiels varie fortement. On dé�nit
g(E) =

√

EB

E
+

E

kBT
. (1.33)Cette fontion g est minimum pour

EG =

[

EB(kBT )2

4

]1/3

. (1.34)On a alors
g(EG) =

3EG

kBT
. (1.35)On développe alors g(E) au voisinage de EG jusqu'à l'ordre 2,

g(E) ≃ g(EG) +

(

E − EG

∆/2

)2

, (1.36)ave
∆ =

4√
3
(EGkBT )1/2 (1.37)On approxime alors

∫ ∞

0

S(E) exp [−g(E)] dE

≃ S(EG) exp

(

−3EG

kBT

)
∫ ∞

0

exp

[

−
(

E − EG

∆/2

)2
]

dE

≃
√

π

2
S(EG) exp

(

−3EG

kBT

)

∆.

(1.38)
La prise en ompte de la variation de S(E) onduit, à l'ordre le plus bas, àremplaer S(EG) par S(EG + 5

6
kBT ) dans ette expression.Le maximum de la fontion exp [−g(E)] orrespond à e qu'on appelle lepi de Gamow, d'autant plus marqué que la température est basse, puisque

∆/EG se omporte omme T 1/6.Pour kBT = 10 keV, ompte tenu de EB = 1.18MeV, on a EG = 31 keVet ∆ = 41 keV. Le pi de Gamow se situe alors à environ 3 kBT , 'est-à-diredeux fois l'énergie moyenne des partiules, et sa demi-largeur, ∆/2 ≃ 20 keV,vaut environ 2 kBT .
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Fig. 1.5 � Pi de Gamow pour la réation DT à 10 keV1.7 Comparaison des di�érentes réationsSi maintenant on alule le taux de réation à toute température et pourdi�érentes réations de fusion, on peut traer < σv > en fontion de latempérature et omparer di�érents ouples de réatifs (voir �gure 1.6). Ainsile taux de réation pour la réation DT, de l'ordre de 10−16 m3s−1 pour

Fig. 1.6 � Taux de réation pour di�érents ouples.



14 Chapitre 1. Fusion thermonuléaire
kBT = 10 keV, fr�le 10−15 m3s−1 pour kBT = 60 keV, température pourlaquelle il est maximum.On peut aussi onstater sur la �gure 1.6 que toutes les autres réationsde fusion ont des taux de réations sensiblement inférieurs dans la gamme detempérature 10-100 keV.1.8 Critères de fontionnement d'un réateur àfusionOn en vient maintenant aux ritères de fontionnement d'un réateur àfusion. Il en existe di�érentes formes, plus ou moins pertinentes suivant lesas. La première personne à avoir établi un ritère de e type est John Lawsonen 1957. Son nom est souvent assoié à es ritères, même s'il ne s'agit pastoujours de la formeoriginale.On onvient d'abord de désigner par τ le temps aratéristique de on�-nement de l'énergie dans le réateur onsidéré. On ompare alors l'énergiethermique des partiules par unité de volume,

Eth = 3 nkBT, (1.39)où on a tenu ompte à la fois de l'énergie des ions et de elle des életrons(ne = n, où ne est le nombre d'életrons par unité de volume et n = nD +nT ),et l'énergie de fusion produite pendant le temps τ dans le même volume unité,
Efusion =

1

4
n2 < σv > Qτ. (1.40)Ii on a supposé un mélange équimolaire (nD = nT = 1

2
n), et Q = 17, 59MeVdésigne l'énergie libérée par haque réation de fusion. Notons qu'on a négligédans (1.40) l'appauvrissement du ombustible du fait des réations de fusionelles-mêmes. Nous reviendrons sur e point ultérieurement.Le ritère le plus élémentaire onsiste à demander que l'énergie de fusionproduite dépasse l'énergie thermique initiale, soit Efusion > Eth, e qui seramène à

nτ >
12 kBT

< σv > Q
. (1.41)Le membre de droite de (1.41), que l'on désigne par nτcritique, est une fontionde la température qui est minimum pour T ≃ 25 keV, et qui prend alors lavaleur

nτcrit, min ≃ 3 1019 m−3s. (1.42)
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Fig. 1.7 � Breakeven et ritère de Lawson pour la réation DT.La ondition nτ > nτcritique orrespond au �breakeven� (seuil de rentabilité).Le ritère de Lawson orrespond à
η(Efusion + Eth) > Eth, (1.43)où Efusion + Eth représente l'énergie totale disponible après les réations defusion et η est un rendement de onversion. Le hoix η = 1

3
fait par Lawsononduit à

nτ >
24 kBT

< σv > Q
. (1.44)La �gure 1.7 montre le breakeven et le ritère de Lawson pour la réationDTR en fontion de la température.Diverses variantes du ritère peuvent être obtenues- en tenant ompte de rendements de di�érentes natures,- en distinguant dans l'énergie de fusion la part emportée par les partiulesalpha, 1

5
Q par réation, et la part emportée par les neutrons, 4

5
Q,- en tenant ompte de soures auxiliaires d'énergie,- en expliitant les pertes par rayonnement du plasma.Considérons par exemple la situation d'équilibre dérite par l'équationsuivante,

1

5
Pfusion + Pext =

Eth

τ
. (1.45)



16 Chapitre 1. Fusion thermonuléaireCette équation traduit l'équilibre du plasma d'un réateur à on�nement ma-gnétique sous l'e�et du hau�age par les partiules alpha (hargées, elles res-tent on�nées dans le réateur, tandis que les neutrons, insensibles au hampmagnétique, s'éhappent), du hau�age par une soure extérieure fournissantune puissane Pext et des pertes aratérisées par le temps τ . L'e�aité dela mahine est aratérisée par un fateur q, dé�ni omme le rapport entrel'énergie de fusion produite et l'énergie fournie par la soure extérieure,
q =

Pfusion

Pext
. (1.46)L'équilibre ainsi dé�ni orrespond à

nτ =
12 kBT

(

1
5

+ 1
q

)

< σv > Q
. (1.47)Une attention partiulière doit être portée aux pertes par rayonnement.Elles sont prinipalement dues au rayonnement de freinage des életrons dansle hamp oulombien des ions, de harge Z (pour le deutérium et le tritium,

Z = 1, mais on donne ii la formule générale pour pouvoir appréier le r�lenéfaste d'éventuelles impuretés de Z élevé). La puissane rayonnée par unitéde volume vaut
Pray = CrZ

3n2(kBT )1/2, (1.48)ave Cr ≃ 3, 35 10−21 keV1/2m3s−1, quand kBT est exprimé en keV, Pray enkeV1/2m−3s−1, et n en m−3. Ce résultat s'applique dans le as de plasmas�optiquement mines�, 'est-à-dire tels que les photons émis ne sont pas ré-absorbés avant de s'éhapper du plasma, omme dans le as des réateurs àon�nement magnétique.La prise en ompte du rayonnement impose une limite supérieure autemps de on�nement. En e�et, si le rayonnement était la seule soure depertes, on aurait (toujours pour un plasma optiquement mine) un tempsaratéristique de pertes donné par
nτray =

3(kBT )1/2

CrZ3
. (1.49)En prenant en ompte les autres soures de pertes, on a néessairement τ <

τray. En raisonnant sur les taux de pertes, et en séparant la partie due aurayonnement et la partie due aux autres soures de pertes, 'est-à-dire enérivant
1

τ
=

1

τray
+

1

τ ′
, (1.50)
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Fig. 1.8 � Breakeven, ritère de Lawson et ignition.on peut mettre la ondition d'équilibre sous la forme
nτ ′ =

12 kBT
(

1
5

+ 1
q

)

< σv > Q − 4 Cr(kBT )1/2
. (1.51)La valeur orrespondant à q = ∞ est représentée sur la �gure 1.8, ainsi quedeux des ritères vus préédemment. La valeur q = ∞ orrespond au ritèred'ignition ('est-à-dire d'allumage), le réateur fontionnant sans apport ex-térieur (Pext = 0). Notons que l'ignition implique une température minimale,

Tmin ≃ 4.3 keV, (1.52)puisqu'on doit avoir
< σv > > 20 Cr

(kBT )1/2

Q
(1.53)soit

< σv > > 3, 8 10−24 (kBT )1/2, (1.54)où kBT est exprimé en keV et σv en m3s−1.



18 Chapitre 1. Fusion thermonuléaire1.9 Critère sur nτTLes physiiens du on�nement magnétique utilisent maintenant des ri-tères sur le produit nτT , en fait équivalents aux ritères préédents. Ainsi ledernier ritère vu devient
nτ ′kBT =

12 (kBT )2

(

1
5

+ 1
q

)

< σv > Q − 4 Cr(kBT )1/2
, (1.55)le membre de droite pouvant être approximé pour q = ∞ par 3.3 1021m−3 s keV dans une assez large gamme de température (10 < kBT < 20 keV).1.10 Fration brûlée et gainDans l'établissement de es ritères, on ne s'est pas préoupé de l'ap-pauvrissement du ombustible : la fration brûlée est en fait faible quand onest au voisinage de nτcritique. Estimons en e�et la fration brûlée en fontiondu temps éoulé. L'appauvrissement du ombustible est dérit par l'équation

dnD

dt
=

dnT

dt
= −nDnT < σv >= −n2

D < σv >, (1.56)dont la solution est
nD =

n0

2 + n0 < σv > t
, (1.57)où n0 = nD0 + nT0 = 2nD0 est la densité initiale de noyaux. D'où la frationbrûlée

f = 1 − nD

nD0

=
n0 < σv > t

2 + n0 < σv > t
. (1.58)Ainsi, la moitié du ombustible est brûlée au bout du temps de fusion

τfus =
2

n0 < σv >
, (1.59)et on peut réérire (1.58) sous la forme

f =
t

τfus + t
. (1.60)Si on reprend le premier ritère que nous avions établi, en nous plaçantau seuil, 'est-à-dire pour τ = τcritique ave

n0τcritique =
12 kBT

< σv > Q
, (1.61)



1.11. Les deux voies de la fusion 19on voit que la fration brûlée au bout du temps τcritique est égale à
f =

τcritique

τfus + τcritique

≃ τcritique

τfus

= 6
kBT

Q
≪ 1. (1.62)A kBT = 10 keV, ette fration brûlée vaut 6 × 10/(17, 59 103) ≃ 3, 4 10−3.Le gain G est dé�ni omme le rapport

G =
Efusion

Eth
= f

Q

6 kBT
. (1.63)Il vaut 1 pour τ = τcritique. A l'inverse, au bout d'un temps in�ni, le gainmaximum est donné (pour f=1) par

Gmax =
Q

6 kBT
, (1.64)soit environ Gmax = 300 pour kBT = 10 keV.1.11 Les deux voies de la fusionDans tout e qui préède on a évoqué des onditions de plasmas quiorrespondent à des températures très élevées, de l'ordre de la entaine de

Fig. 1.9 � Vue shématique en éorhé du tokamak JET.
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Fig. 1.10 � Vue en éorhé du projet Mégajoule.millions de kelvins. A es températures, auun réipient matériel ne peutontenir le plasma, et se pose don le problème de son on�nement.Il existe prinipalement deux voies pour réaliser e on�nement. La pre-mière voie, dénommée on�nement magnétique, fait appel au hamp magné-tique, et tire partie du fait que les noyaux de deutérium et de tritium sontdes partiules hargées dont les trajetoires peuvent être ontr�lées par deshamps magnétiques appropriés. La on�guration la plus prisée est elle des�tokamaks�, qui présente une géométrie toroïdale. Atuellement la mahinela plus performante de e type est le JET (Joint European Torus), mahineeuropéenne installée en Angleterre près d'Oxford, et représentée sur la �gure1.9. Le grand projet international ITER (International Thermonulear Expe-rimental Reator) se situe dans la ontinuité des mahines préédentes. Lesplasmas de fusion par on�nement magnétique sont peu denses (de l'ordrede 1020 m−3), et le temps de on�nement (temps aratéristique lié au taux deperte d'énergie) est de l'ordre de la seonde (même si la durée des déhargespeut être beauoup plus longue).La deuxième voie porte le nom de on�nement inertiel, mais en réalitéette voie se passe de on�nement : on ompte sur l'inertie du ombustiblepour lui laisser un temps su�sant pour brûler avant sa disloation. Le om-bustible est initialement froid et ontenu dans un bille de taille millimétrique.Il est alors à la fois hau�é et omprimé pour des raisons que l'on verra plusloin, avant le délenhement des réations de fusion et la disloation de l'en-semble. Les densités atteintes au moment du délenhement des réationsde fusion sont de l'ordre de 1031 m−3, tandis que le temps de disloation du



1.11. Les deux voies de la fusion 21ombustible est de l'ordre de la dizaine de pioseondes. Pour hau�er etomprimer la bille de ombustible, on doit faire appel à une soure d'énergietrès puissante, et apable d'être foalisée sur une faible surfae. Atuellementles lasers de puissane sont les plus à même de remplir e ahier des harges.Deux grands projets sont en ours de onstrution, le projet amériain NIF(National Ignition Faility) et le projet français Mégajoule, situé à Bordeaux,dont la �gure 1.10 donne une vue en éorhé, �nalement assez semblable àelles prourées par les mahines à on�nement magnétique, dans son aspetet ses dimensions totales (si la ible est millimétrique, l'installation totale,hall laser ompris, dépasse les 300 mètres dans sa plus grande dimension).
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Chapitre 2Physique des plasmasthermonuléaires
2.1 Qu'est-e qu'un plasma ?Un plasma peut être dé�ni omme tout système physique ontenant despartiules hargées, életrons libres et ions, en proportion su�sante pour quele omportement du système présente un aratère olletif dû aux intera-tions életromagnétiques.Le omportement olletif du plasma peut être assoié au fait qu'unepartiule donnée est en interation ave l'ensemble des autres partiules (etpas seulement ave les partiules les plus prohes omme dans le as d'ungaz ou d'un liquide). Ce omportement est essentiellement dû au aratèrelongue-portée des fores d'interation oulombiennes. Soit V (r) le potentieloulombien entre deux partiules de harges q1 et q2,

V (r) =
q1q2

4πǫ0r
, (2.1)où r est la distane entre les deux partiules. Calulons l'énergie d'interation

dW d'un életron partiulier ave les életrons situés à la distane r, à drprès,
dWee ≃

e2ner

ǫ0
dr, (2.2)où ne est la densité életronique supposée homogène. On onstate que ettequantité diverge quand r tend vers l'in�ni, et qu'a fortiori l'énergie d'inter-ation d'un életron ave l'ensemble des autres életrons diverge. C'est l'une23



24 Chapitre 2. Physique des plasmas thermonuléairesdes manifestations du aratère longue portée des fores d'interation. Si e-pendant on tient ompte également de l'énergie d'interation de l'életrononsidéré ave les ions, le terme orrespondant dWei ompense exatement
dWee si la neutralité életrique est véri�ée, 'est-à-dire si ne = Zni, où Z estla harge életrique de haque ion et ni la densité ionique. Ainsi, à tout éartà la neutralité életrique orrespond une énergie életrostatique qui roît ra-pidement ave la taille de la zone onernée. En règle générale, un plasmaest quasi-neutre à l'éhelle marosopique, 'est-à-dire qu'il y a approxima-tivement autant de harges positives que de harges négatives, tandis que laquasineutralité peut éventuellement être violée à ourte éhelle.Le terme plasma reouvre en fait des systèmes physiques très variés, sui-vant la densité de partiules et la température. Le type de physique mis en jeudépend évidemment du type de plasma étudié. Disons simplement que jusquevers les années 1950 l'étude des plasmas de laboratoire était limitée à elledes déharges dans les gaz. On avait alors a�aire à des plasmas partiellementionisés, où une proportion importante des atomes ou moléules onstituantle gaz restait à l'état de partiules neutres. De nombreuses ontributions à laompréhension des phénomènes de base de la physique des plasmas venaientégalement des astrophysiiens et des géophysiiens. L'essor de la physique desplasmas atuelle date plut�t des années 1950, et du développement des re-herhes sur la fusion thermonuléaire ontr�lée. Les plasmas mis en jeu sonten général omplètement ionisés, au sens où pratiquement tous les atomes ontperdu au moins un életron, éventuellement plusieurs (on parle alors d'ionsmultihargés).
2.2 Paramètre de ouplageLes solides, les liquides et les gaz neutres se distinguent par la valeurrespetive de l'énergie inétique moyenne par partiule, K = 3kBT/2, etde l'énergie potentielle d'interation moyenne par partiule, V . Le gaz diluéorrespond à K ≫ V (V/K = 0 pour un gaz parfait) tandis que le liquide etle solide orrespondent à K . V . De la même façon, dans le as d'un plasmaomplètement ionisé auquel on se restreint dans e paragraphe, on distingueles plasmas inétiques pour lesquels K ≫ V et les plasmas orrélés pourlesquels K . V . Pour estimer l'énergie potentielle d'interation moyennepar partiule, on onsidère une partiule et son plus prohe voisin, situé enmoyenne à une distane de l'ordre de a = n−1/3. Ainsi, entre un életron et



2.3. Fréquenes plasmas életroniques et ioniques 25son plus prohe voisin de même nature, on dé�nit
Ve(ae) =

e2

4πǫ0ae

, (2.3)où ae = n
−1/3
e , et le paramètre de ouplage

Γee =
Ve(ae)

kBT
=

e2

4πǫ0aekBT
. (2.4)Numériquement on peut érire (2.4) sous la forme suivante :

Γee ≃ 14.4

[

ne(m
−3)

1030

]1/3
1

T (eV )
. (2.5)De même entre un ion et son plus prohe voisin de même nature

Vi(ai) =
Z2e2

4πǫ0ai

, (2.6)où ai = n
−1/3
i , et

Γii =
Vi(ai)

kBT
=

Z2e2

4πǫ0aikBT
, (2.7)ave Γii = Z5/3Γee. Ainsi le domaine des plasmas inétiques orrespond à

Γ ≪ 1 (forte température et densité modérée) et le domaine des plasmasorrélés à Γ & 1.Les plasmas de fusion par on�nement magnétique et dans une assezlarge mesure les plasmas de fusion par on�nement inertiel se lassent dansla atégorie des plasmas inétiques.2.3 Fréquenes plasmas életroniques et ioniquesLa fréquene plasma életronique (en réalité il s'agit d'une pulsation) joueun r�le essentiel dans les perturbations de nature életrostatique aussi bienque dans les perturbations de nature életromagnétique, en partiulier dans lealul de l'indie de réfration d'un plasma. Une façon simple de trouver sonexpression onsiste à onsidérer un plasma mono-dimensionnel initialementhomogène et neutre (ne = Zni) et à le perturber de façon à e que, à un ins-tant t > 0 donné, les életrons initialement situés en x0 se trouvent déplaésd'une quantité ξ(x0, t), tandis que les ions restent immobiles. Le hamp éle-trique qui résulte de ette séparation de harges tend à ramener les életrons



26 Chapitre 2. Physique des plasmas thermonuléairesvers leur position d'équilibre. Par ailleurs l'inertie des ions est telle que leurmouvement peut être négligé. En intégrant l'équation de Poisson entre −∞et x = x0 + ξ, on obtient, en supposant que les tranhes d'életrons restentordonnées omme dans la ondition initiale, 'est-à-dire que ∂x/∂x0 > 0,
E(x, t) =

nee

ǫ0

ξ. (2.8)Si on néglige la dispersion des vitesses des életrons et les fores de frottement(ette deuxième hypothèse est légitime dans le as des plasmas inétiques),l'équation du mouvement des életrons onsidérés s'érit alors
d2ξ

dt2
= − e

me
E = −ω2

peξ, (2.9)où ωpe est don la fréquene d'osillation naturelle des életrons, appeléefréquene plasma életronique, et dé�nie par
ω2

pe =
nee

2

meǫ0
. (2.10)Numériquement, on a

ωpe(s
−1) = 56.4 n1/2

e (m−3). (2.11)On verra plus loin que la fréquene plasma életronique joue égalementun r�le important dans la détermination de la suseptibilité diéletrique d'unplasma et dans le alul de son indie de réfration.On dé�nit de même la fréquene plasma ionique ωpi par
ω2

pi =
niZ

2e2

miǫ0
=

Zme

mi
ω2

pe ≪ ω2
pe. (2.12)La fréquene plasma ionique ne joue ependant pas un r�le équivalent à lafréquene plasma életronique, dans la mesure où il y a peu de situationsoù l'on peut onsidérer le mouvement des ions indépendamment de elui deséletrons.2.4 Longueur de Debye et e�et d'éranIntroduisons tout d'abord la vitesse thermique des partiules de l'espèej,

vtj =

(

kBTj

mj

)1/2

. (2.13)



2.4. Longueur de Debye et effet d'éran 27Dans ette expression Tj aratérise la "température" de l'espèe j. On verraplus loin que, hors équilibre thermodynamique, on peut e�etivement dé�nirdes températures di�érentes pour les di�érentes espèes de partiules.La longueur de Debye est la distane parourue par un életron de vitesse
vte pendant le temps t = ω−1

pe , soit
λD =

vte

ωpe
=

(

ǫ0kBTe

nee2

)1/2

, (2.14)ou enore, numériquement,
λD(m) = 7.43 × 103 T 1/2

e ( eV) n−1/2
e (m−3). (2.15)La longueur de Debye est aussi la distane aratéristique d'érantage desphénomènes életrostatiques dans les plasmas. Pour illustrer ette a�rma-tion, on onsidère le modèle suivant : soit une harge életrique q située àl'origine des oordonnées, dans un plasma où les ions onstituent un fondontinu homogène, tandis que les életrons sont en équilibre de Boltzmannave le potentiel életrostatique φ. L'équation de Poisson prend alors la forme

∆φ = − 1

ǫ0

[

qδ(r) + ni0Ze − ne0e exp

(

eφ

kBTe

)]

. (2.16)Pour des partiules interagissant faiblement ('est-à-dire dans un plasma fai-blement orrélé pour lequel Γei ≪ 1), on peut développer le terme exp(eφ/kBTe)à l'ordre 1 en puissane du petit paramètre eφ/kBTe. En utilisant d'autre partl'hypothèse de neutralité életrique globale, ne0 = Zni0, on obtient
∆φ − φ

λ2
D

= − q

ǫ0
δ(r), (2.17)dont la solution est

φ =
q

4πǫ0r
exp

(

− r

λD

)

. (2.18)Ce résultat montre que la harge est érantée sur une distane λD (voirFig. 2.1). Pour des distanes petites devant la longueur de Debye, le po-tentiel est elui d'une harge nue, tandis que pour r & λD la déroissaneexponentielle domine le omportement de φ. L'e�et d'éran est dû au faitque le "�uide" életronique réagit à la présene de la harge q. Si q > 0 leséletrons sont attirés par la harge et leur ontribution au potentiel vient
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DFig. 2.1 � Potentiel oulombien nu et potentiel éranté en fontion du para-mètre r/λD.s'opposer à elui de la harge nue : le potentiel de l'ion est éranté par la dé-formation du nuage életronique qu'il induit. L'exès d'életrons au voisinagede l'ion onsidéré orrespond à une densité
δne(r) ≃ ne0

[

eφ(r)

kBTe

]

. (2.19)On véri�e bien entendu que
∫ ∞

0

e δne(r) 4πr2dr = q, (2.20)e qui signi�e que la harge totale orrespondant à et exès d'életronsompense exatement la harge q.Notons ii que le développement du terme exp(eφ/kBTe) que nous avonsutilisé pour passer de (2.16) à (2.17) n'a de sens que si l'argument de l'ex-ponentielle est petit devant 1 quand r est de l'ordre de λD. Pour une harge
q orrespondant à un ion hargé une fois, la ondition peut s'érire (à unfateur 4π près)

ne0λ
3
D ≫ 1, (2.21)ondition qui aratérise les plasmas faiblement orrélés, au même titre quela ondition équivalente Γee ≪ 1, puisque

Γee =
1

4π

(

1

neλ3
D

)2/3

. (2.22)



2.5. Equations de propagation pour E and B 292.5 Equations de propagation pour E and BPour obtenir les équations de propagation des ondes életromagnétiquesdans un plasma, on part des équations de Maxwell
∇ · B = 0, (2.23)
∇× E = −∂B

∂t
, (loi de Faraday) (2.24)

∇ · E =
ρ

ǫ0
, (équation de Poisson) (2.25)

∇× B = µ0

(

j + ǫ0
∂E

∂t

)

, (loi d'Ampère) (2.26)où ρ et j sont les densités de harge et de ourant.En prenant le rotationnel de l'équation de Faraday (2.24) et en utilisantla loi d'Ampère (2.26) on obtient
∇×∇× E +

1

c2

∂2E

∂t2
= −µ0

∂j

∂t
. (2.27)Considérons un plasma stationnaire et une onde dont le hamp életriqueosille à la fréquene ω, ave

E(r, t) = ℜ[E(r) exp(−iωt)], (2.28)tandis que le ourant életrique réé dans le plasma suit la même dépendane,
j(r, t) = ℜ[j(r) exp(−iωt)]. (2.29)La théorie de la réponse linéaire relie la densité de ourant dans le plasma

j(r) au hamp életrique E(r) via la suseptibilité diéletrique χ(ω) (qui estune quantité salaire si on se restreint à un plasma froid non magnétisé ouaux modes életromagnétiques dans un plasma non magnétisé),
j(r) = −iωǫ0χ(ω)E(r). (2.30)On dé�nit de même la fontion diéletrique

ǫ(ω) = 1 + χ(ω). (2.31)Alors l'équation (2.27) prend la forme
∆E −∇(∇ · E) +

ω2

c2
ǫ(ω)E = 0, (2.32)



30 Chapitre 2. Physique des plasmas thermonuléairesoù on a utilisé l'égalité
∇×∇× E = ∇(∇ ·E) − ∆E. (2.33)En prenant le rotationnel de l'équation d'Ampère (2.26) et en utilisant laloi de Faraday (2.24), on obtient une équation similaire pour le hamp ma-gnétique,

∆B +
1

ǫ
∇ǫ ×∇×B +

ω2

c2
ǫB = 0, (2.34)où on a utilisé ∇ · B = 0.2.6 Réponse diéletrique d'un plasma �froid�non-ollisionnelLe as le plus simple orrespond à l'approximation d'un plasma froid non-ollisionnel (pour lequel on peut négliger les termes de pression et les termesollisionnels) et non-magnétisé. On érit d'abord l'équation du mouvementdes partiules de l'espèe j dans le adre de ette approximation,

∂vj

∂t
+ (vj · ∇)vj =

qj

mj

(E + vj × B). (2.35)Ii vj(r, t) est la vitesse moyenne des partiules de l'espèe j au point r età l'intant t. Dans le membre de gauhe apparaît la dérivée lagrangienne [oudérivée �en suivant le mouvement�, ∂/∂t + (vj · ∇)℄ de la vitesse vj . Dansle adre de la théorie de la réponse linéaire, le terme en vj × B et la di�é-rene entre dérivée lagangienne et dérivée eulérienne ('est-à-dire la dérivéepartielle ∂vj/∂t) sont d'ordre deux, si bien que l'équation du mouvement sesimpli�e et il reste
∂vj

∂t
=

qj

mj

E. (2.36)La reherhe d'une solution de la forme
vj(r, t) = ℜ[vj(r) exp(−iωt)], (2.37)onduit à

vj(r) = −qjE(r)

imjω
. (2.38)La suseptibilité diéletrique χj des partiules de l'espèe j est reliée à ladensité de ourant orrespondante jj = njqjvj par

jj = −iωǫ0χj(ω)E, (2.39)



2.7. Ondes életromagnétiques 31ave
χj(ω) = −

ω2
pj

ω2
. (2.40)où l'on retrouve la fréquene plasma életronique ωpe et la fréquene plasmaionique ωpi dé�nies au paragraphe 2.3. Comme ωpi ≪ ωpe, la réponse diéle-trique totale du plasma est essentiellement due aux életrons, ave

χ = χe + χi ≃ χe = −
ω2

pe

ω2
. (2.41)Finalement, on érit pour la fontion diéletrique du plasma froid :

ǫ(ω) = 1 + χ ≃ 1 −
ω2

pe

ω2
. (2.42)2.7 Ondes életromagnétiquesOn se onentre maintenant sur les ondes életromagnétiques. En plasmahomogène elles-i orrespondent à ∇ · E = 0, si bien que l'équation depropagation (2.32) devient simplement1

∆E +
ω2

c2
ǫ(ω)E = 0. (2.43)On herhe des solutions de la forme E(r) = E exp(ik · r). Les ondeséletromagnétiques orrespondent alors à k · E = 0, et l'équation (2.43)onduit à la relation

k =
ω

c
N(ω), (2.44)où N(ω) =

√

ǫ(ω) est l'indie optique du plasma. En utilisant la réponsediéletrique (2.42) établie préédemment, on a
ω2 = ω2

pe + k2c2. (2.45)Ces équations onstituent di�érentes formes de la relation de dispersion desondes életromagnétiques dans un plasma. La ourbe donnant ω en fontiondu nombre d'onde k est représentée sur la �gure 2.2.Le nombre d'onde k est réel si et seulement si ǫ(ω) > 0, e qui implique
ω > ωpe, 'est-à-dire ne < nc(ω), où nc(ω) est la densité ritique assoiée àla fréquene ω,

nc(ω) =
meǫ0ω

2

e2
. (2.46)1dans un plasma homogène, B satisfait la même équation (2.43) que E.
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Fig. 2.2 � Relation de dispersion des ondes életromagnétiques. En pointillés,la relation de dispersion dans le vide, ω = kc.Il peut être utile d'exprimer la densité ritique en fontion de la longueurd'onde du rayonnement életromagnétique dans le vide, soit
nc =

4π2me

µ0e2λ2
, (2.47)ou enore, numériquement,

nc(m
−3) = 1.1 × 1027 λ−2

µ , (2.48)où λµ est la longueur d'onde exprimée en mirons.Notons enore que la fontion diéletrique peut également être expriméeen fontion du rapport ne/nc,
ǫ(ω) = 1 − ne

nc
. (2.49)A partir de la relation de dispersion (2.45) on alule la vitesse de phasede l'onde,

vφ =
ω

k
= c

(

1 −
ω2

pe

ω2

)−1/2

, (2.50)et la vitesse de groupe,
vg =

∂ω

∂k
= c

(

1 −
ω2

pe

ω2

)1/2

. (2.51)



2.7. Ondes életromagnétiques 33On véri�e bien que la vitesse de groupe vg reste inférieure à la vitesse de lalumière c. La vitesse de phase vφ, quant à elle, est supérieure à la vitesse dela lumière, ave vgvφ = c2.Ainsi une onde életromagnétique de fréquene ω ne peut se propagerdans un plasma que si la densité életronique de elui-i est inférieure à ladensité ritique nc(ω). Dans le as ontraire, le nombre d'onde k devientimaginaire pur, e qui orespond à une onde évanesente,
k =

i

c

(

ω2
pe − ω2

)1/2
. (2.52)A la limite basse-fréquene, ω ≪ ωpe, et on a k ≃ i ωpe/c. On appelle longueurde peau ou épaisseur de peau la distane sur laquelle le hamp életrique estréduit dans le fateur 1/e, soit

lpeau =
c

ωpe

. (2.53)Pour terminer e paragraphe, on peut remarquer qu'il est possible des'a�ranhir de l'hypothèse plasma �froid� dans le as des ondes életroma-gnétiques. Erivons tout d'abord l'équation du mouvement des partiules del'espèe j en inluant le terme orrespondant à la fore de pression2,
∂vj

∂t
+ (vj · ∇)vj =

qj

mj
(E + vj × B) − 1

njmj
∇Pj (2.54)Erivons ensuite le gradient de la pression des partiules de l'espèe j dansle adre de l'approximation adiabatique, Pj ∝ n

γj

j , soit
∇Pj = γjkBTj∇nj . (2.55)L'équation du mouvement linéarisée devient

∂vj

∂t
=

qj

mj

E − γj
kBTj

nj0mj

∇nj1, (2.56)où nj0 et nj1 représentent respetivement la densité non perturbée et la per-turbation de densité des partiules de l'espèe j. La perturbation nj1 peutêtre reliée à la vitesse �uide vj grâe à l'équation de ontinuité,
∂nj

∂t
+ ∇ · (njvj) = 0, (2.57)2en toute rigueur le terme de fore de pression a la forme de la divergene d'un tenseurd'ordre deux, appelé tenseur de pression, et ne se réduit au gradient d'un salaire quedans le as où le tenseur est proportionnel au tenseur identité, e que nous supposonsimpliitement ii.
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∂nj1

∂t
= −(∇ · nj0vj). (2.58)Pour une onde életromagnétique en plasma homogène, ∇ · E = 0 implique

∇·vj = 0 et don nj1 = 0. L'onde életromagnétique se propage sans pertur-bation de la densité des espèes, et don sans apparition de densité de harges(on a a�aire à des plans de harges osillant parallèlement à eux-mêmes), sibien que le terme orretif dû à la pression, apparaissant dans l'équation(2.56), s'annule. Ainsi, pour les ondes életromagnétiques, la prise en omptede la dispersion des vitesses des partiules et don de la pression ne modi�epas le résultat de la théorie utilisant l'approximation plasma froid.2.8 Ondes plasmas életroniques : orretionsthermiquesLes ondes életrostatiques orrespondent à ∇×E = 0. L'équation (2.32)onduit alors simplement à ǫ(ω) = 0, e qui, dans le adre de l'approximationplasma froid non ollisionnel du paragraphe 2.6, donne ω = ωpe, résultat déjàobtenu au paragraphe 2.3 ave une approhe un peu di�érente. Ainsi dans unplasma froid les ondes plasma életroniques ont une fréquene bien dé�nie etne se propagent pas, ar la vitesse de groupe ∂ω/∂k y est nulle.Au ontraire des ondes életromagnétiques, les ondes életrostatiques or-respondent à des ondes de densité de harges. En utilisant l'équation deontinuité linéarisée (2.58) et un hamp életrique de la forme
E(r, t) = ℜ[E exp i(k · r− ωt)], (2.59)on obtient la relation entre la perturbation de densité nj1 et la perturbationde vitesse vj de haque espèe,

nj1 = nj0
k · vj

ω
. (2.60)Si on prend en ompte les termes de pression dans le alul des ondeséletrostatiques, plusieurs e�ets apparaissent. Tout d'abord la fréquene desondes plasmas életroniques est modi�ée pour kλD > 0 et es ondes de-viennent dispersives (ω dépend maintenant de k) et se propagent à une vi-tesse �nie. D'autre part un nouveau mode d'osillations apparaît, orrespon-dant aux modes aoustiques ioniques ou modes sonores. En�n, aussi bienles ondes plasmas életroniques que les ondes aoustiques ioniques subissent



2.8. Ondes plasmas életroniques : orretions thermiques 35un amortissement d'origine non ollisionnelle, déouvert par Landau. Danse paragraphe, on s'intéresse uniquement à la orretion de la relation dedispersion des ondes plasmas életroniques.Reprenons don l'équation du mouvement des partiules de l'espèe j[Eq. (2.56)℄, dérivons-la par rapport au temps, et utilisons l'équation deontinuité (2.58) pour éliminer la perturbation de densité au pro�t de ladivergene de la vitesse. On obtient
∂2vj

∂t2
=

qj

mj

∂E

∂t
+ γjv

2
tj

1

nj0

∇(∇ · nj0vj). (2.61)A nouveau on se restreint à un plasma homogène et on onsidère un hampéletrique de la forme (2.59). Pour les modes életrostatiques on a k ‖ E eton déduit failement de l'équation (2.61) la suseptibilité diéletrique longi-tudinale des partiules de l'espèe j,
χj‖(ω, k) = −

ω2
pj

ω2 − γjk2v2
tj

. (2.62)Pour les modes plasmas életroniques la ontribution des ions peut être né-gligée et la relation de dispersion devient
ǫ‖(ω, k) ≃ 1 −

ω2
pe

ω2 − γek2v2
te

= 0, (2.63)ou
ω2 = ω2

pe + γek
2v2

te. (2.64)Reste à préiser la valeur du oe�ient γe. En e qui onerne les modesplasmas életroniques, les életrons suivent une loi adiabatique ave γe = 3,orrespondant à la prise en ompte du seul degré de liberté assoié à ladiretion du veteur d'onde k, et on arrive à la relation
ω2 = ω2

pe + 3k2v2
te. (2.65)La �gure 2.3 représente la relation de dispersion des ondes plasmas életro-niques.Cette valeur γe = 3 peut être justi�ée par la théorie inétique des ondesplasmas ('est-à-dire la théorie permettant de dérire les évolutions des fon-tions de distributions en position et en vitesse des partiules), qui de surroîtspéi�e les onditions de validité de l'hypothèse adiabatique. Cette onditionest

kλD ≪ 1. (2.66)
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DFig. 2.3 � Relation de dispersion des ondes plasmas életroniques. La validitédu alul est ependant limitée à kλD . 0.3 − 0.4, e que traduit la partiede la ourbe traée en pointillés.D'autre part la possibilité de négliger l'amortissement de Landau évoqué plushaut orrespond à la même ondition. En pratique la relation de dispersion(2.64) peut être utilisée dans la plupart des as jusqu'à kλD . 0.3 − 0.4.Ainsi la fréquene des ondes plasmas életroniques n'exède que de peu lafréquene plasma életronique.La vitesse de phase vaut

vφ =
ω

k
≃ ωpe

k
=

vte

kλD
. (2.67)La ondition de validité de l'hypothèse adiabatique (2.66) s'érit aussi vφ ≫

vte, 'est-à-dire que la vitesse de phase de l'onde doit rester plus grande quela vitesse de la plupart des partiules.La vitesse de groupe est maintenant di�érente de 0,
vg = 3

kv2
te

ω
≃ 3 (kλD)vte. (2.68)Cette vitesse est plus petite que la vitesse thermique des életrons, mais peutdevenir omparable.



2.9. Ondes aoustiques ioniques 372.9 Ondes aoustiques ioniquesInluons maintenant la ontribution ionique à la fontion diéletrique,
ǫ‖(ω, k) = 1 + χe‖ + χi‖ = 1 −

ω2
pe

ω2 − γek2v2
te

−
ω2

pi

ω2 − γik2v2
ti

. (2.69)L'équation ǫ‖(ω, k) = 0 est du seond ordre en ω2 et possède don unedeuxième raine qui appartient au domaine des basses fréquenes, ω ≪ kvte,pour lequel on peut approximer (2.69) par
ǫ‖(ω, k) ≃ 1 +

ω2
pe

γek2v2
te

−
ω2

pi

ω2 − γik2v2
ti

= 0. (2.70)Cette raine orrespond aux modes aoustiques ioniques, également appelésmodes sonores du plasma. La ondition ω ≪ kvte signi�e également que lavitesse de phase de l'onde est petite devant la vitesse thermique des éle-trons, et que don les életrons ont tout le temps de se mettre en équilibrede Boltzmann ave le potentiel életrostatique de l'onde. Cei orrespond àl'hypothèse isotherme γe = 1. D'autre part, et là on antiipe sur le résultat�nal et sur le résultat d'une théorie inétique, la vitesse de phase de l'ondeaoustique ionique doit rester grande devant la vitesse thermique des ions,
vφ ≫ vti, e qui justi�e la valeur γi = 3. La résolution de (2.70) donne alors

ω2 =
k2c2

s

1 + k2λ2
D

+ 3 k2v2
ti, (2.71)où cs est la vitesse aoustique ionique dé�nie par

cs = ωpiλD =

(

ZkBTe

mi

)1/2

=

(

ZTe

Ti

)1/2

vti. (2.72)La vitesse cs joue le r�le d'une vitesse sonore. A noter qu'elle est dé�nie àpartir de la pression életronique et de la masse ionique.Une première simpli�ation onsiste à négliger le seond terme du membrede droite de l'équation (2.71), e qui autorisé par l'hypothèse vφ ≫ vti faiteplus haut. Cei implique
ZTe ≫ Ti. (2.73)La relation de dispersion se simpli�e alors,

ω2 =
k2c2

s

1 + k2λ2
D

, (2.74)
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Fig. 2.4 � Relation de dispersion des ondes aoustiques ioniques pour ZTe ≫
Ti.e qui, ompte tenu de la dé�nition de cs, implique ω < ωpi.La �gure 2.4 représente la relation de dispersion des ondes aoustiquesioniques dans la limite ZTe ≫ Ti.Les vitesses de phase et de groupe s'obtiennent failement à partir del'équation (2.74), soit

vφ =
cs

(1 + k2λ2
D)1/2

, (2.75)et
vg =

cs

(1 + k2λ2
D)3/2

. (2.76)Une simpli�ation supplémentaire peut être faite pour les perturbationsde grande longueur d'onde, kλD ≪ 1. Les équations (2.74)-(2.76) deviennentalors simplement
ω = kcs. (2.77)et

vφ = vg = cs. (2.78)Les ondes aoustiques ioniques orrespondent à des osillations simulta-nées des deux espèes onstituant le plasma, életrons et ions. A partir de
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Chapitre 3Con�nement inertiel
3.1 IntrodutionLe on�nement inertiel orrespond à la deuxième voie pour la fusion ther-monuléaire ontr�lée. Chronologiquement elle est apparue au grand jour en1972, une quinzaine d'années après la voie par on�nement magnétique.En réalité le terme de on�nement est ii abusif dans la mesure où préi-sément il n'y a pas de on�nement du ombustible : 'est son inertie qui �xela durée de son expansion et en pratique la durée de la phase de fusion.On sait que le ombustible doit être porté à une température thermo-nuléaire, de l'ordre de 5 à 10 keV. On verra qu'il doit également être om-primé. Une soure extérieure doit don fournir l'énergie orrespondante. Ilpeut s'agir de lasers impulsionnels de haute intensité ou de faiseaux de par-tiules (en général des ions).3.2 Le paramètre de on�nement ρR et le tauxde ombustible brûléOn onsidère don une sphère de rayon R0 ontenant le ombustible, portéà très haute température. Sous l'e�et de sa pression, la sphère se détenddans le vide environnant. La détente se fait par l'intermédiaire d'une onde41
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Fig. 3.1 � Shéma de la densité d'une sphère se détendant dans le vide, à desisntants suessifs. La ourbe en pointillés orrespond à la densité initiale.La température présente une évolution analogue.de raréfation qui part du bord de la sphère et qui se propage vers le entrede la ible à la vitesse du son cs, en suivant l'équation
R(t) = R0 − cst, (3.1)où cs = (γP/ρ)1/2. Pour un gaz parfait monoatomique γ = 5/3, tandis que

P

ρ
= 2

kBT

mf
, (3.2)où mf = 2.5 mp (moyenne entre la masse du deutérium et la masse du tri-tium), et où le fateur 2 provient de la prise en ompte de la pression deséletrons libres. Numériquement, on a

cs(m/s) ≃ 3.6 105 T
1/2keV . (3.3)Le temps de [dé-℄on�nement est le temps que met l'onde de raréfation pourparvenir au entre de la bille, soit

τconf = R0/cs. (3.4)Il doit être omparé au temps de fusion, donné par l'équation (1.59), que l'onrappelle ii pour un mélange équimolaire DT (nD0 = nT0 = n0/2),
τfus =

2

n0 < σv >
. (3.5)



3.2. Le paramètre de onfinement ρR 43Le taux de ombustible brûlé est une fontion du rapport τconf/τfus, que l'onpeut érire
τconf

τfus
=

n0 < σv > R0

2 cs
=

< σv >

2 mfcs
ρR0. (3.6)Un alul élémentaire permet de déterminer approximativement le tauxde ombustible brûlé. La fration brulée est donnée par

f =
Nfusion

N0/2
, (3.7)où N0 = n0V0 est le nombre initial total de noyaux de deutérium et de tritiumontenus dans la sphère de rayon R0 et de volume V0, et Nfusion le nombretotal de réations de fusion.Pour estimer Nfusion, on va faire un ertain nombre d'approximations.Tout d'abord on va onsidérer que seule la région entrale de la bille, elle quin'a pas enore été atteinte par l'onde de raréfation, est le siège de réationsde fusion. On onsidère que les régions qui se détendent ne ontribuent pas,du fait de la hute rapide de la densité et de la température au-delà durayon R(t). Ensuite on néglige la variation temporelle de température quipourrait résulter des réations de fusion. En�n on néglige l'appauvrissementdu ombustible, e qui orrespond à la limite f ≪ 1.On peut alors érire

dNfusion

dt
=

1

4
n2

0 < σv > V (t), (3.8)où V (t) est le volume du ÷ur siège des réations de fusion,
V (t) = V0

(

1 − t

τconf

)3

. (3.9)L'intégration sur le temps (de 0 à τconf) onduit à
Nfusion =

1

16
n2

0 < σv > V0τconf , (3.10)e qui indique que le temps e�etif de réation est en fait τconf/4 (temps aubout duquel on peut véri�er que 58 % de la bille s'est détendue dans le vide).On obtient alors un taux de ombustible brûlé égal à
f =

τconf

4 τfus
=

< σv >

8 mfcs
ρR0 =

ρR0

(ρR0)∗
, (3.11)
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Fig. 3.2 � Valeur du paramètre (ρR0)
∗, exprimé en g/m2, en fontion de latempérature, pour la réation DT, ainsi que pour quelques autres réationsde fusion. (Note : les auteurs de e alul [1℄ n'ont pas tenu ompte du fateur

γ = 5/3, e qui induit une petite sous-estimation du résultat.)où
(ρR0)

∗ =
8 mfcs

< σv >
. (3.12)Pour kBT = 25 keV, on a < σv >≃ 6 10−16 m3/s, cs ≃ 1.8 108 m/s, et

(ρR0)
∗ ≃ 10 g/m2. (3.13)La prise en ompte de l'appauvrissement peut se faire via une formuleapprohée bâtie sur le même prinipe que la formule (1.60), dans laquelle onremplae le temps t par le temps e�etif de réation, τconf/4, e qui donne

f ≃ ρR0

(ρR0)∗ + ρR0

. (3.14)Diverses approximations ont été faites dans l'établissement des équations(3.12) et (3.14), mais des aluls numériques plus préis onduisent à unrésultat prohe de (3.14), ave une valeur aratéristique un peu plus petitedu paramètre (ρR0)
∗, 'est-à-dire

(ρR0)
∗ ≃ 7 g/m2, (3.15)pour des températures initiales de l'ordre 10 keV et au-delà. Ainsi, pourbrûler 30 % du ombustible, il faut réaliser ρR0 ≃ 3 g/m2.



3.3. Critère type Lawson 453.3 Critère type LawsonOn a vu dans le hapitre 1 que le ritère orrespondant à un gain G = 1orrespondait à une fration brûlée f = 6 kBT/Q, e qui, dans le ontexte dela fusion par on�nement inertiel, pour laquelle on a aussi f = ρR0/(ρR0)
∗,onduit au ritère

ρR0, critique = 6
kBT

Q
(ρR0)

∗, (3.16)soit, pour pour kBT = 25 keV,
ρR0, critique ≃

1

120
(ρR0)

∗ ≃ 6 10−2 g/m2. (3.17)3.4 Néessité d'une ompressionPour déterminer les paramètres géométriques de la bille de ombustible,on va se �xer deux ritères :- on veut un taux de ombustion de 30 %, e qui, d'après (3.14) et (3.15),orrespond à ρR0 ≃ 3 g/m2 ;- on veut limiter l'énergie dégagée à 100MJ (e qui orrespond à environ25 kg d'explosif himique : au-delà, on raint les e�ets méaniques liés àl'explosion). Cei limite la masse de la bille à 1mg, puisque l'énergie defusion dégagée par gramme brûlé vaut
Efusion =

17, 6 106 × 1, 6 10−19

5 × 1, 67 10−24
= 3, 37 1011 J. (3.18)Or on peut érire la masse M de la bille sous la forme

M =
4π

3
ρR3

0 =
4π

3

(ρR0)
3

ρ2
. (3.19)La densité du ombustible qui résulte de es onditions est donnée par

ρ =

[

4π

3

(ρR0)
3

M

]1/2

, (3.20)soit ρ ≃ 340 g/m3 pour ρR0 = 3 g/m2 et M = 1mg, à omparer ave ladensité qui règne au entre du Soleil, environ 150 g/m3. Si on ompare enrevanhe ave la densité du DT solide (soit 0,225 g/m3), on se rend omptequ'il faut omprimer jusqu'à 1500 fois le DT solide pour parvenir aux ondi-tions reherhées.



46 Chapitre 3. Confinement inertielOn en déduit le rayon R0,
R0 =

ρR0

ρ
≃ 90 µm, (3.21)et le temps e�etif de réation,

τconf

4
=

R0

4 cs
≃ 12, 5 ps. (3.22)De façon générale la relation Mρ2 = 4π

3
(ρR0)

3 montre que, à ρR0 donné,plus on souhaite une masse de ombustible faible, plus la densité doit êtreélevée.Estimons maintenant l'énergie qu'il faut apporter au ombustible pour leporter à la température de fontionnement. Pour les paramètres onsidérés(T = 25 keV, Efusion = 100MJ, f = 0, 3) le gain G vaut environ 36, etl'énergie thermique à fournir au ombustible vaut
Eth =

Efusion

G
≃ 2, 8MJ. (3.23)Enore s'agit-il seulement de l'énergie à fournir au ombustible. Compte tenudes rendements de onversion entre l'énergie soure (laser ou autre) et l'éner-gie �nalement transmise au ombustible, on se rend ompte qu'il faut dispo-ser �à la prise� d'une énergie bien supérieure enore, et absolument irréaliste.La situation serait don partiulièrement ompromise sans le onept d'al-lumage par point haud, que nous allons aborder maintenant.3.5 Allumage par point haudOn peut réduire onsidérablement l'apport initial d'énergie en utilisantle onept de �point haud� et l'énergie des partiules alpha produites parles réations de fusion. L'idée est la suivante : au lieu de porter tout leombustible à la température thermonuléaire à l'aide d'une soure d'énergieextérieure, on se ontente de n'y porter qu'une faible partie, onstituée parun point haud. On utilise alors l'énergie des réations de fusion libérée danse point haud pour hau�er les ouhes voisines. Une onde de ombustionthermonuléaire divergente peut alors envahir toute la ible.Pour que ela soit possible, il faut que les partiules alpha d'énergie3,5MeV déposent leur énergie au voisinage de l'endroit où elles sont apparues.



3.5. Allumage par point haud 47Or leur libre parours moyen ollisionnel λ (distane au bout de laquelle ellesont édé leur énergie par ollisions oulombiennes sur les partiules hargéesdu plasma ambiant de température T et de densité ρ) est donné par
λ(m) ≃ 2 10−2 T (keV)

ρ(g/m3)
. (3.24)Pour T = 10 keV on trouve

ρλ ≃ 0, 2 g/m2. (3.25)Par omparaison, le libre parours moyen des neutrons est sensiblement plusélevé.En pratique, il faut que le rayon du point haud soit de l'ordre de λ. Ainsion peut gagner plusieurs ordres de grandeur sur l'énergie initiale à fournir,d'autant que porter le point haud à environ 7 keV peut su�re à délenherl'allumage. L'énergie néessaire pour hau�er le point haud est alors
Epoint haud ≃ 2, 8 × 7

25
×
(

0, 2

3

)3

(MJ) (3.26)
≃ 225 J, (3.27)tandis que la masse du point haud est

mpoint haud(mg) ≃ 1 ×
(

0, 2

3

)3 (3.28)
≃ 3 10−3. (3.29)Le bilan énergétique doit également tenir ompte de l'énergie néessaire pouromprimer le reste du ombustible. Celle-i est au moins égale à l'énergieinterne des életrons dégénérés, soit

Eompression(kJ) ≃ 0, 32 × M(mg) × ρ2/3(g/m2) (3.30)
≃ 15 kJ. (3.31)On voit que le onept de point haud fait gagner plusieurs ordres degrandeur sur l'énergie initiale à investir dans le ombustible. Les estimationsqui ont été faites dans ette setion orrespondent à une situation isohore('est-à-dire où il y a égalité des densités du point haud et du reste duombustible). On pourrait de même se plaer dans un régime isobare (égalitédes pressions, ave un point haud moins dense que le reste du ombustible).Les hi�res seraient di�érents, mais pas la onstatation portant sur l'intérêtdu point haud.
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F r o n td e c h o c F r o n td ’ a b l a t i o n D e n s i t éc r i t i q u e D é t e n t eZ o n e d ec o n d u c t i o nZ o n e s o u sc h o cS o l i d e �
T

Fig. 3.3 � Shéma de la densité et de la température en fontion du rayond'une ible solide irradiée par un laser arrivant de la droite. Le laser pénètrejusqu'à la densité ritique en déposant une fration de son énergie. L'énergieabsorbée est transportée vers l'intérieur par ondution thermique. Le frontd'ablation sépare la zone en détente (vers la droite) de la zone sous ho enmouvement vers la gauhe. Le front de ho se propage dans le solide nonenore perturbé.3.6 La phase d'implosionPréalablement à l'allumage, la ompression du ombustible doit être ob-tenue par implosion d'une ible de taille millimétrique. Pour arriver à unebille de ombustible de 90µm omprimée à 1500 fois la densité du DT solide,il faut par exemple partir d'une bille de DT solide d'environ 1mm. La om-pression est due à une pression exerée à la périphérie de la bille. C'est donen portant les ouhes externes de la bille à très haute température qu'onpeut voir s'exerer ette pression. Pour porter es ouhes externes à trèshaute température, on doit fournir une énergie importante dans un tempsorrespondant au temps d`'implosion (typiquement de l'ordre de la dizainede nanoseondes). Trois soures d'énergie peuvent être utilisées :- un rayonnement laser intense ;- des partiules énergétiques (a priori des ions) ;- un rayonnement X intense.Dans le dernier as, le rayonnement X intense peut lui même avoir été produitpar l'interation de l'une des deux premières soures ave un onvertisseur(on parle alors d'attaque indirete).Préisons la séquene :
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Fig. 3.4 � Shéma d'une ible en forme de oquille remplie de DT gazeux.Une ouhe de DT solide tapisse l'intérieur de la oquille, dont la partieextérieure, qui sera ablatée, peut être onstituée de plastique. Les shémas a,b, et  orrespondent respetivement à la ible dans son état initial, pendantla phase d'implosion, et à la �n de l'implosion, au moment de l'allumage(d'après Clefs CEA n◦49, printemps 2004).- l'énergie est absorbée par les ouhes extérieures ;- elles-i sont portées à très haute température et très haute pression ;- elles se détendent dans le vide en exerçant une pression sur les ouhes plusinternes ;- es ouhes intermédiaires se mettent elles-mêmes en mouvement dans lesens entripète (e�et fusée) : 'est l'implosion. La frontière entre les ouhesen détente vers le vide et les ouhes en mouvement entripète porte le nomde front d'ablation. Ce front d'ablation progresse lui-même vers l'intérieur dela bille, 'est-à-dire qu'une même ouhe peut suessivement être aéléréevers l'intérieur puis rattrapée par le front d'ablation et rejoindre la détente.En�n les ouhes en mouvement entripète sont préédées par un ho quiles sépare de la partie non perturbée de la bille, et qui progresse égalementvers le entre de la bille (voir �gure 3.3).Le méanisme est entretenu tant que de l'énergie ontinue à être absorbéeen périphérie.La bille peut être solide, mais des aluls ont montré que l'e�aité del'implosion était arue quand on utilisait des oquilles remplies de DT ga-zeux (voir �gure 3.4). Le rapport d'aspet R0/∆R0, où R0 est le rayon initialet ∆R0 l'épaisseur initiale de la oquille est typiquement de l'ordre de 10.L'augmenter permettrait en théorie d'obtenir un meilleur rendement, maismettrait en péril la stabilité et la symétrie de l'implosion. Pour que le DTsoit sous forme liquide ou solide, déposé sur la fae interne de la oquille, sa
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Fig. 3.5 � Shéma d'attaque indirete (d'après Clefs CEA n◦49, printemps2004).température initiale doit être très basse, inférieure à 20K, d'où la néessitéd'utiliser la ryogénie pour préparer es ibles.3.7 Attaque indiretePlut�t que d'attaquer diretement la ible de ombustible ave les fais-eaux laser, on peut hoisir de onvertir e rayonnement en un rayonnementseondaire dans le domaine des rayons X. L'idée est de fabriquer une eneinteremplie de rayonnement prohe de elui d'un orps noir (de température del'ordre de 200 à 300 eV). C'est e rayonnement x qui attaque alors la ible deombustible et délenhe l'ablation de ses ouhes extérieures et l'implosiondes ouhes internes (voir �gure 3.5).3.8 Allumage rapideUne variante du onept de fusion par on�nement inertiel onsiste àdélenher l'allumage thermonuléaire par un deuxième faiseau laser, dedurée très ourte (de l'ordre de la dizaine de pioseondes), ensé apporterson énergie au ÷ur du ombustible, au moment où la ompression de laible est maximale. l'énergie ainsi déposée sert l'allumettte à l'ensemble dela ible, en réant le point haud néessaire au délenhement des réationsde fusion.Comme il s'agit de fournir une énergie de l'ordre de 100 kJ en un tempslimité à environ 10 ps, on doit disposer de lasers de puissane très importante,de l'ordre de la dizaine de petawatt (1 PW=1015 W). Ce type de performaneest rendu possible par les développements réents de la oneption et de latehnologie des lasers de puissane.



Chapitre 4Hydrodynamique des plasmasréés par laser
4.1 IntrodutionDans e hapitre on traite ertains aspets liés à l'hydrodynamique desplasmas réés par laser et des plasmas de fusion par on�nement inertiel.4.2 L'e�et fuséeOn s'intéresse tout d'abord à l'aélération entripète de la oquille onte-nant le ombustible DT. Les ouhes extérieures de la oquille se détendentdans le vide environnant tandis que les ouhes internes sont aélérées ensens inverse. On parle d'e�et fusée par analogie ave l'aélération d'une fuséedue à l'éjetion des gaz de ombustion. Pour se ramener au fontionnementd'une fusée, on doit faire un ertain nombre de simpli�ations :- on néglige la pression interne de la avité englobée par la oquille ;- on suppose que les ouhes internes sont aélérées de façon uniforme ('est-à-dire qu'on suppose que le ho a traversé dans un temps très ourt toutela oquille et que la mise en vitesse des ouhes internes est uniforme) ;- on se plae en géométrie plane ;- on suppose que le plasma ablaté se trouve propulsé dans le vide à unevitesse v0 par rapport au reste de la ible.51
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M(t)

dv

dt
= ṁv0, (4.1)soit

dv

dt
=

ṁ

M0 − ṁt
v0, (4.2)dont la solution est

v(t) = v0 ln

[

M0

M(t)

]

. (4.3)Le rendement énergétique η est donné par
η =

1
2
M(t)v2(t)

1
2
[M0 − M(t)]v2

0

=
µ

1 − µ
(ln µ)2, (4.4)où µ = M(t)/M0 orrespond à la fration de masse restante. Le rendement ηest maximum et vaut environ 0,65 pour µ ≃ 0,2, 'est-à-dire quand 80% dela masse a été éjetée (voir �gure 4.1).Ce rendement peut être amélioré si la vitesse d'éjetion est une fontionroissante du temps. Ce qui suppose, pour en revenir à notre problème d'im-plosion, que la puissane absorbée par les ouhes extérieures de la ible doitêtre une fontion roissante du temps. Le aratère sphérique de l'implosion



4.3. Struture de l'éoulement en attaque direte 53et la néessité de lutter ontre la résistane roissante de la pression internede la ible renfore l'intérêt d'une augmentation progressive de la puissaneà fournir, l'essentiel de l'énergie étant délivré en �n d'impulsion.4.3 Struture de l'éoulement en attaque di-reteOn se plae dans le ontexte de l'attaque direte, quand l'énergie estapportée diretement sur la surfae de la oquille par un rayonnement laser.les lasers utilisés sont des lasers à verre dopé au Néodyme, de longueur d'onde
λ =1,06µm, éventuellement doublés ou triplés en fréquene par des ristauxnonlinéaires (soit λ =0,53µm ou λ =0,35µm).La propagation de la lumière laser dans le plasma réé en périphérie de laible est gouvernée par l'indie de réfration dont la partie réelle peut s'érire

Nr ≃
(

1 − ne

nc

)1/2

, (4.5)où la densité ritique nc vaut 1027 m−3 pour un laser de longueur d'onde
λ = 1, 06 µm, e qui est sensiblement inférieur à la densité d'une ible solide.L'impat du laser sur une ible initialement solide rée don un éoulementhydrodynamique qui relie la zone dense interne à la zone extérieure où sepropage le laser. Cet éoulement a la struture représentée sur la �gure 4.2(déjà présentée au hapitre 3). La zone la plus extérieure est également appe-lée zone d'interation ('est là que le laser interagit ave la ible) ou ouronne(par analogie ave la ouronne solaire).On verra au hapitre 5 que l'absorption du rayonnement laser peut êtredue aux phénomènes dissipatifs dans le plasma (absorption ollisionnelle).Mais elle peut également être due à des ouplages linéaires ou nonlinéairesde l'onde laser ave des modes d'exitation du plasma. L'énergie absorbéehau�e le plasma et peut porter les ouhes externes à des températures del'ordre du keV quand l'intensité laser est de l'ordre de 1015 W/m2, tandis quela pression au niveau du front d'ablation dépasse le Mégabar (1 bar=105 Pa).Notons que le taux d'absorption ollisionnelle est proportionnel à la fréquenede ollision életron-ion νei. On peut montrer que ette quantité varie avela densité et la température omme ne/T

3/2. Ainsi, plus le plasma est haud,plus νei est faible, et plus il devient di�ile de ontinuer à hau�er le plasma(le problème se pose de façon similaire en fusion par on�nement magnétique,où le hau�age ohmique est limitée pour les mêmes raisons).
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Fig. 4.2 � Shéma de la densité et de la température en fontion du rayond'une ible solide irradiée par un laser arrivant de la droite. Le laser pénètrejusqu'à la densité ritique en déposant une fration de son énergie. L'énergieabsorbée est transportée vers l'intérieur par ondution thermique. Le frontd'ablation sépare la zone en détente (vers la droite) de la zone sous ho enmouvement vers la gauhe. Le front de ho se propage dans le solide nonenore perturbé.4.4 Hydrodynamique : l'éoulement isothermeauto-semblableDans e paragraphe, on s'intéresse plus partiulièrement à la détente dansle vide du plasma. Cette détente s'apparente à elle d'un plasma semi-in�ni,qui est dérite par un modèle auto-semblable élémentaire.Préisons les onditions initiales du modèle : à l'instant t = 0, les ions,supposés froids, oupent le demi-espae x < 0, ave une densité ni = ni0pour x < 0 et ni = 0 pour x > 0, tandis que les életrons de densité ne(x) etde température Te sont en équilibre de Boltzmann ave le potentiel életro-statique Φ(x), soit
ne = ne0 exp(eΦ/kBTe), (4.6)où ne0 est la densité életronique dans le plasma non perturbé ('est-à-direpour x = −∞, où on a supposé que le potentiel s'annule), ave ne0 = Zni0,où Z est le nombre de harges par ion. Le potentiel Φ satisfait l'équation dePoisson

ǫ0∂
2Φ/∂x2 = e(ne − Zni). (4.7)La densité életronique déroît brutalement au bord du plasma sur une dis-



4.4. Hydrodynamique : l'éoulement isotherme auto-semblable55tane aratéristique de l'ordre de la longueur de Debye, dé�nie ii dans leplasma non perturbé, λD0 = (ǫ0kBTe/ne0e
2)1/2. Le hamp életrique E =

−∂Φ/∂x délenhe l'expansion des ions, suivant les équations
∂ni

∂t
+ vi

∂ni

∂x
= −ni

∂vi

∂x
, (4.8)

∂vi

∂t
+ vi

∂vi

∂x
= −Ze

mi

∂Φ

∂x
. (4.9)Dans la limite quasi-neutre, on a ne ≃ Zni, et l'équation du mouvementdevient

∂vi

∂t
+ vi

∂vi

∂x
= −c2

s

1

ni

∂ni

∂x
. (4.10)La ondition initiale ne omportant plus dans ette limite quasi-neutred'éhelle aratéristique, on est onduit à herher une solution auto-semblableoù les grandeurs physiques ne dépendent du temps et de l'espae qu'au tra-vers de la variable d'auto-similarité ξ = x/t. Les équations de ontinuité (4.8)et du mouvement (4.10) deviennent

(vi − ξ)
dni

dξ
= −ni

dvi

dξ
, (4.11)

(vi − ξ)
dvi

dξ
= −c2

s

1

ni

dni

dξ
, (4.12)dont la solution véri�e vi − ξ = ±cs. Parmi les deux possibilités de signe,seule la solution vi − ξ = cs orrespond à notre ondition initiale,1 et on adon (pour x + cst > 0)

vi = ξ + cs, (4.13)
ni = ni0 exp−

(

ξ

cs
+ 1

)

, (4.14)tandis que le hamp életrique vaut
Ess =

kBTe

ecst
=

E0

ωpit
, (4.15)où on a posé E0 = (ne0kBTe/ǫ0)

1/2. Ce hamp est elui d'un ondensateur,où la plaque positive, située à la position où l'onde de raréfation prendnaissane, x = −cst, a une densité surfaique de harges σ = ǫ0Ess, tandisque la plaque négative, qui porte une harge opposée, est rejetée au bord duplasma.1l'autre solution orrespond à un plasma oupant à t = 0 le demi-espae x > 0 et sedétendant vers les x < 0.
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ωpit = 50. La ourbe en pointillés orrespond à la solution auto-semblable.En fait, on ne peut totalement ignorer les e�ets de séparation de harges,qui, d'une part, sont dominants pendant la phase initiale de l'expansion,
ωpit . 1, et, d'autre part, permettent de aluler la struture des deuxouhes de densité de harges σ et −σ, et la position exate de la ouhenégative. Celle-i est approximativement située là où la longueur de Debyeloale prédite par le modèle auto-semblable,

λD = λD0

(

ne0

ne

)1/2

= λD0 exp

[

1

2

(

1 +
x

cst

)]

, (4.16)égale la longueur de gradient de densité cst. En e point la solution auto-semblable prédit une vitesse vi,front = 2cs ln(ωpit), e qui orrespond à unhamp au bord du plasma égal à deux fois le hamp auto-semblable,
Efront ≃ 2Ess = 2E0/ωpit. (4.17)Le résultat de la résolution du système (4.8)-(4.9) ouplé à l'équation dePoisson (4.7) et à l'équation de Boltzmann (4.6) est illustré sur la �gure 4.3,où sont représentées les densités ionique et életronique pour ωpit = 50. Laourbe en pointillés orrespond à la solution auto-semblable.La densité de harges et le hamp életrique sont traés sur la �gure 4.4au même instant. On remarque que la plaque négative située au bord duplasma est en fait onstituée de deux ouhes, situées de part et d'autre dufront ionique, et de densités surfaiques de harges respetives σ et −2σ.
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50. La �gure du bas représente le hamp életrique orrespondant. La ourbeen pointillés orrespond au hamp életrique de la solution auto-semblable.4.5 Flux de haleur ; loi de Spitzer-HärmL'énergie laser est absorbée dans la ouronne, à des densités inférieures ouégales à la densité ritique. Entre le point ritique orrespondant et le frontd'ablation, l'énergie est transportée par ondution thermique. Elle peut êtrede deux natures : la ondution thermique életronique ou la ondutionradiative, suivant que e sont les életrons ou les photons qui transportentl'énergie. La part respetive de haque veteur d'énergie dépend du nombrede harge Z du matériau. Aux faibles valeurs de Z (as du plastique) 'estle transport thermique életronique qui est dominant.La théorie linéaire du transport nous apprend que le �ux de haleur estnormalement proportionnel au gradient de température. Dans un plasmaisotrope ('est-à-dire en l'absene d'un hamp magnétique signi�atif 2), le2Le hamp magnétique ne joue un r�le important que si la fréquene ylotronique
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q = −κ∇T, (4.18)où κ est le oe�ient de ondutivité thermique, dont on peut montrer qu'ilne dépend pas de la densité et qu'il varie omme T 5/2. Dans le as des plasmas,ette loi porte le nom de Spitzer et Härm.4.6 Validité de la théorie linéaire ; �ux limiteL'hypothèse de base de la théorie linéaire du transport est que les para-mètres de la fontion de distribution des vitesses des életrons varient len-tement dans l'espae, 'est-à-dire lentement à l'éhelle des libres paroursmoyens ollisionnels, λ(v) = vτ(v), des életrons responsables des phéno-mènes de transport. On peut dans l'étude du transport thermique dé�nir unpetit paramètre,

ǫ = λ(vte)/Lt, (4.19)où Lt = Te/|∇Te|, et le résultat (4.18) résulte en fait d'un développementlimité des équations en puissane de e petit paramètre. A l'évidene, etteproédure devient inorrete quand ǫ devient su�samment grand. L'ana-lyse des équations montre que la théorie linéaire devient inorrete dès que
λ(vte)/Lt atteint 2 × 10−3, e qui peut paraître très faible. Mais il faut gar-der en mémoire que le libre parours moyen ollisionnel varie omme v4, etque les életrons responsables du transport thermique, dont la vitesse est del'ordre de 3 à 5 fois la vitesse thermique életronique, ont en fait un libreparours moyen ollisionnel beauoup plus grand que λ(vte). Par exemple ona λ(4vte) = 256 λ(vte). On note aussi que, pour λ(vte)/Lt = 2 × 10−3, le �uxlinéaire vaut

|q| ≃ 0.1 nemev
3
te. (4.20)Cette valeur nous donne une estimation des e�ets de saturation du �uxthermique életronique dans les gradients raides renontrés dans les expé-rienes d'interation laser-plasma. L'expression (4.20) orrespond à une formede e qu'on appelle ommunément le �ux limite, tandis que l'expression

nemev
3
te orrespond au �ux libre ('est à peu près le �ux orrespondant àune demi-Maxwellienne). Historiquement, on s'est assez vite aperçu en ana-lysant les résultats d'expérienes que le �ux de haleur devait être limité àéletronique est de l'ordre de la fréquene de ollision thermique νei. Il rend alors le trans-port anisotrope en introduisant un �ux de haleur perpendiulaire à la fois au gradient detempérature et à lui-même.



4.6. Validité de la théorie linéaire ; flux limite 59une valeur analogue à elle donnée par l'expression (4.20). Il est parfois om-mode de dé�nir un fateur de �ux limite f (en général de l'ordre de 0.1-0.3)et de déréter que le �ux de haleur ne peut dépasser fnemev
3
te.Ainsi le �ux de haleur se trouve naturellement limité à une frationdu �ux libre en as de fort gradient. Cet aspet non-linéaire s'aompagned'un e�et non-loal, préisément dû au fait que les életrons prinipalementresponsables du transport parourent une distane moyenne λee(v) avant deperdre une fration signi�ative de leur énergie. Les életrons responsables dutransport ayant une vitesse de l'ordre de 3 à 5 vte, tout inhomogénéité dansle pro�l de température életronique se fait néessairement sentir jusqu'à unedistane de l'ordre de 2 × 102λee(vte).Par l'analyse de la struture des équations inétiques et des résultats deleur résolution numérique, il a été montré que le �ux de haleur pouvaitêtre dérit de façon assez préise dans le régime non-linéaire par une formulenon-loale de la forme [2, 3℄ :

qe(x) =

∫

qSH(x′)w(x, x′)dx′, (4.21)où qSH est le �ux linéaire et w(x, x′) un noyau non-loal dont di�érentesexpressions ont été proposées, omme [3℄
w(x, x′) =

1

2λ(x′)
exp

(

− X

λ(x′)

)

, (4.22)où
X =

1

ne(x′)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ x′

x

ne(x
′′)dx′′

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.23)et où λ(x′) est la portée e�etive des életrons issus d'une zone de température
Te(x

′), donnée par
λ(x′) ≃ 30

√
Z + 1 λte(x

′). (4.24)Ce noyau de déloalisation est représenté sur la �gure 4.5. Dans ette for-mulation non-loale, le �ux de haleur à une position x dépend du pro�l detempérature de la région entourant x sur une distane de l'ordre de 2λ. Lefait que ette distane est grande devant le libre parours moyen λte est ànouveau relié au fait que les életrons responsables du �ux de haleur ontquelques vitesses thermiques, et le fateur √Z + 1 est lié au fait qu'ils fonten moyenne Z + 1 ollisions ave di�usion angulaire (prinipalement sur lesions) avant de perdre leur énergie par ollisions sur les életrons.Notons que quand λ(x′) est petit devant les éhelles aratéristiques delongueur du pro�l de température életronique, w(x, x′) se omporte omme
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Fig. 4.5 � Noyau de déloalisation pour le transport non-loal.une fontion δ(x−x′), et la formule nonlinéaire et non-loale (4.21) se ramèneà la loi linéaire de Spitzer-Härm.
4.7 Instabilités hydrodynamiquesLa ompression de la bille de ombustible est parfaitement sphérique siles onditions initiales le sont et si l'élairement laser est uniforme. Cepen-dant, toute irrégularité angulaire dans les onditions initiales ou les onditionsd'élairement va se traduire par un éart au aratère sphérique de l'implo-sion. Dans ertains as, les irrégularités sont même suseptibles de roîtreexponentiellement ave le temps et de dégrader de façon importante les per-formanes de la ible. C'est e qui se passe quand on a a�aire à des instabili-tés hydrodynamiques, dont l'exemple type est l'instabilité de Rayleigh-Taylorque l'on renontre quand un �uide léger pousse un �uide lourd. Ce type d'in-stabilités peut apparaître pendant l'implosion au niveau du front d'ablationou de l'interfae oquille-gaz interne.Pour donner une idée de e à quoi orrespond e type d'instabilités, onva traiter ii le as de deux �uides non visqueux inompressibles (satisfaisantdon ρ = constante, où ρ est la densité du �uide, soit ∇ · v = 0) soumis à lagravité, le �uide léger supportant le �uide lourd (ρ2 > ρ1).



4.7. Instabilités hydrodynamiques 61
Fig. 4.6 � Shéma de l'instabilité de Rayleigh-Taylor, quand un �uide légersupporte un �uide lourd (ρ2 > ρ1).L'équation du mouvement de haque �uide a la forme

ρ
dv

dt
= ρ

[

∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]

= −∇P + ρg, (4.25)où ρ est la densité du �uide onsidéré et g le hamp de pesanteur. Si ons'intéresse à des perturbations de faible amplitude (petite devant la longueurd'onde de es perturbations), on peut négliger dans ette équation le termeonvetif (v · ∇)v et érire
ρ
∂v

∂t
= −∇P + ρg, (4.26)A l'ordre zéro (en puissane de l'amplitude de la perturbation), on a la solu-tion d'équilibre
∇P0 = ρg.A l'ordre 1, on a simplement

ρ
∂v

∂t
= −∇P1. (4.27)L'hypothèse d'inompressibilité ∇ · v = 0 impose

∆P1 = 0. (4.28)Soit z l'axe parallèle à g. On suppose g orienté vers le bas, ave g = −gez,et on s'intéresse aux perturbations ayant un omportement sinusoïdal le longde la surfae de séparation des deux �uides, ave
P1(r⊥, z, t) = ℜ

[

P̃(z) exp(ik · r⊥ − iωt)
]

, (4.29)



62 Chapitre 4. Hydrodynamique des plasmas réés par laseroù r⊥ orrespond aux omposantes x et y du veteur r, et k est le veteurd'onde (dans le plan x, y) de la perturbation. L'équation ∆P1 = 0 imposedon
∂2

∂z2
P̃ = −k2P̃, (4.30)dont la solution générale est de la forme Aekz + Be−kz. Cependant, si onimpose que la perturbation ne diverge pas quand on s'éloigne de l'interfae,il ne reste que la solution en ekz pour z < 0 (dans le �uide inférieur) et e−kzpour z > 0 (dans le �uide supérieur).Soit maintenant r0 la position d'équilibre d'un élément �uide donné. Dufait de la perturbation, et élément �uide se retrouve en r = r0 + ξ, où ξ estle déplaement. La vitesse �uide est reliée au déplaement par la relation
v =

dξ

dt
, (4.31)e qui à l'ordre 1 se réduit à

v =
∂ξ

∂t
, (4.32)si bien que l'équation du mouvement peut enore s'érire à l'ordre onsidéré

ρ
∂2ξ

∂t2
= −∇P1. (4.33)Le déplaement ξ ayant le même omportement temporel que la perturbationde pression P1, on en déduit

ρω2ξ = ∇P1, (4.34)et en partiulier, pour le déplaement vertial noté simplement ξ

ρ1ω
2ξ = kP

(1)
1 pour z < 0, (4.35)

ρ2ω
2ξ = −kP

(2)
1 pour z > 0, (4.36)où on a distingué par un indie supérieur entre parenthèses les perturbationsde pression dans les milieux 1 et 2.Pour terminer l'analyse, il nous faut trouver les onditions devant êtreréalisées à l'interfae entre les deux �uides. La première ondition onernela partie vertiale ξ du déplaement qui doit être la même de part et d'autrede l'interfae, pour z = 0, soit

ξ =
k

ω2

P
(1)
1

ρ1
= − k

ω2

P
(2)
1

ρ2
. (4.37)



4.7. Instabilités hydrodynamiques 63Notons que, en e qui onerne la partie transverse, auune ontrainte nedoit être satisfaite, les �uides pouvant glisser l'un par rapport à l'autre.La deuxième ondition à réaliser est plus déliate à érire, ar elle fait ap-pel à la distintion entre perturbation eulérienne et perturbation lagrangiennede la pression. La perturbation eulérienne P1 orrespond à la perturbation dela pression au point onsidéré, perçu par un observateur immobile. La per-turbation lagrangienne, que l'on note ii P1,L, orrespond à la variation depression vue par un observateur se déplaçant ave le �uide, et don déplaéde la quantité ξ par rapport à sa position d'équilibre, ave, en ne onservantque les termes d'ordre 1,
P1,L = P1 + ξ · ∇P0 = P1 + ρ ξ · g (4.38)

= P1 − ρ ξg. (4.39)On peut aussi voir ette équation omme résultant de la linéarisation puisde l'intégration dans le temps de l'équation reliant la dérivée eulérienne dela pression (dérivée sur plae) à la dérivée lagrangienne (dérivée en suivantle mouvement)
dP

dt
=

∂P

∂t
+ v · ∇P. (4.40)Lors du déplaement de l'interfae, la pression reste équilibrée de partet d'autre de l'interfae, et on doit don érire l'égalité des perturbationslagrangiennes en z = 0, soit

P
(1)
1 − ρ1 ξg = P

(2)
1 − ρ2 ξg. (4.41)En utilisant l'équation (4.37), on obtient

ω2

k
ρ1 ξ − ρ1 ξg = −ω2

k
ρ2 ξ − ρ2 ξg, (4.42)d'où la relation de dispersion

ω2 =
ρ1 − ρ2

ρ1 + ρ2
kg. (4.43)Dans le as d'un �uide léger supportant un �uide lourd (ρ2 > ρ1), lesfréquenes ω satisfaisant la relation de dispersion (4.43) sont imaginairespures, et l'une des deux raines orrespond à une instabilité en eγt, de tauxde roissane

γ =

(

ρ2 − ρ1

ρ2 + ρ1
kg

)1/2

. (4.44)



64 Chapitre 4. Hydrodynamique des plasmas réés par laserLa situation est évidemment plus omplexe lors de l'implosion d'une o-quille, ar le �uide est ompressible, la matière s'éoule au travers des dison-tinutés onstitués par le front d'ablation et le front de ho, et l'histoire mêmede l'implosion est onstituée d'une phase d'implosion proprement dite, suivied'un rebond initié au entre de la ible. Dans es di�érentes phases, di�é-rentes parties de l'implosion sont suseptibles d'être sujettes aux instabilitésdu type Rayleigh-Taylor.Pour �nir ette setion, signalons l'existene de deux autres instabilitésqui peuvent jouer un r�le important dans le ontexte de la fusion par on�-nement inertiel :- l'instabilité de Kelvin-Helmoltz, qui apparaît quand deux �uides glissentl'un par rapport à l'autre. Le as de l'exitation de vagues par le vent à lasurfae de l'eau est le plus familier. Cette instabilité joue un r�le dans lesphases nonlinéaires de l'instabilité de Rayleigh-Taylor, au ours de laquelleles �uides se mettent à glisser l'un par rapport à l'autre ;- l'instabilité de Rihtmyer-Meshkov, qui de produit quand une onde de hotraverse une interfae entre deux �uides.



Chapitre 5Interation laser-plasma
5.1 Absorption des ondes életromagnétiquesDans un plasma dissipatif les ollisions peuvent e�aement transférerl'énergie des ondes, qu'elles soient életrostatiques ou életromagnétiques,vers les partiules. Dans ette setion, on étudie l'absorption ollisionnelle desondes életromagnétiques. L'absorption ollisionnelle est également appeléebremsstrahlung inverse par référene à l'image quantique où un photon estabsorbé par un életron lorsque elui-i passe au voisinage d'un ion, qui estle proessus inverse de l'émission libre-libre ou bremsstrahlung.On revient en arrière sur le alul de la réponse diéletrique du plasma duparagraphe (2.6). On restreint la disussion aux ondes életromagnétiques,e qui permet de ne traiter que la réponse életronique, et d'oublier les e�etsthermiques dans les équations �uides. En revanhe on inlut maintenant leterme ollisionnel orrespondant à la frition des életrons sur les ions (aurepos), e qui donne pour l'équation du mouvement des életrons

∂ve

∂t
+ (ve · ∇)ve = − e

me

(E + ve × B) − νeive. (5.1)où νei est la fréquene de ollision életron-ion. Dans les plasmas inétiques(ne0λ
3
D ≫ 1, Γ ≪ 1), la fréquene de ollision νei est petite devant la fré-quene plasma életronique ωpe, mais elle ne doit pas être totalement négligéedès lors qu'on s'intéresse au problème de l'absorption.65



66 Chapitre 5. Interation laser-plasmaEn linéarisant l'équation (5.1), on obtient
∂ve

∂t
= − e

me
E − νeive. (5.2)La réponse à un hamp életriqueE(r, t) = ℜ[E(r) exp(−iωt)] est maintenant

ve(r, t) = ℜ[ve(r) exp(−iωt)] ave
ve(r) =

eE(r)

ime(ω + iνei)
. (5.3)La suseptibilité életronique vaut

χe(ω) = −
ω2

pe

ω(ω + iνei)
. (5.4)Finalement on obtient la fontion diéletrique

ǫ(ω) = 1 −
ω2

pe

ω(ω + iνei)
= 1 −

ω2
pe

ω2 + ν2
ei

(

1 − i
νei

ω

)

. (5.5)La relation de dispersion des ondes életromagnétiques, que l'on peuttoujours érire
k =

ω

c
N(ω), (5.6)où N(ω) =

√

ǫ(ω) est l'indie optique, implique que, pour ω réel, le nombred'onde k possède néessairement une partie imaginaire dès lors que l'on prenden ompte un taux de ollision νei �ni. Partie réelle et partie imaginaire de
k sont reliées par les équations

ℜ(k)2 −ℑ(k)2 =
ω2

c2
ℜ(ǫ), (5.7)

2ℜ(k)ℑ(k) =
ω2

c2
ℑ(ǫ). (5.8)Dans la ouronne des plasmas réés par laser la fréquene de ollision esten général beauoup plus petite que la fréquene plasma életronique, si bienqu'on peut faire l'approximation1 |ℑ(k)| ≪ |ℜ(k)|, e qui donne

ℜ(k) ≃ ω

c

√

ℜ(ǫ) ≃ ω

c

(

1 −
ω2

pe

ω2

)1/2

, (5.9)1Cette approximation est ependant invalide au voisinage immédiat de la densité ri-tique, pour laquelle ℜ(ǫ) s'annule.



5.1. Absorption des ondes életromagnétiques 67et
ℑ(k) ≃ 1

2

νei

c

ω2
pe

ω2

(

1 −
ω2

pe

ω2

)−1/2

=
1

2

νei

c

ne

nc

(

1 − ne

nc

)−1/2

.
(5.10)Si on admet en outre que la fréquene de ollision est proportionnelle à ladensité életronique, νei = νcne/nc, alors ℑ(k) vaut

ℑ(k) ≃ 1

2

νc

c

(

ne

nc

)2(

1 − ne

nc

)−1/2

. (5.11)La partie imaginaire de k orrespond à l'atténuation spatiale de l'onde,ave
|E| ∝ exp [−ℑ(k)x] (5.12)et

〈E2〉 ∝ exp [−2ℑ(k)x] (5.13)pour une onde se propageant vers les x > 0. Dans la dernière expression,le signe 〈. . .〉 orrespond à une moyenne sur la période de l'onde életroma-gnétique. Ainsi la longueur d'absorption de l'onde, 'est-à-dire la longueurau bout de laquelle l'intensité de l'onde a été réduite par le fateur 1/e, estdonnée par
Labs =

c

νc

(

nc

ne

)2(

1 − ne

nc

)1/2

. (5.14)Cette atténuation spatiale se retrouve également en alulant la puissanedissipée par unité de volume dans le plasma par e�et Joule,
Pa = 〈j · E〉 =

1

2
ℜ(j∗ · E), (5.15)où j∗ désigne le omplexe onjugué de j, et où on rappelle que j = −iωǫ0χeE.Ainsi on obtient

Pa =
1

2
ωǫ0ℑ(χe)|E|2 = ωǫ0ℑ(χe)〈E2〉. (5.16)Utilisant alors (5.4) on trouve

Pa = νei

ω2
pe

ω2 + ν2
ei

ǫ0〈E2〉 ≃ νei

ω2
pe

ω2
ǫ0〈E2〉. (5.17)



68 Chapitre 5. Interation laser-plasmaLe veteur de Poynting moyenné est donné par
〈S〉 =

1

µ0

〈E× B〉, (5.18)ou, en utilisant la loi de Faraday (2.24) et en désignant par n le veteurunitaire dans la diretion de k,
〈S〉 =

ℜ(k)c2

ω
ǫ0〈E2〉n. (5.19)On véri�e alors aisément l'équation de onservation de l'énergie à partir de(5.8), (5.13), (5.16), et (5.19) :

∇ · 〈S〉 = −Pa. (5.20)5.2 Interation nonlinéaire laser-plasma : pres-sion de rayonnementL'interation laser matière fait appel à des ondes életromagnétiques quipeuvent être de haute intensité. De même les ondes exitées dans le plasmapeuvent elles aussi atteindre des intensités élevées. Les e�ets non-linéaires dusà es hautes intensités jouent un r�le essentiel dans beauoup d'expérienes.Le but de ette setion et des suivantes est de donner quelques notions debase sur es e�ets non-linéaires.Adoptons dans un premier temps une desription partiulaire de la lu-mière. On rappelle que dans le vide haque photon possède une énergie ~ωet une impulsion ~k = (~ω/c)n, où k est le veteur d'onde et n le veteurunitaire assoié. Si N photons par unité de temps et de surfae viennent se ré-�éhir sur un miroir parfait, il y a transfert d'impulsion entre le rayonnementet le miroir, ave une pression exerée sur le miroir donnée par
P = 2

N~ω

c
. (5.21)La quantité I = N~ω représente l'intensité du rayonnement (dé�nie iiomme le �ux d'énergie de rayonnement par unité de surfae), et don

P = 2
I

c
. (5.22)Si R est le taux de ré�exion du miroir, la formule devient

P = (1 + R)
I

c
. (5.23)



5.3. Fore pondéromotrie : approhe fluide 69Dans le as où le miroir est onstitué par un plasma, ette pression ou plusexatement la fore exerée par le rayonnement se répartit tout au long dugradient de densité parouru par la lumière. On quali�e ette fore de forepondéromotrie, et la détermination de sa répartition spatiale fait l'objet desparagraphes qui suivent.5.3 Fore pondéromotrie : approhe �uideOn adopte ii le point de vue du �uide életronique. L'équation du mou-vement pour le �uide életronique s'érit
me

[

∂ve

∂t
+ (ve · ∇)ve

]

= −e(E + ve ×B) − 1

ne

∇ ·
−→−→
P e. (5.24)Rappelons tout d'abord l'équation permettant de aluler la réponse li-néaire en l'absene du terme de pression,

me
∂ve1

∂t
= −eE1, (5.25)où E1 est le hamp haute-fréquene. Si on prend le rotationnel de etteéquation, on obtient

me
∂

∂t
∇× ve1 = e

∂B1

∂t
, (5.26)qui peut être intégré en remarquant que ve1 = 0 en l'absene du hamphaute-fréquene, soit

me∇× ve1 = eB1. (5.27)Intéressons nous maintenant à la fore non-linéaire exerée par l'onde surles életrons. On dé�nit ue = ve − ve1, qui représente la vitesse életroniqueaprès soustration de la omposante linéaire, et on rérit (5.24),
me

[

∂ue

∂t
+ (ue · ∇)ue

]

= − eE2 −
1

ne

∇ ·
−→−→
P e

− [me(ve1 · ∇)ve1 + eve1 × B1] ,

(5.28)où E2 = E−E1 est le hamp résiduel, et où on a supposé que le seul hampmagnétique à prendre en onsidération était le hamp B1 de l'onde. En�n ona négligé (ue · ∇)ve1 et (ve1 · ∇)ue qui sont d'ordre supérieur. Les derniers



70 Chapitre 5. Interation laser-plasmatermes dans le membre de droite de l'équation (5.28) orrespondent à la forenon-linéaire
fnl = − [me(ve1 · ∇)ve1 + meve1 ×∇× ve1]

= − 1

2
me∇v2

e1,
(5.29)où on a utilisé la relation (5.27). Cette fore orrespond à la fore pondéro-motrie.2Notons que le même alul e�etué pour un ion fait ressortir une forebeauoup plus petite (dans le rapport des masses), que l'on peut négliger.Pour une onde monohromatique de fréquene ω, la fore pondéromo-trie moyennée sur la haute fréquene peut également s'exprimer à partir duhamp életrique,

〈fnl〉 = −1

2
me∇〈v2

e1〉 = − e2

2meω2
∇〈E2

1〉. (5.30)La densité de fore par unité de volume s'obtient en multipliant la foreexerée sur un életron par la densité életronique ne,
〈F〉 = −1

2

nee
2

meω2
∇〈E2

1〉, (5.31)résultat qu'on peut aussi mettre sous la forme
〈F〉 = − ǫ0

2

ω2
pe

ω2
∇〈E2

1〉

= − ǫ0

2
(1 − ǫ)∇〈E2

1〉,
(5.32)où ǫ est la fontion diéletrique du plasma.Pour faire le lien ave le paragraphe préédent, prenons le as d'une ondeéletromagnétique monohromatique en inidene normale sur un plasmanon ollisionnel. Soit x la diretion de propagation. On pose naturellement

E1(x, t) = ℜ[E1(x) exp(−iωt)]. L'équation d'onde (2.43) s'érit
d2E1

dx2
+

ω2

c2
ǫE1 = 0. (5.33)2Certains auteurs réservent toutefois le terme de fore pondéromotrie à la partie basse-fréquene (moyenne sur la période de l'onde haute fréquene onsidérée, quand elle peutêtre onsidérée omme monohromatique) de la fore non-linéaire (5.29)



5.4. Couplage d'ondes 71On fait le produit salaire par 2dE1/dx pour obtenir
d

dx

(

dE1

dx

)2

+
ω2

c2
ǫ

d

dx
E2

1 = 0. (5.34)L'équation de Faraday nous permet par ailleurs d'érire
〈
(

dE1

dx

)2

〉 = ω2〈B2
1〉. (5.35)L'équation (5.34) peut alors s'érire, après moyenne sur la haute fréqueneet division par ω2,

d

dx
〈B2

1〉 +
1

c2
ǫ

d

dx
〈E2

1〉 = 0. (5.36)On peut en�n utiliser ette relation pour transformer l'équation (5.32) en
〈F〉 = − d

dx

(

ǫ0

2
〈E2

1〉 +
1

2µ0
〈B2

1〉
)

. (5.37)On véri�e aisément, en intégrant ette expression depuis le vide jusqu'à l'in-térieur du plasma, que la fore totale exerée par unité de surfae de la ibles'identi�e bien à 2I/c, où I est l'intensité de l'onde inidente.La fore pondéromotrie peut aussi s'exprimer sous la forme du gradientd'un potentiel pondéromoteur Φnl = 1
2
mev

2
e1, et onduit à des perturbationsde nature életrostatique dans le plasma. Elle tend en partiulier à expul-ser les életrons des régions où l'onde haute-fréquene a une intensité élevée.Notons que les ions sont sensibles à la fore pondéromotrie de façon indi-rete, dans la mesure où, sur les éhelles de temps hydrodynamiques, la forepondéromotrie exerée sur les életrons onduit à une séparation de hargespartielle ou totale, à laquelle est assoié un hamp életrique, qui, lui, s'exereaussi bien sur les életrons que sur les ions.5.4 Couplage d'ondesSi maintenant on onsidère deux ondes haute-fréquene se propageantdans le plasma, ave

E1(r, t) = ℜ [E1 exp i(k1 · r − ω1t) + E2 exp i(k2 · r − ω2t)] . (5.38)La fore pondéromotrie orrespondante s'érit
fnl = −1

2
me∇(v2

1 + v2
2 + 2v1 · v2), (5.39)



72 Chapitre 5. Interation laser-plasmaoù v1 et v2 sont les réponses linéaires aux deux omposantes du hampéletrique (5.38). La fore non-linéaire ontient des termes osillant aux fré-quenes 2ω1, 2ω2, et ω1 ± ω2. Les veteurs d'onde orrespondants sont 2k1,
2k2, et k1 ± k2. Le ouplage d'onde proprement dit orrespond au dernierterme du membre de droite de l'équation (5.39). Il peut s'érire plus explii-tement en utilisant le développement

v1 · v2 =
1

2
ℜ{v1 · v2 exp i [(k1 + k2) · r− (ω1 + ω2)t]

+ v1 · v∗
2 exp i [(k1 − k2) · r − (ω1 − ω2)t]} .

(5.40)Cette fore peut exiter des osillations aux fréquenes et nombres d'onde
ω = ω1 ± ω2,

k = k1 ± k2.
(5.41)Si (ω,k) satisfait la relation de dispersion de modes életrostatiques dansle plasma (ondes aoustiques ioniques ou ondes plasma életroniques), etteexitation peut être résonnante et onduire à un transfert d'énergie signi�-atif des ondes 1 et 2 vers l'onde onsidérée. Comme indiqué préédemment,ette onde est néessairement de nature életrostatique. Notons aussi que eouplage n'est possible que si v1 ·v2 ou v1 ·v∗

2 sont di�érents de zéros, e quiexlut les as où les polarisations des deux ondes sont perpendiulaires l'uneà l'autre.Nous venons de voir que deux ondes haute-fréquene peuvent se ouplervia la fore pondéromotrie pour exiter des perturbations életrostatiques.Ce n'est pas le seul méanisme non-linéaire suseptible de oupler des ondesdans les plasmas. Le ourant életronique lui-même, je = −eneve, peut onte-nir des ontributions nonlinéaires quand au moins une onde életrostatiquede fréquene ω1 et de nombre d'onde k1 est présente dans le plasma. En pré-sene d'une seonde onde de fréquene ω2 et de nombre d'onde k2 apparaîtun ourant életrique nonlinéaire aux fréquenes et nombres d'onde égale-ment donnés par les relations (5.41). Ce ourant non-linéaire peut exiterdes perturbations életrostatiques via l'équation de onservation de la harge
∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0, (5.42)ou des perturbations életromagnétiques via la loi d'Ampère. Ii enore l'ex-itation peut prendre un aratère résonnant et le transfert d'énergie orres-pondant peut être e�ae si (ω,k) satisfait la relation de dispersion appro-priée.



5.4. Couplage d'ondes 73Un exemple important du type de ouplage que nous venons de voir est ladi�usion Thomson d'une onde életromagnétique par des perturbations de ladensité életronique assoiées à des ondes plasmas életroniques ou des ondesaoustiques ioniques. Le produit du ouplage est une onde életromagnétiquequi peut s'éhapper du plasma et être détetée, donnant ainsi de préieusesinformations sur les propriétés du plasma, omme la densité ou la tempéra-ture des di�érentes espèes, les onditions (5.41) permettant la déterminationde la fréquene et du nombre d'onde des perturbations du plasma à partirde la géométrie des ondes inidente et di�usées et du spetre de la lumièredi�usée.Les ouplages non-linéaires peuvent donner lieu à des instabilités dans leas où une onde de grande amplitude se propage dans le plasma. La situationgénérique est la suivante : une onde de grande amplitude, aratérisée par(ω0,k0), se ouple à une onde de faible amplitude (qui à l'origine peut sim-plement provenir du bruit thermodynamique), aratérisée par (ω1,k1), pouralimenter une deuxième onde de faible amplitude, aratérisée par (ω2,k2),ave
ω0 = ω1 + ω2,

k0 = k1 + k2.
(5.43)En retour la deuxième onde (ω2,k2) se ouple à son tour ave l'onde de grandeamplitude pour renforer l'onde (ω1,k1). Moyennant ertaines onditions (engénéral au-dessus d'une intensité seuil pour l'onde de grande amplitude, dé-terminée par les taux d'amortissement respetifs des ondes 1 et 2), ette ré-troation est instable, et onduit à la roissane exponentielle des deux ondes1 et 2 (quali�ées d'ondes �lles) au détriment de l'onde 0 (quali�ée d'ondemère ou d'onde de pompe). L'amplitude des ondes �lles roît jusqu'à e quedes méanismes de saturation limitent leur amplitude. La perte d'énergie del'onde mère peut bien sûr onstituer un tel méanisme. Mais les ondes �lles,une fois qu'elles ont atteint une amplitude su�sante, peuvent elles-mêmesêtre instables et engendrer de nouvelles ondes, et ainsi de suite, suivant unproessus en asade.La di�usion Raman stimulée et la di�usion Brillouin stimulée sont deuxexemples de telles instabilités. Dans les deux as l'onde mère et l'une desondes �lles sont des ondes életromagnétiques, tandis que la deuxième onde�lle est soit une onde plasma életronique (as de la di�usion Raman), soitune onde aoustique ionique (as de la di�usion Brillouin stimulée).



74 Chapitre 5. Interation laser-plasma5.5 Di�usion Raman stimuléeDans le as de la di�usion Raman stimulée, l'onde életromagnétique degrande amplitude de paramètres (ω0,k0) est instable vis-à-vis de l'exitationd'une onde életromagnétique di�usée et d'une onde plasma életronique deparamètres respetifs (ω1,k1) et (ω2,k2).L'équation (5.43) permet de déterminer le domaine de densité où unetelle instabilité peut se produire. Comme ω1 et ω2 satisfont les relations dedispersion respetivement des ondes életromagnétiques et des ondes életro-statiques, on a
ω1, ω2 > ωpe (5.44)et don ω0 > 2ωpe. Ainsi l'instabilité ne peut se produire que pour des densitésinférieures à 1

4
nc.Etudions ette instabilité dans le régime le plus simple. On désigne par

ne0 la densité életronique d'ordre zéro du plasma dans lequel se propagel'onde életromagnétique de grande amplitude. On peut aratériser etteonde par la vitesse d'osillation des életrons dans son hamp életrique,
v0(r, t) = ℜ [v0 exp i(k0 · r − ω0t)] . (5.45)De même on aratérise l'onde di�usée par la réponse életronique,
v1(r, t) = ℜ [v1 exp i(k1 · r − ω1t)] . (5.46)L'onde plasma életronique est dérite par la perturbation de densité assoiée,
ne(r, t) = ℜ [ne exp i(k · r − ωt)] . (5.47)où on a omis l'indie 2 pour alléger la notation. Comme on s'intéresse à uneévolution potentiellement instable, les quantités ω1 et ω peuvent omporterune partie imaginaire di�érente de zéro. Dans ette hypothèse les onditionsde ouplage deviennent

ω0 = ω1 + ω∗,

k0 = k1 + k.
(5.48)L'équation de propagation de l'onde plasma életronique inluant le termede fore pondéromotrie dû au ouplage des deux ondes életromagnétiquespeut s'obtenir en dérivant l'équation de ontinuité linéarisée (2.57) par rap-port au temps, en utilisant l'équation du mouvement (5.28)-(5.29), où l'hy-pothèse adiabatique usuelle (2.55) est utilisée pour exprimer le gradient de



5.5. Diffusion Raman stimulée 75pression en fontion du gradient de densité, et en éliminant le hamp éle-trique par l'équation de Poisson (2.25). On obtient
(

∂2

∂t2
+ ω2

pe − 3v2
te∆

)

ne(r, t) = ne0∆(v0 · v1). (5.49)L'équation de propagation de l'onde életromagnétique di�usée peut s'ob-tenir en ajoutant le ourant nonlinéaire jnl = −enev0 omme terme souredans l'équation d'onde érite pour la vitesse v1 :
(

∂2

∂t2
+ ω2

pe − c2∆

)

v1(r, t) = −ω2
pe

ne

ne0
v0. (5.50)En utilisant alors les formes (5.45�5.47) et les onditions (5.48), les équa-tions (5.49) et (5.50) donnent le système d'équations ouplées

Dp(ω,k)ne =
1

2
ne0k

2v0 · v∗
1, (5.51)

D(ω − ω0,k − k0)v
∗
1 =

1

2
ω2

pe

ne

ne0
v∗

0, (5.52)où Dp(ω,k) et D(ω,k) sont donnés par
Dp(ω,k) = ω2 − ω2

pe − 3k2v2
te, (5.53)

D(ω,k) = ω2 − ω2
pe − k2c2. (5.54)Pour arriver à e résultat, on n'a gardé dans les membres de droite deséquations du système (5.51�5.52) que les termes résonnants. La résolution dee système d'équations onduit alors à la relation de dispersion nonlinéairede l'instabilité,

Dp(ω,k) D(ω − ω0,k − k0) =
1

4
ω2

pek
2|v0|2. (5.55)Dans la limite |v0| → 0, les deux ondes �lles se déouplent, et la relation (5.55)orrespond simplement au produit des relations de dispersion de haune desdeux ondes. Pour une valeur �nie de |v0|, on herhe une solution prohe desmodes normaux du plasma, 'est-à-dire véri�ant

ω = ωk + δω, (5.56)ave |δω| ≪ ωk et
Dp(ωk,k) = 0, (5.57)

D(ωk − ω0,k − k0) = 0. (5.58)



76 Chapitre 5. Interation laser-plasmaAlors l'équation (5.55) donne
δω2 = −

ω2
pek

2|v0|2
16 ωk(ω0 − ωk)

, (5.59)qui a une raine instable δω = iγ0, où γ0 est le taux de roissane de l'insta-bilité,
γ0 =

1

4
k|v0|

[

ω2
pe

ωk(ω0 − ωk)

]1/2

. (5.60)Le taux de roissane γ0 est une fontion roissante de k, lequel dépend de lagéométrie respetive des veteurs k0 et k1, l'ensemble étant ontraint par lesonditions (5.57) et (5.58), par la ondition D(ω0,k0) = 0, et par la relation
k0 = k1 +k. Le taux de roissane est maximum pour la rétrodi�usion, pourlaquelle k est évidemment le plus grand.Un ertain nombre d'approximations ont été faites dans ette approhesimpli�ée. Tout d'abord, on a négligé les termes non-résonnants qui peuventtoutefois réduire le taux d'instabilité dans ertains as limites, omme eluid'un plasma de faible densité et de la di�usion Raman vers l'avant, pourlequel il faut tenir ompte de la omposante életromagnétique "anti-Stokes"dont les fréquene et nombre d'onde sont donnés par

ω′
1 = ω0 + ω,

k′
1 = k0 + k.

(5.61)On a aussi supposé |δω| ≪ ωk, e qui devient inorret à su�samment hauteintensité, dans le régime "fortement ouplé" où |δω| & ωk, partiulièrementimportant dans les plasmas de faible densité [4, 5, 6℄. On a aussi négligé lese�ets relativistes.Un e�et important qui peut aisément être inorporé dans le modèle estl'amortissement des ondes �lles, qui onduit à un seuil en intensité pourl'instabilité et à une rédution de son taux de roissane. La prise en omptedes amortissements modi�e les expressions des fontions Dp(ω,k) et D(ω,k)qui deviennent respetivement
Dp(ω,k) = ω(ω + iνp) − ω2

pe − 3k2v2
te, (5.62)

D(ω,k) = (ω2 − k2c2)(1 + iνei/ω) − ω2
pe, (5.63)où νp = νei +2γL, en inluant l'amortissement Landau (de taux γL) de l'ondeplasma életronique. Le taux de roissane γ de l'instabilité est réduit parles amortissements et maintenant donné par

(γ + γp)(γ + γ1) = γ2
0 , (5.64)



5.6. Diffusion Brillouin stimulée 77où γ0 est le taux de roissane alulé sans amortissement et donné parl'équation (5.60), et où γp = 1
2
νp et γ1 = 1

2
νeiω

2
pe/(ω0 − ωk)

2.L'équation (5.64) permet de aluler le seuil de l'instabilité, qui orres-pond à
γ2

0 = γpγ1. (5.65)5.6 Di�usion Brillouin stimuléeDans le as de la di�usion Brillouin stimulée, que nous allons étudier defaçon plus suinte, l'onde életromagnétique de grande amplitude de pa-ramètres (ω0,k0) est instable vis-à-vis de l'exitation d'une onde életroma-gnétique di�usée et d'une onde aoustique ionique de paramètres respetifs
(ω1,k1) et (ω2,k2). Le méanisme est le même que elui de l'instabilité Ra-man, à la di�érene près que la perturbation de densité életronique est iidue à l'existene de l'onde aoustique ionique et non plus à elle d'une ondeplasma életronique.Les onditions de ouplage sont ii enore

ω0 = ω1 + ω2,

k0 = k1 + k2.
(5.66)Comme ω2 est une basse fréquene (ω2 < ωpi), les fréquenes des deux ondeséletromagnétiques di�èrent peu,

ω1 ≃ ω0. (5.67)Ainsi l'instabilité peut se produire à toute densité, ave pour seule restrition
ne < nc. Comme les fréquenes des deux ondes életromagnétiques satisfontla relation de dispersion (2.45), on a

|k1| ≃ |k0|, (5.68)e qui signi�e que k0 et k1 forment un triangle isoèle et que
|k2| ≃ 2|k0| sin(θ/2), (5.69)où θ est l'angle entre l'onde di�usée et l'onde inidente.
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Chapitre 1

Confinement Magnétique :
Orbites et Invariants

1.1 Les configurations magnétiques de type To-
kamak

Un système de conversion d’énergie thermonucléaire nécessite l’assemblage et
l’intégration des éléments suivants :
• Un plasma en régime de combustion thermonucléaire (1) satisfaisant au

critère de Lawson.
• Une première paroi (2) de l’enceinte de confinement supportant les cont-

raintes thermiques du plasma.

7

1
2
3
4
56

8
Génerateur
 de Vapeur Turbine Génerateur

• Un système multiplicateur de neutrons (3) pour assurer efficacement la
régénération du tritium.
• Un modérateur (4) pour thermaliser les neutrons utilisés pour la régéné-

ration.
• Une couverture tritigène (5).
• Un écran (6) pour protéger les systèmes cryogéniques assurant le refroi-

dissement des supraconducteurs constituant les bobines, et les systèmes de
contrôle et diagnostic.
• Un ensemble de bobines toroïdales (7) générant le champ principal assurant

le confinement.
• Enfin, un échangeur de chaleur (8), étape ultime de l’extraction de puis-

sance.

4



CHAPITRE 1. CONFINEMENTMAGNÉTIQUE : ORBITES ET INVARIANTS5

L’échangeur de chaleur extrait la chaleur à l’aide d’un fluide caloporteur afin
de générer de la vapeur d’eau au sein d’un générateur de vapeur ; vapeur d’eau,
qui par détente dans une turbine, entraîne un générateur électrique.
La technologie de la plupart de ces éléments (2-8) ne pose pas de problème

scientifique majeur mais nécessite la mise en place de vastes programmes de re-
cherche et développement. Par contre, les réactions de fusion deutérium/tritium
ne pouvant s’auto-entretenir en régime de combustion exothermique qu’à partir
d’une température de l’ordre de 100 millions de degrés, la problématique de la
production d’énergie par fusion nucléaire pose le problème scientifique complexe
du chauffage et du confinement d’un plasma chaud (1).
Différentes configurations magnétiques ont été étudiées pour comprendre et

contrôler les plasmas chauds et, en l’état actuel des connaissances scientifiques
et réalisations techniques, les plasmas confinés et contrôlés au sein des configu-
rations Tokamak sont les plus proches des conditions définies par le critère de
Lawson.
Un plasma de Tokamak est un tore d’hydrogène totalement ionisé et ma-

gnétisé de grand rayon R et de petit rayon a. Les lignes du champ magnétique
sont des hélices tangentes à un ensemble de tores emboîtés appelés surfaces
magnétiques.

B

n

Bϕ

T

r

r

Bθ

Iϕ

2R

2a

Iϕ

Les deux axes communs à cet ensemble de tores sont appelés axe magnétique
et axe toroïdal. En première approximation les électrons et les ions suivent les
lignes de champ et sont donc confinés sur les surfaces magnétiques. Le champ
magnétique principal Bϕ, dit toroïdal, est dirigé suivant la direction de l’axe
magnétique, ce champ est généré par des bobines supraconductrices extérieures
au plasma et décroît comme l’inverse du grand rayon à partir de l’axe toroïdal.
Un deuxième champ magnétique Bθ, dit poloïdal, est généré au sein du plasma
par un courant toroïdal Iϕ. Les paramètres typiques des plasmas de Tokamak
sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Volume 2π2Ra2 10− 1000 m3

Densité de particules n 1018 − 1020 m−3

Température T 1− 20 [keV]
Courant Iϕ 0.1− 20 [MA]

Champ magnétique Bϕ 1− 10 [T]

Les profils radiaux de densité n (r) et de température T (r) du plasma résultent
des processus de confinement, transport et chauffage et sont en général mono-
tones décroissants du centre vers le bord. La compréhension et la maîtrise de ces
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processus de confinement, transport et chauffage constituent l’enjeux principal
des programmes de recherche en physique des tokamaks. Les performances des
grands tokamaks les placent loin devant tous les autres types de machines et de
procédés qui ont été proposés jusqu’à présent pour amorcer et entretenir une
combustion thermonucléaire. Ce succès fait des Tokamaks un sujet de recherches
particulièrement actif et de grands Tokamaks, dédiés aux études de physique des
plasmas thermonucléaires, ont été construits. La convergence des performances
obtenues dans ces grands Tokamaks définit ainsi le prochain objectif du pro-
gramme de recherches sur la fusion contrôlée : l’ignition d’un mélange DT. Cet
objectif a trouvé sa concrétisation à travers le projet international ITER (Eu-
rope, USA, Chine, Russie, Inde, Japon, Corée du Sud) qui devrait permettre
l’accès à une combustion thermonucléaire (5 < Q < 10) quasi-continue pour la
prochaine décennie, ouvrant ainsi un vaste champ de recherches sur ce régime
encore inexploré. En effet, l’ignition atteinte, la vaste problématique de l’ext-
raction de puissance et de matière en régime quasi-continu, déjà abordée par
quelques machines, devra être maîtrisée pour des niveaux de puissance extraits
de l’ordre de quelques centaines de mégawatts et des quantités d’énergie stockées
de l’ordre de quelques dizaines de gigajoules.
L’objectif principal des programmes de recherches en physique des Tokamaks

est :
• d’identifier et d’étudier les différents mécanismes (instabilités, chaos, tur-

bulence, auto-organisation...) qui déterminent la valeur du temps de confinement
de l’énergie τE
• de mettre en oeuvre les moyens (génération de courant, barrière de trans-

port, divertor...) de l’améliorer à un niveau satisfaisant le critère de Lawson.
Les programmes de recherches en physique et technologie des Tokamaks se

heurtent actuellement à quatre grands problèmes qui conditionnent la mise au
point d’un réacteur techniquement fiable et économiquement viable ; ces quatre
questions-clés sont :
• le contrôle de l’interaction plasma-paroi,
• la compréhension et le contrôle de la turbulence,
• la génération et le contrôle du courant en régime continu et
• la maîtrise de la dynamique des populations suprathermiques en régime

thermonucléaire.
En effet, dans un réacteur Tokamak en régime de combustion continue :
• l’injection/extraction de puissance à la périphérie du plasma doit s’effectuer

en respectant de sévères contraintes technologiques de tenue des matériaux aux
flux intenses de rayonnements et particules,
• la turbulence et le transport doivent être diagnostiqués et contrôlés en

temps réel et maintenus à un niveau compatible avec l’entretien de la combustion
thermonucléaire,
• quelques dizaines de millions d’ampères doivent être entretenus en régime

continu afin d’assurer le confinement orbital et l’accès à des profils de courants
optimaux et
• la population de particules alpha d’origine thermonucléaire et les ions

suprathermiques doivent être confinés, diagnostiqués et contrôlés afin d’assurer
une combustion et un pilotage efficaces.
La conception d’un réacteur thermonucléaire, techniquement fiable et éco-

nomiquement viable, passe donc par l’étude approfondie des processus d’inter-
action plasma-paroi et des mécanismes d’instabilités et de turbulence, ainsi que
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par l’identification de nouveaux procédés de diagnostic et de contrôle du courant
et des populations suprathermiques à l’origine de la réactivité thermonucléaire.
C’est l’achèvement de ce vaste programme qui constitue l’objectif du projet
international (Europe, USA, Chine, Russie, Inde, Japon, Corée du Sud) ITER.
L’objectif d’ITER est de démontrer la faisabilité scientifique et technique

d’un réacteur thermonucléaire basé sur la fusion des isotopes de l’hydrogène.
L’objectif quantitatif est la production d’une puissance de 500 MW thermonu-
cléaire et l’entretient d’un régime d’amplification présentant un facteur Q de
l’ordre de 10 sur une durée de l’ordre de 300 à 500 secondes. Un deuxième ob-
jectif, moins ambitieux en terme de puissance mais plus contraignant en terme
de contrôle, est l’obtention d’un facteur Q de l’ordre de 5 en régime quasi sta-
tionnaire.

Puissance Thermonucléaire Wα 500 MW
Facteur Q (400s) Q ≥ 10

Facteur Q (stationnaire) Q ≥ 5
Grand rayon R0 6.2 m
Petit Rayon a 2.0 m

Courant toroïdal Iϕ 15− 17 MA
Facteur q aux bords qa 3

Champ toroïdal sur l’axe Bϕ 5.3 T
Chauffages additionels Waux 73− 110 MW
Volume du plasma Vp 830 m3

Surface du plasma Sp 680 m2

Surface de section S 22 m2

Des études technologiques de composants, centrées sur leurs performance et
leurs intégration, en particulier au niveau de la régénération du tritium et de
l’extraction de puissance, constituent aussi des objectifs majeurs du programme
ITER. L’ensemble des interrogations quant à la faisabilité scientifique et tech-
nique d’un réacteur thermonucléaire, seront étudiés durant les vingt années d’ex-
ploitation et une réponse devra être apportée à ces questions clés pour envisager
la construction d’un prototype préindustriel de démonstration DEMO.

1.2 Mouvement Cyclotronique et Diamagnétisme

1.2.1 Fréquence cyclotron, rayon de Larmor

Le confinement des plasmas thermonucléaires par un champ magnétique repose
en première instance, au niveau microscopique, sur la spécificité des orbites des
particules chargées dans un champ magnétique. Soit une particule, de masse m
et de charge q, plongée dans un champ magnétique statique uniformeB =Bb, où
b est un vecteur unitaire. L’écriture de l’équation du mouvement de la particule
se réduit à la prise en compte de la force de Laplace.

dv⊥
dt

=
q

m
v⊥ ×B ,

dv

dt
= 0

où la vitesse v a été décomposée en une composante parallèle au champ magné-
tique, v = (v · b)b, plus une composante perpendiculaire au champ magné-
tique, v⊥ = b× (v × b).
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Le mouvement le long des lignes de champ est donc une translation uniforme.
Afin d’étudier l’orbite décrite par cette particule dans le plan perpendiculaire au
champ magnétique, introduisons la variable complexe : Z = vx + jvy où x et y
constituent un système de coordonnées cartésiennes dans le plan perpendiculaire
à b : v⊥ = vxux+vyuy; système de coordonnées associé à la base orthonormée
directe [ux,uy,b]. Introduisons la pulsation cyclotron ωc:

Pulsation cyclotron : ωc ≡ qB
m

La variable Z vérifie l’équation différentielle linéaire du premier ordre :

dZ
dt
+ jωcZ = 0→ Z(t) = Z0 exp (−jωct)

dont la solution décrit un mouvement de rotation uniforme. Le mouvement
d’une particule chargée dans un champ magnétique, uniforme et statique, est
donc composé d’une translation uniforme le long des lignes de champ et d’une
rotation uniforme autour des lignes de champ; cette rotation est caracté-
risée par la pulsation cyclotronique (ou Larmor) ωc. Le mouvement de rota-
tion uniforme autour des lignes de champ est appelé mouvement cyclotronique,
la vitesse le long de l’orbite cyclotronique est appelée vitesse cyclotronique
vc(t) = vc cos [ωct]ux − vc sin [ωct]uy.

v(t) = v b
Centre guide

+ vc(t)
Rotation cyclotronique

Pour les électrons et les protons ces deux pulsations cyclotrons (par abus de lan-
gage fréquences cyclotrons ou fréquences de Larmor) sont respectivement dans
les domaines micro-onde et radio-fréquence. Le sens des rotations cyclotroniques
est tel que le courant créé par la charge génère un champ opposé à celui ap-
pliqué, des charges libres présentent donc un comportement diamagnétique. On
retrouve ici la tendance qu’ont les effets à s’opposer aux causes qui leur donnent
naissance, tendance à l’oeuvre dans les processus d’écrantage. Une intégration
par rapport au temps permet d’exprimer la position r (t) de la particule

r (t) = R+ ρL (t) = R⊥ + v tb
Centre guide

+ ρL (t)
Rayon de Larmor

où la position a été décomposée en la somme de la position du centre de rotation,
le centre guide R, et du rayon tournant de l’orbite cyclotronique qui définit le
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rayon de Larmor de la particule : ρL (t) = ρL sin (ωct)ux + ρL cos (ωct)uy.

Rayon de Larmor : ρL ≡
vc
ωc
→ ρLe = 2, 75 ×10−3 [mm]× Te [eV]B

−1 [T]
ρLp = 0, 11 [mm]× Ti [eV]B

−1 [T]

1.2.2 Moment magnétique et diamagnétisme

Il est d’usage, et cet usage est particulièrement pertinent pour analyser et ré-
soudre de nombreux problèmes en physique des tokamaks, d’introduire le mo-
ment magnétique orbital de la particule μ =− μb.

μ ≡ r× j (r)
2

d3r→ μ = q
ρL (t)× vc (t)

2
= −μb

Le moment magnétique est donc le rapport du contenu énergétique cyclotronique
mv2c/2 divisé par la valeur du champ B.

Moment magnétique : μ ≡ |q| ρLvc
2

=
|qωc| ρ2L
2

=
mv2cρL
2B

Ce concept est particulièrement important pour l’étude des plasmas thermo-
nucléaires magnétisés, le moment magnétique d’une particule chargée plongée
dans un champ magnétique permet d’analyser le comportement des plasmas de
tokamak dans le cadre d’une description fluide ainsi que dans le cadre d’une
analyse du mouvement des particules.

B

x

y

μ

En effet, nous démontrerons que le moment magnétique est un invariant
adiabatique, simplifiant ainsi l’analyse des orbites des particules chargées; et,
au niveau fluide, l’introduction du moment magnétique orbital permet de définir
la densité volumique de moments magnétiques ou vecteur magnétisationM

Vecteur Magnétisation : M ≡ − neμe b− niμi b

où la densité ionique est notée ni et de densité électronique ne = Zni, les cro-
chets exprimant une moyenne sur la distribution des vitesses cyclotroniques
vc, le signe moins étant une conséquence du caractère diamagnétique des mou-
vements cyclotroniques.
Soit J (r← R⊥, t) la densité volumique de courant, à l’instant t, générée en

r par une particule de centre guide R⊥, de vitesse cyclotronique vc (t) et de



CHAPITRE 1. CONFINEMENTMAGNÉTIQUE : ORBITES ET INVARIANTS10

rayon de larmor ρL (t).

J (r← R⊥, t) = qvc (t) δ [r− (R⊥ + ρL (t))]

≈ qvc (t) δ (r−R⊥)− qvc (t)ρL (t) ·∇rδ (r−R⊥)

où nous avons pris en compte l’ordering ρL |r−R⊥|. Dans le contexte d’un
modèle fluide, tel que la magnétohydrodynamique, la composante haute fré-
quence (ωc) de ce courant doit être filtrée aussi nous considérerons la moyenne
temporelle J (r← R⊥) , vc (t) = 0mais vc (t)ρL (t) = 0, ainsi J (r← R⊥) =
−q vc (t)ρL (t) ·∇rδ (r−R⊥).

B

n

<J(r)>
ρL

R
r

vc

Pour obtenir le courant de magnétisation JM (r) associé à une distribution
de densité n (R) nous devons sommer J (r,R⊥) pondéré par les différentes
contributions n (R⊥) dR⊥; ainsi, compte tenu de l’identité ∇rδ (r−R⊥) =
−∇R⊥δ (r−R⊥) et après intégration par partie, nous obtenons le résultat clas-
sique JM =∇×M.

JM (r) = −q vc (t)ρL (t) ·∇rδ (r−R⊥)n (R⊥) dR⊥ = −μ∇r × bn (r)

Ce résultat sera mis à profit lors de l’analyse des courants diamagnétiques au
sein d’un plasma thermonucléaire.

Courant de Magnétisation : JM ≡∇×M

1.3 Invariance Adiabatique et Dérives

1.3.1 Moment magnétique et force diamagnétique

Deux stratégies sont mises en œuvre pour étudier la dynamique des particules
chargées interagissant avec un champ électromagnétique :
• la résolution des équations de Newton permettant d’exprimer, à chaque

instant, la position et la vitesse de chaque particule,
• la construction d’invariants, c’est-à-dire de combinaisons algébriques de la

position et de la vitesse telles que les variations temporelles de l’une et de l’autre
se compensent pour assurer l’indépendance de cette combinaison par rapport
au temps.
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C

P

NS

La théorie des orbites dans les tokamaks fait usage de ces deux stratégies,
la deuxième étant justifiée par l’existence d’un ordering entre (i) le rayon de
Larmor et la période cyclotronique, qui constituent des échelles de longueur et
de temps caractéristiques du mouvement autour des lignes de champ, et (ii) les
échelles caractéristiques de longueur et temps associées au champ ; ainsi des
méthodes d’approximation remarquablement efficaces peuvent être construites.
Comme dans le cadre de l’analyse du transport, la variable d’intérêt est ici

aussi la position du centre guide autour duquel s’effectue la rotation cyclotro-
nique. Dans une configuration tokamak trois types d’orbites du centre guide
coexistent : les orbites circulantes (C), les orbites piégées (P) et les orbites non
standard (NS). Nous allons les identifier et les analyser dans ce chapitre.
Lorsqu’un champ magnétique homogène est fonction du temps la prise en

compte du champ électrique d’induction s’avère nécessaire pour étudier la dy-
namique d’une particule chargée. Soit donc un champ magnétique homogène
instationnaire B(t); la solution de l’équation de Maxwell-Faraday permet d’ex-
primer le champ d’induction E (r, t) en chaque point r à chaque instant t :

∇×E = −∂B
∂t
→ E(r, t) =

r

2
× dB
dt

L’équation du mouvement de la particule prenant en compte la force de Coulomb
et la force de Laplace est donc donnée par :

dV

dt
=
q

2m
r× dB

dt

Coulomb

+
q

m

dr

dt
×B

Laplace

Définissons Ω(t) ≡ qB(t)/m et considérons un système orthonormé direct carté-
sien (x, y, z), tel que l’axe des z soit orienté suivant la direction du champ magné-
tique B. Afin de simplifier la discussion nous supposerons dz/dt = 0. Considé-
rons le changement de variable complexe (x, y)→ Z ; la variable complexe Z(t)
ainsi définie permet de réécrire l’équation du mouvement :

Z(t) ≡ [x(t) + jy(t)] exp j
2

t

0

Ω(s)ds→ d2Z
dt2

+
Ω2

4
Z = 0

Nous reconnaissons l’équation d’un oscillateur linéaire de fréquence variable.
Nous allons résoudre cette équation et décrire le mouvement de la particule
chargée sous l’hypothèse d’une variation temporelle du champ magnétique lente
à l’échelle d’une rotation cyclotronique. Pour ce faire considérons la fonction
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complexe ZWKB (t) .

ZWKB(t) = Z0 2

Ω (t)
exp± i

2

t

0

Ω(s)ds

Cette fonction ZWKB (t) est solution de l’équation différentielle linéaire :

d2ZWKB

dt2
+
Ω2

4
ZWKB +

1

2

Ω

Ω
− 3
4

Ω

Ω

2

ZWKB = 0

Si l’échelle caractéristique de la variation temporelle du champ magnétique est
beaucoup plus longue que la période cyclotron, c’est-à-dire si Ω Ω2 et Ω
Ω3, alors Ω2 Ω /2Ω − 3Ω 2/4Ω2 et l’équation vérifiée par ZWKB (t) peut
être approchée par l’équation vérifiée par Z (t) ; ainsi ZWKB (t) constitue une
solution approchée des équations du mouvement : d lnΩ/dt Ω→ Z ≈ ZWKB.
Sous cette hypothèse de variations dites adiabatique, la solution de l’équation
du mouvement peut être analysée en terme d’invariance adiabatique. En effet,
d’une part :

d

dt
(ΩZWKBZ∗WKB) = 0 , ZWKB ≈ Z → d

dt
(ΩZZ∗) ≈ 0

et d’autre part : ΩZZ∗ = qBρ2L/m. Ainsi, μ = qBρ2L/2m est un invariant adia-
batique, c’est-à-dire une constante du mouvement dont l’invariance est garantie
par un ordering de temps caractéristiques : d lnΩ/dt Ω.

Invariance adiabatique du moment magnétique :
dμ

dt
= 0

La variation temporelle du champ magnétique est compensée par un ajustement
du mouvement cyclotronique, à travers une accélération, ou une décélération,
produite par le champ électrique d’induction, tel que μ reste à peu près constant.
Considérons à présent le cas d’un champ inhomogène, stationnaire, possé-

dant une symétrie de rotation autour de l’axe des z, B (r, z) = Br (r, z) er +
Bz (r, z) ez, et étudions le mouvement d’une particule, de masse m et de charge
q, au voisinage de cet axe de symétrie. Afin de simplifier l’étude de ce mou-
vement, introduisons (er, eθ, ez) une base de repérage cylindrique orthonormée
directe d’axe ez et effectuons un développement de Taylor du champ, à partir
d’un point de référence sur l’axe des z. L’équation de Maxwell :

∇ ·B = 1

r

∂

∂r
rBr +

∂

∂z
Bz = 0

permet d’exprimer les dérivées du champ suivant z en fonction des dérivées
suivant r : ∂rBr/r∂r = − ∂Bz/∂z|r=0. Ainsi, la forme générale, au voisinage
de l’axe des z, d’un champ possédant une symétrie de révolution, est donnée
par :

B (r, z) ≈ −r
2

∂Bz
∂z r=0

er +Bz (0, z) ez
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Les expressions de la vitesse et de l’accélération d’une particule sur une base
cylindrique sont respectivement :

v =
dr

dt
er + r

dθ

dt
eθ +

dz

dt
ez

dv

dt
=

d2r

dt2
− r dθ

dt

2

er + 2
dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
eθ +

d2z

dt2
ez

et permettent d’établir la projection cylindrique de l’équation de Newton pre-
nant en compte la force de Laplace.

d2r

dt2
− r dθ

dt

2

=
q

m
r
dθ

dt
Bz (z)

d2z

dt2
=

q

m
r
dθ

dt

r

2

∂Bz
∂z

2
dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
= − q

m

dr

dt
Bz (z)− q

m

dz

dt

r

2

∂Bz
∂z

La troisième équation de ce système peut être réécrite afin de faire apparaître
l’invariance du moment angulaire canonique :

d

dt
r2
dθ

dt
= − q

2m

d

dt
r2Bz → r2

dθ

dt
= − q

2m
r2Bz

où le choix d’une constante d’intégration nulle correspond à la classe d’orbite
passant par le point r = 0. La prise en compte de cette relation, qui traduit
l’invariance par rotation autour de l’axe des z, conduit à l’identification d’une
accélération (décélération) le long de l’axe des z :

d2z

dt2
= − q2

4m2
r2Bz

∂Bz
∂z

d2r

dt2
= −r q

2B2z
2m2

dθ

dt
= −qBz

2m

où le coefficient de proportionnalité entre l’accélération et le gradient du champ
n’est autre que le moment magnétique μ que multiplie la masse m; cette force
est appelée force diamagnétique ou force μgradB.

Force diamagnétique : m
d2z

dt2
= m

dv

dt
=
q

2

dθ

dt
r2
∂Bz
∂z

= −μ∂Bz
∂z

= −μ ·∇B

où l’angle θ est égal à deux fois l’angle cyclotronique qui doit être repéré autour
du centre de l’orbite et non autour du point r = 0.
La présence d’une convergence, ou d’une divergence, des lignes de champ

induit donc une force le long de la direction du champ, force proportionnelle
au moment magnétique μ et au gradient de l’amplitude du champ. Son origine
physique peut être discutée comme suit. Considérons un champ inhomogène
présentant un faisceau de lignes de champ convergentes. Ce champ inhomogène
peut être décomposé en la somme d’un champ homogène B et d’un champ
perturbateur b. A l’ordre zéro une particule effectue un mouvement de rotation
cyclotronique vc autour de la direction de B.
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B(t)

E(t) E(t)

E(t)

qvc x Br

vc

+

+

vc

rBz

θBr

Bz

Br

eθ

er
+

B(t) B(z)

ωct

Ce faisant cette particule intercepte le champ b et la force de Laplace engen-
drée par ce champ perturbateur : qvc×b, est dirigée suivant B et garde un signe
constant sur une rotation. Cette force n’est autre que la force diamagnétique.
L’existence de cette force diamagnétique garantit aussi l’invariance adiabatique
du moment magnétique μ dans un champ magnétique inhomogène. En effet, la
conservation de l’énergie cinétique d’une particule chargée interagissant avec un
champ magnétique statique, et l’accélération diamagnétique le long des lignes
de champ permettent d’établir une relation entre la variation de l’énergie cy-
clotronique et la translation le long des lignes de champ.

Invariance de l’énergie : dv
2
c

dt = −
dv2

dt

Force diamagnétique : dvdt = − μ
m

∂B
∂z

→ dv2c
dt

=
v2c
B
v
∂B

∂z
=
v2c
B

dB

dt

où z est l’abscisse curviligne le long de la ligne de champ considérée comme axe
de la rotation cyclotronique et v = dz/dt. Le moment magnétique est donc un
invariant adiabatique quel que soit la nature de la variation du champ, spatiale
ou temporelle, si les hypothèses d’adiabaticité sont vérifiées : B(r, t) lentement
variable à l’échelle d’une rotation cyclotronique et faiblement inhomogène à
l’échelle d’un rayon de Larmor.

1.3.2 Dérives électriques et magnétiques

Afin de développer la théorie du mouvement des particules chargées dans les
champs électromagnétiques inhomogènes et instationnaires, considérons d’abord
la configuration de champs la plus simple : un champ électrique, homogène et
dépendant du temps, E(t), plus un champ magnétique homogène et station-
naire. B = Buz. (ux,uy,uz) est une base cartésienne orthonormée directe et x
et y constituent un système de coordonnées cartésiennes dans le plan perpen-
diculaire au champ magnétique. Une telle configuration de champs est appelée
configuration de champs croisés. L’équation du mouvement est donnée par :

dV

dt
=
q

m
E(t) +

q

m
V×B

oùV est la vitesse de la particule. La vitesseV et le champ électrique E peuvent
être décomposés en la somme d’une composante parallèle au champ magnétique
plus une composante perpendiculaire au champ magnétique : E =(E · uz)uz,
v =(V · uz)uz. Dans la direction du champ magnétique, la particule subit une
accélération semblable à celle qu’elle subirait en l’absence de champ magnétique
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et le mouvement est une translation non uniforme. La solution de la projection
de l’équation de Lorentz suivant uz se ramène donc à une quadrature.

m
dv

dt
= qE (t)→ v (t) = v (t0) +

q

m

t

t0

E (u)du

Dans le plan perpendiculaire au champ magnétique, la force électrique n’induit
pas une accélération mais une vitesse de dérive qui se superpose au mouvement
cyclotronique. Afin d’étudier ce type d’orbite introduisons les deux variables
complexes Z et E.

Vxux + Vyuy → Z = Vx + jVy , Exux +Eyuy → E = q

m
Ex + j

q

m
Ey

Ce changement de variables conduit à l’équation :

dZ(t)
dt

+ jωcZ(t) = E(t)

où ωc est la fréquence cyclotron de la particule. La solution de cette équation
peut être exprimée comme la somme d’une solution de l’équation sans second
membre plus une solution particulière de l’équation avec second membre E(t).

Z(t) =Z(t0) exp [−jωc (t− t0)]
vc(t)

+
t

t0

exp [−jωc (t− u)] E(u)du

Le premier terme du second membre de cette relation décrit le mouvement
cyclotronique autour des lignes de champ magnétique en l’absence de champ
électrique. Le deuxième terme décrit l’effet du champ électrique. Considérons
une situation où le champ électrique ne varie de manière significative que sur
une échelle de temps beaucoup plus longue que la période cyclotron, et telle
que E(t = −∞) = 0 et dE(t = −∞)/dt = 0. L’intégrale décrivant l’effet du
champ électrique peut être sommée par partie afin de faire apparaître un dé-
veloppement en dnE/dtnEωnc , qui, compte tenu de la lenteur de l’évolution du
champ E(t) à l’échelle de la fréquence cyclotron, est un petit paramètre ap-
proprié pour un développement perturbatif. L’hypothèse d’évolution lente en
regard de l’échelle cyclotronique est une hypothèse d’adiabaticité. Sous cette
hypothèse d’adiabaticité, nous obtenons donc le développement :

t

−∞
exp [−jωc (t− u)] E(u)du ≈ E(t)

jωc

vE

+
1

ω2c

dE(t)
dt

vP

Le premier terme de ce développement est appelé dérive électrique de champs
croisés, vE. Le deuxième terme est appelé dérive de polarisation, vP , car, cont-
rairement au premier terme, des espèces de charges différentes présentent des
vitesses différentes, ce qui induit une polarisation du plasma.
Le premier terme de ce développement est appelé dérive électrique de champs

croisés, vE. Le deuxième terme est appelé dérive de polarisation, vP , car, cont-
rairement au premier terme, des espèces de charges différentes présentent des
vitesses différentes, ce qui induit une polarisation du plasma.
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vE ≡ E×B
B2

, vP ≡ 1

Bωc

dE

dt
→ V = v + vc + vE + vP + ...

Ces deux dérives électriques, champs croisés et polarisation, se superposent au
mouvement cyclotronique décrit précédemment. La dérive de polarisation est à
l’origine de la valeur élevée de la constante diélectrique d’un plasma magnétisé
soumis à un champ électrique basse fréquence. Lorsque l’hypothèse d’adiaba-
ticité n’est plus vérifiée, l’échelle de temps du champ devenant de l’ordre de
grandeur de l’inverse de la période cyclotronique, les formules précédentes ne
sont plus valables ; l’analyse du mouvement révèle alors des résonances. On
remarquera que la dérive de polarisation est proportionnelle à la masse, les
courants qui en résultent sont donc principalement ioniques.

E(t)

B

+

vP

vP

vc

vE

vE

vc

Intéressons nous maintenant au cas d’une variation spatiale du champ ma-
gnétique.
• décomposons la vitesse perpendiculaire au champ en la somme d’une rota-

tion cyclotronique vc (t) et d’une vitesse de dérive inconnue vD : V⊥= vc (t)+
vD, puis
• analysons la position comme la somme de la position du centre guide et

du rayon de Larmor tournant : r = R+ ρL.
Cette décomposition correspond à un ordering de la dynamique ainsi séparée

en mouvements lent et rapide, vc = dρL/dt et ρL constituent la partie cyclotro-
nique rapide, vD = dR⊥/dt le mouvement lent induit par les inhomogénéités du
champ. Le caractère lent, à l’échelle cyclotronique, de ces composantes permet
de définir vD comme la moyenne vD = V⊥ , la moyenne étant ici une moyenne
temporelle sur une période cyclotronique.
Afin de résoudre ce problème, nous supposerons que les échelles de variations

spatiales du champ vérifient un ordering adiabatique : le rayon de Larmor sera
supposé plus petit que les longueurs de gradient dans le plan perpendiculaire au
champ, et le rapport de la vitesse parallèle au champ sur la fréquence cyclotron
plus petit que la longueur de gradient parallèle. Le champ sera représenté par
B(x, y, z) = B(x, y, z)b(x, y, z) , dans un système de coordonnées cartésiennes
(x, y, z) associé à une base orthonormée directe (ux,uy,uz), où b est un vecteur
unitaire. L’axe des z est choisi tangent à la ligne de champ à l’origine : b(x =
0, y = 0, z = 0) = uz. Les hypothèses d’adiabaticité se traduisent donc par
ρL∂B/∂x B, ρL∂B/∂y B, V ∂B/∂z ωcB où la fréquence cyclotron et
le rayon de Larmor sont calculés au point de référence (0, 0, 0).
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Sous ces hypothèses, le champ apparaît localement homogène à la particule
qui effectue plusieurs rotations cyclotroniques avant d’explorer les variations
spatiales transverses et longitudinales. La position de la particule peut donc
être décomposée en la somme de la position du centre guide R(t) qui repère le
centre de l’orbite cyclotronique, et du rayon vecteur de cette orbite circulaire
ρ(t):

r(t)= R(t) + ρL(t)= R(t) + ρL [cos (ωct)ux − sin (ωct)uy]
Cette décomposition de la position entraine une décomposition de la vitesse en
la somme de la vitesse cyclotronique, de la vitesse le long de la ligne de champ,
et d’une dérive lente perpendiculairement aux lignes de champ :

v = v + vc + vD = v b+ ωc [ρL(t)× b] + vD
Les deux inconnues de cette décomposition, en mouvements lents et rapides, sont
les mouvements lents : la variation temporelle de la vitesse parallèle dv (t)/dt
et la valeur de la vitesse de dérive vD. A l’ordre zéro en les petits paramètres
ρL∂ lnB/∂x ≈ O(ε) , ρL∂ lnB/∂y ≈ O(ε) et v ∂ lnB/∂zωc ≈ O(ε) l’orbite est
donnée par

v = v b , vc = ωc [ρL × b] , ρL=ρL [cos (ωct)ux − sin (ωct)uy] , vD = 0
Afin de calculer l’ordre suivant, nous effectuons un développement limité du
champ, au voisinage de l’origine, au premier ordre en ρL :

B(r = R+ ρL) = B(R) + ( ρL ·∇) B|R
Compte tenu de la décomposition de la vitesse, du développement du champ, et
de la valeur de la trajectoire à l’ordre zéro, l’équation du mouvement peut être
réécrite :

d

dt
v + vc + vD =

q

m
v + vc + vD × [B(R)+ (ρL ·∇) B|R]

Afin d’extraire la partie lente de la trajectoire nous prenons la moyenne, , de
cette équation sur une période cyclotronique. Seuls persistent alors les termes
lents et les carrés de termes rapides.

dv

dt
=
q

m
vD ×B (R) + q

m
ωc (ρL × b)× (ρL ·∇) B|R +O(ε2)

Le double produit vectoriel (ρL × b)× (ρL ·∇) B peut être évalué par pro-
jection sur la base cartésienne locale :

(ρL × b)× (ρL ·∇) B = − ρLx (ρL ·∇) Bzux − ρLy (ρL ·∇) Bzuy
+ ρLy (ρL ·∇) Byuz + ρLx (ρL ·∇) Bxuz

Compte tenu de l’identité 2 ρLiρLj = δij , de l’équation de la divergence du
champ : ∂Bx/∂x+∂By/∂y+∂Bz/∂z = 0 et de l’expression (ρL ·∇) = ρLx∂/∂x+
ρLy∂/∂y, l’équation de la force de Laplace moyennée sur une période cyclotron
s’écrit finalement :

m
dv

dt
= qvD ×B− μ∇B
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Afin d’identifier les différentes dérives perpendiculaires et le terme d’accélé-
ration parallèle, cette équation doit être ensuite projetée parallèlement à b et
perpendiculairement à b. Introduisons n le vecteur normal à une ligne de champ
magnétique, R son rayon de courbure et s l’abscisse curviligne le long de cette
ligne.

B

n

vc

b

z

R

La théorie de la courbure fournit la relation classique : db/ds = n/R. La
derivée de la vitesse parallèle peut s’exprimer comme :

d v b

dt
=
dv

dt
b+ v2 (b ·∇b)=dv

dt
b+

v2

R
n

Le produit scalaire de cette équation avec b permet d’exprimer le terme de force
diamagnétique : mdv /dt= −μb ·∇B(r); et le produit vectoriel avec b permet
d’exprimer les termes de vitesse de dérive de gradient et de courbure :

b× v2 (b ·∇b) = q

m
b× (vD ×B)− μ

m
b×∇B

La solution de cette équation algébrique, d’inconnue vD , est :

vD =
μ

qB
b×∇B +

mv2

qB
b× (b ·∇)b ≡ vDG + vDC

L’origine physique de la dérive de gradient est une lente accumulation de faibles
déviations, non compensées, du rayon de Larmor entre les zones de champ fort
et de champ faible.

vDG ≡ v2c
2ωc

b×∇B
B

, vDC ≡
v2

ωc

b× n
R

→ V = v + vc + vDG + vDC + ...

B z
R

B

n
b

vDC

B
vDC

z
R

B1

ρ1

x

z
y

vDG

ρ2

B2
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L’identification de l’origine physique de la dérive de courbure ne présente
aucune difficulté ; une particule qui suit, à l’ordre zéro, une ligne de champ
courbe subit une force centrifuge Fc et la dérive de champs croisés, Fc×B/qB2
générée par cette force centrifuge, n’est autre que la dérive de courbure vDC .
Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique statique,

présentant une courbure et un gradient, est donc la superposition du mouvement
cyclotronique et du mouvement parallèle et de deux mouvements de dérive, les
dérives de gradient et de courbure.

Champs croisé vE =
E×B
B2

Polarisation vP =
1

Bωc
dE
dt

Gradient vDG =
V 2
c

2ωc
B×∇B
B2

Courbure vDC =
V 2

ωc
b×n
R

Le sens de ces deux dérives est fonction du signe de la charge de la particule. Ces
dérives créent donc des courants et des séparations de charges, donc des champs
électriques et magnétiques. Ces courants de dérive s’écoulent dans la direction
perpendiculaire au champ. L’essentiel de l’énergie cinétique est contenue dans
le mouvement cyclotronique et le mouvement parallèle, le mouvement de dérive
ne contenant qu’une faible fraction de l’énergie totale. Si le mouvement de la
particule a lieu dans une zone éloignée des sources du champ, ou si, comme dans
les tokamaks, la pression du plasma est beaucoup plus faible que la pression
magnétique, alors, il est possible de considérer le champ B comme irrotationnel,
c’est-à-dire : ∇ × B = 0 → ∇ × (Bb)= 0 =B∇ × b− b×∇B, l’équation :
∇b2 = 0 = (b ·∇)b+ b× (∇× b) permet d’établir l’identité : b×∇B/B =
b× (b ·∇)b = b× n/R ; la somme de la dérive de gradient et de la dérive de
courbure dans le vide est donc égale à :

Dérive magnétique : vD = vDG + vDC =
v2 +

v2c
2

Rωc
b× n →vD

vT
∼ ρL
R

C’est cette dernière relation que nous utiliserons pour analyser la nature des
orbites dans un tokamak.

1.4 Orbites Circulantes et Piégées

1.4.1 Topologie magnétique

Sur la base de la décomposition de la vitesse d’une particule chargé e en la
somme d’une translation le long des lignes de champ plus une rotation cyclotro-
nique autour des lignes de champ, plus une dérive lente perpendiculairement aux
lignes de champ, analysons les propriétés de confinement d’un champ purement
toroïdal. Décrivons ce champ toroïdal sur une base cylindrique [eR, eϕ, ez], la
position d’un point étant repérée par [R,ϕ,Z ] les coordonnées radiales, angulaire
et axiale.

Champ toroïdal : B = Bt (R) eϕ = B0
R0
R
eϕ
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Le mouvement d’une particule chargée est la combinaison d’une translation le
long des lignes de champ et d’une rotation autour des lignes de champ, plus un
mouvement de dérive perpendiculairement au champ : V = v + B

Bvc + vD où
la vitesse de dérive vD a pour expression :

vD =
v2 +

v2c
2

R0ωc0
ez ∼ vT ρL

R
ez

Compte tenu du signe de leur charge respective les électrons dérivent vers le bas
et les ions vers le haut (Bt > 0) ; ce mouvement lent de séparation des charges
engendre un champ électrique E solution de l’équation de Maxwell-Ampère en
régime quasi-électrostatique : ∇×B = 0 = μ0J+ μ0ε0∂E/∂t.

∂E

∂t
= − n

ε0
(qi vDi + qe vDe )

Les populations électronique et ionique étant à l’équilibre thermodynamique à
la température T , la valeur moyenne des vitesses parallèle et cyclotronique sont

données par mv2 = mv2c/2 = kT .

B

R

ez

eR

eϕ

ϕ

dR
dt

Le champ électrique axial résultant de la polarisation du plasma croit donc
linéairement avec le temps et engendre une dérive de champ croisé radiale,

qE = −4kT
R0

ω2p0
ωc0

tez → Vout =
E×B
B2

la vitesse d’éjection radiale du plasma est donc une fonction linéaire du temps :

Vitesse d’éjection radiale :
dR

dt
= R

4kT

qB0R20

ω2p0
ωc0

t ∼ vT vT t
R0

Dans un plasma de tokamak la fréquence cyclotronique électronique est de
l’ordre de grandeur de la fréquence de Langmuir, ωc0 ∼ ωp0 , le temps ca-
ractéristique d’éjection radiale est donc de l’ordre de R0 que divise la vitesse
thermique des électrons. Ce temps est bien en deçà du temps de confinement
nécessaire pour satisfaire le critère de Lawson.
Bien que les lignes de champ soient fermées et que les particules présentent

une tendance à suivre les lignes de champ, un champ purement toroïdal ne per-
met pas de confiner un plasma car la vitesse de dérive axiale engendre un champ
électrique axial qui génère une dérive radiale. Il est donc nécessaire de compléter
ce champ par une composante supplémentaire inhibant la séparation de charge.
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Un tel mécanisme de court-circuit, permettant d’annuler le courant de polari-
sation nq vD , peut être mis en œuvre en complétant le champ toroïdal Bteϕ
par un champ poloïdal Bteϕ. Les lignes de champ seront des hélices s’enroulant
sur des tores emboîtés et le courant de polarisation sera court-circuité à travers
la connexion haut-bas ainsi réalisée. Ce principe de confinement des orbites des
particules chargées dans un tokamak doit être validé par une analyse détaillée
de la nature des trajectoires dans une configuration du type :

Champs toroïdal et poloïdal : B = Bp (R, r) eθ +Bt (R) eϕ

Pour mener à bien cette analyse les coordonnées cylindriques précédentes [R,
ϕ, z] associées à la base orthonormée directe [eR, eϕ, ez] ne sont pas adaptées ;

nous utiliserons les coordonnées toroïdales cartésiennes [r = (R−R0)2 + z2,
θ = arctan z

R−R0
, ϕ] où R0 est le grand rayon du tore.

eR

eϕ

ϕ

R0

r
θ

R

Ax
e 

  t
or

o ïd
al

eθ

er
ezeϕ

Afin de simplifier l’analyse nous supposerons que les surfaces magnétiques
sur lesquelles s’appuient les lignes de champ sont des tores concentriques de
sections circulaires. Considérons un modèle simple où la composante poloïdale
et la composante toroïdale sont données par :

Bt (R) ≡ B0R0
R
≈ B0 1− r

R0
cos θ , Bp (R, r) ≡ r

q (r)R
Bt (R)

où nous avons introduit le facteur de sécurité q qui mesure le rapport du nombre
de tours autour de l’axe magnétique au nombre de tours autour de l’axe toroïdal
pour une ligne de champ donnée.

Facteur de sécurité : q ≡ r

R

Bt
Bp

L’équation des lignes de champ :

Lignes de champ :
Bp
rdθ

=
Bt
Rdϕ

→ ϕ = qθ

décrit un ensemble d’hélices dessinées sur ces tores emboîtés. Le mouvement le
long d’une ligne de champ s’effectue à la vitesse v = ds/dt où s représente l’abs-
cisse curviligne le long de la ligne considérée. Pour les configurations tokamak
le petit rayon d’une surface magnétique et le grand rayon de l’axe magnétique
suivent l’ordering dit du petit rapport d’aspect R0 r. Ainsi, comme le facteur q
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est de l’ordre de un à quelques unités, l’élément de longueur peut être approché
suivant :

ds = R2dϕ2 + r2dθ2 ≈ Rdϕ ≈ Rqdθ ≈ R0qdθ 1 +
r

R0
cos θ

Sur une surface magnétique r = constante l’amplitude du champ magnétique
varie en fonction de l’angle θ et il est d’usage de distinguer, le coté dit fort
champ du coté de l’axe toroïdal et le coté dit faible champ vers l’extérieur. Cette
variation de l’amplitude du champ engendre une force diamagnétique qui peut
arrêter certaines particules à travers l’existence de points mirroirs. La variation
du champ le long des lignes de champ est donnée par :

∂B

∂s r

≈ ∂Bt
∂θ r

dθ

ds
≈ B0 r

qR20
sin θ

où nous avons négligé les termes d’ordre supérieur en le petit rapport d’aspect.
Nous utiliserons systématiquement ce type de développement perturbatif dans
la suite de l’analyse des orbites. La vitesse le long des lignes de champ peut être
projetée sur les directions toroïdale et poloïdale ; compte tenu de la relation
v ≈ Rdϕ/dt ≈ Rqdθ/dt nous obtenons l’expression :

Vitesse du centre guide : v
B

B
+ vDez ≈ v eϕ + r

qR
v eθ +

⎛⎝v2 + v2c
2

R0ωc0

⎞⎠ ez
Accélération du centre guide : m

dv

dt
= −μB

B
·∇B = −μ ∂B

∂s r

La trajectoire du centre guide d’une particule chargée est décrite par trois
variables : l’angle toroïdal ϕ, l’angle poloïdal θ et le petit rayon r. La vi-
tesse cyclotronique vc est déterminée par l’invariance du moment magnétique
μ = mv2c/2B (r, θ)→ vc (μ, r, θ) et la vitesse parallèle v par l’invariance de l’é-
nergie cinétique, enfin, l’angle cyclotronique effectue une rotation à la pulsation
cyclotronique correspondant à la position du centre guide. La vitesse parallèle
v est soumise à la force diamagnétique, la particule est donc accélérée du côté
bas champ et décélérée du côté fort champ. La projection de la vitesse de dérive
vDez suivant les directions poloïdale et toroïdale permet d’établir les équations
du centre guide pour une configuration tokamak.

Petit rayon :
dr

dt
= vD sin θ

Angle poloïdal :
dθ

dt
=

v

qR0
+ vD

cos θ

r

Vitesse parallèle :
dv

dt
= − μB0

mqR20
r sin θ

où nous avons utilisé la relation ez = sin θer + cos θeθ.

1.4.2 Orbites circulantes

La solution générale de ce système d’équations conduit à distinguer deux classes
de trajectoires : (i) les trajectoires circulantes où l’énergie cinétique le long des
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lignes de champs domine l’énergie cinétique cyclotronique v2 v2c , (ii) les
trajectoires piégées correspondant à l’ordering inverse v2c v2.

Bϕ

Bθ

v
z

R

vD

R

Bϕ

Bθ

v

r
θ

ϕ

r
qR

v
z

R0 x

Dans le premier cas la force diamagnétique, décrite par le deuxième membre
de la troisième équation, est faible et l’on peut considérer que v reste à peu
près constant, l’énergie cinétique totale étant conservée vc reste donc aussi ap-
proximativement constant ainsi que vD. Considérons le repérage cartésien du
plan poloïdal : x = R−R0 = r cos θ , z = r sin θ; les deux premières équations
décrivant le mouvement du centre guide dans ce plan sont données par :

dx

dt
= − v

qR0
z

dz

dt
=

v

qR0
x+ vD

Introduisons la variable complexe : Z (t) ≡ x (t) + qvDR0/v + jz (t), le
système précédent de deux équations réelles est équivalent à l’équation sur la
variable complexe :

dZ
dt
= j

v

qR0
Z → Z = Z0 exp j

v

qR0
t

Les orbites des particules passantes sont donc des hélices dont les projections
poloïdales sont des cercles excentrés.

Bϕ

v >0 Bθ

v <0

z

R

Bϕ

v >0

Bθ
v <0

z

R

Le décentrement de ces cercles, δc, a pour valeur :

δc = −qvDR0
v

≈ −qv
ωc
≈ −qρL × signe ωcv
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Les surfaces de dérive sont donc décalées par rapport aux surfaces magnétiques
d’une longueur de l’ordre de grandeur de quelques rayons de Larmor. Ce décent-
rement peut être vers le coté fort champ pour les ions co-passants (v > 0) et
les électrons contre-passants (v < 0) ou vers le coté faible champ pour les ions
contre-passants (v < 0) et les électrons co-passants (v > 0). Sous l’hypothèse
v vc les trajectoires sont donc confinées et le champ poloïdal joue bien le
rôle qui lui a été imparti, à savoir, induire une rotation poloïdale pour inhiber
la séparation de charge verticale induite par la vitesse de dérive vD. Les orbites
circulantes sont donc des hélices s’appuyant sur des tores emboîtés et décalés

par rapport à l’axe magnétique : ϕ ≈ v t

R0
, θ ≈ v t

qR0
, r ≈ r0 − qv

ωc0
cos

v t

qR0
.

Caractéristiques Valeurs
Pulsation cyclotron ωc =

eB
m

Pulsation toroïdale ωϕ =
v

R0
∼ ωc

ρL
R0

Pulsation poloïdale ωθ =
v

qR0
∼ ωc

ρL
qR0

1.4.3 Orbites piégées

Considérons maintenant l’hypothèse opposée, vc v , et négligeons, dans un
premier temps, la vitesse de dérive vD, en effet vD/vc ∼ ρL/R0 1; nous
complèterons cette première analyse en considérant l’effet du mouvement de
dérive à la fin de cette étude.

θ– ππ

− ω2

ω2

Bϕ

Bθ

θ

+θ0

−θ0

b

b

θ−π π

Orbites circulantes

Orbites piégées

p
Orbites circulantes

Orbites piégées
−θ0 θ0−θ0θ0

Sous cette hypothèse les équations de la trajectoire du centre guide s’éta-
blissent ainsi :

dθ

dt
=

v

qR0
dv

dt
= − μB0r

mqR20
sin θ

Eliminons la vitesse parallèle v entre ces deux équations pour obtenir l’équation
vérifiée par l’angle θ qui est similaire à celle d’un pendule non linéaire.

d2θ

dt2
+

μB0r

mq2R30
sin θ = 0

Introduisons la fréquence de bounce ωb qui caractérise cette oscillation non
linéaire.

Fréquence de Bounce : ωb ≡ μB0r

mq2R30
≈ ωc

ρL
qR0

r

2R0
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Cette oscillation entre deux valeurs extrêmes ±θ0 résulte de l’existence de deux
points miroirs dans la zone de champ fort où la particule rebrousse chemin le
long de la ligne de champ. Partant de l’angle θ = 0, coté champ faible, le gradient
de champ convertit la vitesse parallèle en vitesse cyclotronique à travers la force
diamagnétique, cette conversion est achevée aux points miroirs en ±θ0 et la
particule repart vers la zone de champ faible ; sur le trajet retour la conversion
inverse, du mouvement cyclotronique vers le mouvement parallèle prend place
etc... L’équation du pendule non linéaire peut être résolue et la solution, qui
s’exprime en termes de fonctions elliptiques, développée en série de Fourier pour
faire apparaître les composantes harmoniques. Il est plus instructif de présenter
une analyse qualitative du mouvement en considérant la forme hamiltonienne
de cette équation et en introduisant le hamiltonien, dit du pendule non-linéaire,
H :

p =
v

qR0
→ H (p, θ) =

1

2
p2 − ω2b cos θ

où p est le moment canoniquement conjugué à l’angle θ. Nous allons analyser les
caractéristiques du mouvement du pendule non-linéaire en identifiant d’abord
les deux classes topologiques de trajectoires, puis en étudiant séparément les
caractéristiques de chacune de ces deux classes.
Le carré p2 étant toujours positif la quantité H + ω2b cos θ est aussi toujours

positive, mais deux cas doivent être distingués :
• Si l’énergie H est plus grande que le carré de la pulsation ω2b , alors l’angle

θ peut prendre toutes les valeurs sans que le signe de H + ω2b cos θ varie : H >
ω2b → −∞ ≤ θ ≤ +∞. Ces orbites sont circulantes et le mouvement est une
rotation.
• Si l’énergie H est plus petite que le carré de la pulsation ω2b : −ω2b < H <

+ω2b , les valeurs admissibles pour l’angle θ sont restreintes afin de préserver
la valeur positive de H + ω2b cos θ : −ω2b < H < +ω2b → (2n− 1)π < θ <
(2n+ 1)π. Ces orbites sont piégées coté bas champ, la particule effectue un
mouvement d’oscillation entre deux points miroirs.
Dans l’espace des phases (p, θ) ces deux classes d’orbites sont séparées par

deux orbites critiques d’énergieH = +ω2b , les séparatrices S. La définition de ces
séparatrices, p2/2− ω2b cos θ = ω2b , permet d’exprimer leur équation cartésienne
pS (θ) et de calculer l’extension en moment ∆pS de la zone piégée : pS (θ) =
±2ωb cos (θ/2) → ∆pS = 4ωb. Une analyse asymptotique de la période, T , du
mouvement, dans la zone piégée, au voisinage cette séparatrice, révèle une diver-
gence logarithmique à l’approche de la séparatrice : T (H)→ log H − ω2b /ωb
quand H → ω2b . La lenteur du mouvement au voisinage de la séparatrice rend
cet ensemble d’orbites extrêmement sensible aux perturbations et donc struc-
turellement fragile. Dans un scénario de transition vers le chaos par croissance
d’une perturbation appropriée cet ensemble d’orbites est le premier à présenter
un comportement chaotique.
Les équations de Hamilton permettent aussi d’identifier les points O et X du

portrait de phase : pX = 0, θX = (2n+ 1)π, pO = 0, θO = 2nπ. L’agencement
des séparatrices, des orbites circulantes et des orbites piégées est représenté sur
la figure ci-dessus. Le point O correspond à la position de plus basse énergie
du système : H = −ω2b , c’est une orbite dite stagnante ; au voisinage de ce
point O le hamiltonien peut être développé, 2H = p2 − ω2bθ

2 + ... ; lorsque ce
développement est restreint à sa partie quadratique, le potentiel est celui d’un
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oscillateur linéaire et les orbites au voisinage du point O sont donc des oscilla-
tions harmoniques ; cette sous classe d’orbites est dite profondément piégée.

Orbites profondément piégées : v ≈ v 0 cos [ωb (t− t0)] , θ ≈ θ0 sin [ωb (t− t0)]

Bϕ

Bθ v >0

z

Rv <0

Bϕ

Bθ

v >0

z

R

v <0

La condition |p| ≤ 2ωb où p = v /qR0 permet d’établir le critère de piégeage.
Définissons v 0 comme la vitesse parallèle en θ = 0 et vc0 comme la vitesse
cyclotronique en θ = 0 :

Condition de piégeage :
v 0

vc0
<

2r

R0

Sur une surface magnétique donnée la fraction de particule piégée est obtenue en
sommant la fonction de distribution des vitesse à l’intérieur du domaine piégé.

fp ≡
+∞

0

2πvcdvc

vc
2r
R0

−vc 2r
R0

exp −mv2 +mv2c/2kBT
(2πmkBT )

3
2

dv

Ainsi la fraction de particules piégées sur une surface magnétique de rayon r
vaut 2r/R0,

Fraction de particules piégées : fp −→
r/R0→0

2r

R0

les effets de la population piégée seront donc significatifs vers l’extérieur du tore
de plasma, côté bas champ. Pour évaluer l’effet de la vitesse de dérive sur les
résultats qui viennent d’être établis considérons l’équation du centre guide pour
le rayon r et la vitesse parallèle v :

dr

dt
=

v2c
2R0ωc0

sin θ,
dv

dt
= − v2cr

2qR20
sin θ

où nous avons pris en compte l’ordering vc0 > v 0 R0/2r. Les orbites piégées,
aussi appelées trajectoires bananes, ne se réduisent pas à de simples arc de cercles
mais présentent une largeur δr, induite par les effets de dérive. L’élimination du
temps entre les deux équations du centre guide précédentes permet d’exprimer
la variation du rayon en fonction de la variation de la vitesse parallèle, cette
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dernière évoluant entre zéro aux points miroirs ±θ0 et v 0 en θ = 0 l’estimation
de la largeur dite banane conduit à une valeur de l’ordre de qρL R0/r.

Largeur de banane :
dr2

dv
= −2qR0

ωc0
→ δb = 2q

R0
r

v 0

ωc0
≈ 2qρL

2R0
r

Pour établir l’expression de l’ordre de grandeur de cette largeur nous avons pris
en compte l’ordering de définition de la population piégée v 0 ≤ vc0 2r/R0
→ v 0/ωc0 ∼ ρL 2r/R0. A énergie cinétique donnée E = mv2/2, sur une
surface magnétique de référence, les particules exploreront plus profondément
la zone de champ fort si l’énergie cinétique mv2/2 est contenue principalement
dans le mouvement le long des lignes de champ ; la figure ci-dessous présente
trois orbites de même énergie, de même point de départ, pour trois paramètres
v 1

v <
v 2

v <
v 3

v .

BT

BP

BT

BP

v1

v2

v3
v 3
v

v2=Cte v
v =Cte

v 2
v

v 1
v

BT

BP

v =Cte

v >0

v <0

O

O

Si plusieurs particules, initialisées au même point, possèdent le même pa-
ramètre v /v leurs orbites présentent le même point miroir, par contre leur lar-
geur est une fonction croissante de l’énergie cinétique : mv2/2 = mv2c/2+mv

2/2.
La figure ci-dessus illustre ce comportement pour trois orbites telles que v1 <
v2 < v3. La partition entre particules circulantes et piégées n’est pas de nature
statique mais dynamique, un flux constant de particules circulantes est piégé à
chaque instant et un flux égal est dépiégé à chaque instant, les collisions sont
le principal mécanisme alimentant ces deux flux dans l’espace des vitesses asso-
ciées à une surface magnétique. Nous allons calculer la fréquence caractéristique
de dépiégeage νd.
Considérons le dépiégeage des particules piégées dans la zone de champ faible

du tokamak sur une surface magnétique de rayon r : une particule de vitesses v
et vc telles que v2/v2c < 2r/R0, dont la vitesse est principalement cyclotronique
reste piégée sur des orbites localisées dans la zone bas champ du tokamak ; les
collisions induisent une redistribution de l’énergie cinétique entre la vitesse le
long des lignes de champ v et la vitesse cyclotronique vc suivant la loi d’évo-
lution P(v,α← v ,α , t) exprimant la probabilité qu’une particule initialement
en v ,α à t = 0 soit en v,α à l’instant t où v2 = v2 + v2c et cosα = v /v :

P(v,α← v ,α , t) =
δ v − v
2πv20

l=+∞

l=0

2l + 1

2
exp − l(l + 1)

2
νt Pl(cosα)Pl(cosα )
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où ν = nZ2e4Λ/4πε20m
2v3 est la fréquence de collisions électrons/ions et Pl est

le polynome de Legendre de degré l; nous démontrerons cette relation dans le
chapitre suivant. Ainsi, une particule piégée ne le reste que momentanément et
participe à une dynamique aléatoire de

Piégeage / Dépiégeage / Piégeage / Dépiégeage ...

dont nous allons calculer la fréquence caractéristique. La quantité v2/v2c est

égale au rapport cos2 α/ sin2 α dont les arguments peuvent être exprimés sur
la base des polynômes de Legendre en utilisant la représentation : 3 cos2 α =
P0(cosα)+2P2(cosα) ; compte tenu des relations d’orthogonalité et de complé-
tude, les valeurs moyennes cos2 α et sin2 α évoluent suivant des processus
de relaxations exponentielles :

v2 (t)

v2c (t)
=

P α← π
2 , t cos

2 αdv

P α← π
2 , t sin

2 αdv
=
1− exp (−3νt)
2 + exp (−3νt) −→t→0 νt

Ce résultat peut être interprété en considérant la condition de piégeage initial
à l’instant t = 0 : v2/v2c = 0 < 2r/R0, puis l’évolution du rapport v2/v2c au
bout d’un temps τ = 2ν−1r/R0 où la particule initialement piégée est dépiégée,
v2 (τ) / v2c (τ) ≈ 2r/R0, sous l’effet cumulatif des collisions ; l’usage est de
définir la fréquence de dépiégeage νd comme l’inverse du temps caractéristique
de dépiégeage τ .

Fréquence de dépiégeage : νd ≈ ν
R0
2r

Les particules piégées constituent donc une population dont la modélisation
dynamique nécessite un cadre cinétique ; les trois caractéristiques principales
associées à la population piégée sont résumées dans le tableau ci-dessous

Caractéristiques Ordres de grandeurs

Condition de piégeage v

vc θ=0
< 2r

R0

Fraction de particules piégées fp =
2r
R0

Fréquence de dépiegeage νd = ν R02r

Largeur radiale δb = 2qρL
2R0
r

Le résultat du piégeage entre les points miroirs est une oscillation le long
des lignes de champ où μB joue le rôle d’un potentiel confinant. On peut alors
se poser la question de l’existence d’un invariant adiabatique associé à cette
oscillation. La réponse est obtenue en appliquant la formule générale exprimant
l’action de cet oscillateur ; cette formule permet de définir l’invariant longitu-
dinal Jb d’une particule piégée :

Invariant et Pulsation de Bounce :
Jb
m
≡ v ds ,

2π

ωb
≡ ds

v

où s est l’abscisse curviligne le long de la ligne de champ. Afin de démontrer
l’invariance de Jb nous allons considérer un champ magnétique inhomogène sta-
tique B(s, r⊥) et deux éléments de lignes de champ voisins de longueur ds et
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ds , de rayon de courbure respectif R et R ; cette configuration est illustrée par
la figure ci-dessous.

vD

R

BR'
n

ds

ds'

vc

Les deux éléments de longueur ds et ds sont vus sous un angle commun et
possèdent un vecteur normal unitaire commun n. Par ailleurs, les deux éléments
de longueur et leurs rayons de courbure respectifs sont reliés par les relations :

ds

R
=
ds

R
→ ds− ds

ds
=
R−R
R

Une particule chargée suit les lignes de champ et dérive à travers ces lignes. Il est
donc nécessaire d’évaluer la variation de la quantité v ds résultant des dérives
magnétiques vD = dr⊥/dt pendant une durée δt : δ v ds = dsδv + v δ (ds).
La variation du rayon de courbure est due à la dérive perpendiculaire aux lignes
de champ. Pendant un temps δt on peut donc calculer la variation de l’élément
de longueur :

δ (ds)

ds
=
ds− ds
ds

=
R−R
R

=
vD · nδt
R

Pendant la même durée δt la vitesse parallèle aux lignes de champ a varié de
la quantité δv qui peut être calculée à l’aide de la conservation de l’énergie
δμB +mv2/2.

δ m
v2

2
+ μB = 0→ mv δv = −μvDδt ·∇B

Le moment magnétique μ étant constant, la variation de champ magnétique
possède ici un caractère essentiellement convectif et résulte du mouvement de la
particule. La somme des deux variations précédentes s’exprime en fonction des
vitesses de dérive de gradient et de courbure et le résultat final est une variation
δ v ds nulle.

δ (ds)

ds
+

δv

v
=
v2cδt

2ωc

b×∇B
B

· n
R
− μδt

mωc

n× b
R

·∇B = 0

Ainsi l’invariant de Bounce Jb ou invariant de rebond est bien une constante
du mouvement pour les particules piégées. L’invariance du moment magnétique
est associée au mouvement de rotation cyclotronique, celle de l’invariant Jb au
mouvement le long des lignes de champ.
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BMax

Bmin

BMax

ϕ

θ

0

2π

2πϕ

θBMaxBmin

0

s1

s2

Malgré l’existence de l’invariant Jb les orbites piégées, ou trajectoires ba-
nanes, ne se referment pas sur elles mêmes et présentent, dans la direction
toroïdale, une lente dérive de précession dont la pulsation est donnée dans le
tableau suivant :

Caractéristiques Valeurs
Pulsation cyclotron ωc =

eB
m

Pulsation de rebond ωb = ωc
ρL
qR0

r
2R0

Pulsation de précession ωd = 2ωcq
ρ2L
R2
0

où, conformément à l’ordering adiabatique : ωc ωb ωd qui constituait
l’hypothèse de départ de l’analyse des orbites.



Chapitre 2

Relaxations et Transport :
Collisions et Diffusion

La description de la dynamique d’un plasma thermonucléaire s’articule autour
de l’analyse de deux classes de processus :
• les phénomènes collectifs, en particulier dans le cadre de l’étude des ondes,

des instabilités et de la turbulence,
• les processus collisionnels ou interactions particules-particules, en particu-

lier dans le cadre de l’analyse du transport et de l’étude de la réactivité et du
chauffage thermonucléaire.

B
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Paroi

 <δE>

C
oe

ur

 <δvδv>

Trois types d’interactions particules-particules sont à l’oeuvre dans les plas-
mas thermonucléaires :
• l’interaction coulombienne, ou diffusion Rutherford, à l’origine d’une perte

de confinement à travers le transport de particules et de chaleur perpendiculai-
rement aux lignes de champ,
• les réactions de fusion entre ions rapides, source du chauffage thermonu-

cléaire.
• les réactions entre espèces chargées, électrons et ions, et les espèces neutres

à la périphérie du plasma, en particulier les réactions d’ionisation par impact
électronique et d’échange de charge.

31
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Dans ce paragraphe nous allons étudier les principales caractéristiques des
processus associés aux collisions coulombiennes. La nécessité de cette analyse est
illustrée par la figure ci-dessous. Au sein d’un plasma de tokamak il est d’usage
de distinguer plusieurs régions :
• le cœur, zone de faibles gradients de température et de densité et siège des

réactions de fusion,
• le bord, qui termine les zones de gradients de température et de densité et

qui est délimité par la dernière surface magnétique fermée (LCFS, Last Closed
Flux Surface),
• au-delà de cette surface s’étend un ensemble de lignes de champs qui in-

tercepte les cibles du divertor : la SOL (Scrape-Off Layer). Ainsi la chaleur et
la matière transportées par diffusion du cœur vers le bord, puis du bord vers la
SOL, s’écoulent vers le divertor.
Les particules alpha déposent leur énergie principalement sur la population

électronique ; les populations électronique et ionique sont le siège :
• de processus de transport dans l’espace réel à travers la diffusion radiale

de matière et de chaleur du cœur vers le bord,
• de processus de relaxation dans l’espace des vitesses à travers la therma-

lisation électrons-ions et le chauffage thermonucléaire des électrons et des ions
par les particules alpha.
Le rayonnement (R) et l’échange de charges (CX) complètent cet inventaire

des processus de relaxation et de transport.
Dans ce chapitre nous allons construire les outils pour étudier ces différents

processus dissipatifs à l’œuvre au sein d’un plasma de tokamak. Les collisions
coulombiennes sont à l’origine de plusieurs phénomènes de diffusion (vitesses
et positions des particules et position du champ magnétique) ; ces processus
peuvent être modélisés dans le cadre d’une équation de type Fokker Planck
présentée dans ce paragraphe.

2.1 Equation de Landau

2.1.1 Equations de Fokker-Planck et Kolmogorov

Soit P (x0, t0 → x, t) une densité de probabilité de présence de particules dans
un espace d’états [x] quelconques (vitesse, position, énergie, moment cinétique...);
P (x0, t0 → x, t) dx mesure la probabilité d’observer une particule au voisinage
du point x dans l’élément de volume dx à un instant t > t0, sachant qu’elle a
été observée en x0 à l’instant t0 < t.

t

x0

t0

t

P(x0,t0 x,t) t

x

t0

t

P(x0,t0 x,t)

x0x
KolmogorofFokker-Planck
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Certains problèmes nécessitent de considérer la distribution P (x0, t0 → x, t)
où P (x0, t0 → x, t) dx0 mesure la probabilité que la particule, observée en x à
l’instant t > t0, provienne du point x0 dans l’élément de volume dx0 à un
instant t0 < t. La même fonction P (x0, t0 → x, t), appelée propagateur, répond
aux problématiques de ces deux situations. Deux types d’espaces d’états seront
considérés lors de l’étude des plasmas thermonucléaires :
• L’espace des états de vitesse (ou d’impulsion) des électrons et ions ; P (p, t)

est alors la fonction de distribution des vitesses : f (v, t) et son évolution dyna-
mique décrit les processus cinétiques de relaxation vers l’équilibre.
• L’espace des états de position des électrons et ions ; P (r, t) est alors la

densité volumique de particules au point r à un instant t: n (r, t).
Considérons l’un de ces deux espaces d’états, ou leur réunion, l’espace dit

des phases, notons [x] la variable d’état et construisons l’équation décrivant
l’évolution dynamique de la densité de probabilité de présence d’une particule
P (x0, t0 → x, t) ; au niveau microscopique, la particule qui est en x à l’instant
t est déplacée en x + ξ(x,δt) à l’instant t+ δt et la particule qui est en x à
l’instant t provient de la position y = x− ξ(y,δt) à l’instant t− δt .
Les déplacements microscopiques ξ(x,δt) sont des variables aléatoires dont

nous supposerons les deux premiers moments connus : ξ(x,δt) et ξ(x,δt)ξ(x,δt) ;
les moyennes sont associées au caractère stochastique des processus de colli-
sions ou d’interactions avec les champs électriques et magnétiques fluctuants.

x

P(x,t+δt)P(x,t) δt

(x,δt)

P(x,t-δt) δt

x

Kolmogorof Fokker-Planck

(x,δt)

Le problème de la construction d’un formalisme de description de l’évolution
de P est le suivant : connaissant la densité de probabilité de présence P (x,t), à
l’instant t en tout point de l’espace des x, comment calculer la nouvelle densité
P (x,t ± δt), en tout point de l’espace des x à l’instant t ± δt, résultant des
déplacements microscopiques ξ (x,δt) de chaque particule durant la durée δt?
La probabillité qu’une particule initialement en s à l’instant t soit en x

à l’instant t+ δt est donnée par : δ [x− (s+ ξ (s,δt))] , la probabillité qu’une
particule en s à l’instant t provienne du point x à l’instant t−δt est donnée par :
δ [s− (x+ ξ (x,δt))] où δ représente la distribution de Dirac ; ainsi P (x,t+ δt)
est obtenu en sommant sur toutes les positions initiales s.

P (x,t) −→
δt
P (x,t+ δt) = δ [(s+ ξ (s,δt))− x] P (s, t) ds
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P (x,t)←−
δt
P (x,t− δt) = δ [s− (x+ ξ (x,δt))] P (s, t) ds

La variation P (x,t±δt)−P (x,t) est supposée suffisamment petite pour permettre
un développement de Taylor des propagateurs directs δ [x− (s+ ξ (s,δt))] et
inverses δ [s− (x+ ξ (x,δt))] .

δ [(s+ ξ (s))− x] = δ(x− s)
− ξ(s) · ∂

∂x
δ(x− s) + 1

2
ξ(s)ξ(s) · ∂∂

∂x∂x
δ(x− s)

δ [s− (x+ ξ (x))] = δ(x− s)
+ ξ(x) · ∂

∂x
δ(x− s) + 1

2
ξ(x)ξ(x) · ∂∂

∂x∂x
δ(x− s)

Compte tenu de la parité de la distribution de Dirac, δ (a) = δ (−a), les dérivées
par rapport à la position x peuvent être prises par rapport à la position générique
s.

δ [x− (s+ ξ (s))] = δ(x− s)
+ ξ(s) · ∂

∂s
δ(x− s) + 1

2
ξ(s)ξ(s) · ∂∂

∂s∂s
δ(x− s)

δ [s− (x+ ξ (x))] = δ(x− s)
− ξ(x) · ∂

∂s
δ(x− s) + 1

2
ξ(x)ξ(x) · ∂∂

∂s∂s
δ(x− s)

La fonction de distribution P (x,t ± δt), à l’issue la déformation décrite par le
champ de déplacements aléatoires ξ (x,δt), est donc donnée par :

P (x,t+ δt) = δ(x− s) + ξ(s) · ∂
∂s

δ(x− s) + 1
2

ξ(s)ξ(s) ... P (s,t)ds

P (x,t− δt) = δ(x− s)− ξ(x) · ∂
∂s

δ(x− s) + 1
2

ξ(x)ξ(x) ... P (s, t) ds

Le théorème d’intégration par partie est ensuite utilisé sur chaque terme pour
éliminer toutes les dérivées de distributions de Dirac, permettant ainsi d’intégrer
les sommes et d’obtenir le résultat final, le taux de variation temporelle de la
distribution [P (x,t± δt)− P (x,t)] /δt donné par l’équation de Fokker Planck
pour prédire l’avenir et l’équation de Kolmogorov pour reconstruire le passé :

Fokker-Planck :
∂

∂t
P (x0, t0 → x, t) = − ∂

∂x
· ξ(x)

δt
P +

∂∂

∂x∂x
· ξ(x)ξ(x)

2δt
P

où les conditions initiales communes aux deux équations expriment le fait que la
particule est en x = x0 lorsque t = t0: P (x0, t0 → x, t = t0)= P (x0, t0 = t→ x, t)
= δ (x− x0).

Kolmogorov :
∂

∂t0
P (x0, t0 → x, t) = − ξ(x0)

δt
· ∂P
∂x0
− ξ(x0)ξ(x0)

2δt
· ∂∂

∂x0∂x0
P
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La situation la plus répandue dans le domaine de l’étude de la dynamique
des plasmas thermonucléaires est celle de l’étude de l’évolution future à par-
tir de conditions données, ainsi, nous ferons un usage récurrent de l’équation
de Fokker-Planck décrivant cette évolution comme la divergence d’un flux local
( ξ(x) /δt)P + ∂/∂x · ( ξ(x)ξ(x) /2δt)P présentant deux termes, un terme
de convection et un terme de dérive.
Dans ce chapitre, nous étudierons successivement les deux équations de

Fokker-Planck associées à l’évolution des densités de probabilité f (p, t)et n (r, t)
dans les espaces des impulsions (vitesses) et positions et nous exprimerons :
• les coefficients de friction et de diffusion coulombiennes dans l’espace des

impulsions, appelés coefficients de Chandrasekhar. Ces coefficients permettent
de construire l’équation cinétique, décrivant la dynamique de la fonction de
distribution des impulsions f (p, t)

Chauffage → Equation cinétique :
∂f

∂t
= − ∂

∂p
· δp

δt
f +

∂∂

∂p∂p
· δpδp

2δt
f

• les coefficients de mobilité et de diffusion dans l’espace des positions. Ces
coefficients permettent de construire l’équation de transport décrivant l’évolu-
tion de la densité n (r, t) en fonction de la position et du temps.

Confinement → Equation de transport :
∂n

∂t
= − ∂

∂r
· δr

δt
n+

∂∂

∂r∂r
· δrδr

2δt
n

Les deux problématiques centrales du problème de la combustion thermonu-
cléaire étant le confinement et le chauffage, on comprend aisément que l’évo-
lution dans l’espace des impulsions (vitesses), c’est-à-dire le chauffage ou le
refroidissement d’une population, et son évolution dans l’espace des positions,
constituent les formulations dynamiques adéquates pour aborder ces probléma-
tiques.
Nous allons évaluer, dans un premier temps, les coefficients de friction et

diffusion dans l’espace des impulsions. Pour ce faire, considérons le problème de
la diffusion Rutherford.

2.1.2 Diffusion Rutherford

Considérons une particule chargée, de massem et de charge q, interagissant avec
un centre diffuseur constitué par une charge fixe Q. Initialement (t = −∞), bien
avant l’interaction (t ≈ 0), cette particule possède une impulsion (quantité de
mouvement) p, puis, bien après (t = +∞) l’interaction coulombienne avec la
charge Q, une impulsion p+δp. Entre ces deux états asymptotiques la particule
décrit une trajectoire hyperbolique. Notons n le vecteur unitaire dirigeant l’axe
de symétrie de cette hyperbole, b le vecteur paramètre d’impact et θ l’angle de
déflexion entre les états asymptotiques p et p + δp. Le vecteur position de la
charge mobile par rapport à la charge fixe est noté r (t) et l’angle entre r et n
est repéré par ϕ (t). L’incrément total d’impulsion δp est égal à la somme des
incréments infinitésimaux entre t = +∞ et t = −∞.

δp =
+∞

−∞

dp

dt
dt =

+∞

−∞

qQr(t)

4πε0r3(t)
dt ≡ δpn

La trajectoire hyperbolique étant symétrique par rapport à n le transfert total
d’impulsion perpendiculairement à n est nul.
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p

b r
n

θ

ϕ

q

Q

θ/2
δpp+δp

p
θ/2

En effet, la projection de la force de Coulomb perpendiculairement à n est
alternativement positive (négative) puis négative (positive) sur les deux demi
hyperboles. Ainsi le transfert total est dirigé suivant n. La valeur de cette va-
riation d’impulsion δp peut être exprimée en fonction de l’angle de déflexion θ
en considérant la relation r · n = r cosϕ.

δp = 2
0

−∞

qQ cosϕ(t)

4πε0r2(t)
dt =

qQ

2πε0

π−θ
2

0

cosϕ

r2 dϕ
dt

dϕ

L’interaction coulombienne étant une force centrale, le moment cinétique est
conservé : |mv (t)× r (t)| = mr2 |dϕ/dt| = |p× b| = pb où b = |b|. Substituons
la valeur de r2 |dϕ/dt| ainsi obtenue dans l’identité précédente, la variation totale
d’impulsion s’exprime alors comme :

δp =
qQm

2πε0pb
cos

θ

2
→ δp

p
=

λL
b
cos

θ

2

où, pour une impulsion incidente p donnée, nous avons défini la distance mini-
mum d’approche, correspondant au choc frontal θ = π (b = 0), aussi appelée
longueur de Landau λL.

Longueur de Landau : λL (p) ≡ qQm

2πε0p2

Le problème que nous étudions est conservatif car le potentiel coulombien est
indépendant du temps ; l’énergie cinétique initiale à t = −∞ est donc égale à l’é-
nergie cinétique finale à t = +∞ ; en effet, l’énergie potentielle est nulle pour ces
deux états asymptotiques (r = ±∞) : |p|= |p+ δp|. Le triangle [p,p+ δp, δp]
est donc isocèle ; la hauteur et la médiane abaissées sur δp sont confondues et
δp s’exprime simplement en fonction de l’angle de déflexion θ.

δp

p
= 2 sin

θ

2

Eliminons l’angle de déflexion θ entre les identités δp = pλL cos
θ
2/b et δp =

2p sin θ
2 et exprimons la variation d’impulsion δp, résultant de la diffusion Ru-

therford sur un centre coulombien fixe, en fonction de l’impulsion initiale p et
du paramètre d’impact b.

δp

p
=

2λLb

4 + λL
b

2
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Compte tenu de la relation n = cos θ2
b
b − sin θ

2
p
p la variation totale d’impulsion

δpn peut aussi s’exprimer comme :

Diffusion Rutherford :
δp

p
=

δp

p

2
b

λL
− δp

p

2
p

2p

La force de Coulomb décroissant comme le carré de la distance entre les charges,
l’essentiel de la variation d’impulsion s’effectue dans la partie courbe de la tra-
jectoire hyperbolique, les deux branches asymptotiques pouvant être assimilées
à des mouvements de translation uniforme. Dans un plasma, une particule n’in-
teragit pas avec une autre particule unique, mais avec un ensemble de centres
diffuseurs.
Pendant une durée infinitésimale δt il faut donc sommer les effets de l’en-

semble des collisions avec ces centres diffuseurs sur le trajet vδt où v = p/m.
La densité volumique de centres diffuseurs n est supposée uniforme ; pendant
une durée infinitésimale δt le nombre d’interactions δN avec les centres situés
entre une distance b et une distance b + δb est donné par : δN = nvδt2πbδb.
Le taux de variation temporelle de l’impulsion est proportionnel à la somme
suivant b du produit du transfert par un centre unique δp (b) par le nombre
de centres diffuseurs δN (b) dans la couronne cylindrique de rayons b et b + δb
et d’épaisseur vδt. La fonction δp (b) est une fonction décroissante avec b qui
présente un maximum, δp = 2p, pour b = 0. Par contre, la fonction δN (b) /δbδt
est une fonction croissante qui est nulle en b = 0 et devient infinie lorsque b
tend vers l’infini. Ce comportement à l’infini ne présente pas de signification
physique car nous savons que l’interaction coulombienne dans un plasma est
exponentiellement faible au-delà de la longueur de Debye λD.

vδt

δb

b

p
n

δN

δp

bλDλL

2p δp(b)
δN(b)
δbδt

Il est donc inutile de sommer le produit δp (b) δN (b) /δbδt au-delà de b = λD;
il est tout aussi inutile de prendre en compte les petites valeurs de b entre 0 et
λL car le facteur δN (b) /δbδt est négligeable pour cette gamme de paramètres
d’impacts. Physiquement cette dernière approximation traduit le fait suivant :
les collisions présentant un petit paramètre d’impact (b ≈ 0) sont certes vio-
lentes (δp ≈ p), mais elles sont extrêmement rares (δN (b) /δbδt ≈ 0). Le facteur
géométrique δN (b) /δbδt étant dominant par rapport au facteur dynamique
δp (b) , il est donc légitime de négliger les collisions aux petits paramètres d’im-
pacts (b < λL) et de considérer l’approximation des petits transferts d’impul-
sion : λL/b < 1→ δp/p < 1.

δp

p
=

λL
b

b

b
− λ2L
b2
p

2p
+ 0

λ3L
b3
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Pour certaines conditions de température, la description classique tombe en dé-
faut pour les petits paramètres d’impacts, lorsque la longueur de de Broglie de
la particule, λB = /p, est plus grande que la longueur de Landau ; les collisions
aux petits paramètres d’impacts doivent alors être décrites dans un cadre quan-
tique. Mais l’argument justifiant la dominance des collisions aux grands b reste
valable, et la somme sur b doit alors être restreinte à l’intervalle λB < b < λD.
Définissons la longueur de coupure λC :

λC = max λL =
qQm

2πε0p2
≈ 10

−9 [m]
T [eV]

, λB =
p
≈ 10

−10 [m]
T [eV]

où T désigne la température. Dans la suite de cette étude nous considèrerons
uniquement les collisions aux grands paramètres d’impact : λC < b < λD,
indépendamment de la nature classique ou quantique de la longueur de coupure
λC .
Afin d’évaluer la friction coulombienne δp /δt et le tenseur de diffusion

coulombienne δpδp /2δt, il est nécessaire de sommer, pendant une durée infi-
nitésimale δt, l’effet total de l’ensemble des collisions se déroulant sur le trajet
vδt. Il faut donc intégrer les effets de tous les centres diffuseurs se trouvant dans
une couronne cylindrique d’épaisseur vδt, de rayon maximum égal à la longueur
de Debye λD et de rayon minimum égal à la longueur de coupure λC ; cette
somme est notée .
Une telle intégrale sur le vecteur pλLb/b2 donne un résultat nul car les

probabilités de déflexion vers le haut, vers le bas, vers la gauche et vers la
droite sont égales : considérons la représentation polaire (cosα, sinα) du vecteur
unitaire b/b dans le plan perpendiculaire au vecteur p. La moyenne sur l’angle
α donne b/b = 0. Ainsi le terme de friction coulombienne δp /δt se réduit à
une composante unique suivant p

δp

δt
= −

λD

λC

δN

δbδt

λ2L
2b2
pdb = −pπnpλ

2
L

m

λD

λC

db

b
= −nmq

2Q2Λ

4πε20p
3
p

où nous avons introduit le logarithme coulombien Λ = log [λD/λC ], typiquement
10 < Λ < 20. Pour le calcul du tenseur de diffusion δpδp /2δt, à l’ordre le
plus bas en λL/b < 1, nous considérons uniquement les termes suivant bb/b2,
les termes en bp et pp étant d’ordres supérieurs en λL/b. La représentation
polaire du vecteur unitaire b/b dans le plan perpendiculaire au vecteur p permet
d’établir :

b

b
= (cosα, sinα, 0)→ bb

b2
=
Ip2 − pp
2p2

où I est l’opérateur identité. L’expression du coefficient de diffusion se réduit
donc à :

δpδp

2δt
=

λD

λC

δN

2δbδt
p
λL
b

2
bb

b2
db =

nmq2Q2Λ

8πε20p
3

Ip2 − pp

La forme fonctionnelle des coefficients de friction et de diffusion nous amène à
définir la fréquence de collision ν.

Fréquence de collision : ν (v) ≡ nq2Q2Λ

4πε20m
2v3
→ ν ≈ 10−5

Hz
n

cm−3
2 eV

mv2

3
2
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Ainsi les deux coefficients, appelés coefficients de Chandrasekhar, s’expriment
comme une simple friction et un tenseur isotrope dans le plan perpendiculaire
à p.

Friction :
δp

δt
= −ν (p)p Diffusion :

δpδp

2δt
= ν (p)

Ip2 − pp
2

Ce résultat appelle plusieurs remarques.
• Notons d’abord une relation remarquable entre le coefficient de diffusion

et le coefficient de friction :

∂

∂p
· Ip2 − pp

2p3
= − p

p3
→ ∂

∂p
· δpδp

2δt
=

δp

δt

cette relation sera mise à profit lors de la construction et de l’étude de l’équation
cinétique de Landau.
• Nous venons de traiter le cas de la diffusion Rutherford sur un centre fixe,

or, dans un plasma thermonucléaire, toutes les particules sont en mouvement,
aussi le modèle précédent doit être complété pour décrire la dynamique des po-
pulations chargées cibles. Une telle étude complète est présentée dans le chapitre
consacré à la relaxation cinétique. Néanmoins, compte tenu de la différence de
masse entre électrons et ions et de la différence de vitesse moyenne résultante,
les résultats précédents sont pertinents pour décrire la cinétique des électrons
dans les tokamaks.
• Le logarithme coulombien pour les transferts d’impulsion électron-ion, dans

la gamme des températures caractéristiques du bord et du centre d’un plasma de
tokamak est donné par T 50eV: Λ ≈ 23.4−1, 15×lnn cm−3 +3.45×lnT [eV]
et T 50eV : Λ ≈ 25.3− 1, 15× lnn cm−3 +2.30× lnT [eV].
• Au-delà de la longueur de Debye, les interactions collisionnelles sont né-

gligeables mais les interactions collectives doivent être prises en compte. Ces
interactions se manifestent, entre autres, par l’émission spontanée d’ondes plas-
mas. Pour une particule se déplaçant à vitesse constante cette émission Cerenkov
induit un ralentissement supplémentaire dont la dépendance fonctionnelle en les
différents paramètres est similaire au cas collisionnel. Ce terme supplémentaire
se traduit donc uniquement par une faible modification du logarithme coulom-
bien Λ.
• Il existe, non pas une fréquence de collision coulombienne dans un plasma

thermonucléaire, mais un ensemble de fréquences de collisions correspondant aux
interactions : ion-ion, électron-électron, électron-ion et aux processus tels que :
le ralentissement, l’isotropisation et la thermalisation. La fréquence ν identifiée
dans ce paragraphe est la fréquence d’isotropisation électrons-ions pour une
vitesse donnée. La moyenne de cette fréquence sur une distribution de Maxwell,

νe→i ≡ Znee
4Λ

3ε20m
2
e

2πkBTe
me

− 3
2

→ νe→i ≈ 1.6× 10−15
Hz

n

m−3
keV

T

3
2

et son adaptation au cas ionique permet de définir les fréquences de collisions
électroniques et ioniques standards :

νe→e ≈ νe→i,
√
miνi→i ≈ √meνe→i, miνi→e = meνe→i
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où le facteur me/mi résulte du rapport des vitesses thermiques qui détermi-
nent le flux incident donc le taux de collisions. La fréquence νei est extrême-
ment importante en physique des plasmas thermonucléaires car elle détermine
les conductivités électriques et thermiques électroniques (en l’absence de turbu-
lence). Le fait que cette fréquence diminue avec T peut paraître contre-intuitif
en première analyse, mais une réflexion sur la nature des transferts lors d’une
collision permet de préciser ce point : le transfert d’impulsion dans une collision
est proportionnel au temps d’interaction, or, plus un électron est rapide, plus
ce temps est court, donc la quantité de mouvement échangée diminue avec la
vitesse.

2.2 Relaxations ionique et électronique

2.2.1 Ralentissement des ions rapides

Le ralentissement des ions rapides au sein d’un plasma thermonucléaire consti-
tue un problème important dans le contexte du chauffage ; que ce soit (i) les
ions hydrogène présentant une énergie de l’ordre de la centaine de KeV, injectés
dans les tokamaks pour déposer leur énergie afin d’atteindre la température
d’allumage, ou, après allumage, (ii) les particules alpha, présentant une énergie
de 3.5 MeV résultant des réactions de fusion, le ralentissement de ces ions su-
prathermiques et l’étude du transfert d’énergie cinétique vers le plasma relève
de la théorie du ralentissement que nous allons développer dans ce paragraphe.
L’équation du ralentissement d’un ion rapide, interagissant avec une popu-

lation ionique et une population électronique, peut être établie à partir des
coefficients de friction et de diffusion comme suit :

dV 2

dt
=

[V + δV (δt)]2 −V2

δt→ 0
= 2V · δV

δt
+

δV · δV
δt

La décélération collisionnelle est donc décrite par l’équation :

dV

dt
=
V

V
· δV

δt
+
1

V
Tr

δVδV

2δt

où Tr désigne la trace de la matrice δVδV /2δt. Nous avons étudié l’expression
du taux de destruction de l’impulsion d’une particule de vitesse V, de masse
M et de charge q par une population au repos de charge Q et de densité n,
δV /δt = −nq2Q2ΛV/4πε20M2V 3. Au sein d’un plasma thermonucléaire les vi-
tesses des électrons et des ions sont réparties suivant une distribution de Maxwell
et il est donc nécessaire d’adapter la relation δV /δt = −nq2Q2ΛV/4πε20M2V 3

au cas d’une collision sur une cible mobile de vitesse v pour évaluer le ralentis-
sement des ions rapides sur un plasma thermonucléaire chaud.

M

QVv
qm

ne

F(v) ni

fe(v)

v

fi(v)

Vc V
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Le problème de l’interaction entre deux particules, couplées par un potentiel
U (r), de masses respectives M et m et de vitesses respectives V et v, peut être
résolu en considérant la vitesse du centre de masse vB et la vitesse relative vR.

vB ≡ MV+mv
M +m

, vR ≡ V − v , μ ≡ mM

M +m

Suivant cette décomposition classique le centre de masse effectue un mouvement
de translation uniforme et la vitesse relative effectue un mouvement varié suivant
le potentiel d’interaction U (r), la masse associée à ce mouvement relatif étant
la masse effective ou fictive μ. Ainsi, considérant les deux états asymptotiques,
bien avant la collision (interaction) et bien après la collision, les variations de
vitesses associées à la collision peuvent être déduites des variations de vitesses
du problème décomposé : δvB = 0 et δvR = 0.

V = vB +
μ

M
vR → δV =

μ

M
δvR

Les relations explicitant la friction et la diffusion sont donc aisément adaptables
au problème de la collision coulombienne de deux particules en mouvement, un
ion rapide de vitesse V et une particule thermique de vitesse v.

δvR
δt

= −nq
2Q2Λ

4πε20μ
2

vR
v3R
→ δV

δt
= − nq

2Q2Λ

4πε20μM

V − v
|V − v|3

δvRδvR
2δt

=
nq2Q2Λ

4πε20μ
2

Iv2R − vRvR
2v3R

→ Tr
δVδV

2δt
=
nq2Q2Λ

4πε20M
2

1

|V− v|
Ces deux relations sont ensuite sommées sur la fonction de distribution des
vitesses des particules thermiques : F (v) = πv2T

− 3
2 exp −v2/v2T .

δV

δt
= − nq2Q2Λ

4πε20μM
πv2T

− 3
2 exp − v

2

v2T

V − v
|V − v|3 dv

Tr
δVδV

2δt
=

nq2Q2Λ

4πε20M
2

πv2T
− 3
2

exp − v2

v2T

|V− v| dv

L’intégrale sur les vitesses électroniques apparaissant dans l’évaluation de la fric-
tion peut être interprétée dans un cadre électrostatique. En effet, considérons
les vitesses comme des positions, alors l’intégrant décrit une force centrale pro-
portionnelle au carré de l’inverse de la distance, et l’intégrale la somme de telles
forces pour une distribution isotrope. Nous pouvons donc appliquer le théorème
de Gauss avec, comme surface de Gauss, une sphère centrée à l’origine v = 0.

V-v
V

v

V-v

kBTme >V kBTimi <V
e

v

V
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Ainsi, le calcul du coefficient de friction est simplifié pour les cas des ions
suprathermiques et subthermiques.

V > vT → exp − v
2

v2T

V − v
|V − v|3 dv ≈

V

V 3

+∞

0

exp − v
2

v2T
4πv2dv = π

3
2
v3T
V 3
V

V < vT → exp − v
2

v2T

V − v
|V − v|3 dv ≈

V

V 3

V

0

4πv2dv =
4

3
πV

Le cas de la diffusion peut être traité en remarquant que l’analogie électrosta-
tique est aussi recevable, mais en considérant une intégrale de potentiel élect-
rostatique, le coefficient de friction étant analogue à une intégrale de champ en
vertu de la relation : −∂ |V− v|−1 /∂V = V−v/ |V − v|3; les deux asympto-
tiques haute et basse vitesse sont donc données par :

V > vT →
exp − v2

v2T

|V − v| dv ≈ π
3
2
v3T
V

V < vT →
exp − v2

v2T

|V − v| dv ≈ 2π v2T −
V 2

3

Ces deux asymptotiques peuvent être raccordées par une simple représentation
sous forme de fraction rationnelle :

exp − v
2

v2T

V− v
|V − v|3 dv ≈ π

3
2

V 3

v3T
+ 3
√
π
4

V

exp − v2

v2T

|V − v| dv ≈ π
3
2 v2T

V
vT
+
√
π
2

Le cas des ions rapides dans les tokamaks est particulièrement simple car la
vitesse caractéristique de ces ions est intermédiaire entre les vitesses thermique
ionique et électronique : 2kBTe/me > V > 2kBTi/mi, aussi, il est d’usage
de considérer les deux limites haute et basse vitesse pour étudier le ralentisse-
ment et le dépôt d’énergie.

Ions thermiques : V >
2kBTi
mi

→ δV

δt i/i

= −niQ
2Z2e2Λ

4πε20μiM

V

V 3

Electrons thermiques : V <
2kBTe
me

→ δV

δt i/e

= −neQ
2e2Λ

3ε20μeM

me

2πkBT

3
2

V

où les masses effectives électronique et ionique sont notées μi =Mmi/ (M +mi)
et μe = Mme/ (M +me) ∼ me. L’ordering des masses : M ∼ mi me et les
hypothèses : 2kBTe/me > V > 2kBTi/mi impliquent MV 2 ∼ miV

2

kBT ∼ mev
2
T , ainsi, le terme de diffusion électronique est donc négligeable

devant le terme de friction électronique et la loi de ralentissement, prenant en
compte les populations ionique et électronique, est donnée par :

dV

dt
= − niZ

2e2Q2Λ

4πε20miM
V −2

Ions

− nee
2Q2Λ

3ε20meM

me

2πkBT

3
2

V

Electrons
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L’équation différentielle décrivant le ralentissement présente deux termes, le
terme électronique, dominant à haute vitesse, et le terme ionique dominant à
basse vitesse. La transition entre ces deux régimes définit la vitesse critique Vc
et le temps caractéristique de décélération définit le temps de ralentissement τS .

Vitesse critique : V 3c ≡
3Z
√
π

4

2kBT

mi

2kBT

me

Temps de ralentissement : τS ≡ 3π
3
2 ε20miM

nee2Q2Λ

2kBT

mi

2kBT

me

Sur la base de ces deux définitions, l’équation du ralentissement prend la forme
simple :

dV

dt
= − V 3c + V

3

V 3
V

τS

et peut être intégrée à partir d’une vitesse initiale V (t = 0) = V0.

V (t) = V 30 exp−
3t

τS
+ V 3c exp− 3t

τS
− 1

1
3

Les ions suprathermiques piégés à travers l’échange de charges des neutres ra-
pides injectés au sein du plasma, ainsi que les particules alpha, suivent cette loi
de ralentissement, dans le dernier paragraphe nous analyserons, sur la base de ce
résultat, la nature du dépôt d’énergie sur les différentes populations thermiques.

2.2.2 Electrons runaway

La décroissance du terme de friction collisionelle avec la vitesse est à l’origine du
phénomène de production d’électrons dit runaway car l’accélération électrique
peut, à partir d’une certaine vitesse critique être plus importante que la décélé-
ration collisionelle. Ces particules apparaissent dans les décharges basse densité
lorsque le champ électrique inductif toroïdal E engendre une force de Coulomb
supérieure à la force de friction collisionnelle −νv (les disruptions majeures du
plasma génèrent aussi des runaway).

dv

dt
= − niZ

2e4Λ

4πε20m
2

v

v3

Friction

− eE

m

Accélération

La force de friction −ν (v)v décroissant avec la vitesse, il existe, pour un champ
électrique E donné, un seuil de vitesse tel que l’accélération coulombienne eE/m
domine la friction, au-delà de ce seuil, l’électron étant accéléré, sa vitesse aug-
mente et la friction diminue comme le cube de cette vitesse. On est donc en
présence d’une instabilité où les effets amplifient les causes qui leur donnent
naissance.
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vc

vr

E
B

vT

C=0

C<0

C>0

v//

θ
v

γc

vT γ//γ0

E
B

Limite SynchrotronLimite Dreicer

L’équation de Newton traduisant la dynamique associée à ces deux forces
permet d’identifier le seuil de vitesse critique au-delà duquel les électrons énergé-
tiques se découplent ainsi de la population thermique basse énergie.

dv

dt
= − niZ

2e4Λ

4πε20m
2v2

+
eE

m
cos θ ,

d cos θ

dt
=
eE

m

sin2 θ

v

Ce système de deux équations à deux inconnues admet un invariant du mouve-
ment C (θ, v) permettant de distinguer deux régimes dynamiques : (i) l’ensemble
d’orbites runaway C > 0 où le découplage et l’accélération par le champ élect-
rique entrainent les particules vers v → +∞ et (ii) les orbites couplées C < 0
où la friction maintient les électrons dans la zone thermique. La transition entre
ces deux classes d’orbites est constituée par une séparatrice d’équation C = 0.

C = v2 sin2 θ−2niZ
2e3Λ

4πε20Em
(1− cos θ) = v2c v2 + v2c−

niZ
2e3Λ

2πε20Em
v2 + v2c − v

Plutôt qu’un seuil de vitesse vr pour un champ donné, il est d’usage de définir
un seuil de champ ou champ critique pour une vitesse donnée prise égale à la vi-
tesse thermique. L’intersection de la séparatrice avec l’axe des vitesses parallèles
C (θ = 0, vr) = 0 définit ce champ critique ED aussi appelé champ critique de
Dreicer.

Champ de Dreicer : v2r =
niZ

2e3Λ

4πε20Em
→ ED ≡ niZ2e3Λ

4πε20kBTe

Les conclusions de cette analyse pourraient laisser croire qu’une fraction signi-
ficative des électrons dans un tokamak peut atteindre de très hautes énergies
sans qu’aucun processus ne vienne limiter la croissance de cette énergie au cours
du temps. Cette conclusion est erronée car nous avons négligé les processus de
rayonnement, en particulier le rayonnement synchrotron résultant de la cour-
bure de la trajectoire le long des lignes de champ, qui présente une dépendance
en la puissance quatre de l’énergie, offre un mécanisme de freinage haute vitesse
suffisamment efficace pour arrêter les runaway.
Introduisons l’énergie relativiste mc2γ d’un électron runaway et négligeons

la friction. L’évolution de l’énergie est alors contrainte par deux tendances an-
tagonistes, l’accélération inductive et le ralentissement radiatif.

mc
dγ

dt
= eE

Accélération

− e2

6πε0R20
γ4

Pertes radiatives
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Cette équation différentielle ordinaire décrivant l’évolution de l’énergie des ru-
naway haute énergie peut être intégrée ; pour ce faire introduisons le temps
caractéristique τ0 ≡ mc/eE ainsi que la limite synchrotron γ0 qui détermine
l’énergie maximum mc2γ0 d’un électron dans un tokamak (dγ/dt = 0).

Limite synchrotron : γ0 ≡
6πε0R20E

e

1
4

Cette limite est de l’ordre de quelques dizaines à quelques centaines de MeV. La
séparation des variables d’énergie et de temps, puis une quadrature sur l’énergie,
conduisent à la loi implicite d’évolution de l’énergie t (γ) :

t

τ0
=

γ0
2

tanh−1
γ

γ0
+ arctan

γ

γ0
− tanh−1 1

γ0
− arctan 1

γ0

2.2.3 Isotropisation électronique

Nous allons maintenant étudier le processus d’isotropisation de la vitesse d’un
électron résultant des collisions avec une population ionique au repos. Soit une
population d’ions, supposés infiniment lourds donc au repos, de charge Ze et
de densité n. Ces ions au repos interagissent avec un électron, de masse m
et de vitesse initiale v0, décrit par la fonction de distribution f(v← v0, t) ; à
l’instant initial t = 0 cette fonction est représentée par une distribution de Dirac
dirigée, et, à l’issue du processus d’isotropisation, par une distribution de Dirac
isotrope :

f(v← v0, t = 0) =
δ (v − v0) δ (cos θ0 − cos θ)

2πv20
→ f(v← v0, t = +∞) = δ (v − v0)

4πv20

où v = |v|, θ = arccos (uz · v/v) constituent, avec ϕ, un système de coordonnées
sphériques d’axe uz dans l’espace des vitesses v ; et θ0 = arccos (uz · v0/v0)
est l’angle initial par rapport à l’axe des z. Nous ne prenons pas en compte le
deuxième angle sphérique ϕ car l’axe de référence uz du système sphérique est
pris parallèle au champ magnétique. Ainsi, la rotation cyclotronique rend la dist-
ribution suivant cet angle ϕ homogène. Notons que l’inclusion du deuxième angle
sphérique ϕ ne pose aucun problème supplémentaire si nous voulons étendre les
résultats dérivés ici. Les ions étant supposés infiniment lourds, il ne peut y
avoir de transfert d’énergie et la norme de la vitesse électronique |v| reste in-
variante. Par contre, l’effet cumulatif des collisions induit un élargissement de
la distribution angulaire c’est-à-dire une isotropisation. La fonction de distribu-
tion f(v, t > 0) est donnée par la solution de l’équation de Fokker-Planck aussi
appelée équation de Landau dans ce contexte,

∂f

∂t
=

∂

∂v
· νvf +

∂

∂v
· ν Iv

2 − vv
2

f = ν
∂

∂v
· Iv

2 − vv
2

· ∂

∂v
f

où ν (v) = nZ2q4Λ/4πε20m
2v3 est la fréquence de collision définie précédemment

et où nous avons utilisé l’identité ∇v · Iv2 − vv/v3 = −2v/v3. Ainsi appa-
raît un opérateur différentiel décrivant l’isotropisation, c’est-à-dire une marche
aléatoire sur une sphère, dont l’expression en coordonnées sphériques est donnée
par :

∂

∂v
· Iv2 − vv · ∂

∂v
=

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
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Cet opérateur n’est autre que ν fois la partie angulaire du Laplacien égale au
carré de l’opérateur moment cinétique orbital en mécanique quantique. Le pro-
cessus d’isotropisation, dans ce modèle dit de Lorentz, conserve la norme de
l’impulsion |v0| = |v| ce qui était un résultat attendu.
Dans un système de coordonnées sphériques, l’équation cinétique de Landau

décrivant l’isotropisation de la population électronique est donc donnée par :

Modèle de Lorentz :
∂f

∂t
=

ν

2

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
f

Les fonctions propres de l’opérateur moment cinétique en mécanique quantique
sont les harmoniques sphériques, qui en l’absence de dépendance en l’angle ϕ se
réduisent aux polynômes de Legendre Pl(cos θ).

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
Pl(cos θ) = −l (l + 1)Pl(cos θ)

La famille des polynômes de Legendre Pl(x) tels que l = 0, 1, 2, 3, 4, 5..., consti-
tue une base orthogonale complète de l’ensemble des fonctions sur le cercle :

+1

−1

2l + 1

2
Pl (x)Pm (x) dx = δml ,

l=+∞

l=0

2l + 1

2
Pl(x)Pl(x ) = δ (x− x )

Cette dernière relation, dite de complétude, permet de représenter les conditions
initiales du problème, δ (v − v0) δ (cos θ0 − cos θ), sur la base des polynômes de
Legendre suivant une somme pondérée par les coefficients (2l + 1) /2. Recher-
chons la solution de l’équation d’évolution sous la forme d’une décomposition
sur la base ainsi identifiée des polynômes de Legendre :

f(v← v0, t) =
δ (v − v0)
2πv20 l

al (v, t)Pl(cos θ0)Pl(cos θ)→ dal
dt

= − l (l + 1)
2

νal

chaque coefficient al de ce développement vérifie une équation de relaxation
linéaire et peut être exprimé en fonction du temps. La solution est une somme
pondérée de polynômes de Legendre, les coefficients de pondération décroissant
exponentiellement avec le temps et l’ordre du polynôme.

f(v← v0, t) =
δ (v − v0)
2πv20

l=+∞

l=0

2l + 1

2
exp − l(l + 1)

2
νt Pl(cos θ0)Pl(cos θ)

Cette expression offre un cadre adéquat pour étudier la relaxation de la vitesse
moyenne le long du champ magnétique v et de la vitesse cyclotronique moyenne
vc ainsi que l’évolution des différents moments de ces variables, évolution qui
participe à des phénomènes tels que le piégeage ou la production d’électrons
découplés.
Afin de construire un modèle statistique plus simple que l’évolution des vi-

tesses suivant une base de polynômes de Legendre, revenons à la relaxation
exponentielle de la vitesse v , la représentation cos θ = P1(cos θ) permet de
construire la loi de décroissance exponentielle de la vitesse parallèle moyenne.

v0 = v0uz → v (t) = v0 cos θf(v,v0, t)dv = v0 exp−νt
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Cette loi de décroissance peut aussi être obtenue dans le cadre d’une modélisa-
tion de marche aléatoire Markovienne.

<   >=v0e-νt

vc

v0

θ

v//

v//

v0

B

B
v0

Introduisons la loi temporelle P (0, t) mesurant la probabilité pour qu’un
électron effectue un libre parcours de durée t, sans modification significative de
sa vitesse. Sur une durée infinitésimale dt la probabilité de collision est propor-
tionnelle à dt et la probabilité de libre parcours (pas de collision) correspondant
à l’événement complémentaire est donc donnée par 1 moins cette probabilité de
collision sur une durée infinitésimale dt. En effet, il n’y a que deux possibilités,
collision ou libre parcours. P (0, t) possède donc les deux propriétés suivantes :
P (0, 0) = 1 et P (0, dt) = [1− νdt] où ν sera identifiée ultérieurement. Nous
pouvons élargir la perspective et considérer la loi P (N, t) décrivant la proba-
bilité pour qu’un électron subisse N collisions durant l’intervalle de temps t.
Plusieurs propriétés de cette distribution peuvent être établies : P (0, 0) = 1,
P (1, δt) = νδt, P (0, δt) = 1 − νδt, P (N, δt) =

N>1
0 ; en effet, sur une durée

infinitésimale il ne peut pas se produire plus d’une collision. Supposons que la
probabilité de collision durant un intervalle de temps donné soit indépendante
de l’histoire de la particule, c’est-à-dire indépendante du fait que la particule
ait ou n’ait pas subi de collisions dans un passé récent, une telle hypothèse est
dite Markovienne et permet d’établir : P (0, t+ δt) = P (0, t)P (0, δt).

P(0,t)

νt1 32

0.8

0.6

0.4

0.2

Probabilité de collision

Probabilité de libre parcours

4

Le développement de Taylor du premier membre conduit à l’équation diffé-
rentielle du premier ordre :

dP (0, t)

dt
= −νP (0, t)→ P (0, t) = exp (−νt)

Nous obtenons ainsi une loi de décroissance exponentielle similaire à la loi de
décroissance de la vitesse associée aux collisions coulombiennes décrites dans le
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cadre du modèle de Lorentz ; nous identifions donc ν = νe→i pour les électrons.

Probabilité de libre parcours de durée t : P (0, t) = exp (−νt)

Considérons ensuite la loi P (N, t), un électron subit N collisions durant une
période t+δt si il en subit N−1 durant la période t et une durant δt ou N durant
t et 0 durant δt ; ainsi : P (N, t+ δt) = P (N − 1, t)P (1, δt)+P (N, t)P (0, δt).
dP (N, t)

dt
+νP (N, t) = νP (N − 1, t)→ P (N, t) = ν exp (−νt)

t

0

exp (ντ)P (N − 1, τ) dτ

Nous avons établi la loi de Poisson décrivant la probabilité d’observer N colli-
sions sur un électron donné durant un intervalle de durée t.

Loi de Poisson : P (N, t) =
(νt)

N

N !
exp (−νt)

Le temps moyen entre deux collisions s’exprime à partir de la loi de la probabilité
P (0, t) comme la moyenne des temps de libre parcours, et la dispersion est
donnée par la valeur moyenne du carré du temps de libre parcours :

t ≡
+∞
0

tP (0, t) dt
+∞
0

P (0, t) dt
= ν−1, t2 ≡

+∞
0

t2P (0, t) dt
+∞
0

P (0, t) dt
= 2ν−2

ainsi : ν−1 = t , t2 = 2ν−2.

2.3 Transport

2.3.1 Transport le long des lignes de Champ

Dans ce paragraphe, poursuivant l’analyse de l’impact des interactions coulom-
biennes sur la dynamique d’un plasma thermonucléaire, nous allons étudier la
nature des flux électroniques et ioniques le long des lignes de champ magnétique
et perpendiculairement au champ magnétique dans un plasma magnétisé.
En régime collisionnel la dynamique le long des lignes de champ est de nature

aléatoire et peut être modélisée par une marche aléatoire. Sur la base de la loi
de probabilité décrivant la probabilité pour qu’une particule effectue un libre
parcours de durée t, sans modification significative du module de sa vitesse,
P (0, t) = exp [−νt], il est aisé d’établir le comportement macroscopique d’une
population d’électrons ou d’ions.

B z

v1

v6

v5

v4

v3v2

y

x

t

z

τi

ti

Collision

Collision

Translation

Translation

τi+1

viti

Collision

Translation
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Nous allons ainsi démontrer que ce comportement peut être décrit par un
courant macroscopique obéissant aux lois d’Ohm et de Fick. Considérons pour
cela l’histoire d’une particule chargée, de masse m et de charge q, comme une
succession de libres parcours et de collisions ; entre deux collisions le mouvement
est de nature inertielle, ainsi la loi de Newton décrivant l’évolution de la vitesse
est donnée par :

dv

dt
=

n

δ (t− τn) δvn

où τn repère les instants successifs des différentes collisions assurant un trans-
fert d’impulsion mδvn. L’histoire d’une particule est ainsi décrite par une série
de temps aléatoires, t1/t2/t3/t4/.../ti/..., correspondant à la durée de chaque
libre parcours n : tn = τn+1 − τn, chaque libre parcours n étant constitué par
une translation uniforme de vitesse vn = vn−1+ δvn ; les collisions à l’origine
des transferts d’impulsion mδvn étant considérées comme des évenements beau-
coup plus courts que les libres parcours. Ces différents temps de libres parcours
t1/t2/t3/t4/.../ti/... sont des variables aléatoires dont nous avons établi la loi
de probabilité précédemment. En particulier, la moyenne ti et la dispersion
quadratique t2i de ces temps sont données par : ti = ν−1, t2i = 2ν−2.
Chaque libre parcours le long des lignes de champ magnétique, entre deux

collisions, est décrit par une vitesse, elle aussi aléatoire. La série des vitesses
correspondant à l’histoire d’une particule est donc une série aléatoire : v1/v2/v3
.../vi... dont nous connaissons la loi de probabilité : une distribution d’équi-
libre Maxwellienne. Compte tenu du caractère isotrope du problème, la valeur
moyenne de la vitesse entre deux collisions est nécessairement nulle vi = 0,
et, si la population de particules est décrite par une température T , la valeur
quadratique moyenne de la vitesse vaut vi · vi = kBT/m. L’hypothèse de dé-
corellation se traduit par la relation vi · vj i=j = 0. Chaque libre parcours est
décrit par un vecteur déplacement le long de la ligne de champ zi tel que :

zi = viti

L’ensemble des libres parcours est donc une série aléatoire : z1/z2/z3/z4/.../zi....
La loi de probabilité de ces déplacements aléatoires est inconnue à priori, mais,
compte tenu des résultats précédents, nous pouvons construire cette loi. En effet,
les temps t1/t2/t3/t4/.../ti/... sont distribués suivant la loi de Poisson simple
P (0, t)t les vitesses v1/v2/v3 .../vi... suivant une loi de Maxwell, ces deux lois
étant sans correllation mutuelle, la valeur moyenne d’un produit est égale au
produit des valeurs moyennes. Ainsi, le coefficient de friction δz (δt) / δt est
nul,

zi = viti → δz (δt)

δt
= v

+∞
0

tP (0, t) dt
+∞
0

tP (0, t) dt
= 0

car v = 0 ; mais le coefficient de diffusion le long des lignes de champ
δz2 (δt) /2 δt présente une valeur finie :

zi = viti →
δz2 (δt)

2 δt
= v2

+∞
0

t2P (0, t) dt

2
+∞
0

tP (0, t) dt
=
kBT

mν
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cette expression définit le coefficient de diffusion D le long des lignes de champ
magnétique.

Coefficient de diffusion parallèle : D ≡ δz2

2 δt
=
kBT

mν

En présence d’un champ électrique quasi-statique, E, cette analyse, en terme
de translations uniformes interrompue par des collisions, doit être modifiée,
car, entre deux collisions, le mouvement n’est pas uniforme, mais uniformément
accéléré sous l’action de la force de coulomb qE. Considérons donc l’histoire
d’une particule comme une suite de phases accélérées interrompues par des
collisions de durées nulles.

dv

dt
=
q

m
E +

n

δ (t− τn) δvn

La série des temps, t1/t2/t3/t4/.../ti/..., décrivant la durée de ces phases d’accélé-
ration est donc de nature aléatoire, mais ses propriétés statistiques sont connues.

B z

y

x

t

z

τi

t

Collision

Collision

Accélération

τi+1

qEt2

Collision

E

E

vt + m

Accélération

Accélération

La série des déplacements le long des lignes de champ entre deux collisions :
z1/z2/z3/z4/.../zi.... est modifiée par le champ électrique, le mouvement entre
deux collisions est uniformément accéléré

zi = viti +
qEt2i
2m

et cette modification de la nature du mouvement se traduit par un déplacement
moyen non nul.

zi = viti +
1

2

qE

m
t2i →

δz (δt)

δt
=
qE

m

+∞
0

t2P (0, t) dt

2
+∞
0

tP (0, t) dt
=
qE

mν

Ce dernier résultat permet ainsi d’exprimer la vitesse moyenne des électrons
dont le rapport au champ électrique définit la mobilité électrique μ le long des
lignes de champ magnétique.

Coefficient de mobilité parallèle : μ ≡ 1

E

δz

δt
=

q

mν
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Ainsi, en régime collisionnel, la succession de phases d’accélérations et de colli-
sions engendre un mouvement de translation de vitesse moyenne μ E. Ce mou-
vement électronique est la source d’une densité volumique de courant électrique
J = nqμ E ; introduisons la conductivité η, dite de Spitzer, définie par la
relation : J = ηE.

Conductivité de Spitzer : ηS ≡
J

E
=
nq2

mνe
→ η [S/m] ≈ 104 × T

eV

3
2

Pour un plasma d’hydrogène à 100 eV cette conductivité est de l’ordre de gran-
deur de celle de l’acier, pour une température de 1 keV elle devient comparable
à la conductivité du cuivre. Ainsi les plasmas thermonucléaires sont de très bons
conducteurs.

J = ηE, ∇×E = −∂B
∂t
→ I [MA] ≈ 10−2 × a

2 [m]T
3
2 [eV]

2R [m]
dΦ

dt
[V]

B(t)

Jt (t) = ηsE(t)Bp

B(t)

E(t)
Φ(t)

Cette formule de Spitzer peut sembler contraire à l’intuition physique. En
effet, la conductivité y est indépendante de la densité de porteurs de charge
et croît avec la température. Ce comportement s’explique aisément : (i) d’une
part, dans un gaz totalement ionisé la probabilité de collision décroît avec la
vitesse donc avec la température et (ii) d’autre part, la fréquence de collisions
est proportionnelle à la densité, le terme de densité au dénominateur dans la
fréquence de collision ν élimine donc celui présent au numérateur dans la formule
η = nq2/mν.
Le long des lignes de champ le flux électronique Γ est la somme d’un flux

convectif et d’un flux diffusif Γ = nμ E −D dn/dz. Deux relations classiques
peuvent être établies : la relation d’Einstein qui prédit l’universalité du rapport
du coefficient de diffusion sur le coefficient de mobilité et la relation de Boltz-
mann qui décrit la condition d’équilibre d’une population de particules chargées
interagissant avec un potentiel électrostatique φ lorsque le flux Γ s’annule.

Relation d’Einstein :
D

μ
=
kBT

q
← μ =

q

mν
, D =

kBT

mν

Relation de Boltzmann : n = n0 exp − qφ

kBT
← Γ = −nμ dφ

dz
−D dn

dz
= 0

Les définitions qui viennent d’être données et les relations qui viennent d’être
établies concernent l’étude du flux de matière le long de la direction du champ
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magnétique. Perpendiculairement à ce champ, il nous faut considérer le couplage
entre le terme de Laplace qv × B et les collisions et évaluer le coefficient de
diffusion du centre guide R⊥ des orbites cyclotroniques.

2.3.2 Transport perpendiculairement aux lignes de champ

Considérons une particule chargée, de masse m et de charge q, plongée dans
un champ magnétique statique uniforme B =Bb. L’écriture de l’équation du
mouvement de cette particule se réduit à la prise en compte : (i) de la force
de Laplace et (ii) des transferts d’impulsion mδvn induits par les collisions
coulombiennes:

dv

dt
=
q

m
v×B+

n

δ (t− τn) δvn

où τn sont les instants de collisions. La vitesse v peut être décomposée en une
composante parallèle au champ magnétique déjà étudiée au début de ce para-
graphe, v = (v · b)b, et en une composante perpendiculaire au champ magné-
tique, la vitesse cyclotronique, vc = b× (v × b). Afin d’étudier l’orbite dans le
plan perpendiculaire au champ magnétique introduisons la variable complexe :
Z = vx + jvy où x et y constituent un système de coordonnées cartésiennes
dans le plan perpendiculaire à b, vc = vxux + vyuy; système de coordonnées
associé à la base orthonormée directe [ux,uy,b]. La variable Z vérifie l’équation
différentielle linéaire du premier ordre :

dZ
dt
+ jωcZ = +

n

δ (t− τn) δZn

où les mδZn décrivent les transferts aléatoires de vitesse perpendiculaire dûs
aux collisions.

t

x

Collision
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Rotation

Collisionτi

τi+1

ti

δR
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ρL

B

< > ρL

Rotation

δR

Entre deux collisions la solution est donnée par Z(t) = Z0 exp (−jωct). La
position instantanée de la particule est définie comme la somme de la position
du centre guide et du rayon de Larmor : r = R⊥ + ρL. Le rayon de Larmor
ρL (t) et la vitesse cyclotronique vc (t) vérifient la relation : vc = ωcρL×b. La
probabilité que la particule ne subisse aucune collision durant un temps τ puis
subisse une collision à l’issue de ce temps τ durant l’intervalle dτ est donnée
par : dP (τ) = ν exp (−ντ) dτ où ν est la fréquence de transfert d’impulsion. A
l’issue d’une collision, non seulement une variation de la vitesse cyclotronique est
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observée, mais aussi un changement de position du centre guide δR⊥. En effet,
dans un champ magnétique, statique et homogène, la position r d’une particule
peut être décomposée en la somme de la position du centre guide et de la position
du rayon de Larmor tournant qui est reliée à la vitesse cyclotronique par : ωcρL
= b × vc, ainsi, R⊥ = r− b × vc/ωc. Lors d’une collision la variation de la
position instantanée de la particule est nulle δr = 0, il en résulte un couplage
entre la variation de vitesse δvc et la variation de la position du centre guide
δR⊥.

δR⊥ =
δvc × b

ωc
→ δR2

⊥ =
δv2x + δv2y

ω2c

Afin de calculer le coefficient δvc · δvc considérons la dynamique en l’absence
de collision ; on suppose que la particule chargée vient juste de subir une collision
à l’instant t0 et possède, après cette collision, la vitesse vc0 exp (−jωct0). En l’ab-
sence de collision, la vitesse à un instant ultérieur t est donc donnée par Z(t) =
vc0 exp (−jωct) et la variation de vitesse est égale à : δZ = vc0 exp (−jωct) −
vc0 exp (−jωct0). Introduisons τ = t− t0 la durée du libre parcours, qui est ici
une libre rotation, et exprimons le carré de l’incrément de vitesse cyclotronique
et de l’incrément de position du centre guide à l’issue d’une libre rotation de
durée τ .

δvxδvx+δvyδvy ≡ δZδZ∗ = 4v2c0 sin2 ωc
t− t0
2

→ δR⊥·δR⊥ = 4v
2
c0

ω2c
sin2 ωc

τ

2

Le résultat ainsi obtenu est fonction uniquement de la variable aléatoire τ et
cette variable est distribuée suivant la loi dP/dτ , il est donc nécessaire de moyen-
ner ce résultat pour exprimer le coefficient de diffusion.

δR2
⊥

δt
= 4

v2c0
ω2c

+∞
0

P (0, τ) sin2 ωc
τ
2 dτ

+∞
0

τP (0, τ) dτ
= 2v2c

ν

ν2 + ω2c

Compte tenu de l’isotropie du problème autour des lignes de champ δR2
⊥ =

2 δR2x = 2 δR2y . La distribution des vitesses étant maxwelienne nous considè-
rerons v2c0 = 2kBT/m. Le résultat final est donné par :

Coefficient de diffusion transverse : D⊥ ≡
δR2x
2 δt

=
δR2y
2δt

=
D

1 +
ω2c
ν2

Le modèle qui vient d’être développé permet aussi d’identifier l’existence d’un
flux dit de Hall : en présence d’un champ magnétique et d’un gradient de densité,
un flux perpendiculaire à ce champ et au gradient se développe. En effet, le
coefficient de diffusion est de nature tensorielle et il n’est pas diagonal.

δR⊥ =
δvc × b

ωc
→ δRxδRx δRxδRy

δRxδRy δRyδRy
=
1

ω2c

δvyδvy −δvxδvy
−δvxδvy δvxδvx

L’analyse précédente restreinte aux flux croisés conduit à la valeur suivante du
coefficient de diffusion de Hall :

Coefficient de diffusion croisée Hall : D× ≡ δRxδRy
2 δt

=
D

ν
ωc
+ ωc

ν
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Ainsi, le flux diffusif Γ résultant d’un gradient de densité au sein d’un plasma
magnétisé présente trois composantes.

Γ = −D ∇ n−D⊥∇⊥n−D×∇⊥n× b
De façon similaire, en présence d’un champ électrique E, les coefficients de
mobilité transverse et croisée (de Hall) peuvent aussi être évalués et le résultat
final est donné par :

Mobilités transverse et Hall : μ⊥ ≡ δRx
δt Ex

=
μ

1 +
ω2c
ν2

, μ× ≡
δRx
δt Ey

=
μ

ν
ωc
+ ωc

ν

Ainsi, la vitesse d’entrainement V résultant d’un gradient de potentiel au sein
d’un plasma magnétisé présente trois composantes.

Γ = nμ E + nμ⊥E⊥ + nμ×E⊥ × b

Direction Mobilité Diffusion
Parallèle μ = q

mν D = kBT
mν

Hall μ× = μ ν
ωc
= q

mωc
D× = D ν

ωc
= kBT

mωc

Transverse μ⊥ = μ ν2

ω2c
= qν

mω2c
D⊥ = D ν2

ω2c
= kBTν

mω2c

Nous allons dériver ces résultats dans le contexte d’un modèle fluide plus simple
que le formalisme des processus stochastiques, nous retrouverons ainsi l’ensemble
des résultats précédents, l’unicité des résultats issus de ces deux modèles diffé-
rents, Markovien et fluide, constituant une garantie d’universalité. L’équation
d’Euler dans un plasma doit prendre en compte : (i) les forces de pression, (ii)
la densité volumique de force de Coulomb et (iii) la densité volumique de force
de Laplace, (iv) plus un terme de friction traduisant les transferts d’impulsion
collisionnelle entre électrons et ions. Au voisinage de l’équilibre, les termes iner-
tiels décrivant l’accéleration sont faibles et la dynamique du plasma se réduit
au bilan de force :

−∇P
Pression

+ nqE
Coulomb

+ nqV ×B
Laplace

− nmνV
Friction

= 0→ V = μ E+ μ V ×B−D ∇n
n

où nous avons considéré P = nkBT . Ce bilan des forces auquel est soumis un
fluide électronique, ou ionique, permet d’étudier les phénomènes de mobilité
et diffusion magnétisés et d’établir ainsi l’équation de transport de la matière
en présence d’un champ magnétique statique. Formons pour cela les produits
scalaire et vectoriel de la vitesse fluide V avec le champ magnétique B.

V×B = μ E×B+μ (V ·B)B−μ B2V−D ∇n
n
×B , V·B = μ E ·B−D ∇n

n
·B

Ces deux équations permettent d’exprimer le produit vectoriel du deuxième
membre de l’équation et, ainsi, d’obtenir la vitesse fluide V en fonction des
champs électrique et magnétique et du gradient de densité. Il est d’usage d’ex-
primer V en fonction des composantes parallèles et perpendiculaires du champ
électrique : E = E +E⊥ et du gradient de densité : ∇ =∇ +∇⊥, la direction
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du champ magnétique b étant prise comme axe de référence : E =(E · b)b,
E⊥ = b× (E× b), ∇ = b (b ·∇), ∇⊥ = −b× (b×∇) où b = B/B.

V = μ E −D ∇ n

n
+ μ⊥E⊥ −D⊥

∇⊥n
n

+ μ×E⊥ × b−D×
∇⊥n
n

× b

La vitesse d’écoulement V d’un plasma magnétisé résulte donc de la combi-
naison de six processus de transport dans trois directions de référence : (i) la
mobilité et la diffusion le long des lignes de champ magnétique ( ) qui ne sont
pas altérées par la force de Laplace, (ii) la mobilité et la diffusion dans la direc-
tion du champ électrique et perpendiculairement au champ magnétique (⊥) et
(iii) la mobilité et la diffusion dans la direction mutuellement perpendiculaire
aux champs électrique et magnétique (×), ce dernier terme n’est autre que l’effet
Hall.
Le transport de matière dans un plasma magnétisé peut apparaître complexe,

aussi, une analyse de l’origine physique des différents termes est nécessaire. L’ori-
gine des termes de Hall est à rechercher dans la théorie des orbites développée
aux chapitres suivants. Dans ce chapitre nous avons identifié la vitesse de dérive
de champ croisé VE ≡ E⊥×B

B2 et la vitesse diamagnétique V∗ ≡ −kBTn ∇⊥n×B
qB2 .

La vitesse diamagnétique résulte de la non compensation des courants cyclot-
roniques en présence d’un gradient de densité ou d’un gradient de température.
Les termes croisés de mobilité et de diffusion peuvent être exprimés en fonction
de ces effets de dérive et de magnétisation suivant la représentation :

V⊥ =
μ

1 +
ω2c
ν2

E⊥ −
D

1 +
ω2c
ν2

∇⊥n
n

+
VE

1 +
ω2c
ν2

+
V∗

1 +
ω2c
ν2

Cette forme met en lumière l’origine physique des termes de Hall. Ces termes de
Hall ne représentent pas un nouvel effet, mais simplement la modification par
les collisions d’effets orbitaux et diamagnétiques étudiés précédemment. Il est
instructif de considérer les deux limites de forte et faible collisionnalité, ωc ν
et ωc ν. A champ magnétique donné, c’est-à-dire à fréquence cyclotronique
fixée, ces deux limites : ν → +∞ et ν → 0, conduisent à des comportements
isotropes et quasi orbitaux :
• Lorsque ν → +∞ : μ× → 0, μ⊥→μ , D× → 0 et D⊥→D , la réponse

du plasma redevient isotrope et l’effet des collisions domine l’effet du champ
magnétique ; le plasma se comporte comme un fluide isotrope et l’effet du
champ magnétique est négligeable.
• Lorsque ν → 0 : μ⊥→0 et D⊥→0, la valeur du flux de Hall se rapproche de

la valeur de la vitesse de dérive de champ croisé et de la vitesse diamagnétique :
V⊥ −→

ν→0
VE + V

∗ ; ce régime de faible collisionalité est donc conforme aux

résultats établis dans le cadre de l’étude des orbites en régime adiabatique.

2.4 Transport du champ magnétique

2.4.1 Paramètre Bêta

La génération d’un champ magnétique B par un courant nécessite un apport
d’énergie sous forme de travail car, bien que la force de Laplace ne produise
aucun travail (V ·V×B = 0) le champ électro-moteur d’induction, engendré
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par la variation temporelle du champ B, s’oppose au passage du courant. On
démontre aisément que ce travail ne dépend que des valeurs initiale et finale
du champ et est indépendant de la nature du développement temporel des cou-
rants ; ainsi, introduit-on la densité volumique d’énergie magnétique B2/2μ0
qui possède aussi la dimension d’une pression et peut être considérée comme
telle au regard de ses effets mécaniques.

Pression magnétique : PM ≡ B2

2μ0

Afin de comprendre comment cette pression magnétique peut équilibrer une
pression cinétique, c’est-à-dire présenter un caractère diamagnétique, considé-
rons l’interaction entre un flux de plasma et un champ magnétique. Soit un
flux de particules chargées, de charge q et de masse m, interagissant avec
un champ magnétique. Les orbites des particules chargées génèrent un champ
(dia)magnétique et la force de Laplace associée au champ modifie ces orbites.
Cette population mobile est neutralisée par un fond continu de particules infini-
ment massives de charge opposée et de densité identique en tout point. Considé-
rons un système de coordonnées cartésiennes [x, y, z] associé à une base ortho-
normée directe [ux,uy,uz].
Le plasma est situé dans la région des x négatifs où le champ magnétique

b (x) uz est nul ; ce champ magnétique a une valeur constante dans la zone des
x positifs grands où la densité devient nulle. On note n(x) et vx(x) la densité et
la vitesse suivant x des particules se dirigeant vers l’interface champ-particules,
x ≈ 0, à partir de x = −∞. En x = −∞ l’écoulement vers l’interface possède une
vitesse v0 ux : vx(x = −∞) = v0 (il existe également un écoulement de retour
possédant une densité égale et une vitesse opposée). On note vy(x) la vitesse
suivant l’axe des y ; en x = −∞ : vy(x = −∞) = 0, la densité n(x = −∞) =
n0 et le champ magnétique est nul : b(x = −∞) = 0. En x = +∞ la densité de
particules est nulle n(x = +∞) = 0 et le champ magnétique atteint la valeur
constante b(x = +∞) = B0. Le champ magnétique b(x)uz dérive d’un potentiel
vecteur a(x) uy : b(x) = da/dx tel que a(x = −∞) = 0.

Paramètre β ≡ [Pression cinétique du plasma]

[Pression magnétique du champ]
=
n0mv

2
0

B2
0

2μ0

Au voisinage de l’interface champ-particules, x ≈ 0, la force de Laplace incurve
les trajectoires des particules et génère une composante de vitesse suivant l’axe
des y. Cette composante est à l’origine d’un courant (Jy sur la figure) et ce
courant est la source d’un champ magnétique qui permet d’annuler le champ
dans la zone occupée par le plasma. La force de Laplace induit un retour des
particules et empêche le plasma de pénétrer dans la zone occupée par le champ.
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y

V

x

J
B

J B

n

x

B
nV2

J B

nV2

β < 1 β < 1β = 1 β = 1

J

β > 1

Il s’établit ainsi un équilibre dynamique entre le champ et la matière de part
et d’autre de l’interface. Nous allons calculer les caractéristiques de cette inter-
face et la condition de l’équilibre champ-fluide. En régime stationnaire la dyna-
mique des quatre inconnues décrivant le fluide et le champ, [n (x) , vx (x) , vy (x) , b (x)],
est déterminée par l’équation d’Euler relative au deux composantes de la vitesse,
l’équation de continuité décrivant la conservation de la charge (masse) et l’é-
quation de Maxwell-Ampère décrivant la génération de champ magnétique par
les courants diamagnétiques au niveau de l’interface plasma-champ :

mvx
dvx
dx

= qvyb, mvx
dvy
dx

= −qvxb, dnvx
dx

= 0,
db

dx
= −qμ0nvy

Pour résoudre ce système de quatre équations à quatre inconnues, introduisons
un système de variables et d’inconnues normalisées : N (X), V (X), W (X),
B (X) et A (X), où la variable de position normalisée X et les densités, vitesses
et champs normalisés sont définis par : N = n (x) /n0, V = vx (x) /v0, W =
vy (x) /v0, B = b (x) /B0, A = qa (x) /mv0 et X = qB0x/mv0 = x/ρL0, ρL0 est
le rayon de Larmor associé à la vitesse v0 dans le champ de référence B0.
Le système des quatre équations différentielles vérifiées par N (X), V (X),

W (X), B (X) et A (X), complété par la relation entre induction magnétique et
potentiel vecteur (B =∇×A) est donc donné par :

V
dV

dX
=WB, V

dW

dX
= −V B, dNV

dX
= 0,

dB

dX
= −β

2
NW ,

dA

dX
= B

Ce système d’équations permet de construire trois invariants traduisant : (i) la
conservation de l’énergie, (ii) la conservation du nombre de particules et (iii) la
conservation du moment canonique suivant la direction des y :

V 2 +A2 = 1, NV = 1, W +A = 0

L’équation de Maxwell-Ampère peut alors être exprimée en fonction du potentiel
normalisé A.

d2A

dX2
=

β

2

A√
1−A2 →

dA

dX
= β 1− 1−A2 = B

Dans la zone d’écoulement, posons : A = sin 2φ → B =
√
2β sinφ où 0 ≤

φ ≤ π/4. La relation de Maxwell-Ampère peut être intégrée pour exprimer X
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en fonction de φ et le profil du champ normalisé B établi en fonction de X :

β

2
X (φ) = log tan

φ

2
+ 2 cosφ → B (X) = 2β sinφ

où nous avons utilisé x
du/ sinu = ln (tan |x/2|). Le point d’arrêt du plasma

est défini par V = 0 et B = 1.

V = 0→ A = 1→ φ = π/4→ B = β → β = 1

La relation β = 1 exprime la condition d’équilibre mécanique entre la pression
cinétique et la pression magnétique. L’échelle de longueur caractérisant la di-
mension de l’interface est quant à elle donnée par le rayon de Larmor de référence
ρL0 = mv0/qb0.

2.4.2 Diffusion et convection magnétique

Considérons un plasma homogène, occupant le demi-espace x > 0, constitué d’é-
lectrons de densité n et d’un fond neutralisant d’ions, supposés infiniment lourds,
donc immobiles. Le demi espace x < 0 est vide et soumis à un champ magné-
tique homogène, dépendant du temps, dirigé suivant l’axe des z : B(t) = B0(t)
uz. Les variations temporelles de ce champ induisent un champ électrique d’in-
duction E, dirigé suivant l’axe des y : E = E uy et ce champ est la source d’un
courant J = ηE. Ce courant crée un champ magnétique de direction opposée
à celui appliqué et sa valeur détermine le processus de pénétration magnétique
dans le plasma pour x > 0. Cet ensemble de processus est décrit par le système :

Equations de Maxwell : ∇×E = −∂B
∂t
, ∇×B = μ0J

Loi d’Ohm pour un milieu au repos : J = ηE

où η est la conductivité du plasma résultant des collisions électrons-ions : η =
nq2/mν. L’élimination du courant dans ce système de trois équations à trois in-
connues conduit au système réduit : ∂E/∂x = −∂B/∂t(x, t), ∂B/∂x = −μ0ηE,
puis l’élimination du champ électrique entre ces deux équations conduit à une
équation de diffusion sur le champ magnétique.

∂2B

∂x2
= μ0η

∂B

∂t

La dynamique du champ magnétique est donc caractérisée par DM le coefficient
de diffusion magnétique.

Coefficient de diffusion magnétique : DM ≡ 1

μ0η
= λ2pνei

Une question intéressante peut maintenant être tranchée : dans un mélange
champ-plasma, la matière diffuse-t-elle plus vite dans le champ que le champ
dans la matière? La réponse est donnée par la valeur du rapport des coefficients
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de diffusion c’est-à-dire par la valeur du rayon de Larmor sur la longueur de
London.

D⊥
DM

≈ ρ2L
λ2p
≈ v

2
T

c2
ω2p
ω2c
≈ β

Ainsi, dans un tokamak (β < 1) le champ diffuse plus vite dans le plasma que
le plasma dans le champ.

B(t=0) B(t)
n

n
DM

n(t=0)

B

n(t)

B

D⊥λpν2
ρLν2

La dynamique du champ magnétique ne se restreint pas à un processus de
diffusion ; lorsque le plasma est en mouvement, le couplage champ-matière, à
travers les courants d’induction et la force de Laplace, autorise un entraînement
du champ par le plasma et du plasma par le champ. Pour étudier ce phénomène
considérons le modèle précédent en présence d’un écoulement fluide de vitesse
V où la loi d’Ohm est modifiée pour prendre en compte le fait qu’elle s’applique
dans le repère au repos du plasma où le champ électrique doit être complété par
le terme électromoteur de Lorentz V ×B.

Equations de Maxwell : ∇×E = −∂B
∂t

, ∇×B = μ0J

Loi d’Ohm pour un milieu en mouvement : J = η (E+V×B)
Eliminons le courant et le champ électrique entre ces trois équations pour obtenir
l’équation dite de convection-diffusion du champ magnétique.

Equation de convection-diffusion :
∂B

∂t
= DM B+∇× (V ×B)

Le transport du champ apparaît comme la combinaison d’un terme convectif,
∇× (V×B), que nous analyserons plus en détail à l’aide du théorème d’Alfvén,
et du terme de diffusion magnétique DM B, identifié précédemment dans le
cadre de l’étude de la relaxation électronique.
L’hypothèse d’écrantage dynamique du champ électrique dans le repère du

plasma : E+V×B = 0, dans le cadre de laquelle nous avons identifié la vitesse
d’Alfvén, conduit à un comportement remarquable du plasma où les particules
et le champ évoluent de concert, ce résultat constitue le théorème d’Alfvén que
nous allons démontrer et commenter.

C(t)

C(t+dt)

Vdt

S(t)

Vdt
B(t)

B(t+dt)

S(t+dt)

C(t)
S(t)

V(r,t)

B(r,t)

dt
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Soit un fluide MHD idéal de vitesse V, la dynamique des champs électrique
E et magnétique B est contrainte par l’équation de Maxwell-Faraday et l’hypo-
thèse d’idéalité.

MHD idéale : E+V×B = 0
Maxwell-Faraday : ∇×E = −∂B

∂t

Considérons une courbe fermée, C(t) , plongée dans ce fluide et attachée à ce
fluide, c’est-à-dire une courbe convectée et déformée par l’écoulement. Soit S(t)
une surface orientée s’appuyant sur C(t). Cette courbe est entraînée par l’écou-
lement du fluide et se déforme sous l’effet de l’inhomogénéité de l’écoulement.
De même cet écoulement modifie la valeur du champ magnétique. Malgré ces
variations de champ et l’évolution de la surface S(t), le flux du champ magné-
tique Φ(t) à travers la courbe C(t) reste constant. Pour démontrer ce théorème,
dit du flux, considérons la variation temporelle du flux Φ(t) durant un temps
dt.

dΦ =
S(t+dt)

B(r, t+ dt) · dS−
S(t)

B(r, t) · dS

=
S(t+dt)

B(r, t) · dS−
S(t)

B(r, t) · dS+
S(t+dt)

dt
∂B(r, t)

∂t
· dS

Le flux du champ magnétique à travers toute surface fermée étant nul, la somme
des deux premiers termes du deuxième membre est égale aux flux de B à travers
la surface balayée par la courbe pendant la durée infinitésimale dt. Le flux à tra-
vers cette surface latérale infinitésimale peut être exprimé comme la circulation
le long de la courbe de l’élément de surface latérale engendrée par le mouvement
de la courbe : dl×Vdt. La variation de flux précédente se réécrit donc :

dΦ = −
C(t)

B · (dl×V) dt+
S(t)

∂B(r, t)

∂t
· dSdt+O(dt2)

Le produit mixte du premier terme du deuxième membre peut être réarrangé
pour faire apparaître la circulation du champ V×B le long de la courbe C ;
quant au deuxième terme il peut être exprimé en fonction du champ électrique
à travers l’équation de Maxwell-Faraday. Nous obtenons ainsi la différence entre
deux termes que le théorème de Stokes rend égaux. La variation de flux est donc
nulle.

dΦ

dt
= − (V×B) · dl+ ∂B(r, t)

∂t
· dS = E · dl− ∇×E · dS = 0

Ce résultat constitue le premier théorème d’Alfvén ou théorème du flux.

Théorème d’Alfvén :
dΦ [B(r, t), C [V(r, t)]]

dt
= 0

Cette propriété étant vraie pour un circuit quelconque, elle implique un très fort
couplage entre le fluide et le champ et permet de dégager une image physique
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où le fluide et le champ sont attachés dans une évolution commune. Un plasma
initialement non magnétisé le restera au cours de son évolution et, en particulier,
s’il rencontre un champ magnétique il le déformera afin de maintenir un champ
nul en son sein. De même un plasma initialement magnétisé le restera et, si
il est entraîné par une force il entraînera avec lui le champ magnétique en le
déformant. En effet, une force F appliquée perpendiculairement à un champ
magnétique engendre une vitesse de dérive F×B/qB2 dont le sens est fonction
de la charge q de l’espèce considérée, ainsi un courant J est généré et ce courant
est la source d’un champ magnétique qui est à l’origine de la déformation, en
apparence mécanique, du champ.

2.4.3 Nombre de Reynolds

L’ordre de grandeur du rapport du terme de convection magnétique sur le terme
de diffusion magnétique permet d’introduire le nombre de Reynolds magnétique.
Normalisons les vitesses à une vitesse caractéristique V et les longueurs à une
longueur caractéristique L : v = V/V et X = x/L, l’équation de transport
magnétique en régime stationnaire se réécrit sous forme normalisée :

Convection-diffusion : DM B+∇× (v ×B) = 0→ B+R∇× (v ×B) = 0
où nous faisons apparaître le nombre de Reynolds magnétique RM = μ0ηV L
comme paramètre de contrôle de l’équation du transport magnétique station-
naire.

Nombre de Reynolds magnétique: R ≡ [Convection du champ]
[Diffusion du champ]

≈ V L

DM
≈ V L

λ2pνei

• Si RM → +∞ (η → +∞) le mélange diffusif champ-plasma est extrê-
mement lent car DM → 0 ; le terme de convection est alors dominant et la
dynamique du fluide MHD est dite idéale.
• Si RM → 0, la dynamique du plasma est contrôlée par sa résistivité et la

diffusion devient dominante.

z
L

δ

B

x

V

B
b V

+

B

B0

J bb

F F XB

B

Il est instructif d’étudier le phénomène de pénétration en présence d’un écou-
lement et de calculer la longueur de pénétration dynamique δ qui avec λp et λK
constituent les trois longueurs caractéristiques d’interaction entre un champ ma-
gnétique et un plasma, selon la situation. Considérons, en régime stationnaire,
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un écoulement V = V cos (z/L)ux interagissant avec un champ magnétique
B = b(z)ux +Buz. Le champ obéit à l’équation du transport magnétique : .

B+μ0η∇× (V ×B) = 0→
d2b

dz2
= R B

L2
sin

z

L

où R = μ0ηV L. L’équation des lignes de champ, x (z), est donc donnée par
dx/dz = b(z)/B et l’amplitude de la déformation des lignes de champ définit la
longueur de pénétration δ.

dx

dz
= −R sin z

L
→ x (z) = LR cos z

L
→ δ = RL

• Ainsi, si R 1, c’est-à-dire pour les faibles dissipations et les grandes
vitesses, nous retrouvons le théorème du gel et l’écoulement enfonce le champ
mais ne diffuse pas à l’intérieur de la zone magnétisée
• et, si R 1, il n’y a pas de déformation des lignes de champ et le champ

diffuse dans la zone magnétisée.

R < 1 R = 0 R > 1
β < 1 Diffusion du champ Plasma confiné par le champ Convection par le champ
β > 1 Diffusion du plasma Champ expulsé par le plasma Convection par le plasma

Le tableau ci-dessus résume l’ensemble des régimes d’interactions champ magnétique-
plasma en fonction du paramètre β et du nombre de Reynolds magnétique R.



Chapitre 3

Ondes : Dispersion et
Résonances

Le problème du chauffage des plasmas thermonucléaires peut sembler, en pre-
mière analyse, insoluble. En effet, pour allumer un plasma thermonucléaire il
est nécessaire de le porter à une température de l’ordre de cent millions de
degrés. Or, l’usage, pour chauffer un milieu, est de le mettre en contact avec
une source d’enthalpie plus chaude, ce qui est impossible pour les plasmas ther-
monucléaires car les meilleures sources d’enthalpie ne dépassent pas quelques
dizaines de milliers de degrés. On peut alors se tourner vers la conversion de
travail en chaleur (transformation de Joule-Rumford), mais un plasma ther-
monucléaire est très faiblement dissipatif, et à une température de l’ordre de
cent millions de degrés, les collisions sont inopérantes pour assurer une produc-
tion d’entropie significative associée à la dégradation d’un travail par friction
collisionnelle entre le mouvement d’oscillation d’une population au sein d’une
autre population au repos. Néanmoins, il est possible de transférer irréversible-
ment l’énergie d’un champ électromagnétique vers un plasma thermonucléaire
en utilisant l’existence du régime chaotique de l’interaction onde-particule. En
effet, dans ce régime d’interaction, la complexité de la réponse du plasma à un
champ électrique induit une décorrélation temporelle qui assure l’irréversibilité
du transfert d’énergie, c’est-à-dire une production d’entropie significative asso-
ciée à un chauffage efficace. Dans le cas d’un plasma thermonucléaires, à haute
fréquence, ces courants sont essentiellement des courants de polarisation.

Fréquence Sources Circuit
ICRH 50− 100 [MHz] Tétrodes Lignes
LH 1− 10 [GHz] Klystrons Guides

ECRH 100 [GHz] Gyrotrons Guides

Lorsque un plasma est excité par une onde électromagnétique, il est utile de
définir le vecteur polarisation : P ≡ V qδr/V , le courant de polarisation :
J ≡ V qv/V et le déplacement électrique D, où V est un élement de volume
infinitésimal contenant les charges q de positions et vitesses r et v ≡ δr/δt :

Polarisation électrique : P
C
m2

≡ qnδr

63
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Densité de courant : J
A
m2

≡ q nv = q
nδr

δt
=

∂P

∂t

Déplacement électrique : D C
m2

≡ ε0E+P→∂D
∂t

= ε0
∂E

∂t
+ J

D ainsi défini ne doit pas être confondu avec le tenseur de dispersion D associé
à l’onde.

Conductivité σ
S
m

: J (r, t)≡ dr dt σ (r, t← r , t ) ·E (r , t )

Permittivité ε
F
m

: D (r, t) ≡ ε0 dr dt ε (r, t← r , t ) ·E (r , t )

Considérons un champ électrique harmonique du type E (t) = E cos (ωt+ ϕE).
La représentation complexe de ce champ est définie par la convention :

Re E exp jωt ≡ Re [E cos (ωt+ ϕE) + jE sin (ωt+ ϕE)]

Le champ complexe ainsi défini, E = E exp (jϕE), est d’un usage plus aisé. En
général, lorsque un champ du type E cos (ωt+ ϕE) est appliqué à un plasma,
le courant J et le déplacement électrique D présentent deux composantes, une
composante en phase avec l’excitation et une composante en quadrature de
phase :

E cos (ωt) → J = σ (ω) ·E cos (ωt) + σ (ω) ·E sin (ωt)
E cos (ωt) → D = ε0ε (ω) ·E cos (ωt) + ε0ε (ω) ·E sin (ωt)

où σ (ω), ε (ω) et σ (ω), ε (ω) sont des coefficients réels. Introduisons la
permittivité complexe ε (ω) et la conductivité complexe σ (ω) ; l’intérêt d’une
telle définition réside dans la possibilité de relier les représentations complexes
du champ, du courant et du déplacement à travers la relation : E cos (ωt+ ϕE)

→ D = ReD = Re ε0ε (ω) ·E exp jωt , le courant de polarisation J = ∂P/∂t

admet aussi une représentation complexe et la conductivité complexe σ (ω) peut
être définie à partir de la permittivité complexe ε (ω) : J ≡ σ (ω) ·E.

Conductivité : σ (ω) ≡ jωε0 [ε (ω)− 1]→ J ≡ σ (ω) ·E
Permittivité : ε (ω) ≡ ε (ω)− jε (ω) → D ≡ ε (ω) ·E

Associons à cet ensemble de fonctions complexes de la pulsation l’ensemble des
signaux temporels dont elles constituent le spectre : A (t) ≡ A (ω) exp (jωt) dω/2π,
la relation courant-champ est un produit dans l’espace de Fourier J (ω) =
σ (ω)E (ω) et devient une convolution en représentation temporelle.

Conductivité : J (ω) = σ (ω) ·E (ω)→ J (t) = dt σ (t− t ) ·E (t )

Permittivité : D (ω) = ε (ω) ·E (ω)→ D (t) = dt σ (t− t ) ·E (t )

Les parties réelles de ces coefficients décrivent les phénomènes de réfraction,
si l’on parle le langage de l’opticien, ou de puissance réactive, si l’on parle le
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langage de l’électronicien ; les parties imaginaires, quant à elles, décrivent les
phénomènes d’absorption ou de puissance active.
Ainsi, les ondes électromagnétiques constituent un moyen de chauffage des

plasmas de tokamaks. Au sein d’un plasma magnétisé la relation de disper-
sion des ondes ω (k), entre pulsation ω et nombre d’onde k, est radicalement
différente de la relation de dispersion dans le vide ω = ±kc car des courants
de polarisation sont générés par les mouvements électronique et ionique. Diffé-
rentes branches de dispersion, ou modes, apparaissent et l’étude de ces modes
électromagnétiques s’établit branche par branche en considérant des directions
particulières de propagation et des cas particuliers de polarisation.

J

EE

EEEE

BBB

BBB

J J

JJJ

J

Electromagnétique

Magnétohydrodynamique

Electrostatique

E J

Les ondes (ou modes) électromagnétiques se propageant (ou stationnaires)
dans un tokamak sont des perturbations électromagnétiques couplées aux mou-
vements électroniques et ioniques. Dans le paragraphe suivant nous analyserons
les modes dits fluides.

3.1 Dispersion

3.1.1 Modes électroniques

Ce paragraphe est consacré au développement de la théorie des ondes électro-
magnétiques hautes fréquences (10MHz-100GHz) dans les plasmas magnétisés
tels que ceux utilisés dans les tokamaks. Compte tenu de l’anisotropie engen-
drée par le champ magnétique, une attention particulière devra être apportée
à la spécification de la polarisation du champ électrique et de la direction de
propagation.
Les quatre équations de base du modèle fluide sont les équations de (i)

Maxwell-Ampère et (ii) Maxwell-Faraday qui permettent d’exprimer les champs
en fonction des courants ; ainsi que (iii) l’équation de Newton linéarisée si nous
négligeons les effets de compressibilité et de résonance :

Equation de Maxwell-Faraday : μ0
∂H

∂t
= −∇×E

Equation de Maxwell-Ampère : ε0
∂E

∂t
=∇×H− Je − Ji

Equation de Newton : me,i
dve,i
dt

= qE+ qve,i×B0
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où B0 est le champ magnétique statique et J ≡ nqv le courant associé à l’onde.
Ce système, une fois linéarisé, admet des solutions somme d’une solution d’é-
quilibre statique (N est la densité au repos, les champs électrique et magné-
tique oscillants sont nuls à l’équilibre) plus une perturbation harmonique dans
le temps et l’espace : exp j [ωt− k · r], le mode plasma recherché.

Champs : E exp j [ωt− k · r] , H exp j [ωt− k · r]
Vitesses et courants : v exp j [ωt− k · r] , J exp j [ωt− k · r]

Ainsi, l’ensemble des équations régissant les comportements du champ et des
populations ionique et électronique se réduit à un système algébrique linéaire
homogène. Ce système possède des solutions non triviales si et seulement si son
déterminant caractéristique est nul.

Equation de Maxwell-Faraday : ωμ0H = k×E
Equation de Maxwell-Ampère : ωε0E = −k×H+ jJe + jJi

Equation de Newton : jωJe,i = ω2pe,iε0E+ ωce,iJe,i × b

où b = B0/B0. L’équation linéaire d’inconnue Je,i peut être résolue en formant
les produits scalaire et vectoriel du courant avec b : jωJe,i · b = ω2pe,iε0E · b
et jωJe,i × b = ω2pe,iε0E× b+ ωce,iJe,i − ωce,i (Je,i · b)b, afin de substituer
dans l’équation originale l’expression du produit vectoriel Je×b en fonction du
champ électrique E. Ainsi les courants électronique Je et ionique Ji sont donnés
par :

J = −jω ω2p
ω2 − ω2c

ε0 E− jωc
ω
E× b− ω2c

ω2
(E · b)b

La permittivité diélectrique ε reliant le champ électrique E à la somme des
courants particulaires et du courant de déplacement jωε0E : ε0ε ·E ≡ ε0E +
J/jω est de nature tensorielle.

Permittivité : ε ≡
⎛⎝ ε⊥ −jε× 0
jε× ε⊥ 0
0 0 ε

⎞⎠
Restreignons l’analyse, dans un premier temps aux modes hautes fréquences où
seule la population ionique est mise en mouvement ; les ions, de par leur inertie,
seront supposés rester au repos. L’axe des z étant aligné suivant la direction du
champ magnétique, l’expression de Je permet d’exprimer les élements du tenseur
diélectrique ε (ω) :

ε = 1− ω2p
ω2
, ε⊥ = 1−

ω2p
ω2 − ω2c

, ε× = −ωc
ω

ω2pe
ω2 − ω2c

La relation de dispersion, ω (k), ou diagramme de Brillouin, des différents modes
est obtenue en considérant plusieurs modèles approchés pour les courants élect-
ronique et ionique Ji (ω,k) et Je (ω,k). Le diagramme de Brillouin est parti-
culièrement utile pour discuter les couplages de modes qui doivent vérifier la
conservation de l’énergie et de l’impulsion. Cette remarque plaide pour une
étude détaillée de la dispersion ω (k) et du diagramme de Brillouin, nous allons
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donc nous attacher à établir et analyser la relation de dispersion pour les per-
turbations électromagnétiques électronique et ionique dans un plasma. Dans un
tokamak, l’usage est de définir et d’utiliser l’indice de l’onde N :

Indice : N ≡ k
c

ω

L’élimination du champ magnétique et du courant (de la vitesse) entre les
équations de Maxwell-Faraday, Maxwell-Ampère et Euler permet d’exprimer
le champ électrique comme la solution de l’équation linéaire homogène :

Dispersion : D ·E ≡ω
2

c2
[N× (N×E) + ε (ω) ·E] = 0→ detD ≡D = 0

où nous avons défini le tenseur de dispersion D (N,ω) et l’équation de disper-
sion D (N,ω) = 0. Distinguons la propagation parallèle au champ statique et
la propagation perpendiculaire à ce champ et commençons par l’étude du pre-
mier cas. Considérons la relation précédente sur une base orthonormée directe
(ex, ey, ez) associée à un système de coordonnées cartésiennes (x, y, z) tel que :
b = (0, 0, 1) et N = 0, 0, N .⎛⎝ ε⊥ −N2 −jε× 0

jε× ε⊥ −N2 0

0 0 ε

⎞⎠ ·
⎛⎝ Ex
Ey
Ez

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠
Nous avons déjà étudié les modes de Böhm-Gross qui dans la limite froide ne
sont autres que les modes plasmons et peuvent se propager le long des lignes de
champ.

x

B

y

-
+

ωcit
ωcet

−ωtωt

ER EL

Nous les retrouvons ici comme la troisième racine de l’équation de dispersion :
ε (ω) = 0 → ω = ωp et Ex = 0, Ey = 0, Ez = 0. Deux modes transverses
peuvent aussi se propager le long des lignes de champ. Ils sont solutions du
système linéaire homogène réduit :

ε⊥ −N2 −jε×
jε× ε⊥ −N2 · Ex

Ey
=

0
0

→ ε⊥ −N2 = ±ε×

Le mode gauche ou L (pour left) et le mode droit ou R (pour right), présen-
tent tous deux une polarisation circulaire et leurs relations de dispersion sont
obtenues en annulant le déterminant du système linéaire : N2 = (ε⊥ ± ε×). Les
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modes R et L présentent deux coupures en dessous desquelles ils sont évanes-
cents, la coupure droite ωR et la coupure gauche ωL.

Coupures Valeur

Gauche : ε⊥ = ε× ωL = ω2pe +
ω2ce
4 − ωce

2

Droite : ε⊥ = −ε× ωR = ω2pe +
ω2ce
4 + ωce

2

Le mode R présente une résonance. On notera, en rétablissant la dépendance
temporelle réelle, que le mode R tourne dans le sens direct (trigonométrique) :
Ex/Ey = j et que le mode L tourne dans le sens indirect (des aiguilles d’une
montre) : Ex/Ey = −j. La polarisation peut être décomposée comme la somme
d’une polarisation gauche EL = Ex + jEy plus une polarisation droite ER =
Ex − jEy

Modes L : N =
(ω − ωL) (ω + ωR)

ω (ω + ωce)
, R : N =

(ω + ωL) (ω − ωR)

ω (ω − ωce)

Le mouvement de rotation cyclotronique des électrons étant aussi dans le sens
direct, le couplage onde R-électrons devient résonant lorsque ω ≈ ωce. C’est
effectivement le cas et le vecteur d’onde k présente une résonance pour ω = ωce,
cette valeur n’est atteinte que pour un vecteur d’onde infini. Lorsqu’une onde
transverse, polarisée linéairement, se propageant dans le vide, pénètre dans un
plasma de tokamak en se propageant dans la direction du champ magnétique,
alors, comme les seuls modes propres du plasma sont les modes L et R, nous
devons décomposer la polarisation linéaire en une superposition des polarisations
circulaires R et L. Les ondes R et L possédant des vitesses de phase différentes,
à la sortie du plasma le plan de polarisation linéaire de l’onde aura tourné par
accumulation de déphasages entre les composantes R et L, c’est l’effet Faraday.

R

L

ωR

ωpe

ωL

ωce

ω

k0 //

ωR ωUH

ωL

ωce

ω

0 k

ωpe

ω = k  c

X

O

X

R

ω = k  c

De façon similaire, les conditions de propagation dans la direction perpen-
diculaire au champ, b = (0, 0, 1), N = (N⊥, 0, 0), s’établissent ainsi :⎛⎝ ε⊥ −jε× 0

jε× ε⊥ −N2
⊥ 0

0 0 ε −N2
⊥

⎞⎠ ·
⎛⎝ Ex
Ey
Ez

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
0

⎞⎠
L’analyse de ces conditions de propagation conduit à distinguer deux modes :
le mode ordinaire (O) et le mode extraordinaire (X). Le mode ordinaire possède
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une polarisation droite parallèle au champ magnétique statique B0, il est obtenu
comme la solution de l’équation réduite : ε −N2

⊥ = 0 et Ex = 0, Ey = 0, Ez = 0,
du système linéaire homogène précédent.

Mode O : N⊥ =
ω2 − ω2pe

ω

Lorsque le champ électrique est parallèle au champ magnétique statique, la
dispersion des photons est peu modifiée. En effet, l’oscillation électronique étant
suivant la direction du champ statique, elle n’est pas couplée au mouvement
cyclotronique. Le mode extraordinaire possède une polarisation elliptique et
n’est pas purement transverse : Ex = 0, Ey = 0, Ez = 0. Il est solution du
système réduit :

ε⊥ −jε×
jε× ε⊥ −N2

⊥
· Ex

Ey
=

0
0
→ N2

⊥ =
ε2⊥ − ε2×

ε⊥

L’introduction des pulsations de coupure droite et gauche permet d’exprimer
cette relation de dispersion en faisant apparaître la résonance hybride haute.

Mode X : N⊥ =
(ω2 − ω2R) (ω

2 − ω2L)

ω2 (ω2 − ω2uh)

3.1.2 Modes ioniques

A haute fréquence l’impact du mouvement des ions est négligeable compte tenu
de leur inertie. Par contre, à basse fréquence l’étude des dérives électriques nous a
appris que, malgré leur masse élevée, les ions pouvaient être la source de courants
dominants dans un plasma. Nous allons donc aborder la question de l’impact
de la dynamique ionique sur la partie basse fréquence des différents modes.
La permittivité diélectrique ε reliant le champ électrique E à la somme des
courants de déplacement, électronique et ioniques est défini suivant : ε0ε ·E ≡
ε0E + Je/jω + Ji/jω ainsi les éléments du tenseur diélectrique sont modifiés
pour prendre en compte la polarisation ionique, nous utiliserons la convention
ωci > 0 et ωce > 0 .

ε = 1−ω
2
pe

ω2
−ω

2
pi

ω2
, ε⊥ = 1−

ω2pe
ω2 − ω2ce

− ω2pi
ω2 − ω2ci

, ε× = −ωce
ω

ω2pe
ω2 − ω2ce

+
ωci
ω

ω2pi
ω2 − ω2ci

En propagation parallèle aux lignes de champ (b = (0, 0, 1), N = 0, 0,N ),
les relations de dispersion des modes L et R sont obtenues en annulant le déter-
minant du système linéaire : N2 = (ε⊥ ± ε×), ainsi, les fréquences de coupures
droite et gauche sont faiblement modifiées :

ωR
ωL

= ω2pe +
ω2ce
4
+ ωceωci ± ωce

2

par contre, les relations de dispersion présentent une nouvelle résonance ionique
pour le mode L ; en effet, le sens de rotation cyclotronique des ions est indirect
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(sens des aiguilles d’une montre).

Modes L : N2 =
(ω − ωL) (ω + ωR)

(ω + ωce) (ω − ωci)
, R : N2 =

(ω + ωL) (ω − ωR)

(ω − ωce) (ω + ωci)

Considérons la limite asymptotique ω → 0. Suivant cette limite, nous observons
que les éléments du tenseur diélectrique approchent les valeurs suivantes :

ε →
ω→0
−ω

2
pe

ω2
, ε⊥ →

ω→0
c2

V 2A
, ε× →

ω→0
− c

2

V 2A

ω

ωci

où nous avons introduit la vitesse d’Alfvén, VA/c = ωci/ωpi, identifiée au cha-
pitre deux. A très basse fréquence, la relation de dispersion des modes R et L
se simplifie et présente une dégénérescence car les deux solutions se confondent
pour donner l’onde d’Alfvén.

R, L −→
ω→0

Onde d’Alfvén torsionnelle : N =
c

VA

Les effets d’inertie ionique finie permettent de lever cette dégénérescence et de
séparer deux branches ioniques basses fréquences correspondant aux modes L
et R hautes fréquences.

Modes L :
c

VA
= N 1− ω

ωci
, R :

c

VA
= N 1 +

ω

ωci

Pour ce qui concerne l’impact de la dynamique ionique sur le régime basse
fréquence des modes se propageant perpendiculairement au champ magnétique,
(b = (0, 0, 1), N = (N⊥, 0, 0)) la relation de dispersion N2

⊥ = ε⊥ − ε2×/ε⊥
est modifiée et présente une nouvelle résonance, la résonance hybride basse ωlh
identifiée au chapitre deux.

Mode Extraordinaire X : N2
⊥ =

(ω2 − ω2R) (ω
2 − ω2L)

(ω2 − ω2lh) (ω
2 − ω2uh)

La limite très basse fréquence pour le mode extraordinaire : N2
⊥ = ε⊥ − ε2×/ε⊥

→ ω2ε⊥ conduit à l’identification du mode d’Alfvén compressionnel.

X −→
ω→0

Onde d’Alfvén compressionnelle AC : N⊥ =
VA
c

1 +
V 2A
c2

− 1
2

Les ondes d’Alfvén (A et AC) sont aussi appelées ondes magnétohydrodyna-
miques.

R
L

ωce

ωci

ω

0 k//

ωL

ωLH

ω

ωUH

AC

X

0 k

AT

ω = k  VA//

ω = k  VA

ω = k  c
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En effet leur propagation modifie la structure du champ magnétique statique
à travers des ondulations et compressions de lignes de champ et une partie
significative de l’énergie est sous forme magnétique.

Dispersion

X N2
⊥ =

(ω2−ω2R)(ω2−ω2L)
(ω2−ω2lh)(ω2−ω2uh)

R N2 = (ω−ωL)(ω+ωR)
(ω+ωce)(ω−ωci)

L N2 = (ω+ωL)(ω−ωR)
(ω−ωce)(ω+ωci)

→

Modes d’Alfvén Dispersion

Compressionnel X N⊥ ≈ c
VA

1 +
V 2
A

2c2 ..

Torsionnel R N ≈ c
VA

1− ω
2ωci

..

Torsionnel L N ≈ c
VA

1 + ω
2ωci

..

Le tableau ci-dessus résume l’impact de la dynamique ionique sur les modes
électroniques R, L et X ; le mode O n’est pas altéré par les mouvements ioniques.

3.1.3 Coupures et Résonances

Jusqu’à présent, nous avons étudié et analysé les modes électroniques et ioniques
se propageant le long et perpendiculairement au champ magnétique statiqueB0.
L’étude des ondes dans les plasmas magnétisés sous incidence quelconque par
rapport à la direction de référence du champ magnétique se conduit de façon
similaire à travers l’identification des différentes branches solutions de l’équation
de dispersion D N⊥,N ,ω = 0.
Dans ce paragraphe, nous nous contenterons d’analyser les phénomènes de

coupure et de résonance pour le cas de l’incidence quelconque sans présenter
le détail de l’étude, branche par branche, de la relation de dispersion. Pour
une onde d’indice N⊥, 0, N = (N sin θ, 0, N cos θ), la recherche de solutions
non triviales du système linéarisé décrivant la dynamique des champs et des
particules se ramène à la recherche des conditions d’annulation du déterminant
D.

Dispersion : D ≡ det c2

ω2
D = 0→

ε⊥ −N2 −jε× N⊥N
jε× ε⊥ −N2 −N2

⊥ 0

N⊥N 0 ε −N2
⊥

= 0

Le problème de la dispersion présente trois inconnues N⊥, N et ω et l’équation
de dispersion D N⊥,N ,ω = 0 est de nature scalaire, aussi il est seulement
possible d’exprimer l’une des trois inconnues en fonction des deux autres et des
paramètres du plasma. Dans le contexte de l’étude des ondes dans les plasmas
thermonucléaires la pulsation ω constitue une donnée fixée par le générateur ra-
diofréquence ou micro-onde et l’équation de dispersion est de nature quadratique
quelque soit le choix de l’inconnue associée à l’indice N⊥, N où N . Introduisons
les coefficients a, b et c ; alors, la relation de dispersion D = 0 conduit à l’étude
de trois équations bicarrées :

D N⊥,N ,ω = 0→ aN4 − bN2 + c = 0→ N (θ,ω)

D N⊥,N ,ω = 0→ a N4 − b N2 + c = 0→ N (N⊥,ω)

D N⊥,N ,ω = 0→ a N4
⊥ − b N2

⊥ + c = 0→ N⊥ N ,ω
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Pour les deux premiers cas les coefficients sont donnés dans le tableau ci-dessous.

D aN4 − bN2 + c = 0 aN4 − bN2 + c = 0

a ε⊥ sin2 θ + ε cos2 θ ε
b ε⊥ε 1 + cos2 θ + ε2⊥ − ε2× sin2 θ 2ε ε⊥ −N2

⊥ ε⊥ + ε
c ε ε2⊥ − ε2× ε⊥N2

⊥ − ε2⊥ + ε2× N2
⊥ − ε

Dans un tokamak, les ondes destinées au chauffage sont lancées depuis la pé-
riphérie du plasma à une fréquence ω/2π fixée par le générateur et suivant un
vecteur d’onde dans la direction toroïdale, sensiblement égale à la direction pa-
rallèle au champ, fixée par la structure de couplage. La composante N évolue
donc peu au cours de la propagation vers le centre du plasma car les variations
de densités et de champs, qui déterminent les variations d’indice, sont princi-
palement radiales et poloïdales (ε , ε⊥ et ε× sont fonction de r et θ mais ne
dépendent pas de ϕ). Suivant la direction toroïdale le plasma ne présente pas de
gradient de densité ou de champ magnétique ; ainsi la loi de Descartes implique
la constance de N . Nous établirons ce résultat dans le chapitre consacré aux
chauffages. L’analyse de la propagation des ondes électromagnétiques dans un
tokamak nécessite donc l’étude de la relation de dispersion :

D aN4
⊥ − bN2

⊥ + c = 0
a ε⊥
b ε⊥ + ε ε⊥ −N2 − ε2×

c ε ε⊥ −N2
2

− ε ε2×

Suivons la trajectoire d’un paquet d’ondes dans le plan de section poloïdale, le
vecteur d’onde perpendiculaire, c’est-à-dire l’indice perpendiculaire N⊥, évolue
car la densité et le champ magnétique ne sont pas uniforme.

Coupure Resonnance

x0

x0

N N

xx

N (x)
N (x)

Soit (r, θ) un paramétrage de la trajectoire de ce paquet d’ondes dans le plan
poloïdal, pour un couple ω, N fixé par le générateur et l’antenne d’indice
perpendiculaire est donc fonction de la position : N⊥ ω,N , r, θ ; les points
où l’indice N⊥ (r, θ) s’annule, sont les coupures et des points où il devient infini,
ce sont les résonances. Au voisinage d’une coupure l’onde devient évanescente
et est réfléchie ; au voisinage d’une résonance l’onde est quasi-électrostatique et
est absorbée.
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Résonances Coupures

Condition a = ε⊥ = 0 c = ε ε⊥ −N2
2

− ε ε2× = 0
Phénomènes Absorption, Conversion Evanescence, Réflexion
Puissance Transfert de puissance active Localisation de puissance réactive

Ainsi, tout l’art du chauffage des plasmas thermonucléaires, pour une fréquence
fixée par le générateur et un indice parallèle imposé par la structure de cou-
plage, consiste à identifier les résonances N⊥ = ∞ et les coupures N⊥ = 0
pour évaluer la possibilité d’atteindre une zone centrale où une forte absorption
est attendue. On qualifie cette analyse d’étude de l’accessibilité de l’onde. Le
modèle le plus simple permettant d’évaluer l’accessibilité d’une onde consiste à
négliger les variations poloïdales de l’amplitude du champ et à considérer un
profil parabolique des densités électronique et ionique.

ω2p ≈ ω2p0 1− r
2

a2
, ωc ≈ ωc0

R0
R

A haute fréquence, au voisinage de la fréquence cyclotronique électronique éva-
luée sur l’axe magnétique, les lieux géométriques associés aux coupures droites
et gauche, ainsi qu’aux résonances cyclotronique électronique et hybride haute
sont représentées sur la figure ci-dessous.

Coupure gauche : ω = ω2pe (r) +
ω2ce (R)

4
− ωce (R)

2

Coupure droite : ω = ω2pe (r) +
ω2ce (R)

4
+

ωce (R)

2

Résonance hybride haute : ω = ω2pe (r) + ω2ce (R)

ω=ωL

ω=ωUH

ω=ωce

//N2

//

= ε + εx

ω=ωci

ω   ωci ω   ωce

ωc

ωp
2

ω=ωR
x= ε − εN2

//

ε = 0

Coupure basse densité : N2 = ε⊥ + ε× ≈
ω2pi (r)

ωci (R) [ω + ωci (R)]

Coupure haute densité : N2 = ε⊥ − ε× ≈ −
ω2pi (r)

ωci (R) [ω − ωci (R)]

Résonance hybride basse : ε⊥ = 0



CHAPITRE 3. ONDES : DISPERSION ET RÉSONANCES 74

A basse fréquence, au voisinage de la fréquence cyclotronique ionique évaluée
sur l’axe magnétique, les lieux géométriques associés aux coupures dites basse et
haute densités pour un indice N , ainsi qu’aux résonances cyclotronique ionique
et hybride basse sont représentées sur la figure ci-dessous.

3.2 Absorptions Landau et Cyclotron

3.2.1 Equation quasi-linéaire

Dans ce chapitre nous allons développer la théorie de la dissipation de l’éner-
gie électromagnétique dans les plasmas en régime de d’absorption résonante
linéaire ; par régime linéaire nous exprimons le fait que l’analyse du bilan énergé-
tique dans sa forme la plus achevée sera restreinte au cas d’une réponse linéaire
du plasma. Sous cette hypothèse, l’interaction onde-particules peut être vue
comme une suite d’événement aléatoires :

Emission / Absorption / Emission /Emission / Absorption / Emission...

Cette série de processus peut être considérée comme une marche aléatoire dans
l’espace des vitesses.

vc

v

t

δv

δt

absorption

émission

Dans le deuxième chapitre nous avons présenté l’équation de Fokker-Planck
comme l’outil d’analyse des marches aléatoires et dans ce paragraphe nous allons
utiliser ce formalisme pour étudier les deux mécanismes d’absorption à l’oeuvre
dans les plasmas thermonucléaires : (i) la résonance Landau et (ii) les résonances
cyclotron.

3.2.2 Résonance Landau

Considérons une onde électrostatique longitudinale E sin k z − ωt , décrite
par le potentiel électrostatique φ cos k z − ωt , en interaction avec une parti-
cule chargée de masse m et de charge e. L’équation de Newton pour chaque
particule est non-linéaire.

dv

dt
= − q

m

d

dz
φ cos k z − ωt ,

dz

dt
= v

La phase relative initiale entre l’onde et la particule (k z0 − ωt0) n’est pas
un paramètre de contrôle du problème : à un instant donné, dans un plasma,
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certaines particules se trouvent dans les zones de champ fort, d’autres, dans
les zones de champ faible. Une description statistique de l’interaction onde-
particules s’impose. Nous étudierons donc la fonction de distribution des vitesses
f(v , t) et nous supposerons que la phase relative initiale entre l’onde et la
particule est uniformément distribuée. C’est l’hypothèse des phases aléatoires
(RPA). Ainsi, nous prendrons la moyenne des quantités physiques sur toutes
les positions initiales accessibles z0. , nous allons nous attacher à calculer le
coefficient de diffusion de la vitesse δv δv qui permet de décrire l’interaction
de l’onde et des particules à travers l’équation de Fokker-Planck dans l’espace des
vitesses vérifié par la fonction de distribution f(v ,t) telle que f(v ,t)dv = 1.

∂f(v ,t)

∂t
=

∂

∂v

δv δv

2δt

∂f(v , t)

∂v

La puissance transférée de l’onde vers la particule, par unité de volume, est
donnée par :

wL = n
∂

∂t

+∞

−∞

m

2
v2fdv → wL = −nm

+∞

−∞
v

δv δv

2δt

∂f

∂v
dv

où nous avons intégré par partie pour faire apparaître le coefficient de diffusion
et introduit n la densité volumique de particules. Le coefficient de diffusion
de la vitesse permet donc d’établir l’équation d’évolution de la population de
particules et de calculer le transfert irréversible de puissance de l’onde vers
le plasma. Pour calculer ce coefficient de diffusion effectuons un changement
de repère vers le repère se déplaçant à la vitesse de phase de l’onde : v =

v + ω/k = v + 1 et considérons une particule de conditions initiales à t = 0 :
v0 = v 0 − ω/k , z0 = z0.

 x

t

2π

2π
E cos(k  x-ωt)

x =
t

k
ω

1

2

t
E cos(ωt)

vc
vx

2π
ωc

21

Résonance Landau Résonance Cyclotron

//

////

2π
ωc

vc

ω

k

A un instant ultérieur δt, sa vitesse et sa position deviennent : v = v −ω/k
et z ≈ z0 + v0δt. L’énergie mécanique totale est conservée :
mv 2+2eφ cos k z = mv0

2+2eφ cos k z0 → m (v − v0) (v + v0) = −2eφ cos k z − cos k z0
Compte tenu de l’identité cos a − cos b = −2 sin (a+ b/2) sin (a− b/2), l’incré-
ment de vitesse δv = v − v0 peut être exprimé comme :
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δv =
2eφ

mv0
sin k

v0δt

2
+ k z0 sin k

v0δt

2

Dans le repère du laboratoire nous obtenons donc l’expression :

δv v 0, δt = − 2eφ

m v 0 − ω/k
sin

k v 0 − ω/k δt

2
+ k z0 sin

k v 0 − ω/k δt

2

Toutes les positions initiales z0 étant équiprobables, la valeur moyenne : 2π δv v 0 z0

=
2π

0
δv dz0 = 0 est donc nulle. Par contre, la valeur moyenne du carré de l’in-

crément de vitesse est non nulle.

δv2 v 0
z0
=

2e2φ2

m2 v 0 − ω/k
2 sin

2 k
v 0 − ω/k δt

2
→ π

e2k2φ

m2

2

δ k v 0 − ω δt

Pour les temps longs devant l’échelle caractéristique de l’onde (ω−1) la limite
ε sin2 (x/ε) /x2

ε→0 → πδ (x) est légitime. Remarquons que, ici aussi, nous sup-
posons l’existence d’une échelle de temps mésoscopique grande à l’échelle mi-
croscopique mais petite à l’échelle de l’évolution de f(v , t), comme ce fut le cas
lors de la construction de l’équation de mobilité diffusion dans le chapitre deux.
Le résultat final est donc donné par la formule classique due à Landau. Cepen-
dant, une question demeure : comment se fait-il qu’en l’absence de processus
dissipatif ce mécanisme d’absorption soit opérationnel?
La réponse est illustrée par la figure ci-dessus. Dans un diagramme d’espace-

temps nous avons tracé les trajectoires de deux particules de même vitesse ini-
tiale, mais de positions initiales différentes. Les zones du maximum du champ
sont représentées par les bandes grises où le sens du champ est aussi indiqué.
Deux types de trajectoires peuvent être considérées.
• Si k v − ω 0 ou k v − ω 0, on voit que la particule rencontrera

sur son trajet des zones d’accélération et de décélération avec une probabilité
égale, il n’y a donc pas de transfert résonant, ces particules interagissent avec
l’onde en régime adiabatique et elles ne participent pas au processus d’absorp-
tion (d’émission).
• Si k v −ω ≈ 0, alors, comme le montre la figure ci-dessus, les particules et

l’onde sont en synchronisme : chaque particule voyage avec une zone d’accélé-
ration ou une zone de décélération du champ. Ainsi, pour ces particules, dites
résonantes, le transfert de puissance est significatif, mais il peut être positif ou
négatif lorsque l’on moyenne sur z0.

Absorption Landau : wL = −πω
ω2p
k2

∂f

∂v
v = ω

k

ε0E2

2

Une fonction de distribution des vitesses monotone décroissante constitue donc
un milieu dissipatif en l’absence de collision.

3.2.3 Resonance cyclotron

Considérons maintenant le processus d’absorption cyclotron. Soit une popula-
tion, électronique ou ionique, décrite par sa fonction de distribution du module
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de la vitesse cyclotronique f(vc,t), cette distribution étant normalisée à l’unité :
f(vc,t)2πvcdvc = 1. Cette population interagit avec un champ électrique de

fréquence de l’ordre de grandeur de la fréquence cyclotronique, l’interaction
onde-particules peut être vue comme une série : émission / absorption / émission
/ absorption / émission /... Cette série de processus peut être considérée comme
une marche aléatoire dans l’espace des vitesses cyclotroniques et nous modéli-
serons donc l’évolution de la distribution par une équation de Fokker-Planck.

∂f(vc,t)

∂t
=
1

vc

∂

∂vc
vc

δvcδvc
2δt

∂f(vc,t)

∂vc

Introduisons n la densité surfacique de particules sur une surface magnétique
donnée. La densité surfacique de puissance déposée sur cette surface est donnée
par :

wc = n
∂

∂t

+∞

0

2πvc
mv2c
2
fdvc → wc = −n

+∞

0

2πmv2c
δvcδvc
2δt

∂f

∂vc
dvc

L’évaluation du bilan de puissance se ramène donc au calcul du coefficient de
diffusion δvcδvc /2δt. Soit une particule, de masse m et de charge e, plongée
dans un champ magnétique statique uniforme B =Bb, où b est un vecteur
unitaire, et interagissant avec un champ électrique E cos (ωt) ex − E sin (ωt) ey
où x et y constituent un système de coordonnées cartésiennes dans le plan
perpendiculaire à b, système de coordonnées associé à la base orthonormée
directe [ex, ey,b]. L’écriture de l’équation du mouvement de la particule se ré-
duit à la prise en compte des forces électrique et magnétique. Afin d’étudier
le phénomène de résonance cyclotronique introduisons la variable complexe Z :
vc = vxex+ vyey → Z = vx+ jvy ; la variable Z vérifie l’équation différentielle
linéaire du premier ordre :

Equation de Newton :
dZ
dt
+ jωcZ = eE

m
exp−jωt

La solution de cette équation différentielle linéaire avec second membre est la
somme de la solution générale de l’équation sans second membre et d’une solu-
tion particulière de l’équation avec second membre.

Z(t) = vc exp (−jωct) + eE
m
exp (−jωct)

t

0

exp (jωcu) exp (−jωu) du

L’incrément de vitesse cyclotronique δvc (δt) durant un temps δt peut être cal-
culé comme la variation du carré du module de la variable Z : δv2c (vc, δt) =
Re [Z (δt)Z∗ (δt)−Z (0)Z∗ (0)] /2.

δvc =
eE

2m

sin [(ωc − ω) δt]

(ωc − ω)
→ δvcδvc =

e2E2

4m2

sin2 [(ωc − ω) δt]

(ωc − ω)2
→ π

4

e2E2

m2
δ (ωc − ω) δt

Nous avons négligé les termes quadratiques en E2 puis considéré, pour les temps
longs devant l’échelle caractéristique de l’onde (ω−1), la limite ε sin2 (x/ε) /x2

ε→0 →
πδ (x). Remarquons que, ici aussi, nous supposons l’existence d’une échelle de
temps mésoscopique grande à l’échelle microscopique mais petite à l’échelle de
l’évolution de f(vc, t).

wc = −n
+∞

0

2πmv2c
π

4

e2E2

m2
δ (ωc − ω)

∂f

∂vc
dvc = −nπ

2

e2E2

m
δ (ωc − ω)
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Dans un tokamak, le champ magnétique B n’est pas homogène et la résonance
cyclotronique ω = ωc apparaît de façon transitoire lorsque le mouvement du
centre guide traverse la surface résonante en ±θ0 et r0 (voir figure). Ainsi nous
devons moyenner le coefficient de diffusion précédent sur le mouvement pério-
dique du centre guide.

Bθ

ω = ωc

ω

ωc

θ0

Bϕ

Bθ

v
z

R

r
qR

v

x

r0

Bϕ
R0

ω = ωc

Nous sommes donc amenés à calculer δ (ω − ωc) ≡ δ [ωc (θ)− ω] dθ
r0
/ dθ

où la moyenne doit être prise sur une rotation poloïdale, rotation suivant la-
quelle la fréquence cyclotronique présente la variation périodique : ωc (θ) =

ωc0/ 1 + r0
R0
cos θ .

δ
ωc0

1 + r0
R0
cos±θ0 −

ωc0
1 + r0

R0
cos θ

=
r0
R0
→0

R0
2πωc0r0

m=+∞

m=−∞

2mTm (cos θ0)√
1− cos2 θ0

cosmθ

où Tm sont les polynômes de Tchebichev. Ainsi nous pouvons calculer la puis-
sance déposée, à travers la résonance cyclotron, sur chaque surface magnétique.
:

Absorption cyclotron : wc = −
ω2p
ωc

R0
r0 |sin θ0|

ε0E2

2

La fréquence plasma étant calculée à l’aide de la densité surfacique de particules
pour évaluer un dépôt de puissance par unité de surface sur chaque surface
magnétique.

3.3 Instabilités de Dérive

3.3.1 Instabilités dissipative et réactive

Nous avons vu, dans le chapitre consacré au transport, qu’un plasma thermonu-
cléaire confiné est un système s’écartant significativement de l’équilibre thermo-
dynamique de part l’existence de gradients de température et de densité, mais
aussi, de part l’existence de queues de fonctions de distributions d’ions et d’é-
lectrons rapides notablement non Maxwelliennes. En présence de collisions ces
écarts à l’équilibre thermodynamique tendent à relaxer à travers les processus
de transport, friction et thermalisation. Un deuxième type de processus tend à
relaxer l’énergie libre ainsi disponible au niveau fluide ou au niveau cinétique :
les instabilités.



CHAPITRE 3. ONDES : DISPERSION ET RÉSONANCES 79

Les instabilités dans les plasmas thermonucléaires, au même titre que les
ondes, constituent un sujet vaste et d’une diversité phénoménologique dont l’ex-
ploration nécessiterait une monographie dédiée. Plusieurs schémas de classifica-
tion peuvent être construits pour offrir une présentation synthétique. La source
d’énergie libre, c’est-à-dire l’identification de l’écart à l’équilibre thermodyna-
mique et sa nature, fluide ou cinétique, est un paramètre important pour classer
les instabilités. La nature du mécanisme de déstabilisation, réactif ou dissipatif,
constitue un deuxième paramètre de classification.
Dans ce paragraphe, nous allons étudier les différentes instabilités associées

à la configuration d’un plasma de tokamak, nous ne proposerons pas de classifi-
cation exhaustive et définitive, il n’en existe d’ailleurs à ce jour aucune ; mais le
choix de présentation suivra la différenciation en les différents termes de source
d’énergie libre : gradient de densité, gradient de température, gradient de champ
magnétique et gradient de courant. Au delà de cet identification de la forme de
déséquilibre, nous préciserons la nature dissipative ou réactive de l’instabilité.
Aussi, pour établir cette dernière distinction nous allons l’illustrer sur le cas le
plus simple, celui de l’instabilité au sein d’un plasma portant un courant, que
ce courant soit porté par un faisceau ou de nature Ohmique.
Considérons la dynamique d’un plasma thermonucléaire le long des lignes

de champ paramétrées par l’abscisse curviligne z ; un faisceau, de vitesse V ,
beaucoup moins dense que le plasma est aussi présent. Le plasma présente une
pulsation plasma ωp et le faisceau une pulsation plasma ωb ; les perturbations
électrostatiques de densité, champ et vitesse peuvent être analysées en linéa-
risant l’équation de conservation de la charge et l’équation d’Euler pour des
dépendances fonctionnelles périodiques dans le temps et l’espace de la forme :
exp jk z − jωt . La densité volumique de courant linéarisé est notée J =
qn0v + qnV où n0 est la densité du plasma.

ω

k//

Plasma ω

ω = k//V

k//

Faisceau

ωp

-ωb

-ωp

ωb

0 0

F

S

−ωb
V

ωb
V

Commençons par identifier séparément les modes propres électrostatiques
d’un plasma et d’un faisceau en annulant la somme du courant électronique Jp
(ou Jb) plus le courant de déplacement Jd : Jp+Jd = 0 et Jb+Jd = 0. En effet,
compte tenu de l’absence de champs magnétique perturbateur : ∇×H|z = 0 =
Jp + Jd et ∇×H|z = 0 = Jb + Jd.

Déplacement : Jd = −jωε0E

Plasma réactif : Jp = j
ω2p
ω
ε0E → ω2p = ω2

Faisceau : Jb = j
ω2bω

ω − k V 2 ε0E → ω2b = ω − k V 2
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Nous venons ainsi d’établir les relations de dispersion des ondes de Langmuir
au sein d’un plasma et des modes rapide (F) et lent (S) au sein d’un faisceau,
ces deux relations de dispersion se ramènent l’une à l’autre par un simple chan-
gement de référentiel de vitesse V . Considérons à présent un système faisceau-
plasma, les modes précédents sont alors couplés.

Jb + Jp + Jd = 0→ ω2b

ω − k V 2 +
ω2p
ω2

= 1

La relation de dispersion du milieu faisceau-plasma est donnée par l’équation
du quatrième degré :

Couplage réactif : ω2 − ω2p ω − k V 2 − ω2ω2b = 0

Sous cette forme il est aisé de distinguer la nature des asymptotiques :
• à haute fréquence ω2 ω2p nous retrouvons la dispersion des modes S et

F du faisceau : ω − k V 2 − ω2b ≈ 0,
• à basse fréquence ω2 < ω2p la dispersion ω2p ω − k V 2

+ ω2ω2b = 0 révèle
l’existence d’une partie imaginaire γ k pour la pulsation ω = ω k −jγ k
lorsque le vecteur d’onde k est réel.
Ainsi ces modes présentent une croissance exponentielle exp γ k t pour

certaines valeurs des paramètres. Ce type de déstabilisation est qualifié de réac-
tive car le déphasage qui permet au champ et à la densité d’être amplifiés, en
mettant en phase vitesse et force, est de nature réactive, par opposition aux
mécanismes de déphasage trouvant leur origine dans un processus dissipatif de
nature collisionnelle ou collective. Les parties réelles et imaginaires ω + jγ sont
représentées sur le diagramme ci-dessous sous l’hypothèse ωb ωp.

ω

k//

Réactif ω

k//

Dissipatif

ωp

-ωb

-ωp

ωb

0 F

S
γγ

ωp
V

−ωp
V

Une déstabilisation réactive modifie en géneral significativement la struc-
ture du mode. Le deuxième mécanisme de déstabilisation des modes propres
longitudinaux le long des lignes de champ dans un plasma thermonucléaire est
caractérisé par la présence d’un couplage dissipatif. Considérons les modes F
et S d’un faisceau et plongeons ce faisceau dans un plasma résistif de résisti-
vité ω∗ε0. Deux courants sont alors présents les courants dus à l’inertie et à la
séparation de charge Jb et le courant résistif Jr.

Plasma dissipatif : Jr = ω∗ε0E

Faisceau : Jb = j
ω2bω

ω − k V 2 ε0E
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La relation de dispersion des modes électrostatiques est obtenue en égalant la
somme de ces courants plus le courant de déplacement à zéro.

Jb + Jr + Jd = 0→ ω2bω

ω − k V 2 − jω∗ = ω

La relation de dispersion est une équation algébrique du troisième degré en la
pulsation si nous fixons le vecteur d’onde k .

Couplage dissipatif : (ω + jω∗) ω − k V 2 − ωω2b = 0

Sous l’hypothèse d’un faible couplage (ω∗ ωb) la partie imaginaire peut être
évaluée et est représentée sur la figure ci-dessus. La discussion sur les différences
et analogies entre déstabilisation réactive et dissipative mériterait d’être déve-
loppée en détail, mais nous nous contenterons d’explorer la nature dynamique
de la déstabilisation du mode lent S. L’onde rapide passive est une onde d’éner-
gie positive tandis que l’onde lente active est une onde d’énergie négative ; cette
différence fondamentale peut être illustrée si nous considérons les phase relatives
des perturbations de densité et de vitesse sur un diagramme d’espace temps. Le
champ électrique est relié au potentiel par la relation classique : E = −jk φ, la
perturbation de densité à la perturbation de potentiel par la relation de Poisson :
qn = ε0k

2φ et le courant n0qv au champ E par : n0qv = jωε0E. L’élimination
du champ E et du potentiel φ entre ces trois relations permet d’exprimer la
perturbation relative de densité n/n0 en fonction de la perturbation de vitesse
v.

F :
n

n0
=
k

ωp
v , S :

n

n0
= − k

ωp
v

• Pour le mode rapide la densité et la vitesse sont en phase, ainsi une ac-
cumulation de charges est accompagnée d’une augmentation de vitesse, une
déplétion de densité d’un ralentissement ; l’état perturbé présente une énergie
supérieure à l’état d’équilibre, il faut donc fournir de l’énergie pour exciter le
mode rapide.

E

E

E

E
φ(t)z-Vt n(t) vF(t)vS(t)

• Au contraire, pour le mode lent, une déplétion de densité est accompagnée
par une augmentation de vitesse car densité et vitesse sont en opposition de
phase, l’état perturbé, représenté par le mode lent, présente donc une énergie
inférieur à l’état d’équilibre et l’on parle d’onde d’énergie négative ; ce mode
se développe en fournissant de l’énergie au milieu qui le supporte, il n’est donc
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pas étonnant qu’il soit déstabilisé par un déphasage, soit de nature dissipative
car les frictions induisent des déphasages, soit de nature réactive qui corres-
pond au cas d’un couplage avec un autre oscillateur et nous savons que les
couplages entre oscillateurs induisent des déphasages. Cette analyse de l’origine
dynamique de l’instabilité du mode lent est illustrée sur le diagramme d’espace
temps ci-dessus. L’exemple classique des instabilités faisceau-plasma, qui vient
d’être brièvement étudié, offre le schéma de la structure d’analyse des insta-
bilités dans les tokamaks. Dans un premier temps nous devons identifier une
source d’énergie libre ; en l’occurrence, dans ce contexte ce seront les gradients
de champ magnétique∇B, de densité∇n, de température∇T , de courant∇J.
Puis nous devons établir les équations d’évolution et de couplage des variables
dynamiques et linéariser ces équations pour ramener l’étude à la recherche des
solutions d’une équation algébrique dont la partie imaginaire des racines four-
nira le taux de croissance γ de l’instabilité. Cette analyse doit être complétée
par une compréhension des mécanismes de couplage des variables dynamiques
conduisant à une évolution exponentielle en fonction du temps, les diagrammes
d’espace-temps, tels que celui proposé ci-dessus, offrent à cet égard le cadre de
représentation adéquat pour l’étude des mécanismes d’instabilité.

3.3.2 Instabilités de Dérive

Les modes les plus communs sont les modes de dérive résultant de la présence
simultanée d’un gradient de densité n (r) et d’un champ magnétique homogène,
les modes dit de gradient de température où le gradient relatif de la densité n (r)
et de la température T (r) doit être considéré, les modes dit d’interchange ou
d’échange où gradients de pression P (r) et de champ magnétique B (r) consti-
tuent la source d’énergie libre, les effets toroïdaux couplant dérive et intechange ;
enfin, les modes de torsion et de déchirement où le gradient de courant J (r)
doit être pris en considération. Les modes de dérive sont des perturbations de
densité et de potentiel se propageant perpendiculairement aux lignes de champ,
mais pouvant aussi présenter une périodicité le long de ces lignes de champ.
Dans leur version la plus simple ces modes seront supposés électrostatiques et
de nature fluide.

k

k//
n

B

B

T

Considérons un champ magnétique homogène B = B0ez, et un plasma de
densité d’équilibre n0 (x) et de température électronique et ionique Te et Ti telles
que Te = Ti. La présence simultanée d’un champ magnétique et d’un gradient
de pression permet de définir les vitesses diamagnétiques électronique V∗e et
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ionique V∗i .

Vitesses Diamagnétiques : V∗e ≡
kBTe
|e|B0

d lnn0
dx

ey , V∗i ≡ −
kBTi
|e|B0

d lnn0
dx

ey

y

x

z

B0

n0(x)
φ

n0
V*

e

V*
i

Recherchons les perturbations harmoniques de potentiel susceptibles de se
propager dans un tel milieu. Ces perturbations de potentiel seront nécessaire-
ment accompagnées par des perturbations de vitesses et de densités.

potentiel : φ exp j ωt− k z − k⊥y
Vitesse : (vxex + vyey + vzez) exp j ωt− k z − k⊥y
Densité : n0 (x) + n exp j ωt− k z − k⊥y ,

Les vitesses sont ici les vitesses ioniques, car, à basse fréquence, la réponse
électronique est de nature adiabatique, les électrons se distribuent au sein des
perturbations de potentiel suivant une distribution de Boltzmann. Considérons
les équations de la dynamique basse fréquence d’un plasma et construisons une
analyse suivant le schéma :

φ −→
dérives

vi −→
continuité

ni −→
quasineutralité

ni = ne ←−
quasineutralité

ne ←−
adiabaticité

φ

La première étape est donc d’exprimer les composantes de la vitesse ionique
en fonction du potentiel φ. Le long des lignes de champ la réponse ionique est
de nature inertielle et s’établit en considérant l’équation de Newton et la force
de Coulomb. Perpendiculairement aux lignes de champ l’analyse de la réponse
ionique relève de la théorie des dérives à basse fréquence (ω ωci). Ainsi,
suivant x la dérive de champs croisés doit être prise en compte et suivant y la
dérive de polarisation, car le champ électrique est dirigé suivant l’axe des y.

Dérive de champs croisés : vix = j
k⊥
ωci

eφ

mi

Dérive de polarisation : viy = −k⊥ω
ω2ci

eφ

mi

Forces de Coulomb : viz =
k

ω

eφ

mi
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Linéarisons à présent l’équation de conservation de la charge ionique, ∂ni/∂t+
∇ · n0vi= 0, afin d’exprimer la perturbation de densité ionique ni en fonction
des perturbations de vitesse vi.

jω
ni
n0
= −d lnn0

dx
vix + jk⊥viy + jk viz

Par élimination de la vitesse nous obtenons une relation entre densité ionique
perturbée ni et potentiel électrostatique φ ; la densité électronique perturbée ne
étant quant à elle obtenue en linéarisant la relation d’adiabaticité de Boltzmann :
ne = n0 exp eφ/kBTe − n0. Définissons les fréquences diamagnétiques ω∗:

Fréquences diamagnétiques : ω∗e ≡ k⊥V ∗e , ω∗i ≡ k⊥V ∗i
Le modèle que nous venons de développer permet donc d’établir les expressions
suivantes des perturbations de densités électronique et ionique associées à une
perturbation de potentiel au sein d’un plasma magnétisé présentant un gradient
de densité.

Réponse ionique :
ni
n0
=

ω∗e
ω

eφ

kBTe

Champs croisés ⊥

− k2⊥ρ
2
i

eφ

kBTe

Polarisation ⊥

+
k2

ω2
C2B

eφ

kBTe

Coulomb

Réponse électronique :
ne
n0
=

eφ

kBTe

Equilibre de Boltzmann

Le problème, à ce stade, nous offre deux équations pour trois inconnues ne, ni,
φ, aussi l’équation de Poisson doit être considérée, mais, à basse fréquence le
plasma reste quasi-neutre, nous pouvons donc établir l’expression de la relation
de dispersion en égalant les deux perturbations de densité : ni = ne et en
éliminant ainsi le potentiel.

Ondes de dérive : ω2 (1 + k2⊥ρ
2
i )− ωω∗e − k2C2B = 0

Les modes de dérive présentent donc deux branches, la branche électronique et
la branche ionique. L’usage est de considérer deux asymptotiques, le mode de
dérive : k2C2B ω2 → ω = k⊥V ∗e et le son ionique : k

2C2B ω2 → ω = k CB,
le terme k2⊥ρ

2
i étant en général petit et représente une correction en rayon de

Larmor fini.

ω∗

ω

ω = k//C
B

k//
ω= -k//CB

Brancheélectronique

Branche ionique

Cellules convectives



CHAPITRE 3. ONDES : DISPERSION ET RÉSONANCES 85

Pour conclure cette identification des modes de dérive fluide, analysons à
présent l’origine dynamique de ce mode. Supposons l’existence, à un instant t,
au sein d’un plasma magnétisé, d’une perturbation de potentiel φ (t) périodique
suivant y. L’équation de Poisson nous indique que les maximums de potentiel et
les maximums de perturbations de densité électronique sont superposés ainsi que
les minimums. Si la densité d’équilibre présente un gradient suivant x, perpen-
diculaire au champ magnétique et à la direction de périodicité du potentiel y,
la dérive de champ croisé −∇φ×B/B2 propage la perturbation de densité en
établissant un flux de charge des zones denses vers les zones diluées à l’avant
des maximums de densité et un flux de charge des zones dilués vers les zone
denses à l’arrière des maximums de densité, une telle dynamique entraîne donc
la propagation de la perturbation de densité et par couplage de la perturbation
de potentiel.

B0

x

y

E

E

E

E ExB0

Ve*

φ(t) n(t)

n0

φ(t+δt)       n(t+δt)y

ExB0

Le schéma ci-dessus illustre ce mécanisme de propagation. Ce même type de
schéma permet de comprendre la déstabilisation du mode de dérive, c’est-à-dire
les instabilités de dérive. Supposons que le potentiel et la densité électronique ne
soient plus en phase et que la phase relative entre ces deux variables dynamiques
soit θ.

Réponse ionique :
ni
n0
=

ω∗e
ω

eφ

kBTe

Réponse électronique :
ne
n0
=

eφ

kBTe
(1 + jθ)

Un tel déphasage étant la conséquence d’une friction collisionelle ou d’une ré-
sonance Landau. Sur le schéma ci-dessous nous voyons que la modulation de
densité sera alors en avance (ou en retard) sur la modulation de potentiel, ce
positionnement déphasé permet à la dérive de champ croisé d’alimenter les zones
haute densité et de dépeupler les zones basse densité de la perturbation, ampli-
fiant ainsi la modulation.
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B0

x

y

E

E

E

E

φ(t) n(t)=φ(1+jθ)

n0

φ(t+dt)  n(t+dt)

B0 V*

y

x

ExB0

ExB0

ExB0

Cette amplification se traduit par l’apparition d’une partie imaginaire dans
la relation de dispersion du mode comme le confirme l’évaluation analytique :

Quasi-neutralité : ni = ne → ω (1 + jθ) = ω∗e → ω ≈ ω∗e (1− jθ)

ainsi, le taux de croissance de l’instabilité de dérive est égal à γ = θω∗e : exp j ωt− k z − k⊥y →
exp (θω∗et) exp j ω∗et− k z − k⊥y , le mode se propage en s’amplifiant.



Chapitre 4

Contrôles : Injection et
Extraction

Considérons un réacteur thermonucléaire présentant un volume de l’ordre d’un
millier de mètre cube et développant une puissance de l’ordre du gigawatt. Un
cinquième de cette puissance est produite sous la forme d’une population de par-
ticules alpha énergétiques (3.5 MeV), les quatre cinquièmes restants consistant
en un flux de neutrons rapides (14 MeV). La densité volumique de puissance
disponible pour entretenir la combustion thermonucléaire au sein du plasma est
donc de l’ordre de quelques centaines de kilowatt par mètre cube.

Systéme de pompage

Systémes RF et Microondes

Injéction de neutres

Couverture tritigéne

S

P

Divertor

N

Cette puissance, ainsi que les particules alpha résultant de la combustion,
doit être évacuée en régime continu. Une puissance de un gigawatt correspond
à une réactivité de 4 × 1020 réactions par secondes, en régime continu il faut
donc pomper 4×1020 particules alpha par seconde pour maintenir la fraction de
particules alpha dans le mélange à un niveau inférieur à 10% compatible avec
la combustion malgré la dilution des réactifs par les cendres.

87
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Z0

β

ZL

p1

p2

C

S

P

Q
Injection d'Ondes

Extraction de Particules

Compte tenu de ce niveau de dilution, c’est donc 4×1021 particules (D,T,α)
par secondes qu’il est nécessaire de pomper en continu car le système de pompage
n’est pas sélectif entre deutérium, tritium et alpha. Le nombre total de particules
dans la décharge étantde l’ordre de N ∼ 103 m3 × 1020 m−3 le temps de
renouvellement du plasma se situe donc dans la gamme des centaines de secondes
bien au dessus du temps de confinement des particules τ qui est de l’ordre du
petit rayon que divise le coefficient de diffusion perpendiculaire τ ∼ a2/D⊥,
c’est-à-dire de l’ordre de la seconde jusqu’à quelques secondes. Le nombre total
de particules sortant du plasma par unité de temps vaut donc ND⊥/a2 ∼ 4 ×
1022 ; ainsi le système de pompage doit évacuer en continu de l’ordre de 10%
du flux de matière sortant du plasma et les 90% restant sont impliqués dans le
processus de recyclage : les ions et électrons sortent du plasma, sont neutralisés
et sont à nouveau ionisés pour participer à la dynamique du plasma.
De façon similaire nous pouvons analyser les nécessités inhérentes à la géné-

ration de courant poloïdal, en effet l’efficacité des processus de transfert d’im-
pulsion conduit un coût de quelques Watts pour une fraction d’Ampère, aussi
sera-t-il nécessaire d’injecter en continu une puissance de l’ordre de quelques
dizaines de Mégawatts pour entretenir le champ poloïdal et l’injection d’ondes
continue constitue un problème central du contrôle des plasmas de tokamak.

4.1 Echange de charge
Les collisions élastiques entre espèces chargées sont à l’origine des processus
dissipatifs décrits dans les paragraphes précédents, la prise en considération
d’une deuxième classe de collisions est nécessaire pour construire une image
complète de la dissipation dans un plasma de tokamak : les interactions entre
espèces chargées et espèces neutres non encore ionisées. Parmi la grande variété
de ces processus atomiques inélastiques observés principalement dans la région
périphérique du plasma, trois sont particulièrement importantes :

Processus Réaction
Ionisation par impact électronique e+H → 2e+H+

Excitation par impact électronique e+H → e+H∗

Echange de charge résonnant H +H+ → H+ +H
Ionisation par impact protonique H+ +H → H+ +H+ + e

Les sections efficaces des réactions d’échange de charge (cx), d’ionisation par
impact électronique (ei) et d’ionisation par impact protonique (pi) sont repré-
sentées sur le diagramme ci-dessous en fonction de l’énergie de la particule in-
cidente mesurée en eV sur l’axe des abscisse.
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Différents modèles peuvent être construits pour modéliser l’ionisation par
impact électronique et offrir une relation analytique entre section efficace et
énergie, la formule classique de Thomson est la plus simple mais tombe en
défaut dans la partie haute énergie de la courbe expérimentale ; le modèle de
Gryzinski résulte de l’étude d’un modèle plus complet que le modèle de Thomson
et permet d’accorder expérience et théorie, en particulier la décroissance à haute
énergie.

Ionisation :
σei (E)

3.52× 10−16 [cm2] =
E/EI − 1
E/EI + 1

3
2

× EI
E
+
2E/EI − 1
3E2/E2I

log 2.7 + E/EI − 1

Différents modèles classiques ou quantiques décrivant le processus d’échange de
charge peuvent être construits et étudiés pour établir la valeur de la section
efficace de cette réaction ; mais il est souvent plus direct de développer une for-
mule d’interpolation de la section efficace expérimentale sur la base d’arguments
physiques. Une telle formule pour l’hydrogène :

Echange de charge :
σcx (E)

0.69× 10−14 [cm2] =
(1− 0.155 log10E)2

1 + 0.1112× 10−14E3.3

est utilisable pour des énergies E entre 1 et 105eV. Comme dans le cas des
réactions nucléaires, les sections efficaces sont des paramètres primaires qui per-
mettent de construire les taux de réactions. Par exemple, pour l’échange de
charge résonant au sein de la population de deutérium :

Taux de réactions : nD+nD0 σcxvi ≡
Nombre de réactions D0+D+ → D++D0

[Par unité de volume et unité de temps]

L’ensemble des taux de réaction σv associés aux réactions en périphérie du
plasma est bien tabulé. Par exemple, pour les trois principales réactions déter-
minant le bilan de matière, les données sont résumées ci-dessous en fonction de
la température.
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4.1.1 Injection de neutres

L’échange de charge résonnant est utilisé pour injecter des ions rapides au coeur
des plasmas de tokamak, ce procédé est nommé injection de neutre. En effet,
l’injection directe d’ions n’est pas envisageable car une configuration tokamak
étant calculée pour que rien ne sorte, les principes de réciprocité de la mécanique
impliquent que rien ne peut aussi y entrer. Cette conclusion n’est recevable que
pour les particules chargées, aussi, si il est possible de générer des faisceaux
d’atomes neutres d’énergie comprise entre 100 KeV et 1 MeV ils pénétreront
au sein du plasma et seront ionisés créant ainsi une population d’ions rapides
permettant, soit de chauffer le plasma, soit de générer un courant toroïdal source
du champ poloïdal.

60
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80

40

20

1000 keV100 keV0

D0

% D0D+

% D0D-

La possibilité de produire des faisceaux de deutérium atomique neutre d’é-
nergie de l’ordre de 100 KeV est envisageable au regard des caractéristiques de
la réaction d’échange de charge. Imaginons un dispositif constitué d’une source
plasma d’où sont extraits puis accélérés des ions deutérium rapides, ces ions tra-
versent ensuite une cible gazeuse de deutérium et la réaction d’échange de charge
permet de convertir de l’ordre de 50% de cette population d’ions rapides en po-
pulation de neutres rapides. L’inefficacité du procédé provient de l’existence de
la réaction concurrente d’ionisation par impact de deutérium. Ce principe de
production de faisceaux neutres rapides a été mis en oeuvre d’abord dans le
cadre des recherches sur les configurations miroirs, puis pour le chauffage et la
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génération de courant dans les tokamaks. Malheureusement, si la taille du toka-
mak augmente, alors l’accès à la zone centrale du plasma nécessite un faisceaux
de neutres plus énergétiques et le processus de neutralisation par échange de
charge devient particulièrement inefficace. Il est alors nécessaire d’avoir recours
aux processus d’attachement et de détachement d’un électron sur un atome
de deutérium, l’attachement permet de produire des ions négatifs aptes à être
accélérés dans une structure électrostatique, et le détachement permet, après
accélération, de produire un faisceaux neutre avec une efficacité supérieure à
50% pour des énergies de l’ordre du MeV. C’est ce principe d’accélération d’ion
négatifs, puis de détachement, qui a été retenu pour le réacteur ITER compte
tenu de sa taille qui nécessite des énergies d’injection de neutres de l’ordre du
MeV pour un dépôt efficace dans la zone centrale du plasma.
Les neutres rapides ainsi produits par échange de charge (ou détachement)

sur des ions positifs (ou négatifs), sont injectés dans le plasma où l’ionisation les
transforme en ions rapides confinés. Une telle population d’ions rapides, dont les
énergies se situent entre une centaine de KeV et un MeV, peut être utilisée pour
chauffer le plasma à travers le transfert d’énergie par collisions coulombiennes,
ou générer un courant toroïdal par transfert d’impulsion vers les électrons et
ions thermiques.
Nous avons établi l’équation cinétique décrivant le couplage d’un ion rapide

à un plasma thermonucléaire dans les chapitres précédents et introduit dans ce
contexte la vitesse critique vc et le temps de ralentissement τS . Sur la base de
ces deux définitions,

Vitesse critique : v3c ≡
3
√
π

4
ZivTev

2
Ti

Temps de ralentissement : τS ≡ 3π
3
2

Λ

ε20mbmi

neZ2b e
4
vTev

2
Ti

l’équation du ralentissement prend la forme simple :

dv

dt
=
dv

dt i

+
dv

dt e

= − v
3
c

v3
v

τS

ions

− v

τS

électrons

le premier terme décrit le ralentissement ion rapide/ion thermique et le deuxième
le ralentissement ion rapide/électron thermique, l’indice b se réfère au faisceau
rapide et les indices i et e aux ions et électrons rapides. Ainsi le dépôt de
puissance des ions rapides peut être séparé en un dépôt sur la population ionique
Wb→i plus un dépôt sur la population électronique Wb→e,

Chauffage ionique : Wb→i ≡ −Mv · dv
dt i

=
Mv3c
τSv

Chauffage électronique : Wb→e ≡ −Mv · dv
dt e

=
Mv2

τS

cette séparation permet d’évaluer la fraction de chauffage ionique χb→i et la
fraction de chauffage électronique χb→e, la somme des deux fractions étant égale
à un.

χb→i ≡
Wb→idt
Mv2b/2

=
2v3c
τSv2b

vb

0

dv

v dv
dt

= F
v2b
v2c
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χb→e ≡ Wb→edt
Mv2b/2

=
2

v2bτS

vb

0

v2dv
dv
dt

= 1− F v2b
v2c

où vb est la vitesse initiale du faisceaux et F (x) la fonction :

F (x) =
1

x

1

3
ln
1−√x+ x
(1 +

√
x)
2 +

2√
3

arctan
2
√
x− 1√
3

+
π

6

obtenue par la prise en compte de la relation |dv/dt| = v3c + v
3 /v2τS.
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4.1.2 Plasma de bord

L’échange de charge présente donc une section efficace de réaction élevée au
regard des autres processus. La succession des processus d’échange permet aux
neutres de pénétrer en profondeur le plasma et si le libre parcours moyen d’é-
change de charge entre neutres et ions d’une même espèce vn /ni σcxvi est
plus petit que les longueurs de gradient du plasma et du gaz neutre cette pénét-
ration peut être modélisée comme une marche aléatoire, c’est-à-dire une diffusion
de coefficient :

Dn ≈
v2i

σcxvi ni

Au bout de quelques réactions la vitesse des neutres est égale à la vitesse des
ions. Cette pénétration des neutres au sein du plasma est ralentie par la réaction
d’ionisation qui détruit les neutres. La dynamique des ions est aussi décrite en
terme de diffusion. Ainsi le bilan de matière traduisant le couplage entre une
population d’ions de densité ni et une population de neutres de densité nn est
décrite par le système :

Neutres :
d

dx
Dn
dnn
dx
− ninn σive = 0

Ions : Di
d2ni
dx2

+ ninn σive = 0

Considérons une paroi en x = 0 où s’établit un recyclage parfait, ni (x = 0) = 0 ,
nn (x = 0) = nn0, limitant un plasma s’étendant vers les x > 0 : ni (x = +∞) =
ni∞ , nn (x = +∞) = 0.

Recyclage parfait : Γi (x = 0) + Γn (x = 0) = 0→ Dn
dnn
dx

+Di
dni
dx

= 0
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Ainsi nous obtenons une relation algébrique entre la densité de neutres et la
densité d’ions : Di n2i∞ − n2i = 2Dn∞ni∞nn, nous pouvons ainsi éliminer la
densité de neutres dans l’équation du bilan ionique

d2ni
dx2

+
σive σcxvi
2 v2i

ni n
2
i∞ − n2i = 0→ dni

dx
+

σive σcxvi
4 v2i

n2i∞ − n2i = 0

x

1
nn(x)
nn0

ni(x)
ni

ΓiΓn

cx

cx

i

i

λpn

Nous avons identifié la longueur de pénétration des neutres au sein du plasma
λpn :

Longueur de pénetration des neutres : λpn =
4 v2i

n2i∞ σive σcxvi
∼ λiλcx > λi

Les profils de densité des neutres et des ions étant obtenus par quadrature.

ni = ni∞ tanh
x

λpn
, nn = nn0 sec2

x

λpn

4.2 Génération de Courant
Nous avons analysé, dans le chapitre consacré à l’étude des orbites, les conditions
de confinement d’une particule chargée au sein d’un piège toroïdal. La nécessité
d’un champ poloïdal constituait la principale conclusion de cette analyse. La
création d’un champ poloïdal implique l’entretien d’un courant toroïdal ; pour
la génération actuelle de grands tokamaks ce courant est de l’ordre de quelques
méga-ampères, pour la génération future, initialisée par ITER, l’ordre de gran-
deur de ce courant sera de quelques dizaines de méga-ampères.
L’utilisation d’un champ électrique d’induction n’est pas envisageable en

régime stationnaire car un tel champ est induit par une variation temporelle de
flux magnétique et les contraintes électrotechniques et énergétiques limitent la
valeur maximum d’un flux magnétique.
Il est donc impératif d’identifier des procédés de génération de courant

dit non-inductif ; l’affaire peut sembler difficile en première analyse car nous
sommes habitués, au quotidien, à l’usage de courants essentiellement ohmiques,
issus de chutes de potentiels ou de variations de flux ; mais, en deuxième ana-
lyse, la génération de courant, en l’absence de champ électrique potentiel ou
inductif, constitue un problème physique remarquablement bien posé de trans-
fert d’impulsion-énergie. Notons d’abord qu’il n’est pas nécessaire de transférer
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de l’impulsion à une population de charges pour générer un courant, il suffit
d’entretenir une différence de vitesses moyennes entre électrons et ions, cette
différence n’impliquant pas l’absorption d’impulsion mais simplement l’absorp-
tion de puissance pour entretenir la perte d’impulsion, dans des directions op-
posées, liées à la friction entre les deux populations. Bien entendu, compte tenu
de l’ordering de masse entre électrons et ions, le procédé de génération le plus
direct consiste à transférer de l’impulsion, unidirectionnellement, aux électrons
et à considérer que les ions ne participent qu’au processus de dissipation de cette
impulsion sans développer une vitesse significative.
Un électron de vitesse v le long des lignes de champ porte un courant égal

au taux de transfert de charges par unité de temps de part et d’autre d’une
surface de section poloïdale. Le temps de transit toroïdal de cet électron étant
égal à 2πR0/v , le courant toroïdal porté est donné par la charge de l’électron
que divise ce temps de récurrence du passage de l’électron au point de mesure
considéré.

Courant Toroïdal : I [A] ≡ e [C] v [m/s]
2πR0 [m]

→ I =
e v

2πR0

L’entretien d’une vitesse électronique moyenne non nulle, v , nécessite l’ap-
port continu d’énergie-impulsion pour compenser les pertes dues à la friction
électrons-ions, c’est-à-dire, pour compenser la destruction continue d’impulsion
principalement à travers les collisions électrons-ions. L’ordering des masses entre
électrons et ions garantit que l’impulsion transférée des électrons vers les ions,
par les collisions, engendre un courant ionique négligeable.

e R0

v e v
WiW

v

L’impulsion et l’énergie peuvent être injectées dans la configuration et cou-
plées sur la population électronique sous deux formes :
• un faisceau de particules rapides,
• une onde unidirectionnelle dont le contenu en impulsion est significatif.

4.2.1 Injection d’ondes

Le rapport du contenu énergétique d’une onde sur son contenu en impulsion
est égal au rapport de sa pulsation sur son vecteur d’onde ; cette relation dé-
coule directement de la relation impulsion-énergie pour un photon et peut être
confirmée dans un contexte classique par l’analyse du couplage onde-particule.
Les ondes présentant un potentiel significatif pour la génération non inductive
de courant sont donc les ondes de faible vitesse de phase le long des lignes de
champ. Si la vitesse de phase d’une onde le long des lignes de champ est plus
petite que la vitesse de la lumière, cette onde est susceptible d’être absorbée par
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les électrons présentant une résonance Landau k v 0 = ω.

v 0 =
ω

k
→W = −πωω

2
p

k2
∂f

∂v
v 0=

ω
k

ε0E
2

2

Ce couplage offre un mécanisme efficace de transfert d’impulsion des ondes
vers les particules et permet donc la génération d’un courant si le spectre de
l’onde présente une asymétrie toroïdale. Une telle asymétrie peut être aisément
contrôlée à travers un système d’antennes adéquat. Ainsi, le problème de la
génération de courant se ramène donc au problème de la propagation et de l’ab-
sorption d’une onde dont la vitesse de phase le long des lignes de champ est
de l’ordre de grandeur des vitesses électroniques, cette absorption conduisant à
un transfert dont l’efficacité énergétique n’est pas rédhibitoire au regard de la
puissance disponible pour contrôler la combustion thermonucléaire. En effet, un
réacteur produisant une puissance thermique de l’ordre de 3 GW et une puis-
sance électrique de l’ordre de 1 GW, seule une fraction faible de cette puissance
(<100MW) doit être ponctionnée pour générer les ondes aptes à entretenir le
courant toroïdal. Nous devons donc évaluer l’efficacité d’un tel procédé de géné-
ration de courant et construire un modèle indépendant de la nature de l’onde
pour quantifier le rapport du courant généré I sur la puissance consommée W .
Soit un mécanisme d’absorption de photons par des électrons libres tel qu’un

électron, de vitesse initiale v 0, transite par absorption vers un état de vitesse
v 0+δv , puis relaxe après cette excitation vers son état initial v 0, cette désex-
citation étant de nature collisionnelle : v 0 →

t=0
v 0 + δv →

t
v (t) →

t=+∞ v 0.

v//

δv//

f(   )v// W

v//

f(   )v//

I

v 0// v 0//-v 0// 0

Un tel processus entraîne la création d’une vitesse moyenne de la population
v (t) , transitoire et non nulle, car durant toute la durée de la désexcitation
collisionnelle l’électron de vitesse −v 0 n’a pas été affecté et une asymétrie de
la fonction de distribution des vitesses le long des lignes de champs a ainsi été
créée transitoirement,

dv

dt
= −ν v − v 0 + δv δ (t)

v (t) = v 0 + θ (t) δv exp (−νt)
v (t) = θ (t) δv exp (−νt)

où δ (t) et θ (t) désignent respectivement la distribution de Dirac et la distri-
bution de Heaviside et ν la fréquence de collision électron-ion. Les bilans de
puissance et de courant de ce processus élémentaire s’établissent donc comme
suit. Une puissanceW (t) absorbée par les électrons engendre un courant I (t) :

W (t) [W] = mev 0δv δ (t)

I (t) [A] =
e v

2πR0
=
eθ (t)

2πR0
δv exp−νt
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L’évaluation de l’absorption continue de la puissance d’une onde,W , est obtenue
par sommation sur le temps de la puissance impulsionnelleW (t), et l’évaluation
du courant continu, I, par sommation du courant transitoire I (t) ; l’efficacité
de génération de courant est définie comme le rapport de ces deux sommes.

Efficacité :
I

W

A

W
≡ I (t) dt

W (t) dt
=

e

2πR0mev 0ν

Cette formule générale indique l’existence de deux régimes de génération de
courant par absorption Landau asymétrique : (i) par couplage sur les électrons
thermiques ou lents , alors la fréquence de collisions est fonction de la tempé-
rature et l’efficacité décroît avec v 0, (ii) par couplage sur les électrons rapides,
alors la fréquence de collisions est fonction de la vitesse et l’efficacité croit avec
la vitesse.

Subthermique : ν =
neZe

4Λ

3 (2π)
3
2 ε20m

1
2
e (kBTe)

3
2

→ I

W

A

W
=

3π
1
2 ε20me

2R0e3ZΛne

v3T
v 0

Suprathermique : ν =
neZe

4Λ

4πε20m
2
ev
3
0

→ I

W

A

W
=

2ε20me

R0e3ZΛne
v20

Ce deuxième régime présente un ordre de grandeur de l’efficacité de quelques
Watts pour un Ampère, il est donc recevable comme processus potentiel de
génération de courant dans un réacteur tokamak.

4.2.2 Réponse non locale

Comme il est d’usage en physique des tokamaks, toute solution à un problème
engendre un problème connexe ; en effet, si nous générons le courant par ab-
sorption Landau sur des électrons rapides, il est nécessaire de nous assurer que
ces électrons peu collisionnels sont bien confinés, en particulier de tels élect-
rons sont très sensibles à la turbulence magnétique et présentent des propriétés
de confinement différentes des électrons thermiques. Pour étudier ce problème
construisons un modèle de génération de courant décrivant (i) la dynamique
dans l’espace des vitesses v et (ii) la dynamique dans l’espace des positions x.
Considérons un modèle simple d’excitation/relaxation d’électrons résonants de
vitesses initiales v 0 et de positions radiales initiales x = 0. A l’instant t = 0,
au point x = 0, N0 électrons, de charge e et de masse m, absorbent une puis-
sance W (t) [W] = N0mv 0δv δ (t), donc une impulsion N0mδv , puis relaxent
vers leurs vitesses initiales. La densité d’électrons résonants n (x, t) au point x,
à l’instant t suit une loi de diffusion de coefficient de diffusion D.

Excitation :
dv

dt
+ ν v − v 0 = δv δ (t)

Diffusion :
∂n

∂t
−D∂2n

∂x2
= N0δ (x) δ (t)

Les solutions de cette équation de relaxation temporelle et de cette équation de
diffusion spatiale instationnaire sont :

Relaxation : v (t) = θ (t) δv exp (−νt)

Délocalisation : n (x, t) = θ (t)
N0

2
√
πDt

exp − x2

4Dt
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Le courant J (x, t) en un point x à l’instant t est égal à en (x) v (t) .

J (x, t) = θ (t) δv
N0e

2
√
πDt

exp − x2

4Dt
− νt

Le régime stationnaire du processus de génération de courant est obtenu par
sommation sur le temps t.

J (x)

W (x = 0)
=

J (x, t) dt

W (t) dt
=

e

mv 0 (Dν)
1
4

|x|
2πD

K 1
2
2

ν

4D
|x|

où K 1
2
est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce d’ordre un demi.

Ainsi, un dépôt de puissance continu en x = 0 engendre un courant qui ne reste
pas localisé en x = 0 mais diffuse dans l’ensemble du plasma, sa demi largeur
est de l’ordre de D/ν et le flux sortant, qui détermine l’efficacité globale
prenant en compte les collisions et le déconfinement, peut être évalué à partir
de la dérivée de la solution précédente. Une analyse de l’ordre de grandeur des
pertes supplémentaires liées à ce déconfinement révèle que l’ordre de grandeur
de quelques Watts par Ampère est préservé en présence de diffusion radiale des
électrons rapides.

4.2.3 Injection de particules

Considérons le problème de la génération de courant par injection d’ions rapides.
Le modèle de ralentissement électronique à haute vitesse, et ionique à basse vi-
tesse, peut être utilisé pour évaluer le potentiel des ions rapides pour générer un
courant toroïdal. Dans ce contexte, soit une injection stationnaire de particules
rapides de vitesse initiale vb ; la distribution des vitesses ainsi initiées à haute
vitesse, par un terme source ∼ δ (v − vb), s’établit suivant une fonction de dist-
ribution fb (v) solution de l’équation cinétique de Landau réduite au terme de
friction δv /δt.

1

v2
∂

∂v
v2

δv

δt
fb =

1

v2
∂

∂v

v3c + v
3

τ b
fb =W W

m3
2

mbv2b

δ (v − vb)
4πv2

Le terme source des particules est exprimé en fonction de la puissance injectée
sous cette forme purement cinétique W que divise l’énergie cinétique initiale
d’un ion rapide mbv

2
b/2. La solution de cette équation cinétique est obtenue par

quadrature directe du terme source.

fb (v) =W τS
2πmbv2b

θ (vb − v)
v3c + v

3

Le courant stationnaire associé à cette distribution d’ions rapides est noté nv b

et est obtenu comme le deuxième moment de la fonction de distribution.

nv b ≡ fb (v) v4πv
2dv =W 2τS

mbv2b

vb

0

v3dv

v3c + v
3
=W 2τSvc

mbv2b
G

vb
vc

→
vb vc

W 2τS
mbvb

où la fonction G (x) est donnée par :

G (x) = x+
1

6
ln
1− x+ x2
(1 + x)2

− 1√
3

arctan
2x− 1√

3
+

π

6
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Dans la suite de l’analyse nous utiliserons cette valeur approchée du courant de
faisceau nv b = 2τSW/mbvb.

10-1 100 10110-2

10-1

100
LHCD

ECCD

NBCD

v /vTe

I/W

v-1
v2

//

//
//

Cette distribution de vitesses suprathermiques constitue une source d’im-
pulsion pour les électrons et les ions thermiques et le transfert d’impulsion vers
ces populations peut être décrit par un terme de friction. Nous négligerons le
transfert d’impulsion entre le faisceau et les ions car l’essentiel de la distribu-
tion se situe à haute vitesse ; sous cette hypothèse les deux termes de friction
assurant la stationnarité du processus et la dissipation de l’impulsion énergie
injectée, sont données par :

Electrons /ions : Re→i = neme
Z2i e

4niΛ

3ε20
√
me (2πkBT )

3
2

( ve − vi )

Ions rapides/électrons : Rb→e = nbmb

√
meZ

2
b e
4neΛ

3ε20mb (2πkT )
3
2

( v b − ve )

En régime stationnaire les électrons thermiques reçoivent l’essentiel de l’impulsion-
énergie du faisceau et acquièrent une vitesse moyenne non nulle ve telle que la
friction électrons thermiques/ions thermiques compense la friction faisceau/électrons
thermiques : Rb→e = Re→i → Z2b nv b + Z

2
i ni vi = Z2i ni + Z

2
bnb ve ≈

Z2i ni ve ; cette dernière relation permet d’éliminer les vitesses ionique et élect-
ronique dans l’expression du courant.

J

e
≡ Zini vi + Zb nv b − Zini ve

= 1− Zb
Zi

Zb nv b

L’effet d’entraînement par friction sur les populations thermiques d’ions et d’é-
lectrons est dramatique car Zb ∼ Zi et le courant d’ions rapides est pratique-
ment totalement neutralisé par un courant de retour d’origine thermique. Ce
modèle simple rend bien compte de la relative inefficacité de la génération de
courant par injection d’ions rapides (de neutres rapides). Le schéma ci-dessous
présente une comparaison des différents procédés de génération de courant en
terme d’efficacité ; l’efficacité de la génération non inductive de courant par
injection de neutre, en Ampère par Watt, est donc la plus faible au regard des
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autres procédés et est donnée par :

I

W

A
W
≤ 1− Zb

Zi

Zbe

πR0

τS
mbvb

Une étude plus fine de la cinétique de l’entrainement des ions et électrons ther-
miques par les ions rapides relève cette valeur mais l’ordre de grandeur reste
néanmoins faible au regard des autres procedés.

4.3 Extraction de particules
Le volume compris entre le plasma et la paroi d’un tokamak est empli de parti-
cules neutres. Nous avons établi dans les paragraphes précédents que les atomes
d’hydrogène neutres pénètrent à l’intérieur du plasma sur une faible longueur
λpn, de l’ordre de λpn ∼

√
λiλcx, appelée longueur de pénétration des neutres,

où λi est la longueur caractéristique d’ionisation et λcx la longueur caracté-
ristique d’échange de charge. Le système de pompage doit évacuer en continu
de l’ordre de 10% du flux de matière sortant du plasma, les 90% restant sont
impliqués dans le processus de recyclage. La prise d’entrée du système de pom-
page évacuant ainsi en régime continu plus de 1021 particules par seconde est
en général située au niveau du divertor, les pressions de pompage, fonctions du
régime de fonctionnement du divertor, sont inférieures au millitorr et les libres
parcours moyens des neutres sont supérieurs au centimètre.

4.3.1 Régime de Knudsen

Lorsque le libre parcours moyen λn d’une population de neutres est supérieur
à la dimension caractéristique L du récipient, ou de la conduite, la dynamique
du gaz est contrainte par l’interaction particule-paroi qui est dominante par
rapport à l’interaction particule-particule. On définit Kn le rapport du libre
parcours moyen λn sur la dimension caractéristique du système de stockage ou
de transfert L, ce nombre est appelé nombre de Knudsen.

Nombre de Knudsen : Kn ≡ λn
L
=

[Libre parcours moyen des neutres]

[Dimension de la chambre ou du conduit]

Ce nombre sans dimension permet de distinguer trois régimes de dynamique des
neutres : les écoulements continus lorsque Kn < 10−1, le régime de transition
pour 10−1 < Kn < 10 et le régime moléculaire à grand nombre de Knudsen
Kn > 10. Le système d’extraction de matière fonctionne en régime moléculaire.
Dans ce régime, caractéristique de la dynamique des neutres dans un toka-

mak, l’interaction particule-paroi est dominante mais ne doit pas être considérée
comme une simple réflexion spéculaire de l’atome (ou de la molécule) sur la pa-
roi, où l’angle d’incidence égale l’angle de réflexion. Le processus d’interaction
neutre-paroi doit être modélisé comme une adsorption sur la paroi, suivi par une
désorption du neutre par la paroi ; entre ces deux phases la particule neutre
reste adsorbée au niveau des premières couches atomiques de la paroi.
Si l’énergie de liaison associée à cet état d’adsorption, Ea, est inférieure à une

fraction d’eV le processus relève de la théorie des liaisons faibles et correspond
au régime de la physisorption, si Ea est supérieure à une fraction d’eV son
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ordre de grandeur est caractéristique des énergies mises en jeu dans les réactions
chimiques et le processus correspond au régime de la chimisorption. Le temps de
résidence de la particule neutre, τ , c’est-à-dire la durée de vie de l’état adsorbé
neutre-paroi, est une fonction croissante de l’énergie de liaison Ea. En effet le
processus de désorption nécessite une excitation à un niveau énergétique de
l’ordre de Ea, les modèles théoriques prédisent des valeurs allant de τ ∼ 10−10s
pour la physisorption basse énergie à τ ∼ 106s pour la chimisorption par liaison
forte.

v

θ
dS

θ

v

dΩ

Γw Γ ww w

v dtcosθ

Considérons une population de particules neutres de densité n présentant
une distribution de vitesses f0 (v) normalisée à l’unité ; afin de modéliser les
systèmes d’extraction de matière nous devons évaluer le flux de particules du
gaz neutre vers une paroi w, soit réelle soit fictive. Notons ce flux Γw← et notons
Γw→ le flux de la paroi vers le gaz .
Evaluons, en premier lieu le flux incident, Γw←, en régime moléculaire sur

une paroi w. Le nombre de particules par unité de volume dont la vitesse v fait
un angle θ avec la normale à la paroi, dNw← (v, θ), est donné par le produit de
la densité n par la fonction de distribution des vitesses f0 (v) pondérée par le
rapport de l’angle solide infinitésimal 2π sin θdθ autour de θ ramené à l’angle
solide total 4π.

dNw← (v, θ) ≡ n2π sin θ
4π

f0 (v) dθdv

Le nombre de particules traversant un élément de surface infinitésimal dS, du-
rant un temps dt, sous un angle θ, est obtenu en multipliant dNw← par le
volume accessible, dV , depuis l’élément de surface dS durant un temps dt :
dV = v cos θdSdt. Le flux de particules, dΓw← (v, θ) est égal à ce nombre de
particules traversant un élément de surface infinitésimal dS sur la paroi, durant
un temps dt divisé par dSdt.

dΓw← (v, θ) ≡ 1
2
nv cos θ sin θf0 (v) dθdv

Le nombre total de particules traversant une surface dS, par unité de temps dt
est égal à la somme des flux infinitésimaux lorsque l’angle θ varie de 0 à π/2 et
le module de la vitesse v varie de 0 a +∞, Γw← ≡

π
2

0

+∞
0

dΓw←. L’intégrale
sur le module de la vitesse n’est autre que la définition de la vitesse moyenne v,
le résultat final est donc :

Flux de particules : Γw←
1

s ·m2 = n
kBT

2πm
=
n v

4
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Le calcul du flux de chaleur suit la même démarche d’évaluation du flux de
particules pour une vitesse donnée v, puis de sommation sur les différentes
incidences θ par rapport à la direction normale ainsi que sur la vitesse v. Mais
dans ce cas, une pondération supplémentaire par le facteurmv2/2 est nécessaire ;
ainsi :

Flux de chaleur : qw←
J

s ·m2 = 2nkBT
kBT

2πm
= 2kBT × Γw←

Considérons à présent le processus réciproque, le flux de la paroi vers le gaz
Γw→. A l’issue du processus d’adsorption la particule est (ré)émise par la paroi
suivant une loi de probabilité proportionnelle au cosinus de l’angle θ entre la
direction d’émission et la normale à la paroi ; ainsi le flux d’émission élémentaire
dΓw→, suivant la direction θ, dans l’angle solide dΩ, est donné par la loi dites
de Knudsen.

Loi de Knudsen : dΓw→
1

s ·m2 ≡ n v cos θ
dΩ

4π

où n est la densité de neutres et v la vitesse thermique associée à la température
de la paroi. On notera la réciprocité à l’équilibre : Γw→ =

π
2

0 dΓw→ = Γw←.
Cette loi de réflexion diffuse peut être établie dans le cadre d’un modèle dit
d’effusion où le processus d’adsorption est assimilé au flux d’une population
isotrope à travers un orifice de dimension plus petite que le libre parcours moyen.
Les trois principaux flux en régime moléculaire sont résumés dans le tableau
suivant :

Quantité Unité Expression

Flux de particules incident Γw← 1
m2.s n kBT

2πm

Flux de Chaleur incident qw← W
m2 2kBT × Γw←

Flux de Knudsen de désorption dΓw→ (θ) 1
m2.s cos θ dΩπ × Γw←

4.3.2 Système d’extraction

La conception d’un système d’extraction de neutres nécessite l’évaluation des
caractéristiques des structures de transport et des structures de pompage. Le
concept de conductance d’une canalisation permet la caractérisation des per-
formances des différents conduits. Nous introduirons la définition générale de la
conductance pour une canalisation de géométrie quelconque après avoir calculé
le flux, en régime moléculaire, dans un tuyau rectiligne, de section circulaire de
rayon a, connecté en ses deux embouts à des réservoirs de pressions respectives
p1et p2.

p(z)

n(z)

θ
θ'

dS

dS'

r a

u

q ϕ

dS

dS'

z

p1 p2

L
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La génératrice de ce cylindre étant orientée suivant l’axe des z, la densité
n (z) et la pression p (z) présentent un gradient assurant le passage continu de la
pression p1 à la pression p2. Sous une hypothèse isotherme, pour une distribution
de densité donnée n (z), calculons le flux de particules Γ suivant l’axe des z.
Evaluons dans un premier temps, le flux de particules à travers une surface dS,
dans le plan de section droite du cylindre, flux provenant d’une surface dS sur
la paroi du cylindre. La distance entre dS et dS vaut r et les angles entre les
normales à ces surfaces et la direction de dS vers dS sont respectivement notés
θ et θ tels que π ≥ θ ≥ 0 et π

2 ≥ θ ≥ 0 .
Soit dΩ l’angle solide sous lequel dS est vue depuis dS et dΩ l’angle solide

sous lequel dS est vue depuis dS . Conformément à la loi de Knudsen, le nombre
dN de particules envoyées depuis la surface dS vers la surface dS est donné par :

dNdS →dS = n v cos θ
dΩ

4π
dS

La définition des angles solides dΩ et dΩ et la configuration géométrique du
problème permettent d’établir les relations : r2dΩ ≡ dS sin θ = dS cos θ et
r2dΩ ≡ dS sin θ = dS |cos θ|. Ainsi nous pouvons éliminer les variables associées
à la paroi et exprimer :

dNdS →dS = n v |cos θ| dΩ
4π
dS

A travers l’élément de surface dS deux flux intégrés se croisent, un flux dans le
sens positif ΓdS+ et un flux dans le sens négatif ΓdS−.

ΓdS+ = − v
4π

2π

0

dϕ

π
2

0

dθn (z) sin θ cos θ, ΓdS− =
v

4π

2π

0

dϕ
π

π
2

dθn (z) sin θ cos θ

Les variables z, θ, et ϕ ne sont pas indépendantes ; en effet, q = r sin θ et
z = r cos θ → z = q cot θ où q et ϕ sont reliés par :

a2 = q2 + u2 + 2qu cosϕ→ q (ϕ, u) = a2 − u2 sin2 ϕ− u cosϕ

où u mesure la distance entre l’élément de surface dS et l’axe du cylindre. Le
flux total Γ = ΓdS++ΓdS− à travers l’élément de surface dS est égal à la somme
de ces deux flux :

Γ (u) = − v
4π

2π

0

dϕ
π

0

dθn (q (ϕ, u) cot θ) sin θ cos θ

Le profil de densité n (z) à l’intérieur du cylindre peut être considéré comme
linéaire si nous négligeons les effets de bord au voisinage des entrées et sorties :
n (z) = n (0) + zdn/dz.

Γ = −v n (0)
4π

2π

0

dϕ
π

0

sin θ cos θdθ − v

4π

dn

dz 0

2π

0

q (ϕ) dϕ
π

0

cos2 θdθ

Le premier terme de cette somme est nul conformément au principe de symét-
rie des causes et des effets : une densité homogène au sein d’une canalisation
homogène ne peut produire un flux, une cause scalaire (densité) n’engendre
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pas d’effet vectoriel (flux). Le deuxième terme peut être exprimé comme une
intégrale élliptique de deuxième espèce E u

a .

Γ = −v
8

dn

dz 0

2π

0

a2 − u2 sin2 ϕdϕ = −v a
2

dn

dz 0

E
u

a

Le flux total résultant du gradient de densité dn/dz généré par la différence
de pression p1 − p,2 est obtenu en sommant les flux élementaires suivant la
variable w = u/a ; compte tenu de l’expression de l’élément d’aire en géométrie
cylindrique dS (w) = 2πawdw nous exprimons ainsi le débit de particules dN/dt
à travers la canalisation :

dN

dt
= −π v a3 dn

dz 0

1

0

E (w)wdw = −2π
3
v a3

dn

dz 0

Le gradient de densité résultant de la différence de pression p1− p2 est supposé
constant le long du conduit, ainsi : dn/dz = (p2 − p1) /LkBT . Cette hypothèse
considère les effets de bords, aux niveaux de l’entrée et de la sortie du conduit,
comme négligeables, nous y reviendrons par la suite.
Dans le domaine des technologies du vide, afin de caractériser les propriétés

d’un conduit, il est d’usage d’introduire le produit du débit volumique par la
pression, Q, et d’appeler le flux gazeux ainsi mesuré en Pa.m3.s−1c’est à dire
en W : Q ≡ kBTdN/dt. Ainsi le débit volumique S ≡ dV/dt, qui varie le long
de la canalisation en régime permanent, est égal au flux que divise la pression
S = Q/P . Le calcul du débit de particules, dN/dt, à travers une canalisation
cylindrique longue permet d’exprimer le flux en fonction de la différence de
pression entre l’entrée et la sortie :

Q =
2πa3

3L
v (p1 − p2) = 4a3

3L

2πkBT

m
(p2 − p1)

Définissons la conductance Cc d’un conduit cylindrique comme le rapport du
flux sur la différence de pression :

Conductance : Cc ≡ Q

p1 − p2 =
2π

3

a3

L
v

et généralisons cette définition pour la modélisation et le calcul d’un système
quelconque de transport de gaz en régime moléculaire. Soit un conduit droit
dont la section est une courbe de périmètre D, de surface A et de longueur
L. Etablissons le bilan de forces, c’est-à-dire de transfert d’impulsions, dans
une section de longueur infinitésimale dz de ce conduit. L’écoulement en régime
moléculaire présentant une vitesse moyenne V , le taux de destruction de l’im-
pulsion au sein de cette tranche infinitésimale dz résultant du flux sur les parois
est égal à mV ×Ddz × n v /4. En régime stationnaire le gradient de pression,
dp/dz = (p1 − p2) /L, exerce une force sur cette tranche infinitésimale dz et
cette force est une source d’impulsion, le bilan d’impulsion gain-perte s’établit
donc comme suit :

mVDdzn
v

4
= A

dp

dz
dz → Q = kBTnV A =

2πkBT

m

A2

DL
(p1 − p2)
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Nous obtenons ainsi une expression approchée de la conductanceCq d’un conduit
de section quelconque.

Cq ∼ 2πkBT

m

A2

DL
=

π

2
v
A2

DL

Les expressions établies pour évaluer Cc, dans le cas du cylindre circulaire, et
Cq, dans le cas du cylindre quelconque, ne sont valables que pour un conduit
dont la longueur L est supérieure aux dimensions transverses, les effets de bord
associés à la mise en mouvement du gaz aux niveaux des orifices d’entrée et de
sortie induisent une différence entre la pression d’équilibre de la chambre amont
p1 (en aval p2) et la pression au niveau de l’embouchure amont (aval).

dz

p1
p2

α

1-α

L

A
α

1-α

Néanmoins, le concept de conductance est particulièrement utile pour le
calcul des systèmes d’extraction de matière, car, compte tenu de la constance
du flux Q dans le conduit, les associations en série et en parallèle des conduc-
tances obéissent aux règles classiques des circuits, parallèle : C = i Ci , série :
C−1 = i C

−1
i . Une correction des effets de bord peut être obtenue en considé-

rant la conductance Cd d’un diaphragme de surface A séparant deux chambres
de pression p1 et p2. Le flux d’effusion du premier demi-espace vers le second
n1 kBT1/2πm = p1 kBT1/2πm/kBT1 est différent du flux d’effusion du se-
cond vers le premier et cette différence est proportionnelle au saut de pression ;
ainsi le flux Q est égal à kBT1/2πmA (p1 − p2) et la conductance du dia-
phragme présente une valeur égale à Cd = kBT1/2πmA. Les effets de bords
peuvent être pris en compte en considérant un conduit court comme l’associa-
tion en série d’un diaphragme de surface A et d’un conduit de surface de section
A.

C =
CdCq
Cd + Cq

∼ 2πkBT

m

A2

DL+ 2πA

On notera que C → Cd lorsque L→ 0 et C → Cq lorsque L→ +∞, le problème
de la singularité de la formule exprimant Cq lorsque L→ 0 étant ainsi résolu.
Le concept de conductance est particulièrement utile pour le calcul des instal-

lations de pompage. Considérons une pompe de débit volumétrique S∗ m3.s−1

opérant à la pression p∗ ; cette pompe est connectée à une chambre où règne
une pression p, par une canalisation de conductance C. Définissons S le débit
volumique de pompage du système pompe plus conduit : Sp = S∗p∗, le flux
dans la conduite est égal au flux pompé : C (p− p∗) = S∗p∗. L’élimination
des pressions entre ces deux équations permet d’exprimer le débit du système :
S/S∗ = 1/1 + S∗/C. Le débit de pompage au niveau de la chambre S est donc
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toujours inférieur au débit nominal de la pompe S∗et il convient donc d’adapter
pompes et canalisations afin que C > S∗.
La modélisation, en particulier la modélisation numérique des installations

complexes, fait usage du concept de conductance mais aussi du concept de pro-
babilité de transmission par un conduit, ou facteur de Clausing.
Considérons une particule neutre au niveau de l’entrée d’un conduit, cette

particule présente une probabilité α de traverser le conduit et 1− α de revenir
au niveau de la section d’entrée. Soit un conduit droit de conductance Cq et de
surface de section A entre deux chambres de caractéristiques indicées par 1 et 2 ;
d’une part le flux de particules dN/dt ∼ (αn1 v1 A− αn2 v2 A) /4 et, d’autre
part dN/dt = Q/kBT = Cq (p1 − p2) /kBT , ainsi α ∼ Cq/Cd.
La probabilité de transmission est une caractéristique essentiellement géomét-

rique du conduit qui ne dépend que de sa forme et de ses dimensions. Le concept
de probabilité de transmission présente un caractère plus fondamental que celui
de conductance.

A3A2A1
α

1−α α'
1−α'

1−β

1−β'β

β'

a

1-a

Les lois de combinaison des probabilités de transmission de différentes sec-
tions s’établissent comme suit. Soit un conduit pouvant être décomposé en deux
élements simples, les surfaces d’entrée et de sortie sont respectivement A1 et
A2 pour le premier élément et A2 et A3 pour le deuxième. Les probabilités de
transmission pour le premier élément sont notées α de la gauche vers la droite et
α de la droite vers la gauche (αA1 = α A2), ainsi que β et β pour le deuxième
élément (βA2 = β A3). Considérons N neutres, présentant une distribution de
vitesse isotrope, franchissant l’entrée de section A1, une quantité αN arrive au
niveau de la section d’entrée du deuxième élément, une fraction αβN arrive au
niveau de l’ouverture de sortie et une fraction α (1− β)N est réfléchie vers le
premier élement, ainsi une fraction αβ (1− β) (1− α )N parvient au niveau de
la sortie du deuxième élement et une fraction α (1− β) (1− α )N (1− β) est
réfléchie.... Le nombre total de particules sortant par la section A3 est donc
donné par :

αβN + αβ (1− β) (1− α )N + αβ (1− β) (1− α )N + αβ (1− β)2 (1− α )
2
N

La probabilité de transmission par le système, a, est égale à la somme géomét-
rique :

a =
αβ

β + α − βα
=

αβA2
βA2 + αA1 − βαA1

Nous venons d’exposer quelques rudiments de la théorie des écoulements en ré-
gime moléculaire permettant de modéliser le système de conduit assurant l’extra-
ction de neutres au niveau du divertor. Différents systèmes de pompage peuvent
être mis en oeuvre pour entretenir la différence de pression générant l’écoule-
ment et nous allons exposer brièvement les principes physiques du pompage
moléculaire et du piégeage moléculaire, ce deuxième procédé est celui retenu
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dans le cadre du projet ITER dont le système de pompage sera constitué de
pompes cryogéniques.
Considérons une pompe moléculaire, présentant la topologie d’un conduit de

surface de section A, de longueur L, et dont l’une des parois de largeur H et de
surface utile A se déplace à la vitesse U suivant l’axe des z tout en préservant
les propriétés d’étanchéité du système. Ces contraintes impliquent en fait une
géométrie cylindrique et non droite. Etablissons le bilan des forces, c’est-à-dire
le bilan de transfert d’impulsion, dans une section de longueur infinitésimale dz
de la pompe représentée sur la figure ci-dessous :

dz

p(z)

p1 p2

U

A

L

p1(T)

p2
dM
dt

T
l

v

Pompe moléculaire

Piège moléculaire

L dM
dt

L’écoulement en régime moléculaire présente un taux de production d’im-
pulsion au sein de cette tranche infinitésimale égal à : mU × Hdz × n v /4.
En régime stationnaire le gradient de pression dp/dz exerce une force Adzdp/dz
sur cette tranche infinitésimale et cette force est une source d’impulsion, le bilan
gain-perte d’impulsion s’établit donc comme suit :

mUHn
v

4
= A

dp

dz
→ d ln p

dz
=
UH

A

m

2πkBT

Ainsi, la différence de pression d’une pompe moléculaire mécanique est une
fonction exponentielle dont l’argument est proportionnel à la surface de la paroi
mobile et inversement proportionnel à la surface de section de sa chambre.

Pompe moléculaire :
p1
p2
= exp

2

π

U

v

A

A

Le pompage cryogénique, bien que basé sur un principe totalement différent,
présente aussi une dépendance exponentielle du rapport des pressions amont et
aval en fonction des paramètres du système.
Rappelons les principes de base de ce type de système. Un fluide neutre peut

se présenter sous deux formes : vapeur (v) ou liquide (l), le passage d’une unité
de masse de la phase liquide vers la phase vapeur nécessite un apport de chaleur
définissant la chaleur latente massique : L ≡ T (sv − sl), où s est l’entropie
spécifique massique.
A basse température, les deux phases coexistent sous une pression de vapeur

saturante p1 (T ) et à une température T si leur enthalpie libre massique sont
égales : gl = gv → uldp1 − sldT = uvdp1 − svdT , où u est le volume spé-
cifique massique. La phase gazeuse occupant un volume plus important que
la phase liquide nous pouvons donc établir la relation dites de Clapeyron :
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L = T (uv − ul) dp1/dT ≈ T uvdp1/dT . Sous les hypothèses (i) d’un com-
portement de type gaz parfait pour la phase vapeur p1uv = kBT/m → L ≈
kBT

2/mp1 dp1/dT et (ii) d’une faible variation de la chaleur latente en fonc-
tion de la température nous obtenons la formule de Rankine :

Piège moléculaire :
p1
p0
= exp− mL

kBT

qui constitue une approximation recevable de la pression de vapeur saturante
p1 (T ) d’une vapeur en fonction de la température.
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Le principe des pièges cryogéniques découle de ce comportement d’un équi-
libre diphasique ; au voisinage d’une surface à très basse température une vapeur
présente une pression égale à la pression de vapeur saturante. Cette dernière
étant très basse cela permet d’engendrer un gradient de pression, donc un mé-
canisme d’extraction de neutre depuis la chambre du tokamak. Les neutres se
condensant au niveau de la surface basse température pouvant être extraits pour
séparer le combustible de ses cendres, puis le combustible (90% du gaz) réinjecté
par le système d’injection de matière, injecteur de neutres, de glaçons ou simple
vanne de gaz.
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PHY 569 A - Recueil d’exercices et problèmes

Formulaire :

dZ
dt
= F (t)→ Z(t) = a0 +

t

t0

F(u)du

dZ
dt
±iωZ (t) = F (t)↔ Z(t) = a0 exp (∓iωt+ iϕ0)+exp (∓iωt)

t

t0

exp (±iωu)F(u)du

Z(t) et F(t) sont des fonctions complexes de la variable réelle t; a0 et ϕ0 sont
des constantes réelles déterminées par les conditions initiales à l’instant t0.

cos a− cos b = −2 sin a+ b
2

sin
a− b
2

sin a− sin b = 2 cos
a+ b

2
sin

a− b
2

sin2 ω
2 t

ω2t
−→
t→+∞

π

2
δ [ω]

ν

ν2 + x2
−→
ν→0

πδ (x)

2πδ (x) =
+∞

−∞
dk exp jkx

δ (x) =
dθ (x)

dx

où δ et θ sont respectivement les distributions de Dirac et Heaviside;

+∞

−∞
exp −bx2 cos (kx) dx = π

b
exp −k

2

4b

+∞

0

t−
1
2 exp −β

x
− γx dx = 2

β

γ

1
4

K 1
2
2 βγ

+∞

0

exp (−νt) sin2 ωt

2
νdt =

1

2

ω2

ν2

1 + ω2

ν2

+∞

−∞

dt

(V 2t2 + b2)
3
2

=
2

b2V

+∞

0

cosh−2 (νt) cos (ωt) νdt =
π
2
ω
ν

sinh π
2
ω
ν

où K 1
2
est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce d’ordre un demi.
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En physique des plasmas thermonucléaires et astrophysique il est courant de
rencontrer des plasmas de forme sphérique. Dans ce problème nous allons étudier
les trois échelles de temps associées à la dynamique des sphères de plasma neutre
et non-neutre. De telles sphères de plasma neutre ou non-neutre sont créées
en laboratoire par irradiation laser de nanoparticules en phase diluée. Ainsi
des nanoplasmas sphériques sont générés, puis se détendent, soit sous l’effet
de la pression cinétique, soit par éclatement coulombien ; de tels nanoplasmas
constituent des sources intéressantes de rayonnement.
Dans ce problème nous allons dans une première partie étudier l’éclatement

coulombien d’une sphère d’électrons et calculer l’échelle de temps caractéristique
de cette détente. Dans une deuxième partie nous considérerons l’influence des
collisions et calculerons le temps de migration des charges vers la surface d’une
sphère chargée. Enfin, dans la troisième partie nous établierons l’existence d’une
oscillation électrique pour une sphère de plasma neutre.
On considère un plasma sphérique constitué uniquement d’électrons, de

charge −e et de masse m, initialement au repos. On utilise un système de co-
ordonnées sphériques de vecteur radial unitaire er; la position d’un point est
donc donnée par rer où r est la coordonnée radiale du vecteur position. On
note n (r, t) la densité d’électrons en un point de position r à un instant t ; la
densité initiale à l’instant t = 0 étant homogène et égale à N : n (r, t = 0) = N
si 0 < r < R et n (r, t = 0) = 0 si r > R. A l’instant initial, t = 0, cette sphère
d’électrons est donc de rayon R. Sous l’effet des forces répulsives coulombiennes
cette sphère éclate suivant la direction radiale. On appelle ξ (r, t) le déplacement
radial, à l’instant t, des électrons situés initialement en r, à l’instant t = 0 ; au
temps t > 0, la position d’un électron, initialement en r, est donc donnée par
r + ξ (r, t). A l’instant t = 0, le déplacement radial ainsi que la vitesse radiale

sont nuls : ξ (r, t = 0) = 0 , ∂ξ
∂t

t=0
= 0.

A1 Calculer le champ électrique, E = Eer, créé à l’intérieur de la sphère,
en r + ξ (r, t), à l’instant t, par ce plasma électronique en expansion.

A2 En déduire l’équation différentielle du deuxième ordre vérifiée par ∂
2ξ(r,t)
∂t2 ;

on introduira ω2p =
Ne2

ε0m
; quel est le nom et quelle est la signification de cette

quantité?
A3 En déduire l’équation différentielle du premier ordre vérifiée par ∂ξ(r,t)

∂t .
A4 Exprimer ωpt en fonction de ξ et r et commenter. En particulier, quel

est le temps T de doublement du rayon (R→ 2R) de la sphère? Le processus
d’éclatement est-il exponentiel, pourquoi?

La pulsation ωp n’est pas la seule échelle caractéristique associée à la dy-
namique électrique d’une sphère non-neutre ; il existe une deuxième échelle de
temps, appelée temps de relaxation de Maxwell, décrivant le processus de dispa-
rition des charges libres en volume et de migration vers la surface, sous l’effet de
leur répulsion mutuelle. Considérons un plasma sphérique constitué de protons,
supposés infiniment lourds, donc au repos, et d’électrons mobiles en interaction
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collisionelle avec les protons. Cette sphère de plasma est chargée négativement
en raison d’un excès initial d’électrons par rapport au protons.
A un instant initial t = 0 cette sphère est donc globalement chargée avec

une densité volumique de charge ρ0. Sous l’effet de la répulsion coulombienne et
des collisions, cette densité volumique de charge évolue en fonction du temps,
nous la noterons ρ à un instant t. Cette densité volumique de charge crée un
champ électrique E et ce champ électrique met en mouvement les électrons
(les protons sont immobiles durant le processus) créant ainsi un une densité
volumique de courant J. Compte tenu des collisions entre électrons et protons
le courant électronique obéit à la loi d’Ohm: J = σE où σ est la conductivité
électrique, supposée homogène.
A5 Quelle est l’unité de σ? Quelle est l’unité de ε0?
A6 A l’aide de l’équation de Maxwell-Gauss établir l’équation reliant E et ρ

à un instant t. A l’aide du principe de conservation de la charge établir l’équation
reliant J et ∂ρ

∂t à un instant t.
A7 En déduire l’équation différentielle du premier ordre vérifiée par ∂ρ

∂t et
ρ. Exprimer ρ (t) en fonction des données du problème.
A8 Quelle est le temps caractéristique τM (temps de Maxwell) de migra-

tion de l’excès de charge électronique vers la surface de la sphère ionique? On
introduit la densité de protons N , la pulsation plasma ω2p =

Ne2

ε0m
et l’expression

de Lorentz de la conductivité σ = Ne2

mν où m est la masse de l’électron, −e sa
charge et ν la fréquence de collision. Exprimer τM en fonction de ν et ωp et
commenter.

On considère un faisceau électronique cylindrique de longueur infinie et de rayon
R. On noteN le nombre d’électrons par unité de volume (la densité électronique)
et V = V ez la vitesse des électrons. N et V sont uniformes à l’intérieur du fais-
ceau et nulles à l’extérieur. On utilisera un système de coordonnées cylindriques
(r, θ, z) et on se placera dans le régime non relativiste.
B1 Exprimer la densité volumique de charge du faisceau.
B2 Exprimer le champ électrique à l’intérieur du faisceau en fonction de r.

Faire de même pour r > R.
B3 Exprimer la densité volumique de courant du faisceau.
B4 Exprimer le champ magnétique à l’intérieur du faisceau en fonction de

r. Faire de même pour r > R.
B5 Calculer la somme des forces s’exerçant sur l’électron.
B6 Pour quelle valeur de V y a-t-il compensation de ces forces? Commenter

le résultat.

On considère un plasma semi infini occupant la région x < 0. L’interface
x = 0 de ce plasma émet des électrons de vitesse V dans la direction x > 0.
Sous l’effet des forces électrostatiques ces électrons rebroussent chemin au bout
d’un parcours L. On appelle v(x) la vitesse de ces électrons à une distance x
de l’interface, on a donc v(x = 0) = V et v(x = L) = 0. On appelle n(x)
la densité de ces électrons et on pose n(0) = N . On appelle U(x) le potentiel
électrostatique crée par ces électrons.
C1 En appliquant la conservation de l’énergie des électrons, exprimer v(x)

en fonction de U(x), e, m et V .
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C2 En appliquant la conservation de la charge, exprimer n(x)v(x) en fonc-
tion de N et V .
C3 Exprimer n(x) en fonction de U(x) et des paramètres N , V , e et m.
C4 En déduire l’équation différentielle du deuxième ordre vérifiée par U(x).

En déduire l’équation différentielle du premier ordre vérifiée par U(x).
C5 En déduire U(x) et L, commenter.

On considère un plasma cylindrique infini constitué uniquement de protons,
de charge q et de masseM . On considère une situation où ce plasma non neutre,
qui a tendance à éclater, est stabilisé par l’influence d’un champ magnétique
statique uniforme B = Bez. L’effet des forces de Laplace compensant l’effet des
forces répulsives de Coulomb entre protons, la densité reste donc homogène et
égale à N , les protons décrivant des orbites bornées radialement.
Pour cette étude on utilisera une base cartésienne ex, ey, ez et on considérera

qu’il n’y a pas de mouvement le long de l’axe du cylindre : dz
dt = 0.

D1 A l’aide du théorème de Gauss, calculer le champ électrique E (x, y) =
Ex (x, y) ex +Ey (x, y) ey créé en tout point du cylindre homogène.
D2 A l’aide du principe fondamental de la dynamique, écrire les équations du

mouvement vérifiées par les coordonnées cartésiennes, x (t) et y (t) , d’un proton
du cylindre soumis à l’influence des champs E et B (on introduira ω2p =

Nq2

ε0M
et

ωc =
qB
M ).

D3 On introduit la variable complexe Z (t) = x (t)+jy (t), déduire l’équation
différentielle vérifiée par d

2Z
dt2 .

D4 On cherche une solution de la forme Z (t) = Z0 exp (jωt), établir l’équa-
tion algébrique vérifiée par ω et en déduire la condition vérifiée par la quantité
ωc
ωp
pour que le mouvement soit borné. Commenter.

On considère un plasma constitué uniquement d’ions, de charge q et de
masse M , initialement au repos et situés entre les plans x = −a et x = +a.
La densité initiale est homogène et égale à N , n (x, t = 0) = N si −a < x < a
et n (x, t = 0) = 0 si |x| > a. A l’instant initial t = 0, l’épaisseur de ce plasma
d’ions est donc 2a. Sous l’effet des forces répulsives coulombiennes ce plasma a
tendance à éclater suivant la direction x. On appelle h (x0, t) le déplacement, à
l’instant t, des ions situés en x = x0 à l’instant t = 0.
A l’instant t = 0 on a donc le déplacement h (x0, t = 0) = 0 et la vitesse

∂h(x0,t=0)
∂t = 0. Aux temps t > 0 la position d’un ion initialement en x0 est donc

x = x0 + h (x0, t) .
E1 Calculer le champ électrique, E = Eex, créé en x = x0 + h (x0, t) , à

l’instant t, par le plasma.
E2 En déduire l’équation différentielle du deuxième ordre vérifiée par h (x0, t),

on introduira ω2p =
Nq2

ε0M
.

E3 Quel est le nom et la signification physique de cette quantité ωp =
Nq2

ε0M
?

E4 Exprimer h (x0, t).
E5 Au bout de quel temps T , h (a, T ) = a?
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E6 Au bout de combien de temps la densité en x = 0 est-elle égale à N
2 .

On considère un plasma de particules de charge q et de masse m. Cette
population mobile est neutralisée par un fond continu de particules infiniment
massives de charge opposée et de densité identique en tout point. On considère
un système de coordonnées cartésiennes [x, y, z]. Le plasma est situé dans la
région des x négatifs où le champ magnétique b (x), dirigé suivant l’axe des z,
est quasiment nul ; ce champ magnétique a une valeur constante dans la zone des
x positifs grands où la densité devient nulle. On note n(x) et vx(x) la densité et
la vitesse suivant x des particules se dirigeant vers l’interface champ/particules
(x ∼ 0) à partir de x = −∞. En x = −∞ l’écoulement vers l’interface possède
une vitesse v0 dirigée suivant l’axe des x : vx(x = −∞) = v0 (il existe également
un écoulement de retour possédant une densité égale et une vitesse opposée).
On note vy(x) la vitesse suivant l’axe des y ; en x = −∞ : vy(x = −∞) = 0,
la densité n(x = −∞) = n0 et le champ magnétique est nul b(x = −∞) = 0.
En x = +∞ la densité de particules est nulle n(x = +∞) = 0 et le champ
magnétique atteint la valeur constante b(x = +∞) = b0. Le champ magnétique
b(x) dérive d’un potentiel vecteur a(x) : b(x) = da

dx tel que a(x = −∞) = 0.
Au voisinage de l’interface champ/particules la force de Laplace incurve les

trajectoires des particules et génère une composante de vitesse suivant l’axe des
y. Cette composante est à l’origine d’un courant et ce courant est la source d’un
champ magnétique qui permet d’annuler le champ dans la zone occupée par le
plasma. La force de Laplace induit un retour des particules et empêche le plasma
de pénétrer dans la zone occupée par le champ; il s’établit ainsi un équilibre
dynamique entre le champ et la matière de part et d’autre de l’interface. Nous
allons calculer les caractéristiques de cette interface et la condition de l’équi-
libre champ-fluide. En régime stationnaire la dynamique des quatre inconnues
décrivant le fluide et le champ, [n (x) , vx (x) , vy (x) , b (x)], est déterminée par
les quatre équations:

mvx(x)
dvx(x)
dx − qvy(x)b(x) = 0

mvx(x)
dvy(x)
dx + qvx(x)b(x) = 0

d
dx [n (x) vx (x)] = 0 ,

db
dx + qμ0n (x) vy(x) = 0

Afin de résoudre ce système de quatre équations à quatre inconnues on intro-
duit un système de variables et d’inconnues normalisées : [n (x) , vx (x) , vy (x) , b (x) , a (x)]
→ [N (X) , V (X) ,W (X) , B (X) , A (X)] où la variable de position normalisée
X et les densité, vitesse et champs normalisés sont définis par : X = qb0

mv0
x ,

N = n
n0
, V = vx

v0
, W =

vy
v0
, B = b

b0
, A = qa

mv0
.

G1- Etablir le système de cinq équations différentielles vérifié par N (X),
V (X), W (X), B (X) et A (X); on introduira le paramètre β = μ0n0mv

2
0

b20
dans

l’écriture de ces équations. Quelle est la dimension de β?
G2- A partir de ce système d’équations, construire une combinaison, C [W (X) , A (X)],

deW (X) et A (X), indépendante deX ; c’est à dire un invariant C tel que dCdX =
0. Compte tenu des conditions aux limites, [W (X = −∞) = 0, A(x = −∞) = 0],
quelle est la valeur de C?
G3- Construire une combinaison,K [V (X) , A (X)], de V (X)etA (X), indépen-

dante de X, c’est à dire un invariant K tel que dK
dX = 0. Compte tenu des condi-

tions aux limites, [V (X = −∞) = 1, A(x = −∞) = 0], quelle est la valeur deK ?
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Identifier une combinaison, G [N (X) , V (X)], de N (X)et V (X), indépendante
de X, c’est à dire un invariant G tel que dG

dX = 0. Quelle est la valeur de G?

G4- Déduire des résultats précédents la relation reliant d2A
dX2 , A (X) et β.

Etablir l’équation différentielle vérifiée par dA
dX et A (X). Dans la zone d’écou-

lement on pose A (X) = sin 2φ, 0 ≤ φ ≤ π
4 ; établir l’équation différentielle

vérifiée par dφ
dX et φ.

G5- Exprimer B en fonction de φ. Exprimer X en fonction de φ; . Quelle
est la valeur de β?

L’interaction d’un champ magnétique avec un plasma constitue l’un des pro-
blèmes centraux de la physique des plasmas ; lorsque un champ magnétique est
appliqué à un plasma, une zone de mélange champ-plasma se crée. La taille
de cette zone est fonction du régime d’interaction et du processus d’applica-
tion. Dans ce problème nous allons étudier successivement les régimes inertiel
et collisionel d’interaction par contact avec une zone magnétisée.
Considérons un plasma homogène, occupant le demi-espace x > 0, formé

d’électrons, de masse m, de charge −e et de densité ne, et d’un fond neutrali-
sant d’ions supposés infiniment lourds donc immobiles. Le demi espace x < 0 est
vide et soumis à un champ magnétique homogène dépendant du temps dirigé
suivant l’axe des z : B = B0(t)uz. Par continuité le demi espace x > 0 est
soumis à un champ magnétique B = B(x, t)uz ; les variations temporelles de
ce champ induisent un champ électrique d’induction E dirigé suivant l’axe des
y : E = E (x, t)uy et ce champ est la source d’un mouvement électronique de
vitesse : Ve = V (x, t)uy, donc d’un courant ; ce courant crée un champ magné-
tique de direction opposée à celui appliqué et sa valeur détermine le processus de
pénétration magnétique dans le plasma x > 0. On néglige les collisions et le cou-
rant de déplacement ∂E/∂t ; (ux,uy,uz)est une base cartésienne orthonormée
directe.
H1 Enoncer la relation de Maxwell-Faraday et établir la relation entre E et

B.
H2 Enoncer la relation de Maxwell-Ampère et établir la relation entre B et

V .
H3 Enoncer la loi de Newton et établir la relation entre V et E.
H4 En déduire l’équation différentielle du deuxième ordre vérifiée par E (x, t)

et exprimer B (x, t) ; on introduira λ2p = c2/nee
2

ε0m
, quel est le nom de cette

longueur? Commenter.

Le modèle précédent considère un plasma sans collision. Il est donc relevant
pour la phase dynamique sur une échelle de temps plus courte que l’inverse de la
fréquence de collisions; pour les temps longs la loi de Newton doit être remplacée
par la loi d’Ohm : J = ηE où J est la densité de courant électronique dans le
plasma et η est la conductivité du plasma résultant des collisions électrons-ions.
On néglige le courant de déplacement ∂E/∂t.
H5 Etablir l’équation décrivant la dynamique du champ magnétique dans ce

régime collisionel, c’est à dire exprimer la relation entre les variations spatiales
∂2B
∂x2 et les variations temporelles

∂B
∂t . Comment appelle-t-on ce type d’équation?
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H6 Quelle est la dimension de la quantité 1
μ0η

? Justifier votre réponse. Dans
le cadre d’un modèle dit de Lorentz la conductivité η est donnée en fonction de
la fréquence de collisions ν par η = nee

2

mν ; exprimer
1

μ0η
en fonction de λ2p et ν,

commenter.

On considère un plasma semi-infini de densité électronique homogène N ,
occupant la région x > 0. La région x < 0 est vide et soumise à un champ
magnétique homogène B (x, t)|x<0 = B0 cos (ωt) ez dirigé suivant l’axe des z.
La région x > 0 est soumise à un champ magnétique inhomogène résultant de la
pénétration du champ appliqué dans le vide : B (x, t)|x>0 = B (x) cos [ωt+ ψ] ez
. Ce champ magnétique variable crée un champ électrique d’induction E (x, t) =
E (x) cos [ωt+ ϕ] ey , dirigé suivant l’axe des y, qui met en mouvement les élect-
rons du plasma semi-infini. On supposera les ions immobiles et les électrons
collisionels tels que leur vitesse suivant y, V (x, t) = V (x) cos [ωt+ φ] ey , soit
solution de l’équation:

m
dV

dt
= qE−mνV

oùm et q sont respectivement la masse et la charge de l’électron et ν la fréquence
de transfert d’impulsion (friction). On négligera le courant de déplacement et
la force de Laplace, mais on ne négligera pas l’inertie électronique. On intro-
duit les variables complexes B(x), E(x) et V (x) telle que B (x) cos [ωt+ ψ] =

Re B(x) exp (jωt) ,E (x) cos [ωt+ ϕ] = Re E(x) exp (jωt) , V (x) cos [ωt+ φ] =

Re V (x) exp (jωt) .

I1- Exprimer V (x) en fonction de E(x).
I2- Enoncer la relation (équation) de Maxwell-Faraday et établir la rela-

tion entre dE(x)
dx et B(x). Enoncer la relation (équation) de Maxwell-Ampère et

établir la relation entre dB(x)
dx et V (x).

I3- En déduire l’équation différentielle du deuxième ordre vérifiée par E(x)
et exprimer E(x), on introduira λ2p = c

2/Nq
2

ε0M
.

I4- Retrouver les deux cas limites de pénétration inertielle (London) et ré-
sistive (Kelvin) du champ magnétique.

Considérons maintenant un troisième mécanisme d’interaction champmagnétique-
plasma. Nous allons étudier le phénomène de pénétration d’un plasma dans un
champ en présence d’un écoulement et calculer la longueur d’interaction. Soit,
en régime stationnaire ( ∂∂t = 0), un écoulement V, interagissant avec un champ
magnétique B:

V = V cos
z

L
ux, B = b(z)ux +Buz

(ux,uy,uz)est une base cartésienne orthonormée directe ; V et B sont deux
constantes. L’écoulement de plasma est supposé collisionel ; la densité de cou-
rant J, le champ électrique E et la vitesse V sont donc reliés par la loi d’Ohm
J = η (E+V×B) où η est la conductivité du plasma résultant des collisions
électrons-ions. On néglige le courant de déplacement ∂E/∂t.



8

I7 Etablir l’équation, reliantV etB, traduisant l’interaction champ-écoulement
en régime stationnaire.
I8 En déduire une relation entre d2b

dz2 et z. On introduira le nombre sans
dimension RM = μ0ηV L.
I9 L’équation des lignes de champ est donnée par : dx

dz =
b(z)
B . Intégrer

l’équation précédente C8 et déduire la structure des lignes de champ magnétique;
quelle est l’amplitude δ de leur ondulation? Exprimer δ en fonction de RM et
L ; commenter.

On considère un champ magnétique stationnaire possédant une symétrie de ro-
tation autour de l’axe des z. En coordonnées cylindriques on a donc l’expression
générale: B (r, z) = Br (r, z) er + Bz (r, z) ez. On étudie le mouvement d’un
électron de masse m et de charge q au voisinage de l’axe r = 0. Afin de sim-
plifier l’étude de ce mouvement on effectue un développement du champ au
voisinage de l’axe:

Bz (r, z) = Bz (r = 0, z) +O [r]

et on considère l’équation de Maxwell : ∇ · B = 1
r
∂
∂rrBr +

∂
∂zBz = 0 qui au

voisinage de l’axe se développe suivant :

1

r

∂

∂r
rBr (r, z) = − ∂Bz

∂z r=0

− r ∂2Bz
∂z∂r r=0

+O r2

cette dernière identité s’intégrant pour donner Br (r, z) = − r2 ∂Bz
∂z r=0

+O r2 .
A l’ordre le plus bas on considère donc le développement suivant du champ :

B (r, z) = −r
2

∂Bz (r = 0, z)

∂z
er +Bz (r = 0, z) ez

que l’on notera dans la suite :

B = −r
2

∂Bz
∂z

er +Bzez

Expressions de la vitesse et de l’accélération en coordonnées cylindriques:

v =
dr

dt
er + r

dθ

dt
eθ +

dz

dt
ez

dv

dt
=

d2r

dt2
− r dθ

dt

2

er + 2
dr

dt

dθ

dt
+ r

d2θ

dt2
eθ +

d2z

dt2
ez

J1- Ecrire les équations du mouvement d’un électron en coordonnées cy-
lindriques en utilisant l’approximation précédente du champ au voisinage de
l’axe.
J2- On considère dans la suite du problème les orbites telles que dθ

dt = 0
lorsque B = 0 . A l’aide des identités :

2
dr

dt

dθ

dt
+r
d2θ

dt2
=
1

r

d

dt
r2
dθ

dt
,
dr

dt
Bz (r = 0, z)+

dz

dt

r

2

∂Bz
∂z r=0

=
1

2r

d

dt
r2Bz (r = 0, z)

établir l’équation vérifiée par dθdt en fonction de Bz.
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J3- Etablir les équations vérifiées par d
2r
dt2 et

d2z
dt2 en fonction de Bz.

J4- En déduire la force diamagnétique (”μgradB”) et commenter.

On considère un plasma complètement ionisé plongé dans un champ magné-
tique homogène statique B = Bez dirigé suivant l’axe des z. Les ions sont sup-
posés immobiles et les électrons possèdent une distribution anisotrope de vitesses
f (vx, vy, vz) telle que l’énergie perpendiculaire moyenne E⊥ = m

2 v2x + m
2 v2x

soit différente de l’énergie parallèle moyenne E = m
2 v2z .

K1- Quelle équation cinétique doit-on utiliser pour étudier la relaxation de
cette anisotropie et sur quelle base de polynômes orthogonaux peut-on déve-
lopper f (vx, vy, vz) pour décrire la relaxation de cette anisotropie? Lorsqu’un
tel calcul de théorie cinétique est effectué il est possible d’identifier une fréquence
de relaxation de l’anisotropie ν telle que :

d E⊥ − 2E
dt

= −ν E⊥ − 2E

K2- Sur la base de cette équation et de la conservation de l’énergie, E⊥+E ,

établir les deux équations décrivant respectivement l’évolution de dE⊥dt et de dEdt
en fonction de E⊥ et E .
K3- Le champ magnétique est maintenant lentement variable en fonction du

temps, B (t), sous quelle condition le moment magnétique des électrons est-il
un invariant adiabatique. Lorsque cette condition est vérifiée exprimer le terme
de chauffage (de refroidissement) magnétique dE⊥

dt en fonction de E⊥, B et dBdt .
K4- Compléter l’équation obtenue dans la question C-2 par ce terme de

chauffage adiabatique et établir que la quantité E2
⊥E
B2 ne peut que croître au

cours du temps, commenter sur la possibilité d’un chauffage inductif dans un
plasma collisionel.

Les tokamak sont des configurations magnétiques utilisées pour confiner les
plasmas en régime thermonucléaire ; en effet, la température d’amorçage et
d’entretien d’une combustion thermonucléaire étant de l’ordre d’une centaine
de millions de Kelvin il n’existe aucun matériaux pouvant supporter de telles
températures, il est donc nécessaire d’utiliser le principe du confinement ma-
gnétique : le mouvement d’une particule chargée interagissant avec un champ
magnétique, statique et homogène, est la combinaison d’une rotation autour
des lignes de champ et d’une translation le long des lignes de champ ; ce com-
portement des systèmes de charges est à la base du principe de confinement
magnétique : si les lignes de champ sont fermées ou restent dans un volume fini,
comme c’est le cas dans la configuration tokamak, alors les particules restent
confinées dans ce volume fini.
La réalité est plus complexe, car, en repliant des lignes de champ magnétique,

se créent nécessairement des inhomogéneités qui engendrent des dérives perpen-
diculaires aux lignes de champ, il faut donc compenser ces dérives afin d’assurer
un confinement orbital des particules chargées. Pour étudier ce phénomène on
considère l’interaction entre un proton, de charge e et de masseM , et un champ
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magnétique stationnaire inhomogène B. Les lignes de champ de cette configu-
ration magnétique sont des droites parallèles mais l’amplitude du champ varie
linéairement d’une ligne à l’autre dans la direction des x : B = B 1 + x

L ez ;
où (ex, ey, ez) est une base cartésienne orthonormée directe, B est la valeur
du champ à l’origine x = 0 et L une longueur donnée. La position et la vi-
tesse de ce proton sont repérées par les vecteurs r = xex + yey + zez et
v =dx

dt ex +
dy
dt ey +

dz
dt ez.

L1 Etablir les équations du mouvement; on introduira ωc =
eB
M pour ex-

primer ce système d’équations. Comment appelle-t-on la quantité ωc, quelle sa
valeur pour un champ de un tesla?
Dans la suite de ce problème on considère z = dz

dt = 0 et on introduit la
variable complexe: Z = dx

dt + i
dy
dt

L2 Etablir l’équation différentielle ordinaire du premier ordre vérifiée par
dZ
dt , Z (t) et x (t).
L3 Résoudre cette équation dans le cas homogène : L = +∞ et en déduire

les expressions de Z (t) et x (t), les conditions initiales du problème étant Z(t =
0) = Vc exp (iϕ0) où Vc et ϕ0 désignent une amplitude et une phase réelles.
L4 Etablir l’équation intégrale vérifiée par Z (t) dans le cas général du champ

linéaire : L = +∞ (les conditions initiales sont Z(t = 0) = Vc exp (iϕ0)); puis,
substituer Z (t) et x (t) obtenus dans la question 6 dans le terme décrivant
l’inhomogénéité du champ. Justifier cette approximation par un ”ordering” entre
longueurs.
L5 Moyenner le résultat ainsi obtenu sur le mouvement rapide de rotation

cyclotronique et en déduire l’existence d’une dérive perpendiculaire aux lignes
de champ VDey se superposant aux mouvements de rotation autour des lignes
de champ, exprimer VD en fonction de Vc, ωc et L. Quelle est l’origine physique
de cette vitesse de dérive VDey?

Dans les expériences d’interaction laser-plasma, l’existence des oscillations plasma
peut être mise à profit pour transférer, de manière irréversible, de l’impulsion
et de l’énergie du champ électrique laser vers la population électronique. Ce
problème propose une étude de ce mécanisme de chauffage. Soit un plasma
homogène infini constitué d’électrons, de charge −q et de masse m, et de pro-
tons. Ces protons sont supposés infiniment lourds et donc restent au repos. A
l’équilibre les électrons sont supposés au repos (le mouvement thermique des
électrons est négligeable), la densité électronique, n0, est homogène et égale à la
densité protonique, et le champ électrique est identiquement nul en tout point
de l’espace.
On considère une perturbation (unidimensionnelle le long de l’axe des x) de

cet état d’équilibre, telle que tous les électrons appartenant à un plan x = x0 à
l’instant initial t = 0 sont déplacés dans le plan x = x0 + ξ (x0, t) à l’instant t,
les protons restant au repos. La densité électronique devient donc inhomogène
et la séparation de charges résultante génère un champ électrique E. La fonction
ξ (x0, t) est telle que tous les électrons situés initialement entre le plan x = x0
et le plan x = x0 + ξ sont déplacés vers des coordonnées x > x0 + ξ afin de
préserver l’ordre initial entre les différentes couches d’électrons. On observe donc
à l’instant t un déficit de charges négatives à gauche du plan x = x0 + ξ.
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M1 Calculer le champ électrique E = Eex en un point x = x0+ξ à l’instant
t, ex est un vecteur unitaire le long de l’axe des x. On établira la valeur de E
sous la forme E = m

q ω
2
pξ où l’on explicitera ωp en fonction des données du

problème.
M2 Etablir l’équation vérifiée par ξ et ∂2ξ/∂t2.
M3 On introduit la variable complexe Z (t) = ωpξ+ i

∂ξ
∂t ; établir l’équation

différentielle vérifiée par ∂Z
∂t et Z .

M4 Exprimer l’énergie mécanique (cinétique plus potentielle) ε d’un élect-
ron en fonction de Z et Z∗.
On considère dans la suite du problème que la population électronique est

soumise à un champ électrique harmonique d’origine extérieure au plasma: E (t)
= −mq A cos (ωt). Ce champ électrique interagit avec les électrons qui sont ainsi
soumis à deux forces : la force étudiée dans les questions précédentes décrivant
l’interaction avec le reste du plasma, et la force −qE .
M5 Etablir l’équation différentielle vérifiée par ∂Z

∂t , Z (t) et A cos (ωt).
M6 Exprimer Z (t) lorsque les conditions initiales sont données par Z (0) =

a0 exp (iϕ0); ω étant de l’ordre de grandeur de ωp on ne conservera de cette
expression de Z (t) que la partie dite résonante présentant un dénominateur
proportionnel à ωp − ω.
M7 En déduire l’énergie absorbée par un électron : δε (t) = ε (t) − ε (0);

on ne conservera de cette expression de δε que la partie linéaire en A et on
négligera la partie en A2.
M8 Faire la moyenne de ce transfert d’énergie sur la phase initiale de

l’oscillation ϕ0 et exprimer δε ϕ0
. Calculer δε2

ϕ0
moyennée sur la phase

initiale de l’oscillation, commenter le mécanisme de chauffage ainsi identifié.

L’objectif de cet exercice est d’obtenir l’expression du coefficient de diffusionD⊥,
perpendiculairement au ligne de champs magnétique, pour un plasma magnétisé
présentant des fluctuations électriques E⊥. On considère un plasma confiné par
un champ magnétique statique uniforme B0 et présentant des fluctuations de
champ électrique dépendant uniquement du temps t: E⊥(t), telles que E⊥ ·B0 =
0.
N1 Etablir l’équation vérifiée par la vitesse du centre guide, repéré par le

vecteur R⊥, en fonction des données du problème.
N2 En déduire l’équation vérifiée par d

dt [R⊥(t)R⊥(t)].
N3 Les moyenne et fonction d’autocorrélation des fluctuations du champ

électrique sont données par : E⊥(t) = 0 et E⊥(t)E∗⊥(0) = E
2∗ exp − t

τ , la
fonction d’autocorellation est stationnaire, quelles sont les significations phy-
siques des quantités τ et E2∗ ?
N4 Compte tenu de la relation de Green-Kubo : D⊥ ≡ R⊥(t) ·R⊥(t) /4t,

exprimer le coefficient de diffusion D⊥ en fonction des donnés du problème.

Considérons le processus d’absorption cyclotronique. Soit une population, élect-
ronique ou ionique, décrite par sa fonction de distribution du module de la vitesse
cyclotronique f(vc,t), cette distribution étant normalisée à l’unité : f(vc,t)2πvcdvc =
1. Cette population interagit avec un champ électrique de fréquence de l’ordre
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de grandeur de la fréquence cyclotronique : E cos (ωt) ex−E sin (ωt) ey; l’inter-
action onde-particules peut être vue comme une suite : émission / absorption
/ émission / émission / absorption / émission /... Cette série de processus peut
être considérée comme une marche aléatoire dans l’espace des vitesses cyclotro-
niques et nous modéliserons donc l’évolution de la distribution par une équation
de Fokker-Planck.

∂f

∂t
=
1

vc

∂

∂vc
vc

δvcδvc
2δt

∂

∂vc
f

Introduisons n la densité de particules ; la densité de puissance déposée est
donnée par :

wc = n
∂

∂t

+∞

0

2πvc
mv2c
2
fdvc

O1 Démontrer que l’évaluation de wc se ramène au calcul du coefficient de
diffusion δvcδvc /2δt.
Soit une particule, de masse m et de charge e, plongée dans un champ

magnétique statique uniforme B =Bb, où b est un vecteur unitaire, et inter-
agissant avec le champ électrique E cos (ωt) ex − E sin (ωt) ey où x et y consti-
tuent un système de coordonnées cartésiennes dans le plan perpendiculaire à
b, système de coordonnées associé à la base orthonormée directe [ex, ey,b].
L’écriture de l’équation du mouvement de la particule se réduit à la prise en
compte des forces électrique et magnétique. Introduisons la variable complexe
Z : vc = vxex + vyey → Z = vx + jvy ; la variable Z vérifie l’équation diffé-
rentielle linéaire du premier ordre :

dZ
dt
+ jωcZ = eE

m
exp−jωt

O2 Résoudre cette équation, on prendra comme condition initiale Z(t =
0) = vc.
O3 L’incrément de vitesse cyclotronique δvc (δt) , durant un temps δt,

peut être calculé comme la variation du carré du module de la variable Z :
δv2c (vc, δt) = Re [Z (δt)Z∗ (δt)−Z (0)Z∗ (0)] /2, en déduire l’expression de la
quantité δvc (δt) au premier ordre en E en négligeant les termes quadratique en
E2.
O4 Exprimer le coefficient de diffusion quasilinéaire δvcδvc

2δt en fonction des
données du problème.

L’objectif de cet exercice est d’évaluer l’effet de la diffusion spatiale des élect-
rons sur le processus de génération de courant par absorption Landau. On
considère un modèle simple d’excitation/relaxation d’électrons résonnants de
vitesse initiale v 0 et de position radiale initiale x = 0. A l’instant t = 0, au
point x = 0, N0 électrons de charge e et de masse m, absorbent une puissance
W (t) [W] = N0mv 0δv δ (t), donc une impulsion mδv par électron, puis rela-
xent suivant une loi :

dv

dt
+ ν v − v 0 = δv δ (t)
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P1 Etablir l’expression de la vitesse v − v 0 en fonction du temps t.
La densité d’électrons résonant n suit une loi de diffusion de coefficient de

diffusion D :
∂n

∂t
−D∂2n

∂x2
= N0δ (x) δ (t)

P2 Résoudre cette équation en introduisant n (k, t) = +∞
−∞ n (x, t) exp (jkx) dx/2π

la transformée de Fourier de n (x, t) = +∞
−∞ n (k, t) exp (−jkx) dk.

P3 En déduire l’expression de la densité volumique de courant au point x
à l’instant t : J (x, t) ≡ en (x, t) v − v 0 .
P4 Exprimer le rapport de la densité volumique de courant sur la puissance

en régime stationnaire : J (x, t) dt/ W (t) dt puis commenter.

On note ε0 la permittivité diélectrique du vide, μ0 la perméabilité magné-
tique du vide et c la vitesse de la lumière. On considère un écoulement ionique,
unidimensionnel et stationnaire, suivant l’axe des x, entre le plan x = 0 et le
plan x = d. Les ions de charge q et de masseM sont décrit par : n(x) la densité
(d’ions par unité de volume) et v(x) la vitesse. Le champ électrique e(x) créé par
la charge d’espace qn(x) dérive du potentiel électrostatique ϕ(x). Les conditions
aux limites de ce problème stationnaire unidimensionnel sont: ϕ(x = 0) = 0,
e(x = 0) = 0, v(x = 0) = 0 et ϕ(x = d) = u. En régime stationnaire la densité
volumique de courant électrique, j = qn(x)v(x), est constante: dj

dx = 0.

Q1 Quelles sont les dimensions (unités de mesure) de ε0 et Ja = ε0Mc3

qd2 ?

On introduit les variables : X = x
d , J =

j
Ja
,Φ (X) = − qϕ(x)Mc2 et V (X) =

v(x)
c

et on considère un écoulement sans collisions.
Q2 En appliquant le principe de conservation de l’énergie mécanique établir

l’équation algébrique reliant V (X) et Φ (X).
Q3 Etablir l’équation différentielle du deuxième ordre vérifiée par Φ (X) et

J.
Q4 Intégrer cette équation différentielle et exprimer Φ (X).
Q5 Exprimer la relation u (j) reliant u la différence de potentiel entre les

plans x = 0 et x = d et j la densité de courant s’écoulant entre ces plans.

On note ε0 la permittivité diélectrique du vide, μ0 la perméabilité magné-
tique du vide et c la vitesse de la lumière. On considère un écoulement ionique,
unidimensionnel et stationnaire, suivant l’axe des x, entre le plan x = 0 et le
plan x = d. Les ions de charge q et de masseM sont décrit par : n(x) la densité
(d’ions par unité de volume) et v(x) la vitesse. Le champ électrique e(x) créé par
la charge d’espace qn(x) dérive du potentiel électrostatique ϕ(x). Les conditions
aux limites de ce problème stationnaire unidimensionnel sont: ϕ(x = 0) = 0,
e(x = 0) = 0, v(x = 0) = 0 et ϕ(x = d) = u. En régime stationnaire la densité
volumique de courant électrique, j = qn(x)v(x), est constante: dj

dx = 0.
On considère maintenant un écoulement collisionnel en régime haute pres-

sion tel que la vitesse soit proportionnelle au champ électrique: v (x) = q
Mν e (x) .

R1 Quelles sont les dimensions (unités de mesure) de ν et Jh = ε0Mdν3

q ?
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On introduit les variables: X = x
d , J =

j
Jh
, E (X) = qe(x)

Mdν2 , Φ (X) = − qϕ(x)
Md2ν2

et V (X) = v(x)
νd .

R2 Etablir l’équation différentielle du premier ordre vérifiée par E (X) et J.
R3 Intégrer cette équation différentielle et déduire l’expression de Φ (X).
R4 Exprimer la relation u (j) reliant u la différence de potentiel entre les

plans x = 0 et x = d et j la densité de courant s’écoulant entre ces plans.

On note ε0 la permittivité diélectrique du vide, μ0 la perméabilité magné-
tique du vide et c la vitesse de la lumière. On considère un écoulement ionique,
unidimensionnel et stationnaire, suivant l’axe des x, entre le plan x = 0 et le
plan x = d. Les ions de charge q et de masseM sont décrit par : n(x) la densité
(d’ions par unité de volume) et v(x) la vitesse. Le champ électrique e(x) créé par
la charge d’espace qn(x) dérive du potentiel électrostatique ϕ(x). Les conditions
aux limites de ce problème stationnaire unidimensionnel sont: ϕ(x = 0) = 0,
e(x = 0) = 0, v(x = 0) = 0 et ϕ(x = d) = u. En régime stationnaire la densité
volumique de courant électrique, j = qn(x)v(x), est constante: dj

dx = 0.
On considère maintenant un écoulement collisionnel en régime basse pression

tel que la vitesse soit proportionnelle à la racine carrée du champ électrique

v (x) = qλ
M e (x).

S1 Quelles sont les dimensions (unités de mesure) de λ et Jb = ε0Mc3

qλ2
?

On introduit les variables: X = x
λ , J =

j
Jb
, E (X) = qe(x)λ

Mc2 ,Φ (X) = − qϕ(x)Mc2

et V (X) = v(x)
c .

S2 Etablir l’équation différentielle du premier ordre vérifiée par E (X) et J.
S3 Intégrer cette équation différentielle et déduire l’expression de Φ (X).
S4 Exprimer la relation u (j) reliant u la différence de potentiel entre les

plans x = 0 et x = d et j la densité de courant s’écoulant entre ces plans.

Lorsqu’un électron est soumis à l’influence d’un champ électrique oscillant et
subit des collisions avec les autres espèces il se produit aussi un transfert irréver-
sible d’énergie du champ vers l’électron. La dynamique de ce transfert peut être
modélisée dans le cadre d’un formalisme cinétique de petit transfert d’impulsion
à l’aide d’une équation cinétique. On considère une population électronique dé-
crite par la fonction de distribution f(v,t) du module de la vitesse (v = |v|). On
donne l’expression de l’équation cinétique décrivant l’évolution de cette fonction
de distribution du module de la vitesse électronique :

∂f(v,t)

∂t
=
1

v2
∂

∂v
v2

δvδv

2δt

∂

∂v
f(v, t)

On considère un électron soumis à l’influence d’un champ électrique oscillant
−E sin (ωt) et subissant des collisions. Afin de calculer le coefficient δvδv

2δt on
considère la dynamique d’un électron entre les instants t et t0 en l’absence de
collision: mdv

dt = qE sin (ωt). On suppose que l’électron vient juste de subir
une collision à l’instant t0 et possède après cette collision la vitesse v (t0). En
l’absence de collision la vitesse à un instant ultérieur t est donc donnée par la
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solution de l’équation précédente: v (t) = v (t0) − q
mωE [cos (ωt)− cos (ωt0)].

On introduit l’incrément de vitesse δv (t, t0) = v (t)− v (t0).
T1 Pourquoi utilise-t-on l’opérateur 1

v2
∂
∂vv

2 plutôt que l’opérateur ∂
∂v? Ex-

primer δv·δv .
T2 On introduit τ = t − t0, exprimer δv·δv en fonction de τ et t0 et

moyenner le résultat obtenu sur la variable t0 supposée distribuée uniformément.
T3 La probabilité que cet électron ne subisse aucune collision durant un

temps τ et subisse une collision, à l’issue de ce temps τ , durant l’intervalle dτ est
donnée par: dP (τ)

dτ = ν exp (−ντ) où ν est la fréquence de transfert d’impulsion;
établir cette loi de distribution.
T4 Le résultat obtenu à la question 2 est fonction uniquement de la va-

riable τ , cette variable est distribuée suivant la loi dP (τ)dτ . Moyenner le résultat
précédant suivant la variable τ et exprimer ainsi le coefficient δv·δv .
T5 Ce coefficient décrit le carré de l’incrément de vitesse durant un temps

δt =
+∞
0 τ exp (−ν1τ) ν1dτ . En déduire l’expression du coefficient cinétique

δv·δv
2δt .
T6 Démontrer la relation: δvδv = 1

3 δv·δv . On admettra éventuellement
ce résultat pour poursuivre le problème.
La puissance perdue par le champ P étant égale à la puissance gagnée par la

population électronique, on a donc l’identité: P = − +∞
0

1
2mv

2 ∂f(v,t)
∂t 4πv2dv.

T7 Exprimer P la puissance absorbée par le plasma en fonction de f (v, t)
et des données du problème.

Afin d’effectuer des expériences de métrologie quantique il est parfois néces-
saire de piéger une particule unique, ion ou atome, grâce à une configuration
appropriée de champs électromagnétiques. Le piégeage et la manipulation d’un
ion unique sont effectués dans des configurations appelées piège de Penning. Ce
piège consiste en la superposition d’un champ magnétique uniforme: B = Bez
(B > 0) et d’un champ électrostatique dérivant du potentiel Φ(r) créé par un
système d’électrodes ayant une forme d’hyperboloïde de révolution. Au voisinage
du centre de ce système d’électrodes le potentiel est donné par:

Φ (r) =
Mω2

4q
2z2 − x2 − y2

où ω est une caractéristique du piège. La position d’un point est repérée par
le vecteur r = xex + yey + zez, (exeyez) est une base cartésienne orthonormée
directe. On considère un ion de charge q et de masse M soumis à l’influence de
cette configuration de champs électrique et magnétique.
U1 Vérifier que Φ obéit à l’équation de Laplace : ∆Φ = 0.
U2 On introduit la quantité Ω = qB

M et on repère la position de l’ion par ses
trois coordonnées cartésiennes x (t) , y (t) , z (t) où t est le temps. Etablir les
trois équations différentielles ordinaires vérifiées par x (t) , y (t) , z (t) .
U3 Quelle est la nature du mouvement suivant l’axe des z?
U4 On introduit la variable complexe: ζ = x+ jy, quelle équation différen-

tielle vérifie ζ (t)?
U5 On cherche une solution du type ζ (t) = ζ0 exp (jω0t), quelle équation

algébrique vérifie ω0? Sous quelle condition le piège de Penning permet-il de
confiner un ion?
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On considère une solution telle que x (t) = y (t) = 0 et z (t) = a cos (ωt) ,
mais le piège n’est pas parfait car un électron, de charge −q, au repos, est aussi
présent dans l’enceinte, sa position est donnée par y = z = 0 et x = b (b a) .
U6 Calculer (en vous inspirant de la méthode de calcul du transfert d’éner-

gie lors d’une collision coulombienne présentée en cours) le transfert d’impulsion
(quantité de mouvement), suivant ex, de l’ion vers l’électron durant une période
d’oscillation de l’ion, à l’ordre deux en a

b .
U7 Quelle est la conséquence de ce transfert d’impulsion sur l’orbite de

l’ion?

L’objectif de ce problème est d’étudier la condition d’équilibre d’une colonne
cylindrique de plasma parcouru par un courant I.
On considère un cylindre circulaire de plasma de rayon R. Les ions sont

supposés infiniment lourds et les électrons de massem et de charge q sont décrits
par la fonction de distribution des vitesses et des positions F (x, y, z, vx, vy, vz) .
On utilisera une base cartésienne (ex, ey, ez)pour repérer les vitesses: v =
vxex+vyey+vzez et une base cylindrique (er, eθ, ez) pour repérer les positions

r = x2 + y2 . L’axe des z constitue l’axe du cylindre. La densité d’électrons

n (r) est supposée inhomogène et ne dépend que de r, la fonction de distribution
des vitesses f (vx, vy, vz) est supposée indépendante de la position.

dN = F (x, y, z, vx, vy, vz) dxdydzdvxdvydvz = f (vx, vy, vz)n (r) 2πrdrdzdvxdvydvz

La fonction de distribution des vitesses est donc normalisée à l’unité:

f (vx, vy, vz) dvxdvydvz

dv

= 1

Les électrons transportant un courant total I, la distribution de vitesse est
anisotrope; afin de quantifier cette anisotropie on introduit les deux moments:

v2x + v
2
y = v2x + v

2
y f (vx, vy, vz) dv

vz = vzf (vx, vy, vz) dv

associés à la pression transverse et à la densité de courant:

P (r) = mn (r)
v2x + v

2
y

2
, J (r) = qn (r) vz

La densité de courant axiale J suivant l’axe des z est la source d’un champ
magnétique orthoradial B qui génère une force de Laplace radiale:

J = J (r) ez , B = B (r) eθ

L’équilibre entre cette force de Laplace et la force de pression est décrit par :

J×B =∇P & ∇×B = μ0J→
dP

dr
= − B

μ0

1

r

d

dr
(rB)
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V1 Exprimer I en fonction de n (r) et vz .
V2 Exprimer I en fonction de B (R) et R.
V3 En intégrant r2 dPdr de 0 à R obtenir une relation entre le courant totale I

et R

0
rPdr (on utilisera le fait que la pression s’annule à l’extérieur du plasma :

P (R) = 0).
V4 En déduire la condition d’équilibre du cylindre de plasma en fonction

des moments:
v2x + v

2
y

vz
= c

I

IA

où c est la vitesse de la lumière, exprimer IA le courant d’Alfvén. Calculer
numériquement IA.

Considérons un champ magnétique stationnaire possédant une symétrie de
rotation autour de l’axe des z et présentant une zone de champ faible encadrée
par deux zones de champ fort. Etudions le mouvement d’un électron au voisinage
de cet axe de symétrie. Afin de simplifier l’étude de ce mouvement, effectuons
un développement de Taylor du champ au voisinage de l’axe des z ; la forme
générale, au voisinage de l’axe des z, d’un champ possédant une symétrie de
révolution et présentant une zone de champ faible encadrée par deux zones de
champ fort, est donnée par :

B (x, y, z) = B 1 +
z2

L2
ez −Bxz

L2
ex −B yz

L2
ey

où x, y et z constituent un système de coordonnées cartésiennes, B est la va-
leur du champ au point de référence (0, 0, 0), L est une longueur caractérisant
la dimension du piège ainsi constitué et [ex, ey, ez] est une base cartésienne
orthonormée directe associée au système de coordonnées cartésiennes (x, y, z).
L’équation de Newton se réduit à l’identité entre l’accélération et la force de
Laplace que divise la masse.

dv

dt
= ωcv × ez + ωcv× z2

L2
ez − xz

L2
ex − yz

L2
ey

où v =vxex + vyey + vzez est la vitesse de l’électron et ωc = −eB/m. Nous
allons résoudre cette équation dans le cadre d’une méthode perturbative, le petit
paramètre du développement perturbatif est donné par le rapport du rayon de
Larmor au voisinage de l’axe divisé par la longueur L.
W1 Le champ B est il à divergence nulle?
W2 A l’ordre le plus bas (L = ±∞), le champ est considéré comme ho-

mogène. Introduisons les variables complexes Z = x + jy et Z∗ = x − jy.
Quelles équations différentielles ordinaire du deuxième ordre vérifient Z (t) et
z (t) lorsque L = ±∞?
W3 Exprimer Z (t) pour tout instant t, la condition initiale étant dZ

dt t=0
=

Vc où Vc est une vitesse donnée.
W4 Abordons maintenant le cas L finie et le premier ordre prenant en

compte la finitude de cette longueur. Quelles équation différentielle ordinaire du
deuxième ordre vérifie z (t) lorsque L est finie?
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W5 Substituer la solution obtenue à la question C3 dans l’équation établi
question C4 et commenter le phénomène ainsi identifié?
W6 On considère un électron tel que z (t = 0) = 0 et dz

dt t=0
= V , sous

quelle condition ce piège parabolique, appelé aussi miroir magnétique, confine-
t-il cet électron?

L’objectif de ce problème est d’établir l’expression du taux de ralentissement
neutronique δE

δt permettant de modéliser la cinétique des neutrons rapides
dans un milieu ralentisseur lourd. Cette cinétique est donnée par la solution de
l’équation d’évolution de la fonction de distribution en énergie f (E, t):

∂f

∂t
+

∂

∂E

δE

δt
f = 0

On considère un neutron de vitesse Vn (dans le repère du laboratoire, avant la
collision) et de masse m interagissant avec un noyau de masse Am, au repos
dans le repère du laboratoire.
X1 Exprimer la vitesse VC du centre de masse de ce système de deux

particules en fonction de A et Vn.
X2 En déduire la vitesse du neutron dans ce référentiel du centre de masse,

vn, en fonction de A et Vn.
En déduire la vitesse du noyau dans ce référentiel du centre de masse, vA,

en fonction de A et Vn.
On introduit, dans le référentiel du centre de masse, les vitesses vn et vA du

neutron et du noyau après la collision.
X3 Enoncer, dans le référentiel du centre de masse, les principes de conser-

vation de l’énergie et de conservation de l’impulsion.
En déduire la norme de la vitesse du neutron après la collision, dans ce

référentiel du centre de masse, vn, en fonction de A et Vn.
En déduire la norme de la vitesse du noyau, dans ce référentiel du centre de

masse, vA, en fonction de A et Vn.
Soit ϕ l’angle de diffusion dans le référentiel du centre de masse et Vn ≡

vn +VC la vitesse du neutron dans le repère du laboratoire après la collision.
X4 Exprimer le rapport des énergies E avant et E après la collision :

E
E ≡ V

2

n

V 2
n

en fonction de A et ϕ.

On introduit le facteur de ralentissement : α (A) ≡ A−1
A+1

2

et on suppose

l’angle ϕ uniformément distribué; la probabilité de ralentissement P (E → E )
d’une énergie E → E est donc définie par la moyenne :

P (E → E ) =
1

4π

π

0

δ E − E
2
(1 + α)− E

2
(1− α) cosϕ 2π sinϕdϕ

Exprimer P (E → E ) en fonction de E et α.
X5 On introduit la léthargie : ln E

E , exprimer sa valeur moyenne sur E :
ln E

E ≡ ln E
E P (E → E ) dE en fonction de α.

X6 On note ν la fréquence de collisions neutron/noyaux, déduire du résultat
précédant l’expression du taux de ralentissement δE

δt sous l’hypothèse A 1.
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Le taux de variation temporel de la vitesse V d’un ion de charge Q et de masse
M , interagissant avec une population de particules chargées au repos, de charge
q, de masse m et de densité n, est donné par la relation : δV

δt = − nq2Q2Λ
4πε20M

2V 3V

où Λ est un coefficient sans dimension, le logarithme coulombien, de valeur
comprise entre 10 et 20 dans un plasma de tokamak.
Y1 Démontrer l’homogénéité de cette relation : nq2Q2Λ/ε20M2V 3 est ho-

mogène à une fréquence.
Dans le contexte des expériences de dépôt d’énergie par faisceaux d’ions

de densité N dans un tokamak, la population de particules cibles, de charge
q, de masse m et de densité n, n’est en général pas au repos et présente

une distribution de vitesses maxwellienne : F (v) = πv2T
− 3
2 exp −v2/v2T

(vT = 2kBT/m). L’objectif de ce problème et d’étudier le ralentissement
d’un ion rapide, de vitesse V, de charge Q et de masse M , au sein d’un plasma
thermonucléaire d’hydrogène composé d’ions et d’électrons de densité n et de
vitesses thermiques respectives : vTi = 2kBT/mi et vTe = 2kBT/me; dans
les questions 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9 nous ne considérerons pas spécifiquement les ions
ou les électrons mais une populations de particules cibles de charge q, de masse
m et de densité n, à partir de la question 10, nous envisagerons spécifiquement
les cas ioniques et électroniques. Une méthode permettant de généraliser la loi
d’interaction entre un ion et des particules cibles aux repos au cas des particules
cibles présentant une distribution thermique de vitesses consiste à considérer le
problème dans un nouveau repère R en mouvement uniforme à la vitesse V par
rapport au repère du laboratoire R. En effet, dans ce repère R , les ions rapides,
de densité N , sont au repos et une particule, électron ou ions , de vitesse v dans
le repère du laboratoire R, possède une vitesse v −V dans le nouveau repère
R .
Y2 Etablir la formule exprimant le taux de ralentissement δv /δt|R d’une

particule (de charge q et de masse m) de vitesse v−V dans le repère R inter-
agissant avec des ions au repos de charge Q et de densité N .
Y3 Justifier la relation entre les taux de ralentissement dans les deux

repères : δv
δt

R
= δv

δt
R

Y4 Justifier l’identité : NM δV
δt

R
= −nm δv

δt
R
F (v)dv.

Dans la suite nous omettrons l’indice R et considérons le problème dans le
repère du laboratoire.
Y5 En déduire l’expression du taux de ralentissement, δV /δt, d’un ion

rapide de vitesse V, de charge Q et de masse M , interagissant avec une popu-
lation de particules de charge q, de masse m et de densité n et présentant une
distribution de vitesse F (v).
Y6 Interpréter la relation intégrale ainsi obtenue dans le cadre d’une ana-

logie électrostatique.
Deux cas peuvent être considérés : (i) V vT et (ii) V vT .
Y7 Sous l’hypothèse V vT exprimer δV /δt.

Y8 On admettra que sous l’hypothèse V vT : exp − v2

v2T

V−v
|V−v|3 dv ≈

4
3πV, en déduire l’expression de δV /δt.
Soit un ion rapide de vitesse V; le cas considéré dans la question 8 cor-

respond à l’interaction entre ion rapide et ions thermiques : V 2kBTi/mi

et le cas considéré dans la question 9 est quant à lui associé à l’interaction ion



20

rapide-électrons thermiques : V 2kBTe/me.
Y9 Démontrer que la loi de ralentissement d’un ion rapide de vitesse V, de

charge Q et de masse M , interagissant avec un plasma d’hydrogène, de tempé-

rature T et de densité n, est de la forme : dV
dt = − V 3

c +V
3

V 3
V
τS
, on notera e la

charge de l’électron, me sa masse et mi la masse du proton, et on exprimera V 3c
et τS en fonction des données du problème.
Y10 Un ion présente une vitesse initiale V (t = 0) = V0, établir la loi horaire

V (t) décrivant le processus de ralentissement.
Y11 Il est instructif de considérer le dépôt spatial d’énergie, aussi il est

d’usage de construire la quantité dV 2/dx où dx mesure la distance parcouru
durant l’intervalle infinitésimal dt = dx/V ; établir la relation décrivant le dépôt
spatial d’énergie MdV 2/2dx en fonction de V , Vc et τS .
Y12 Etablir la loi de dépôt d’énergie sous forme implicite V 2 (x)→ x V 2 ,

sous la condition V (x = 0) = V0, sans chercher à exprimer la quadrature (inté-
grale) ainsi identifiée. Calculer la longueur de ralentissement L ≡ x V 2 = 0
sans chercher à exprimer la quadrature (intégrale) ainsi identifiée.

L’objectif de ce problème est d’établir la formule du coefficient de diffusion élect-
ronique dans un plasma magnétisé; l’ensemble des coefficients de transport en
plasma magnétisé est usuellement référencé comme l’ensemble des coefficients de
Braginski. Le mouvement d’un électron dans un champ magnétique homogène
est la combinaison d’une rotation uniforme autour des lignes de champ et d’une
translation uniforme le long des lignes de champ. Le sens de la rotation cyclot-
ronique est tel que le courant créé par la charge induit un champ opposé à celui
appliqué. On retrouve ici la tendance qu’ont les effets à s’opposer aux causes
qui leur donnent naissance.
Z1 Quelle est la valeur numérique de la fréquence de cette rotation électro-

nique dans un champ de 1 Tesla? Dans un champ de 1 Gauss?
Soit un électron de masse m et de charge −q plongé dans un champ ma-

gnétique statique uniforme B =Bb où b est un vecteur unitaire. L’écriture de
l’équation du mouvement de cet électron se réduit à la prise en compte de la
force de Laplace dans l’équation de Newton: mdV/dt = −qV×B. La solution
de cette équation est :

V = V +Vc = V

translation

+ Vc cos [ωct] ex + Vc sin [ωct] ey

rotation cyclotronique

ωc =
qB
m et [ex, ey, ez] est un repère Cartésien orthonormé direct dont l’axe des

z est orienté suivant b. Dans la suite du problème la dynamique le long des
lignes de champ est irrelevante; nous considérerons donc V = δV = 0 dans
ce problème. La position de cet électron peut être décomposée comme la somme
de la position du centre guide R et de la position du rayon de Larmor tournant
ρ :

r = R+ ρ = R

centre guide

+ ρL sin [ωct] ex − ρL cos [ωct] ey

rayon de Larmor
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Z2 Etablir qu’à chaque instant la vitesse cyclotronique Vc et le rayon de
Larmor ρ vérifient une relation algébrique du type ρ = α [Vc × b]. Exprimer α
en fonction de ωc.
Z3 Déduire de la question précédente une expression algébrique de la posi-

tion du centre guide R = r− ρ en fonction de r, Vc, b et ωc.
Z4 Lors d’une collision la variation de la position instantanée de l’électron est

nulle: δr = 0. Il en résulte un couplage entre la variation de vitesse cyclotronique
δVc et la variation de la position du centre guide δR. Exprimer δR en fonction
de δVc , b et ωc.
Dans un plasma magnétisé l’expression de l’équation de Fokker Planck dé-

crivant l’évolution de la densité électronique n(R,t) est donnée par:

∂n(R,t)

∂t
= − ∂

∂R
· δR

δt
n(R, t)− δRδR

2δt
· ∂

∂R
n(R, t)

La probabilité qu’un électron ne subisse aucune collision durant un temps τ puis
subisse une collision à l’issue de ce temps τ durant l’intervalle dτ est donnée par
dP (τ) = exp (−ντ) νdτ où ν est la fréquence de transfert d’impulsion. Afin de
calculer les coefficients δR

δt et δRδR
2δt on considère la dynamique d’un électron

entre les instants t et t0 en l’absence de collision. Cette dynamique est décrite
par la rotation cyclotronique libre: on suppose que l’électron vient juste de subir
une collision à l’instant t0 et possède après cette collision la vitesse Vc (t0). En
l’absence de collision la vitesse à un instant ultérieur t est donc donnée par :
Vc (t) = Vc (t0) + δVc,

δVc = Vc (cos [ωct]− cos [ωct0]) ex + Vc (sin [ωct]− sin [ωct0]) ey

Le coefficient δR
δt est nul en l’absence de champ électrique, le transport se

réduit donc à un processus de diffusion isotrope dans le plan perpendiculaire au

champ magnétique décrit par le coefficient
δR2

δt .
Z5 Exprimer δR·δR en fonction de Vc, ωc, ωc t−t02 et ωc t+t02 .

Z6 On introduit τ = t− t0, exprimer δR2= δR·δR
2 en fonction de τ .

Z7 Le résultat ainsi obtenu est fonction uniquement de la variable τ , cette
variable est distribuée suivant la loi dP (τ)dτ , moyenner le résultat précédent sui-
vant la variable τ et exprimer ainsi le coefficient δR2 .
Z8 Ce coefficient décrit le carré de l’incrément de position durant une période

δt =
+∞
0

τ exp (−ν1τ) ν1dτ . En déduire l’expression du coefficient de transport
δR2

δt dit coefficient de diffusion de Braginski. Proposer une démonstration fluide
de ce dernier résultat.
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