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Chapitre 1

Fusion thermonucléaire

Au cours de la prochaine décennie, deux grandes installations partielle-
ment ou totalement dédiées a la fusion thermonucléaire vont s’installer sur
le sol francais : le tokamak international ITER & Cadarache, et le laser Mé-
gajoule a Bordeaux. Si ces deux installations différent dans leurs buts prin-
cipaux, clairement I’énergie dans le premier cas, également la physique des
armes thermonucléaires dans le second cas, elles présentent un certain nombre
de caractéristiques communes, dont celles de faire appel aux mémes réactions
nucléaires et de s’appuyer I'une comme I’autre sur les développements récents
de la physique des plasmas chauds. Les deux premiers chapitres de cet en-
seignement porteront donc sur le socle commun, fusion thermonucléaire et
physique des plasmas chauds.

1.1 Reéactions de fusion

On rapelle tout d’abord (figure 1.1) le diagramme montrant I’énergie de
liaison par nucléon en fonction de A, nombre de nucléons par noyau (seuls
sont portés les principaux isotopes).

Ce diagramme montre 'intérét, du point de vue énergétique, de la fusion
des noyaux légers d’une part, et de la fission des noyaux lourds d’autre part,
I’énergie de liaison étant maximale pour le fer.

Les principales réactions qui vont nous intéresser dans ce cours sont les
réactions DT et les réactions DD entre isotopes lourds de I'hydrogéne :
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F1G. 1.1 — Energie de liaison par nucléon.
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D+T — “‘He+n +17,59 MeV

3
D4+ D _){ He+n + 3,27 MeV

T+p +4,03 MeV

220 240

(1.1)
(1.2)

La réaction la plus importante dans notre contexte est la réaction DT,
schématisée sur la figure 1.2. A lissue de cette réaction, le neutron récu-
pére, dans le référentiel du centre de masse, environ 80% de ’énergie, soit
14,05 MeV, tandis que la particule alpha (le noyau “He) en récupére les 20%

4He

Fia. 1.2 — Schéma de la réaction DT.
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restant, soit 3,54 MeV, la répartition de ’énergie étant inversement propor-
tionnelle & la masse, de facon a conserver a la fois I'énergie et 'impulsion.

Signalons aussi les réactions de fission du lithium qui jouent un réle dans
la régénération du tritium :

Li+n —  SHe+T +4,79 MeV (1.3)
Li+n — *He+T+n  —2,47 MeV. (1.4)

1.2 Section efficace

La réaction de fusion qui a le plus fort taux de réactions aux températures
qui nous intéressent (de l'ordre de la dizaine de keV) est la réaction D +
T — *He + n. Nous allons donc centrer la discussion sur cette réaction.
Considérons dans un premier temps une situation ot I'une des deux espéces
— le deutérium par exemple — correspond aux projectiles, tandis que I'autre
— le tritium — correspond aux cibles. Le flux de projectiles est donné par le
produit npv, et le nombre de réactions par unité de temps et de volume est
donné par

N =npnro(v)v, (1.5)

ol np et ny sont les nombres de particules de chaque espéce par unité de
volume, v la vitesse relative (ici la vitesse des noyaux de deutérium), et o(v) la
section efficace de la réaction. Alternativement o peut s’exprimer en fonction
de I'énergie de la particule réduite

1
E = —m?, (1.6)
2
avec e
pmr
=\ 1.7
h= e (1.7)

1.3 Forme de la section efficace o(F)

On exprime en général la section efficace o(FE) sous la forme du produit

de 3 facteurs,
o(E) = S(EE) exp <—\/%) . (1.8)
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Tout d’abord le facteur 1/FE apparait naturellement dans la mesure ou tout
calcul de section efficace, en mécanique quantique, fait apparaitre comme
surface de référence la grandeur

o\ 2
og =T (%) : (1.9)

ol A\gp est la longueur d’onde de de Broglie,

h
AiB = W’ (1.10)
soit
wh?
o9 = ok (1.11)

1.4 Facteur de Gamow

Le facteur de Gamow exp(—+/Ep/E) est lié a la répulsion coulombienne
entre les deux noyaux, et plus précisément a la probabilité de franchir la
barriére de potentiel correspondante par effet tunnel,

P(E) x By(E) = exp (—2 / : /i(r)dr) , (1.12)

R

ou

5(r) = V2 V() — B (1.13)

ou V(r) est le potentiel coulombien répulsif,

e2

V(r) (1.14)

Amegr’

R est le rayon en dessous duquel l'interaction forte peut lier les noyaux, ici
R ~ 4107 m, et 1y la plus courte distance d’approche classique des deux
noyaux (voir figure 1.3),

62

- Areg B

Pour F = 10 keV, on trouve ry = 144 10~ m, soit 7y > R. On assimile alors
la borne inférieure de 'intégrale apparaissant dans I’équation (1.12) a 0, et

ro (1.15)
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r

FiG. 1.3 — Schéma de 'effet tunnel.

on écrit’
o
Py(E) ~ exp (—2/ /{(r)dr) (1.16)
0
[ "1 e?
= —2 —1/2 —F |d 1.17
P o h 'u(471'607’ ) " (1.17)
V8uUE b
= exp —M/ -1 da:) (1.18)
h o Vo
Ep
_ _|EB 1.19
exp Z ) (1.19)
avec
e\’
Eg=2(—7-+ 1.20
=2 (1) (1.20)
= 2%’ uc?, (1.21)

ol on a fait apparaitre la constante de structure fine

_ ] (1.22)
a= dreghe — 1377 '

et I'énergie puc* = 1.125GeV. D’ou finalement Ep = 1.18 MeV.

!La prise en compte du rapport R/rg fini conduit & la multiplication de 'expres-
sion (1.19) par un facteur numérique appréciable — de 'ordre de 10 ici —, mais quasi-
indépendant de E, et qui est en fait pris en compte dans le facteur nucléaire S(F).
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F1G. 1.4 — Facteur nucléaire pour la réaction DT

Le calcul qui préceéde n’a de sens qu’a basse énergie. il montre que, méme
si E est inférieur au sommet de la barriére de potentiel (de I’ordre de 400 keV),
le taux de réaction ne s’annule pas.

1.5 Facteur nucléaire

Le facteur nucléaire S(F) correspond a ce qui reste de o(F) apreés facto-
risation de 1/F et du facteur de Gamow. Il varie ici (dans le cas du DT) rela-
tivement peu avec I’énergie, malgré la présence d’une résonance vers 50 keV
lide a existence d’un état excité du composant intermédiaire qu’est *He. Le
facteur nucléaire est de la forme (forme de Breit-Wigner)

1
(E — Ep)? +1%/4

Spr(E) « (1.23)

avec Fr ~ 50keV et I' ~ 107keV. Notons quand méme que S(E) varie
sensiblement moins que le facteur de Gamow.

1.6 Taux thermonucléaire

On considére maintenant un systéme a 1’équilibre thermodynamique. Le
nombre de réactions par unité de temps et de volume se calcule en moyennant
le résultat précédemment obtenu,

N =npnr <o(v)v >, (1.24)
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la moyenne < ... > devant étre faite sur les deux espéces de particules. A la
température 7', la fonction de distribution de chacune des espéces est donnée

par
m; 3/2 m~v-2
i i) — - - L y 125
f (V ) (27Tl€BT) P ( 2k’BT> ( )

ou f;(v;) est normalisée a 1, c’est-a-dire

/fi(Vz‘)de‘ = 1. (1.26)

En introduisant le vitesse relative v = vp—vr et la vitesse du centre de masse
V = (mpvp +mrvr)/(mp+ mr), ainsi que la masse totale M = mp + mr,
on transforme

< 0Uv >= /0’1} fD(VD>fT<VT) dvpdvry (127)

en

<ov>= /crv f(v)dv (1.28)

aprés avoir remarqué que le jacobien de la transformation des variables
(vp,vr) aux variables (v, V) était égal a l'unité et aprés avoir intégré sur
dV. La fonction de distribution f(v) qui apparait dans (1.28) est la fonction
de distribution de la vitesse relative v.

Les fonctions o(v) et f(v) étant isotropes, on peut passer en coordonnées
sphériques, intégrer sur les angles, et transformer (1.28) en une intégrale
simple sur dv

< ov>= 47?/ ov f(v) v* dv, (1.29)
0

puis sur dF
8t [
< ov >:—2/ of EdE. (1.30)
K= Jo

En explicitant alors la forme de f(v) en fonction de E,

3/2
_(H £
f= (2ﬂk3T> P (_ kBT) ’ (1.31)

et la forme (1.8) de o(E), on aboutit a

s\2 1 o0 Ez E
(=) — E 22— = |aE. (1.32
v (Wu) (kBT)3/2/O S(E) exp ( E kT d (1.32)
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Tandis que S(F) varie peu avec I’énergie, chacun des deux termes exponen-
tiels varie fortement. On définit

Ep E
E)y=\—+—. 1.
o(B) =\ 22+ 7 (1.3
Cette fonction g est minimum pour
Ep(kgT)2]"?
Eq = [M] . (1.34)
4
On a alors .
Eg) = =5, 1.35
9(Ec) kipT ( )
On développe alors g(F) au voisinage de Fg jusqu’a I'ordre 2,
() = g(Ee) + (E 20 (1.36)
avec A
A = —(EgkgT)"? 1.37
\/g( cksT) (1.37)
On approxime alors
| steyew-ge)de
0
3Eq\ [~ E - Eg\’
~ S(E e dE
S(Eq) exp( k‘BT)/o exp ( AJ2 ) (1.38)

La prise en compte de la variation de S(FE) conduit, & 'ordre le plus bas, a
remplacer S(Eg) par S(Eg + 2kgT) dans cette expression.

Le maximum de la fonction exp [—g(FE)] correspond a ce qu’on appelle le
pic de Gamow, d’autant plus marqué que la température est basse, puisque
A/Eq se comporte comme T/,

Pour kgT = 10keV, compte tenu de EFg = 1.18 MeV, on a E; = 31keV
et A = 41keV. Le pic de Gamow se situe alors a environ 3 kg7, c’est-a-dire
deux fois I’énergie moyenne des particules, et sa demi-largeur, A/2 ~ 20 keV,
vaut environ 2 kgT.
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(unités arbitraires)

Fi1G. 1.5 — Pic de Gamow pour la réaction DT & 10 keV

1.7 Comparaison des différentes réactions

D+T—>n+He

o o o
IN o)) o

o
(N}

13

Si maintenant on calcule le taux de réaction a toute température et pour
différentes réactions de fusion, on peut tracer < ov > en fonction de la
température et comparer différents couples de réactifs (voir figure 1.6). Ainsi

le taux de réaction pour la réaction DT, de l'ordre de 107!¢ cm

F1G. 1.6 — Taux de réaction pour différents couples.
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kT = 10 keV, frole 1071 cm3s™! pour kgT = 60 keV, température pour
laquelle il est maximum.

On peut aussi constater sur la figure 1.6 que toutes les autres réactions
de fusion ont des taux de réactions sensiblement inférieurs dans la gamme de
température 10-100 keV.

1.8 Critéres de fonctionnement d’un réacteur a
fusion

On en vient maintenant aux critéres de fonctionnement d’un réacteur a
fusion. Il en existe différentes formes, plus ou moins pertinentes suivant les
cas. La premiére personne a avoir établi un critére de ce type est John Lawson
en 1957. Son nom est souvent associé a ces critéres, méme s’il ne s’agit pas
toujours de la formeoriginale.

On convient d’abord de désigner par 7 le temps caractéristique de confi-
nement de I'énergie dans le réacteur considéré. On compare alors 1’énergie
thermique des particules par unité de volume,

Eth = ?)leBT, (139)

ol on a tenu compte a la fois de ’énergie des ions et de celle des électrons
(ne = n, ot n, est le nombre d’électrons par unité de volume et n = np+ny),
et ’énergie de fusion produite pendant le temps 7 dans le méme volume unité,

1
Efusion = 5 n® < ov > Qr. (1.40)

Ici on a supposé un mélange équimolaire (np = np = %n), et Q = 17,59 MeV
désigne I’énergie libérée par chaque réaction de fusion. Notons qu’on a négligé
dans (1.40) 'appauvrissement du combustible du fait des réactions de fusion
elles-mémes. Nous reviendrons sur ce point ultérieurement.

Le critére le plus élémentaire consiste & demander que I'énergie de fusion
produite dépasse I'énergie thermique initiale, soit Epysion > Ly, ce qui se

rameéne a 19 kT
nr > —25-_ (1.41)
<ov>Q

Le membre de droite de (1.41), que I'on désigne par n7 itique, €st une fonction
de la température qui est minimum pour 7" ~ 25 keV, et qui prend alors la
valeur

NTorit, min = 310 m™3s. (1.42)
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Fi1G. 1.7 — Breakeven et critére de Lawson pour la réaction DT.

La condition n7T > N7eitigue correspond au “breakeven” (seuil de rentabilité).
Le critére de Lawson correspond a

n(Efusion + Eth) > Eth, (143)

ol Efysion + Ey, Teprésente I'énergie totale disponible apres les réactions de
fusion et n est un rendement de conversion. Le choix n = % fait par Lawson

conduit a
24 k5T

<ov>Q

La figure 1.7 montre le breakeven et le critére de Lawson pour la réaction
DTR en fonction de la température.

nr > (1.44)

Diverses variantes du critére peuvent étre obtenues
- en tenant compte de rendements de différentes natures,
- en distinguant dans I’énergie de fusion la part emportée par les particules
alpha, % par réaction, et la part emportée par les neutrons, %Q,
- en tenant compte de sources auxiliaires d’énergie,

- en explicitant les pertes par rayonnement du plasma.

Considérons par exemple la situation d’équilibre décrite par I’équation

suivante,
1 Ey,
— 4 fusion Pez = . 1.45
5 pusion T Fear = — (1.45)
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Cette équation traduit I’équilibre du plasma d’un réacteur a confinement ma-
gnétique sous 'effet du chauffage par les particules alpha (chargées, elles res-
tent confinées dans le réacteur, tandis que les neutrons, insensibles au champ
magnétique, s’échappent), du chauffage par une source extérieure fournissant
une puissance P.,; et des pertes caractérisées par le temps 7. L’efficacité de
la machine est caractérisée par un facteur ¢, défini comme le rapport entre
I’énergie de fusion produite et ’énergie fournie par la source extérieure,

Pfusz'on
= —— 1.46
1 Pe:vt ( )

L’équilibre ainsi défini correspond a
12 kgT

DD (1.47)

nrT =

Une attention particuliére doit étre portée aux pertes par rayonnement.
Elles sont principalement dues au rayonnement de freinage des électrons dans
le champ coulombien des ions, de charge Z (pour le deutérium et le tritium,
Z =1, mais on donne ici la formule générale pour pouvoir apprécier le role
néfaste d’éventuelles impuretés de Z élevé). La puissance rayonnée par unité

de volume vaut
P,y = C.Z%n*(kpT)"/?, (1.48)

avec C, =~ 3,351072! keVY/2m®s~!, quand kgT est exprimé en keV, P,,, en
keV'/2m=35~1, et n en m~3. Ce résultat s’applique dans le cas de plasmas
“optiquement minces”, c’est-a-dire tels que les photons émis ne sont pas ré-
absorbés avant de s’échapper du plasma, comme dans le cas des réacteurs a
confinement magnétique.

La prise en compte du rayonnement impose une limite supérieure au
temps de confinement. En effet, si le rayonnement était la seule source de
pertes, on aurait (toujours pour un plasma optiquement mince) un temps
caractéristique de pertes donné par

3(kpT)"/?

v (1.49)

NTray =
En prenant en compte les autres sources de pertes, on a nécessairement 7 <
Tray- BN raisonnant sur les taux de pertes, et en séparant la partie due au
rayonnement et la partie due aux autres sources de pertes, c’est-a-dire en

écrivant 1 1 1
- = + — (1.50)
-

/ Y
Tray T
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F1G. 1.8 — Breakeven, critére de Lawson et ignition.

on peut mettre la condition d’équilibre sous la forme

12 kT
nr' = b (1.51)

(+1) <ov>Q—4C, (kT2

La valeur correspondant a ¢ = oo est représentée sur la figure 1.8, ainsi que
deux des critéres vus précédemment. La valeur ¢ = oo correspond au critére
d’ignition (c’est-a-dire d’allumage), le réacteur fonctionnant sans apport ex-
térieur (P.,; = 0). Notons que I'ignition implique une température minimale,

Tonin = 4.3keV, (1.52)
puisqu’on doit avoir
<ov>>20 Cr% (1.53)
soit
<ov>>3,8107% (kgT)"?, (1.54)

3q—1

ou kgT est exprimé en keV et ov en m°s™".



18 CHAPITRE 1. FUSION THERMONUCLEAIRE

1.9 Critére sur n7T

Les physiciens du confinement magnétique utilisent maintenant des cri-
téres sur le produit n7T, en fait équivalents aux critéres précédents. Ainsi le
dernier critére vu devient

12 (kgT)?
nt' kT = (ksT) : (1.55)
(é + l) <ov>Q—4C,.(kgT)'/?
q
le membre de droite pouvant étre approximé pour ¢ = oo par 3.310%

m 3 s keV dans une assez large gamme de température (10 < kT < 20keV).

1.10 Fraction briilée et gain

Dans I'établissement de ces critéres, on ne s’est pas préoccupé de I'ap-
pauvrissement du combustible : la fraction briilée est en fait faible quand on
est au voisinage de N7, iique. Estimons en effet la fraction brilée en fonction
du temps écoulé. L’appauvrissement du combustible est décrit par I’équation

dnp _ dnr
dt — dt

dont la solution est

= —npnr < oV >= —n}H < oV >, (1.56)

24 ny <ov>t
oll ng = npg + Nro = 2npo est la densité initiale de noyaux. D’ou la fraction
bralée

(1.57)

np

F=1 np  ng<ov>t
n npo  2+4mng<ov>t
Ainsi, la moitié du combustible est briillée au bout du temps de fusion

(1.58)

2 (1.59)
Tfus — 5 .
! ny < ov >
et on peut réécrire (1.58) sous la forme
t
= ) 1.60
/ Trus T 1 ( )

Si on reprend le premier critére que nous avions établi, en nous placant
au seuil, c’est-a-dire pour 7 = Tgpitique avec

12 kT

ot (1.61)

NoTeritique =
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on voit que la fraction brilée au bout du temps 7e itigue st égale a

critique critique k T
Teritique , Teritique _ g 26 (1.62)

Tfus + Teritique Tfus Q

A kT = 10keV, cette fraction briilée vaut 6 x 10/(17,5910%) ~ 3,41073.

Le gain GG est défini comme le rapport

Efusion Q
G = = ) 1.63
Euy, / 6 kgT ( )

Il vaut 1 pour 7 = Tepitique- A l'inverse, au bout d’un temps infini, le gain
maximum est donné (pour f=1) par

Q@
6kpT’

soit environ G, = 300 pour kgT = 10keV.

Goas = (1.64)

1.11 Les deux voies de la fusion

Dans tout ce qui précéde on a évoqué des conditions de plasmas qui
correspondent & des températures trés élevées, de 'ordre de la centaine de

F1G. 1.9 — Vue schématique en écorché du tokamak JET.
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F1G. 1.10 — Vue en écorché du projet Mégajoule.

millions de kelvins. A ces températures, aucun récipient matériel ne peut
contenir le plasma, et se pose donc le probléme de son confinement.

Il existe principalement deux voies pour réaliser ce confinement. La pre-
miére voie, dénommeée confinement magnétique, fait appel au champ magné-
tique, et tire partie du fait que les noyaux de deutérium et de tritium sont
des particules chargées dont les trajectoires peuvent étre controlées par des
champs magnétiques appropriés. La configuration la plus prisée est celle des
“tokamaks”, qui présente une géométrie toroidale. Actuellement la machine
la plus performante de ce type est le JET (Joint European Torus), machine
européenne installée en Angleterre prés d’Oxford, et représentée sur la figure
1.9. Le grand projet international ITER (International Thermonuclear Expe-
rimental Reactor) se situe dans la continuité des machines précédentes. Les
plasmas de fusion par confinement magnétique sont peu denses (de 'ordre
de 10 m~3), et le temps de confinement (temps caratéristique li¢ au taux de
perte d’énergie) est de 'ordre de la seconde (méme si la durée des décharges
peut étre beaucoup plus longue).

La deuxiéme voie porte le nom de confinement inertiel, mais en réalité
cette voie se passe de confinement : on compte sur 'inertie du combustible
pour lui laisser un temps suffisant pour briler avant sa dislocation. Le com-
bustible est initialement froid et contenu dans un bille de taille millimétrique.
Il est alors a la fois chauffé et comprimé pour des raisons que I'on verra plus
loin, avant le déclenchement des réactions de fusion et la dislocation de ’en-
semble. Les densités atteintes au moment du déclenchement des réactions
de fusion sont de I'ordre de 103! m~3, tandis que le temps de dislocation du
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combustible est de l'ordre de la dizaine de picosecondes. Pour chauffer et
comprimer la bille de combustible, on doit faire appel a une source d’énergie
trés puissante, et capable d’étre focalisée sur une faible surface. Actuellement
les lasers de puissance sont les plus & méme de remplir ce cahier des charges.
Deux grands projets sont en cours de construction, le projet américain NIF
(National Ignition Facility) et le projet frangais Mégajoule, situé a Bordeaux,
dont la figure 1.10 donne une vue en écorché, finalement assez semblable a
celles procurées par les machines a confinement magnétique, dans son aspect
et ses dimensions totales (si la cible est millimétrique, l'installation totale,
hall laser compris, dépasse les 300 meétres dans sa plus grande dimension).
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Chapitre 2

Physique des plasmas
thermonucléaires

2.1 Qu’est-ce qu’un plasma?

Un plasma peut étre défini comme tout systéme physique contenant des
particules chargées, électrons libres et ions, en proportion suffisante pour que
le comportement du systéme présente un caractére collectif di aux interac-
tions électromagnétiques.

Le comportement collectif du plasma peut étre associé au fait qu'une
particule donnée est en interaction avec I’ensemble des autres particules (et
pas seulement avec les particules les plus proches comme dans le cas d'un
gaz ou d’un liquide). Ce comportement est essentiellement di au caractére
longue-portée des forces d’interaction coulombiennes. Soit V' (r) le potentiel
coulombien entre deux particules de charges ¢; et ¢o,

142
Vir) =
(r) dregr’

(2.1)

ot r est la distance entre les deux particules. Calculons I’énergie d’interaction
dW d’un électron particulier avec les électrons situés a la distance r, a dr

pres,

e2ner

dWee =

dr, (2.2)

€0

ot n. est la densité électronique supposée homogéne. On constate que cette
quantité diverge quand r tend vers l'infini, et qu’a fortior: I’énergie d’inter-
action d’un électron avec ’ensemble des autres électrons diverge. C’est I'une

23



24 CHAPITRE 2. PHYSIQUE DES PLASMAS THERMONUCLEAIRES

des manifestations du caractére longue portée des forces d’interaction. Si ce-
pendant on tient compte également de 1’énergie d’interaction de 1'électron
considéré avec les ions, le terme correspondant dWW,; compense exactement
dW,. si la neutralité électrique est vérifiée, c’est-a-dire si n, = Zn;, ou Z est
la charge électrique de chaque ion et n; la densité ionique. Ainsi, a tout écart
a la neutralité électrique correspond une énergie électrostatique qui croit ra-
pidement avec la taille de la zone concernée. En régle générale, un plasma
est quasi-neutre a 1’échelle macroscopique, c’est-a-dire qu’il y a approxima-
tivement autant de charges positives que de charges négatives, tandis que la
quasineutralité peut éventuellement étre violée a courte échelle.

Le terme plasma recouvre en fait des systémes physiques trés variés, sui-
vant la densité de particules et la température. Le type de physique mis en jeu
dépend évidemment du type de plasma étudié. Disons simplement que jusque
vers les années 1950 I'étude des plasmas de laboratoire était limitée a celle
des décharges dans les gaz. On avait alors affaire & des plasmas partiellement
ionisés, ol une proportion importante des atomes ou molécules constituant
le gaz restait a I’état de particules neutres. De nombreuses contributions a la
compréhension des phénomeénes de base de la physique des plasmas venaient
également des astrophysiciens et des géophysiciens. L’essor de la physique des
plasmas actuelle date plutot des années 1950, et du développement des re-
cherches sur la fusion thermonucléaire controlée. Les plasmas mis en jeu sont
en général complétement ionisés, au sens ot pratiquement tous les atomes ont
perdu au moins un électron, éventuellement plusieurs (on parle alors d’ions
multichargés).

2.2 Paramétre de couplage

Les solides, les liquides et les gaz neutres se distinguent par la valeur
respective de ’énergie cinétique moyenne par particule, K = 3kgT/2, et
de I'énergie potentielle d’interaction moyenne par particule, V. Le gaz dilué
correspond & K >V (V/K = 0 pour un gaz parfait) tandis que le liquide et
le solide correspondent & K < V. De la méme fagon, dans le cas d’'un plasma
complétement ionisé auquel on se restreint dans ce paragraphe, on distingue
les plasmas cinétiques pour lesquels K > V et les plasmas corrélés pour
lesquels K < V. Pour estimer 1’énergie potentielle d’interaction moyenne
par particule, on considére une particule et son plus proche voisin, situé en
moyenne & une distance de I'ordre de a = n~'/3. Ainsi, entre un électron et
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son plus proche voisin de méme nature, on définit

2

e
Ve(ae) = ; 2.3
(e) yr— (2.3)
ou a, = ngl/?’, et le parametre de couplage
Ve(ae §
r, = vele) e (2.4)
k’BT 47T€06Lek?BT
Numériquement on peut écrire (2.4) sous la forme suivante :
ne(m—3) V3
[ee >~ 144 . 2.5
5] T 2
De méme entre un ion et son plus proche voisin de méme nature
Z2e?
Vi(a;) = ; 2.6
(a;) Treca, (2.6)
ou a; = ni_l/?’, et
‘/i i ZQ 2
r, = Vi) ‘ (2.7)

kpT  4meqaikpT’

avec I';; = Z°/3T,.. Ainsi le domaine des plasmas cinétiques correspond a
[' < 1 (forte température et densité modérée) et le domaine des plasmas
corrélés a I 2 1.

Les plasmas de fusion par confinement magnétique et dans une assez
large mesure les plasmas de fusion par confinement inertiel se classent dans
la catégorie des plasmas cinétiques.

2.3 Fréquences plasmas électroniques et ioniques

La fréquence plasma électronique (en réalité il s’agit d’une pulsation) joue
un role essentiel dans les perturbations de nature électrostatique aussi bien
que dans les perturbations de nature électromagnétique, en particulier dans le
calcul de lI'indice de réfraction d’un plasma. Une facon simple de trouver son
expression consiste & considérer un plasma mono-dimensionnel initialement
homogeéne et neutre (n. = Zn;) et a le perturber de facon a ce que, a un ins-
tant £ > 0 donné, les électrons initialement situés en x( se trouvent déplacés
d’une quantité £(xo,t), tandis que les ions restent immobiles. Le champ élec-
trique qui résulte de cette séparation de charges tend a ramener les électrons
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vers leur position d’équilibre. Par ailleurs l'inertie des ions est telle que leur
mouvement peut étre négligé. En intégrant 1’équation de Poisson entre —oo
et x = zo + &, on obtient, en supposant que les tranches d’électrons restent
ordonnées comme dans la condition initiale, ¢’est-a-dire que 0x/dzq > 0,

Ne€

E(z,t) = —¢. (2.8)

€0

Si on néglige la dispersion des vitesses des électrons et les forces de frottement
(cette deuxiéme hypothése est légitime dans le cas des plasmas cinétiques),
I’équation du mouvement des électrons considérés s’écrit alors

d*¢ e

— = ——F=—-wl¢, 2.9
dt2 Me peg ( )
ol wye est donc la fréquence d’oscillation naturelle des électrons, appelée
fréquence plasma électronique, et définie par

9 nee
= ) 2.10
“pe M€ ( )

Numériquement, on a
Wpe(57Y) = 56.4nl/%(m~?), (2.11)

On verra plus loin que la fréquence plasma électronique joue également
un role important dans la détermination de la susceptibilité diélectrique d’un
plasma et dans le calcul de son indice de réfraction.

On définit de méme la fréquence plasma ionique w,; par

9 n; Z%*  Zm.
wpi = =

2 2 2.12
m;€o m; wpe << wpe ( )

La fréquence plasma ionique ne joue cependant pas un role équivalent a la
fréquence plasma électronique, dans la mesure ou il y a peu de situations
ol lI'on peut considérer le mouvement des ions indépendamment de celui des
électrons.

2.4 Longueur de Debye et effet d’écran

Introduisons tout d’abord la vitesse thermique des particules de I'espéce

T 1/2
vy = (kB J) . (2.13)

m;

Js
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Dans cette expression T; caractérise la "température" de I'espéce j. On verra
plus loin que, hors équilibre thermodynamique, on peut effectivement définir
des températures différentes pour les différentes espéces de particules.

La longueur de Debye est la distance parcourue par un électron de vitesse
vt pendant le temps t = w_ !, soit

pe
. kepT. 1/2
Ap = St (60 5 ) , (2.14)
Wpe Ne€
ou encore, numériquement,
Ap(m) = 7.43 x 10° TH?(eV) n Y3 (m™3). (2.15)

La longueur de Debye est aussi la distance caractéristique d’écrantage des
phénomeénes électrostatiques dans les plasmas. Pour illustrer cette affirma-
tion, on considére le modéle suivant : soit une charge électrique ¢ située a
I'origine des coordonnées, dans un plasma ou les ions constituent un fond
continu homogéne, tandis que les électrons sont en équilibre de Boltzmann
avec le potentiel électrostatique ¢. L’équation de Poisson prend alors la forme

Agp = 1 qé(r)JrnioZe—neoeexp( ¢ )] : (2.16)
€0 kT

Pour des particules interagissant faiblement (c’est-a-dire dans un plasma fai-

blement corrélé pour lequel T'y; < 1), on peut développer le terme exp(e¢/kgT,)

a lordre 1 en puissance du petit paramétre e¢/kgT,. En utilisant d’autre part

I’hypothése de neutralité électrique globale, n.o = Zn;y, on obtient

0 q
Ap— ——=——=90 2.17
6= = o) (217
dont la solution est
q T
= —— . 2.18
¢ dmegr exp ( )\D) ( )

Ce résultat montre que la charge est écrantée sur une distance A\p (voir
Fig. 2.1). Pour des distances petites devant la longueur de Debye, le po-
tentiel est celui d’une charge nue, tandis que pour r 2 Ap la décroissance
exponentielle domine le comportement de ¢. L’effet d’écran est dia au fait
que le "fluide" électronique réagit a la présence de la charge ¢. Si ¢ > 0 les
électrons sont attirés par la charge et leur contribution au potentiel vient
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o)

F1G. 2.1 — Potentiel coulombien nu et potentiel écranté en fonction du para-
métre r/A\p.

s’opposer a celui de la charge nue : le potentiel de I'ion est écranté par la dé-
formation du nuage électronique qu’il induit. L’excés d’électrons au voisinage
de I'ion considéré correspond a une densité

ep(r
Ine(r) =~ neo {lj;(ﬂ)} : (2.19)
On vérifie bien entendu que
/ e 6ne(r) dnridr = q, (2.20)
0

ce qui signifie que la charge totale correspondant & cet excés d’électrons
compense exactement la charge q.

Notons ici que le développement du terme exp(e¢/kgT,) que nous avons
utilisé pour passer de (2.16) a (2.17) n’a de sens que si 'argument de 'ex-
ponentielle est petit devant 1 quand r est de I’ordre de Ap. Pour une charge
g correspondant & un ion chargé une fois, la condition peut s’écrire (4 un
facteur 47 prés)

Ny > 1, (2.21)

condition qui caractérise les plasmas faiblement corrélés, au méme titre que
la condition équivalente I',, < 1, puisque

1 1 2/3
r, —— ( ) . (2.22)
At \ neAd,
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2.5 Equations de propagation pour E and B

Pour obtenir les équations de propagation des ondes électromagnétiques
dans un plasma, on part des équations de Maxwell

V-B=0, (2.23)
VXxXE= —%—]?, (loi de Faraday) (2.24)
V-E = é, (équation de Poisson) (2.25)
V x B = py (j + eoaa—Et]) , (loi d’Ampeére) (2.26)

ol p et j sont les densités de charge et de courant.

En prenant le rotationnel de I’équation de Faraday (2.24) et en utilisant
la loi d’Ampére (2.26) on obtient
1 0°E dj
VXVXE+ —-— = —pp—.
TEar T My
Considérons un plasma stationnaire et une onde dont le champ électrique
oscille a la fréquence w, avec

(2.27)

E(r,t) = R[E(r) exp(—iwt)], (2.28)
tandis que le courant électrique créé dans le plasma suit la méme dépendance,
j(r, 1) = RJj(r) exp(—iwt)]. (2.29)

La théorie de la réponse linéaire relie la densité de courant dans le plasma
j(r) au champ électrique E(r) via la susceptibilité diélectrique x(w) (qui est
une quantité scalaire si on se restreint a un plasma froid non magnétisé ou
aux modes électromagnétiques dans un plasma non magnétisé),

j(r) = —iwepx (w)E(r). (2.30)
On définit de méme la fonction diélectrique
€(w) =1+ x(w). (2.31)

Alors 'équation (2.27) prend la forme

2

AE - V(V-E)+ “C’—Qe(w)E —0, (2.32)
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ou on a utilisé I’égalité
VxVxE=V(V-E)—-AE. (2.33)

En prenant le rotationnel de 1’équation d’Ampére (2.26) et en utilisant la
loi de Faraday (2.24), on obtient une équation similaire pour le champ ma-

gnétique,
2

1
AB+-Vex V x B+ —eB =0, (2.34)
€ C

ol on a utilisée V-B = 0.

2.6 Reéponse diélectrique d’un plasma “froid”
non-collisionnel

Le cas le plus simple correspond a I’approximation d’un plasma, froid non-
collisionnel (pour lequel on peut négliger les termes de pression et les termes
collisionnels) et non-magnétisé. On écrit d’abord 1’équation du mouvement
des particules de ’espéce j dans le cadre de cette approximation,

Vs :

% -+ (Vj . V)Vj = %(E + Vj X B) (235)
Ici v,(r,t) est la vitesse moyenne des particules de I'espéce j au point r et
a U'intant ¢. Dans le membre de gauche apparait la dérivée lagrangienne [ou
dérivée “en suivant le mouvement”, 9/0t + (v; - V)| de la vitesse v;. Dans
le cadre de la théorie de la réponse linéaire, le terme en v; x B et la diffé-
rence entre dérivée lagangienne et dérivée eulérienne (c’est-a-dire la dérivée
partielle dv;/0t) sont d’ordre deux, si bien que 'équation du mouvement se
simplifie et il reste

% - :TJJE (2.36)
La recherche d'une solution de la forme
v;(r,t) = R[v;(r) exp(—iwt)], (2.37)
conduit a
v,(r) = —%j(:) (2.38)

La susceptibilité diélectrique x; des particules de I'espéce j est reliée a la
densité de courant correspondante j; = n;q;v; par

jj = —wegx;(w)E, (2.39)
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avec

w2

xi(w) = -2 (2.40)

w2’
ot I'on retrouve la fréquence plasma électronique wy, et la fréquence plasma
ionique wy,; définies au paragraphe 2.3. Comme wy; < wp, la réponse diélec-

trique totale du plasma est essentiellement due aux électrons, avec
W2

— ~ _ _ _pe
X = Xe+ Xi ¥ Xe = 5 (2.41)

Finalement, on écrit pour la fonction diélectrique du plasma froid :
2

we
fw)=1+xyx~1- pr. (2.42)

2.7 Ondes électromagnétiques

On se concentre maintenant sur les ondes électromagnétiques. En plasma
homogéne celles-ci correspondent & V - E = 0, si bien que I’équation de
propagation (2.32) devient simplement?

w2
AE + “e(w)E = 0. (2.43)
C

On cherche des solutions de la forme E(r) = Eexp(ik - r). Les ondes
électromagnétiques correspondent alors 4 k - E = 0, et I’équation (2.43)
conduit a la relation w

k= ZN(w), (2.44)

ou N(w) = y/€(w) est I'indice optique du plasma. En utilisant la réponse
diélectrique (2.42) établie précédemment, on a

w? = w2, + k. (2.45)

Ces équations constituent différentes formes de la relation de dispersion des
ondes électromagnétiques dans un plasma. La courbe donnant w en fonction
du nombre d’onde k est représentée sur la figure 2.2.

Le nombre d’onde k est réel si et seulement si e(w) > 0, ce qui implique
W > Wpe, Cest-a-dire n, < n.(w), ou n.(w) est la densité critique associée a
la fréquence w,

Mecow?

ne(w) = (2.46)

e2

!dans un plasma homogéne, B satisfait la méme équation (2.43) que E.
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F1G. 2.2 — Relation de dispersion des ondes électromagnétiques. En pointillés,
la relation de dispersion dans le vide, w = kc.

Il peut étre utile d’exprimer la densité critique en fonction de la longueur
d’onde du rayonnement électromagnétique dans le vide, soit

A1%m,
f=—, 2.47
" o2 A2 ( )
ou encore, numériquement,
ne(m=?) = 1.1 x 10" .2, (2.48)

ou A\, est la longueur d’onde exprimée en microns.

Notons encore que la fonction diélectrique peut également étre exprimée
en fonction du rapport n./n.,

ew)=1- Z— (2.49)

A partir de la relation de dispersion (2.45) on calcule la vitesse de phase

de I'onde,
2 —-1/2
U¢ = % =C (]_ — wpe) s (250)

w?

et la vitesse de groupe,

P w2e 1/2
vg:—w:c<1— ”) . (2.51)
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On vérifie bien que la vitesse de groupe v, reste inférieure a la vitesse de la
lumiére c. La vitesse de phase vy, quant a elle, est supérieure a la vitesse de
la lumiére, avec vyv4s = 2.

Ainsi une onde électromagnétique de fréquence w ne peut se propager
dans un plasma que si la densité électronique de celui-ci est inférieure a la
densité critique n.(w). Dans le cas contraire, le nombre d’onde % devient
imaginaire pur, ce qui corespond & une onde évanescente,

(w2, —w?) 2. (2.52)

pe

k=

o | .

A la limite basse-fréquence, w < wy,, et on a k ~ iw,./c. On appelle longueur
de peau ou épaisseur de peau la distance sur laquelle le champ électrique est
réduit dans le facteur 1/e, soit

lpeau = i (253)

Wpe

Pour terminer ce paragraphe, on peut remarquer qu’il est possible de
s’affranchir de I'hypothése plasma “froid” dans le cas des ondes électroma-
gnétiques. Ecrivons tout d’abord 1’équation du mouvement des particules de
I'espéce j en incluant le terme correspondant & la force de pression?,

q; 1
Vv, = X (E - x B) —
ot vy Vi mj( +v; x B) n;jm,;

o,

VP, (2.54)

Ecrivons ensuite le gradient de la pression des particules de I'espéce j dans
le cadre de I'approximation adiabatique, P; o n}j, soit
VP; = v;kpT;Vn,. (2.55)
L’équation du mouvement linéarisée devient
i _ 4

kgT;
ot m; N;oM;

Vnﬂ, (256)

oll njp et nj; représentent respectivement la densité non perturbée et la per-
turbation de densité des particules de I'espéce j. La perturbation n;; peut
étre reliée a la vitesse fluide v; grace a I'équation de continuité,
on,;
J —
ot +V- (TLjVj) = 0, (257)
2en toute rigueur le terme de force de pression a la forme de la divergence d’un tenseur
d’ordre deux, appelé tenseur de pression, et ne se réduit au gradient d’un scalaire que

dans le cas oul le tenseur est proportionnel au tenseur identité, ce que nous supposons
implicitement ici.
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qui, linéarisée, s’écrit

onj

ot

Pour une onde électromagnétique en plasma homogéne, V - E = 0 implique
V-v; = 0 et donc nj; = 0. L’onde électromagnétique se propage sans pertur-
bation de la densité des espéces, et donc sans apparition de densité de charges
(on a affaire & des plans de charges oscillant parallélement a4 eux-mémes), si
bien que le terme correctif di & la pression, apparaissant dans 1’équation
(2.56), s’annule. Ainsi, pour les ondes électromagnétiques, la prise en compte
de la dispersion des vitesses des particules et donc de la pression ne modifie
pas le résultat de la théorie utilisant 'approximation plasma froid.

== —(V . ’I’LjQVj). (258)

2.8 Ondes plasmas électroniques : corrections
thermiques

Les ondes électrostatiques correspondent & V x E = 0. L’équation (2.32)
conduit alors simplement a ¢(w) = 0, ce qui, dans le cadre de 'approximation
plasma froid non collisionnel du paragraphe 2.6, donne w = wy,, résultat déja
obtenu au paragraphe 2.3 avec une approche un peu différente. Ainsi dans un
plasma froid les ondes plasma électroniques ont une fréquence bien définie et
ne se propagent pas, car la vitesse de groupe dw/0k y est nulle.

Au contraire des ondes électromagnétiques, les ondes électrostatiques cor-
respondent & des ondes de densité de charges. En utilisant I'équation de
continuité linéarisée (2.58) et un champ électrique de la forme

E(r,t) = REexpi(k - r — wt)], (2.59)

on obtient la relation entre la perturbation de densité n;; et la perturbation
de vitesse v; de chaque espece,

k'Vj

nj1 = Njo (2.60)

Si on prend en compte les termes de pression dans le calcul des ondes
électrostatiques, plusieurs effets apparaissent. Tout d’abord la fréquence des
ondes plasmas électroniques est modifiée pour kAp > 0 et ces ondes de-
viennent dispersives (w dépend maintenant de k) et se propagent a une vi-
tesse finie. D’autre part un nouveau mode d’oscillations apparait, correspon-
dant aux modes acoustiques ioniques ou modes sonores. Enfin, aussi bien
les ondes plasmas électroniques que les ondes acoustiques ioniques subissent
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un amortissement d’origine non collisionnelle, découvert par Landau. Dans
ce paragraphe, on s’intéresse uniquement a la correction de la relation de
dispersion des ondes plasmas électroniques.

Reprenons donc I'équation du mouvement des particules de 1’espéce j
[Eq. (2.56)], dérivons-la par rapport au temps, et utilisons I’équation de
continuité (2.58) pour éliminer la perturbation de densité au profit de la
divergence de la vitesse. On obtient

@ZV]- q; oE

1
_ 2
6152 — mj E + vjvtjn—jOV(V . nj()Vj). (2.61)

A nouveau on se restreint a un plasma homogéne et on considére un champ
électrique de la forme (2.59). Pour les modes électrostatiques on a k || E et
on déduit facilement de I’équation (2.61) la susceptibilité diélectrique longi-
tudinale des particules de ’espéce j,

w2

P (2.62)

(k) =~
al w? — ’yjk%fj

Pour les modes plasmas électroniques la contribution des ions peut étre né-
gligée et la relation de dispersion devient

2

(W, k) = 1 e (2.63)
k) =1 - g =0 '
ou

w? = w2, + ek vy, (2.64)

Reste a préciser la valeur du coefficient 7.. En ce qui concerne les modes
plasmas électroniques, les électrons suivent une loi adiabatique avec v, = 3,
correspondant a la prise en compte du seul degré de liberté associé a la
direction du vecteur d’onde k, et on arrive a la relation

w? = w2, + 3kvp.. (2.65)

La figure 2.3 représente la relation de dispersion des ondes plasmas électro-
niques.

Cette valeur v, = 3 peut étre justifiée par la théorie cinétique des ondes
plasmas (c’est-a-dire la théorie permettant de décrire les évolutions des fonc-
tions de distributions en position et en vitesse des particules), qui de surcroit
spécifie les conditions de validité de I'hypothése adiabatique. Cette condition
est

kEAp < 1. (2.66)



36 CHAPITRE 2. PHYSIQUE DES PLASMAS THERMONUCLEAIRES

15—

0.5 1

O:H"\HH\HH\HH\HH\HH’
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

KA,

F1G. 2.3 — Relation de dispersion des ondes plasmas électroniques. La validité
du calcul est cependant limitée a kAp < 0.3 — 0.4, ce que traduit la partie
de la courbe tracée en pointillés.

D’autre part la possibilité de négliger I’amortissement de Landau évoqué plus
haut correspond a la méme condition. En pratique la relation de dispersion
(2.64) peut étre utilisée dans la plupart des cas jusqu'a kAp < 0.3 — 0.4.
Ainsi la fréquence des ondes plasmas électroniques n’excéde que de peu la
fréquence plasma électronique.

La vitesse de phase vaut

- g ~ Wpe _ Ute

La condition de validité de 'hypothése adiabatique (2.66) s’écrit aussi v, >
Vge, C'est-a-dire que la vitesse de phase de I’'onde doit rester plus grande que
la vitesse de la plupart des particules.

La vitesse de groupe est maintenant différente de 0,

k 2
:;te ~ 3 (kAp)vie. (2.68)

vg =3

Cette vitesse est plus petite que la vitesse thermique des électrons, mais peut
devenir comparable.
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2.9 Ondes acoustiques ioniques

Incluons maintenant la contribution ionique a la fonction diélectrique,

w? w2

€ (ws k) = 1+ Xel + X = 1 = —5— ;:k%f - ;)k?vf (2.69)

L’équation €(w,k) = 0 est du second ordre en w? et posséde donc une

deuxiéme racine qui appartient au domaine des basses fréquences, w < kvye,
pour lequel on peut approximer (2.69) par

2 w2

w .
€||(w, k‘) ~1+ pe_ L =0. (270)
Yek?vE  w? — k2l

Cette racine correspond aux modes acoustiques ioniques, également appelés
modes sonores du plasma. La condition w < kv signifie également que la
vitesse de phase de l'onde est petite devant la vitesse thermique des élec-
trons, et que donc les électrons ont tout le temps de se mettre en équilibre
de Boltzmann avec le potentiel électrostatique de 1’onde. Ceci correspond a
I’hypothése isotherme v, = 1. D’autre part, et 1a on anticipe sur le résultat
final et sur le résultat d’une théorie cinétique, la vitesse de phase de l'onde
acoustique ionique doit rester grande devant la vitesse thermique des ions,
Vg > vy, ce qui justifie la valeur «; = 3. La résolution de (2.70) donne alors

2 k2c? 2 92

ol ¢, est la vitesse acoustique ionique définie par

ZkpT\Y? [ 2T\ "?
Cg :wpiAD = ( ,nf ) = ( T ) Vi - (272)

La vitesse ¢, joue le role d’'une vitesse sonore. A noter qu’elle est définie a
S
partir de la pression électronique et de la masse ionique.

Une premiére simplification consiste a négliger le second terme du membre
de droite de I'équation (2.71), ce qui autorisé par ’hypothése v, > vy; faite
plus haut. Ceci implique

ZT, >T;. (2.73)

La relation de dispersion se simplifie alors,

2.2
2 kcs
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F1G. 2.4 — Relation de dispersion des ondes acoustiques ioniques pour 27T, >
T;.

ce qui, compte tenu de la définition de c,, implique w < wy,.

La figure 2.4 représente la relation de dispersion des ondes acoustiques
ioniques dans la limite Z7T, > T;.

Les vitesses de phase et de groupe s’obtiennent facilement & partir de
I'équation (2.74), soit

Cs
et
vy = & (2.76)

(1 + k2N Y72

Une simplification supplémentaire peut étre faite pour les perturbations
de grande longueur d’onde, kAp < 1. Les équations (2.74)-(2.76) deviennent
alors simplement

w = kes. (2.77)

et
Vg = Uy = Cs. (2.78)

Les ondes acoustiques ioniques correspondent a des oscillations simulta-
nées des deux espéces constituant le plasma, électrons et ions. A partir de
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Fi1G. 2.5 — Comparaison des modulations de la densité ionique et de la densité
électronique pour une onde acoustique ionique correspondant a kAp = 0.5.

I’équation de Poisson et des équations concernant les électrons, on montre
que les perturbations de densité vérifient

Z’I’Lil = (1 + k2)\%)n61. (279)

La figure 2.5 fournit une illustration de ce résultat pour kAp = 0.5.
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Chapitre 3

Confinement 1nertiel

3.1 Introduction

Le confinement inertiel correspond a la deuxiéme voie pour la fusion ther-
monucléaire controlée. Chronologiquement elle est apparue au grand jour en
1972, une quinzaine d’années apreés la voie par confinement magnétique.

En réalité le terme de confinement est ici abusif dans la mesure ot préci-
sément il n’y a pas de confinement du combustible : ¢’est son inertie qui fixe
la durée de son expansion et en pratique la durée de la phase de fusion.

On sait que le combustible doit étre porté & une température thermo-
nucléaire, de I'ordre de 5 & 10 keV. On verra qu’il doit également étre com-
primé. Une source extérieure doit donc fournir I’énergie correspondante. Il
peut s’agir de lasers impulsionnels de haute intensité ou de faisceaux de par-
ticules (en général des ions).

3.2 Le parameétre de confinement pR et le taux
de combustible briulé

On considére donc une sphére de rayon Ry contenant le combustible, porté
a trés haute température. Sous l'effet de sa pression, la sphére se détend
dans le vide environnant. La détente se fait par I'intermédiaire d’une onde

41
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.'T/NO

F1G. 3.1 — Schéma de la densité d’'une sphére se détendant dans le vide, a des
isntants successifs. La courbe en pointillés correspond a la densité initiale.
La température présente une évolution analogue.

de raréfaction qui part du bord de la sphére et qui se propage vers le centre
de la cible a la vitesse du son cg4, en suivant 1’équation

R(t) = RQ - Cst, (31)
oil ¢, = (7P/p)"/%. Pour un gaz parfait monoatomique v = 5/3, tandis que
P kgT
— =9 (3.2)

P mpyr

ol my = 2.5m, (moyenne entre la masse du deutérium et la masse du tri-
tium), et ou le facteur 2 provient de la prise en compte de la pression des
électrons libres. Numériquement, on a

co(m/s) ~ 3.6 10° T4, (3.3)

Le temps de [dé-|confinement est le temps que met 'onde de raréfaction pour
parvenir au centre de la bille, soit

Teonf = RO/Cs- (34)

Il doit étre comparé au temps de fusion, donné par I’équation (1.59), que l'on
rappelle ici pour un mélange équimolaire DT (npy = nre = no/2),

2

_ 3.
ng < ov > (35)

Tfus =
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Le taux de combustible briilé est une fonction du rapport 7., f/7fus, que I'on

peut écrire

con < >R < >
Teonf _ Mo < OV o _ <ov oRo. (3.6)

Tfus 2c, 2mycg

Un calcul élémentaire permet de déterminer approximativement le taux
de combustible bralé. La fraction brulée est donnée par

Nfusion
= 3.7

ou Ny = ngVj est le nombre initial total de noyaux de deutérium et de tritium
contenus dans la sphére de rayon Ry et de volume Vj, et Nyy0n le nombre
total de réactions de fusion.

Pour estimer Nyygion, Oon va faire un certain nombre d’approximations.
Tout d’abord on va considérer que seule la région centrale de la bille, celle qui
n’a pas encore été atteinte par I’onde de raréfaction, est le siége de réactions
de fusion. On considére que les régions qui se détendent ne contribuent pas,
du fait de la chute rapide de la densité et de la température au-dela du
rayon R(t). Ensuite on néglige la variation temporelle de température qui
pourrait résulter des réactions de fusion. Enfin on néglige 'appauvrissement
du combustible, ce qui correspond a la limite f < 1.

On peut alors écrire

deusion - 1 2
T = Zno < 0ov > V(t), (38)

ou V(t) est le volume du cceur siége des réactions de fusion,

v<t):v0(1_ ! )3. (3.9)

Teonf

L’intégration sur le temps (de 0 & 7.0, f) conduit a
L,
Nfuszbn - E Un < ov > Vchonfa (310)

ce qui indique que le temps effectif de réaction est en fait 7.,,r/4 (temps au
bout duquel on peut vérifier que 58 % de la bille s’est détendue dans le vide).

On obtient alors un taux de combustible brilé égal a

Teon < ov > pRoy
f = pRO = (pR(])*?

f_

= = 3.11
4Tfus Smfcs ( )
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FiG. 3.2 — Valeur du paramétre (pRy)*, exprimé en g/cm?, en fonction de la
température, pour la réaction DT, ainsi que pour quelques autres réactions
de fusion. (Note : les auteurs de ce calcul [1] n’ont pas tenu compte du facteur
v =5/3, ce qui induit une petite sous-estimation du résultat.)

ou g
* meS
Ry)* = . 3.12
(oo = 2162 312)
Pour kT = 25 keV, on a < ov >~ 61071 cm?/s, ¢, ~ 1.810% cm /s, et
(pRo)* ~ 10g/cm®. (3.13)

La prise en compte de 'appauvrissement peut se faire via une formule
approchée batie sur le méme principe que la formule (1.60), dans laquelle on
remplace le temps ¢ par le temps effectif de réaction, 7..,s/4, ce qui donne

(3.14)

Diverses approximations ont été faites dans I’établissement des équations
(3.12) et (3.14), mais des calculs numériques plus précis conduisent a un
résultat proche de (3.14), avec une valeur caractéristique un peu plus petite
du parameétre (pRy)*, c’est-a-dire

(pRy)* ~ Tg/cm’, (3.15)

pour des températures initiales de l'ordre 10 keV et au-dela. Ainsi, pour
briler 30 % du combustible, il faut réaliser pRy ~ 3g/cm2.
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3.3 Critére type Lawson

On a vu dans le chapitre 1 que le critére correspondant & un gain G = 1
correspondait & une fraction brilée f = 6 kgT/Q, ce qui, dans le contexte de
la fusion par confinement inertiel, pour laquelle on a aussi f = pRy/(pRo)*,

conduit au critére
kgT

pRO,cm’tique =6 ? (pRO)*u (316)
soit, pour pour kg1 = 25 keV,
1
p}%O7 critique =~ TA~ (PRO)* ~6 10_2 g/cm2. (317)

120

3.4 Nécessité d’une compression

Pour déterminer les paramétres géométriques de la bille de combustible,
on va se fixer deux critéres :
- on veut un taux de combustion de 30 %, ce qui, d’aprés (3.14) et (3.15),
correspond a pRy ~ 3 g/ch;
- on veut limiter I'énergie dégagée a 100 MJ (ce qui correspond & environ
25 kg d’explosif chimique : au-dela, on craint les effets mécaniques liés a
I'explosion). Ceci limite la masse de la bille & 1mg, puisque ’énergie de
fusion dégagée par gramme brilé vaut

17,6 10 x 1,6 107

E usion — = 3,37 1011 J. 3.18
/ 5 x 1,67 10-24 (3.18)

Or on peut écrire la masse M de la bille sous la forme

4
M = ?ﬂpRg’:

4 (pRy)’
3 p2

(3.19)

La densité du combustible qui résulte de ces conditions est donnée par
1/2

4_7T (pRO)3 ’ (320)

3 M

soit p ~ 340g/cm® pour pRy = 3g/cm® et M = 1mg, & comparer avec la

densité qui régne au centre du Soleil, environ 150 g/cm?. Si on compare en
revanche avec la densité du DT solide (soit 0,225 g/cm?), on se rend compte
qu’il faut comprimer jusqu’a 1500 fois le DT solide pour parvenir aux condi-
tions recherchées.
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On en déduit le rayon R,
Ry = —— ~ 90 um, (3.21)

et le temps effectif de réaction,

Teonf RO
=— ~12 . 3.22
L~ g, = 1%5ps (3.22)

De fagon générale la relation Mp? = ¥ (pRy)* montre que, a pRy donné,
plus on souhaite une masse de combustible faible, plus la densité doit étre
élevée.

Estimons maintenant I'énergie qu’il faut apporter au combustible pour le
porter a la température de fonctionnement. Pour les paramétres considérés
(I' = 25keV, Epysion = 100MJ, f = 0,3) le gain G vaut environ 36, et
I’énergie thermique & fournir au combustible vaut

Eth _ Efusion

~ 2,8 MJ. (3.23)

Encore s’agit-il seulement de I’énergie a fournir au combustible. Compte tenu
des rendements de conversion entre I’énergie source (laser ou autre) et I’éner-
gie finalement transmise au ccombustible, on se rend compte qu’il faut dispo-
ser «a la prise» d’une énergie bien supérieure encore, et absolument irréaliste.

La situation serait donc particuliérement compromise sans le concept d’al-
lumage par point chaud, que nous allons aborder maintenant.

3.5 Allumage par point chaud

On peut réduire considérablement I'apport initial d’énergie en utilisant
le concept de «point chaud» et ’énergie des particules alpha produites par
les réactions de fusion. L’idée est la suivante : au lieu de porter tout le
combustible a la température thermonucléaire a 1’aide d’une source d’énergie
extérieure, on se contente de n’y porter qu’une faible partie, constituée par
un point chaud. On utilise alors I’énergie des réactions de fusion libérée dans
ce point chaud pour chauffer les couches voisines. Une onde de combustion
thermonucléaire divergente peut alors envahir toute la cible.

Pour que cela soit possible, il faut que les particules alpha d’énergie
3,5 MeV déposent leur énergie au voisinage de I’endroit ou elles sont apparues.
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Or leur libre parcours moyen collisionnel A (distance au bout de laquelle elles
ont cédé leur énergie par collisions coulombiennes sur les particules chargées
du plasma ambiant de température T et de densité p) est donné par

T(k
A(em) ~ 21072 (78\2 (3.24)
p(g/cm”)
Pour T' = 10keV on trouve
pA>~0,2g/cm’, (3.25)

Par comparaison, le libre parcours moyen des neutrons est sensiblement plus
élevé.

En pratique, il faut que le rayon du point chaud soit de I'ordre de . Ainsi
on peut gagner plusieurs ordres de grandeur sur ’énergie initiale & fournir,
d’autant que porter le point chaud a environ 7keV peut suffire & déclencher
I’allumage. L’énergie nécessaire pour chauffer le point chaud est alors

7 (0,2)°
E oint chaud =~ 27 o ’ MJ 3.26
point chaud 8 X 55 X ( 3 ) (MJ) ( )
~ 2251, (3.27)

tandis que la masse du point chaud est
0,2\°

Mpoint chaud(mg> ~ 1 X ( 3 ) (328)
~3107°. (3.29)

Le bilan énergétique doit également tenir compte de ’énergie nécessaire pour
comprimer le reste du combustible. Celle-ci est au moins égale & I’énergie
interne des électrons dégénérés, soit

Eeompression(kJ) ~ 0,32 x M(mg) x p*/*(g/cm?) (3.30)
~ 15kJ. (3.31)

On voit que le concept de point chaud fait gagner plusieurs ordres de
grandeur sur 1’énergie initiale a investir dans le combustible. Les estimations
qui ont été faites dans cette section correspondent & une situation isochore
(c’est-a-dire on il y a égalité des densités du point chaud et du reste du
combustible). On pourrait de méme se placer dans un régime isobare (égalité
des pressions, avec un point chaud moins dense que le reste du combustible).
Les chiffres seraient différents, mais pas la constatation portant sur l'intérét
du point chaud.
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FiG. 3.3 — Schéma de la densité et de la température en fonction du rayon
d’une cible solide irradiée par un laser arrivant de la droite. Le laser pénétre
jusqu’a la densité critique en déposant une fraction de son énergie. L’énergie
absorbée est transportée vers l'intérieur par conduction thermique. Le front
d’ablation sépare la zone en détente (vers la droite) de la zone sous choc en
mouvement vers la gauche. Le front de choc se propage dans le solide non
encore perturbé.

3.6 La phase d’implosion

Préalablement a I’allumage, la compression du combustible doit étre ob-
tenue par implosion d’une cible de taille millimétrique. Pour arriver & une
bille de combustible de 90 pm comprimée a 1500 fois la densité du DT solide,
il faut par exemple partir d’une bille de DT solide d’environ 1 mm. La com-
pression est due & une pression exercée a la périphérie de la bille. C’est donc
en portant les couches externes de la bille & trés haute température qu’on
peut voir s’exercer cette pression. Pour porter ces couches externes a treés
haute température, on doit fournir une énergie importante dans un temps
correspondant au temps d“'implosion (typiquement de I'ordre de la dizaine
de nanosecondes). Trois sources d’énergie peuvent étre utilisées :

- un rayonnement laser intense ;

- des particules énergétiques (a priori des ions);

- un rayonnement X intense.

Dans le dernier cas, le rayonnement X intense peut lui méme avoir été produit
par l'interaction de I'une des deux premiéres sources avec un convertisseur
(on parle alors d’attaque indirecte).

Précisons la séquence :
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Fi1G. 3.4 — Schéma d’une cible en forme de coquille remplie de DT gazeux.
Une couche de DT solide tapisse l'intérieur de la coquille, dont la partie
extérieure, qui sera ablatée, peut étre constituée de plastique. Les schémas a,
b, et ¢ correspondent respectivement a la cible dans son état initial, pendant

la phase d’implosion, et a la fin de I'implosion, au moment de I'allumage
(d’aprés Clefs CEA n°49, printemps 2004).

- I’énergie est absorbée par les couches extérieures;

- celles-ci sont portées a trés haute température et trés haute pression;

- elles se détendent dans le vide en exercant une pression sur les couches plus
internes ;

- ces couches intermédiaires se mettent elles-mémes en mouvement dans le
sens centripéte (effet fusée) : c’est I'implosion. La frontiére entre les couches
en détente vers le vide et les couches en mouvement centripéte porte le nom
de front d’ablation. Ce front d’ablation progresse lui-méme vers l'intérieur de
la bille, c¢’est-a-dire qu’une méme couche peut successivement étre accélérée
vers l'intérieur puis rattrapée par le front d’ablation et rejoindre la détente.
Enfin les couches en mouvement centripéte sont précédées par un choc qui
les sépare de la partie non perturbée de la bille, et qui progresse également
vers le centre de la bille (voir figure 3.3).

Le mécanisme est entretenu tant que de I’énergie continue a étre absorbée
en périphérie.

La bille peut étre solide, mais des calculs ont montré que 'efficacité de
I'implosion était accrue quand on utilisait des coquilles remplies de DT ga-
zeux (voir figure 3.4). Le rapport d’aspect Ro/ARy, oul Ry est le rayon initial
et ARy I'épaisseur initiale de la coquille est typiquement de I'ordre de 10.
L’augmenter permettrait en théorie d’obtenir un meilleur rendement, mais
mettrait en péril la stabilité et la symétrie de I'implosion. Pour que le DT
soit sous forme liquide ou solide, déposé sur la face interne de la coquille, sa
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cryogénique

cavité en or

F1G. 3.5 — Schéma d’attaque indirecte (d’aprés Clefs CEA n°49, printemps
2004).

température initiale doit étre trés basse, inférieure & 20 K, d’ou la nécessité
d’utiliser la cryogénie pour préparer ces cibles.

3.7 Attaque indirecte

Plutot que d’attaquer directement la cible de combustible avec les fais-
ceaux laser, on peut choisir de convertir ce rayonnement en un rayonnement
secondaire dans le domaine des rayons X. L.’idée est de fabriquer une enceinte
remplie de rayonnement proche de celui d’'un corps noir (de température de
I'ordre de 200 a 300 eV). C’est ce rayonnement x qui attaque alors la cible de
combustible et déclenche 'ablation de ses couches extérieures et 'implosion
des couches internes (voir figure 3.5).

3.8 Allumage rapide

Une variante du concept de fusion par confinement inertiel consiste a
déclencher 'allumage thermonucléaire par un deuxiéme faisceau laser, de
durée trés courte (de I'ordre de la dizaine de picosecondes), censé apporter
son énergie au cceur du combustible, au moment o la compression de la
cible est maximale. ’énergie ainsi déposée sert ’allumettte a ’ensemble de
la cible, en créant le point chaud nécessaire au déclenchement des réactions
de fusion.

Comme il s’agit de fournir une énergie de I'ordre de 100kJ en un temps
limité a environ 10 ps, on doit disposer de lasers de puissance trés importante,
de 'ordre de la dizaine de petawatt (1 PW=10' W). Ce type de performance
est rendu possible par les développements récents de la conception et de la
technologie des lasers de puissance.



Chapitre 4

Hydrodynamique des plasmas
créés par laser

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on traite certains aspects liés a 'hydrodynamique des
plasmas créés par laser et des plasmas de fusion par confinement inertiel.

4.2 L’effet fusée

On s’intéresse tout d’abord a I'accélération centripéte de la coquille conte-
nant le combustible DT. Les couches extérieures de la coquille se détendent
dans le vide environnant tandis que les couches internes sont accélérées en
sens inverse. On parle d’effet fusée par analogie avec ’accélération d’'une fusée
due a I'éjection des gaz de combustion. Pour se ramener au fonctionnement
d’une fusée, on doit faire un certain nombre de simplifications :

- on néglige la pression interne de la cavité englobée par la coquille;

- on suppose que les couches internes sont accélérées de fagon uniforme (c’est-
a-dire qu’on suppose que le choc a traversé dans un temps trés court toute
la coquille et que la mise en vitesse des couches internes est uniforme);

- on se place en géométrie plane;

- on suppose que le plasma ablaté se trouve propulsé dans le vide a une
vitesse vy par rapport au reste de la cible.

51
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FiGg. 4.1 — Rendement n de la fusée en fonction de la fraction de masse
restante.

On désigne donc par M, la masse initiale de la fusée, par M (¢) sa masse
instantanée, et par 1 le taux de perte de masse [soit M(t) = My — mt, si
I'intant ¢ = 0 correspond a la mise en route de 1’éjection de matiére]. L’équa-
tion de conservation de 'impulsion nous permet d’écrire pour la variation de
la vitesse v de la fusée

dv .
M(t)a = 1y, (4.1)
soit y )
v m
I S 4.2
it~ My—mt (4.2)
dont la solution est v
t) =gl 0 4,
Le rendement énergétique 7 est donné par
M (t)v*(t
MO (1.0

s[Mo— Mg 1—p

ou pu = M(t)/My correspond a la fraction de masse restante. Le rendement 7
est maximum et vaut environ 0,65 pour p ~0,2, ¢’est-a-dire quand 80 % de
la masse a été éjectée (voir figure 4.1).

Ce rendement peut étre amélioré si la vitesse d’éjection est une fonction
croissante du temps. Ce qui suppose, pour en revenir a notre probléme d’im-
plosion, que la puissance absorbée par les couches extérieures de la cible doit
étre une fonction croissante du temps. Le caractére sphérique de I'implosion
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et la nécessité de lutter contre la résistance croissante de la pression interne
de la cible renforce I'intérét d’une augmentation progressive de la puissance
a fournir, ’essentiel de 1’énergie étant délivré en fin d’impulsion.

4.3 Structure de ’écoulement en attaque di-
recte

On se place dans le contexte de l'attaque directe, quand 1’énergie est
apportée directement sur la surface de la coquille par un rayonnement laser.
les lasers utilisés sont des lasers a verre dopé au Néodyme, de longueur d’onde
A =1,06 um, éventuellement doublés ou triplés en fréquence par des cristaux
nonlinéaires (soit A =0,53 yum ou A =0,35 um).

La propagation de la lumiére laser dans le plasma créé en périphérie de la
cible est gouvernée par I'indice de réfraction dont la partie réelle peut s’écrire

o\ /2
A@:(l—iﬁ , (4.5)

Ne

ou la densité critique n, vaut 10** m=3 pour un laser de longueur d’onde
A = 1,06 um, ce qui est sensiblement inférieur a la densité d’une cible solide.
L’impact du laser sur une cible initialement solide crée donc un écoulement
hydrodynamique qui relie la zone dense interne a la zone extérieure ou se
propage le laser. Cet écoulement a la structure représentée sur la figure 4.2
(déja présentée au chapitre 3). La zone la plus extérieure est également appe-
lée zone d’interaction (c’est la que le laser interagit avec la cible) ou couronne
(par analogie avec la couronne solaire).

On verra au chapitre 5 que ’absorption du rayonnement laser peut étre
due aux phénoménes dissipatifs dans le plasma (absorption collisionnelle).
Mais elle peut également étre due a des couplages linéaires ou nonlinéaires
de T'onde laser avec des modes d’excitation du plasma. L’énergie absorbée
chauffe le plasma et peut porter les couches externes a des températures de
I'ordre du keV quand 'intensité laser est de I'ordre de 10'® W /cm?, tandis que
la pression au niveau du front d’ablation dépasse le Mégabar (1 bar=10° Pa).
Notons que le taux d’absorption collisionnelle est proportionnel a la fréquence
de collision électron-ion v,;. On peut montrer que cette quantité varie avec
la densité et la température comme n,/7°/2. Ainsi, plus le plasma est chaud,
plus v,; est faible, et plus il devient difficile de continuer & chauffer le plasma
(le probléme se pose de fagon similaire en fusion par confinement magnétique,
ou le chauffage ohmique est limitée pour les mémes raisons).
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FiG. 4.2 — Schéma de la densité et de la température en fonction du rayon
d’une cible solide irradiée par un laser arrivant de la droite. Le laser pénétre
jusqu’a la densité critique en déposant une fraction de son énergie. L’énergie
absorbée est transportée vers l'intérieur par conduction thermique. Le front
d’ablation sépare la zone en détente (vers la droite) de la zone sous choc en
mouvement vers la gauche. Le front de choc se propage dans le solide non
encore perturbé.

4.4 Hydrodynamique : ’écoulement isotherme
auto-semblable

Dans ce paragraphe, on s’intéresse plus particuliérement a la détente dans
le vide du plasma. Cette détente s’apparente a celle d’'un plasma semi-infini,
qui est décrite par un modéle auto-semblable élémentaire.

Précisons les conditions initiales du modéle : a I'instant ¢ = 0, les ions,
supposés froids, occupent le demi-espace z < 0, avec une densité n; = n;
pour z < 0 et n; = 0 pour x > 0, tandis que les électrons de densité n.(z) et
de température T, sont en équilibre de Boltzmann avec le potentiel électro-
statique ®(z), soit

Ne = Neo exp(e®/kpT,), (4.6)

ol ney est la densité électronique dans le plasma non perturbé (c’est-a-dire
pour x = —o0, oll on a supposé que le potentiel s’annule), avec n.y = Zn,
ol Z est le nombre de charges par ion. Le potentiel ® satisfait ’équation de
Poisson

€00*®/02* = e(n. — Zn;). (4.7)

La densité électronique décroit brutalement au bord du plasma sur une dis-
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tance caractéristique de 'ordre de la longueur de Debye, définie ici dans le
plasma non perturbé, Apy = (eokpTs./neoe?)/?. Le champ électrique £ =
—0®/0x déclenche I'expansion des ions, suivant les équations

+ v = —N;—=—, 4.8
ot Ox Ox (4:8)
ov; ov; Ze 0P

o2 Zede (4.9)
ot ox m; Ox
Dans la limite quasi-neutre, on a n, ~ Zn;, et ’équation du mouvement
devient

ov; Ovi 5 1 0n,

ot " Yer T Cmor

La condition initiale ne comportant plus dans cette limite quasi-neutre
d’échelle caractéristique, on est conduit a chercher une solution auto-semblable
ot les grandeurs physiques ne dépendent du temps et de I'espace qu’au tra-
vers de la variable d’auto-similarité £ = z/t. Les équations de continuité (4.8)
et du mouvement (4.10) deviennent

(4.10)

dn; dv;

(vi — &) dZ“ :_n"d%’ (4.11)
dv; 1 dn;

(vi =€) d—z = —c?; dz : (4.12)

dont la solution vérifie v; — & = +c¢,. Parmi les deux possibilités de signe,
seule la solution v; — & = ¢, correspond a notre condition initiale,' et on a
donc (pour = + ¢st > 0)

v; =&+ ¢, (4.13)
n; = N exp — (é + 1) , (4.14)

tandis que le champ électrique vaut
E,, = kele _ Eo (4.15)

ecst  wyit’

ol on a posé Ey = (neOkBTe/eo)l/Q. Ce champ est celui d’un condensateur,
ou la plaque positive, située a la position ot 'onde de raréfaction prend
naissance, * = —cgt, a une densité surfacique de charges o = ¢ FE,, tandis
que la plaque négative, qui porte une charge opposée, est rejetée au bord du
plasma.

l’autre solution correspond & un plasma occupant & t = 0 le demi-espace x > 0 et se
détendant vers les x < 0.
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F1G. 4.3 — Densités ionique (marquée par une discontinuité en z/cst ~ 5.6)
et électronique en fonction du paramétre d’auto-similarité £ = z/t, au temps
wpit = 50. La courbe en pointillés correspond a la solution auto-semblable.

En fait, on ne peut totalement ignorer les effets de séparation de charges,
qui, d’une part, sont dominants pendant la phase initiale de 1’expansion,
wpit S 1, et, d’autre part, permettent de calculer la structure des deux
couches de densité de charges o et —o, et la position exacte de la couche
négative. Celle-ci est approximativement située la ou la longueur de Debye
locale prédite par le modéle auto-semblable,

1/2 1
Ap = Ao (”0) — Apo exp {— (1 v i)} , (4.16)
Ne 2 cgt

égale la longueur de gradient de densité cst. En ce point la solution auto-
semblable prédit une vitesse v; front = 2¢5In(wpyt), ce qui correspond a un
champ au bord du plasma égal a deux fois le champ auto-semblable,

Efront ~ 2E58 = 2E0/wpit. (417)

Le résultat de la résolution du systéme (4.8)-(4.9) couplé a I’équation de
Poisson (4.7) et a I’équation de Boltzmann (4.6) est illustré sur la figure 4.3,
ou sont représentées les densités ionique et électronique pour wyt = 50. La
courbe en pointillés correspond a la solution auto-semblable.

La densité de charges et le champ électrique sont tracés sur la figure 4.4
au méme instant. On remarque que la plaque négative située au bord du
plasma est en fait constituée de deux couches, situées de part et d’autre du
front ionique, et de densités surfaciques de charges respectives o et —20.
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F1G. 4.4 — La figure du haut représente la densité de charges au temps w,;t =
50. La figure du bas représente le champ électrique correspondant. La courbe
en pointillés correspond au champ électrique de la solution auto-semblable.

4.5 Flux de chaleur ; loi de Spitzer-Harm

L’énergie laser est absorbée dans la couronne, a des densités inférieures ou
égales a la densité critique. Entre le point critique correspondant et le front
d’ablation, I’énergie est transportée par conduction thermique. Elle peut étre
de deux natures : la conduction thermique électronique ou la conduction
radiative, suivant que ce sont les électrons ou les photons qui transportent
I’énergie. La part respective de chaque vecteur d’énergie dépend du nombre
de charge Z du matériau. Aux faibles valeurs de Z (cas du plastique) c’est
le transport thermique électronique qui est dominant.

La théorie linéaire du transport nous apprend que le flux de chaleur est
normalement proportionnel au gradient de température. Dans un plasma
isotrope (c’est-a-dire en I’absence d’un champ magnétique significatif 2), le

’Le champ magnétique ne joue un role important que si la fréquence cyclotronique
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flux de chaleur est donné par la loi
q = —kVT, (4.18)

ol k est le coefficient de conductivité thermique, dont on peut montrer qu’il
ne dépend pas de la densité et qu'il varie comme 7°/2. Dans le cas des plasmas,
cette loi porte le nom de Spitzer et Harm.

4.6 Validité de la théorie linéaire ; flux limite

L’hypothése de base de la théorie linéaire du transport est que les para-
meétres de la fonction de distribution des vitesses des électrons varient len-
tement dans l’espace, c’est-a-dire lentement & 1’échelle des libres parcours
moyens collisionnels, A(v) = v7(v), des électrons responsables des phéno-
ménes de transport. On peut dans ’étude du transport thermique définir un
petit paramétre,

€ = Muge)/ Ly, (4.19)

ou Ly = T,/|VT.|, et le résultat (4.18) résulte en fait d’un développement
limité des équations en puissance de ce petit paramétre. A I’évidence, cette
procédure devient incorrecte quand e devient suffisamment grand. L’ana-
lyse des équations montre que la théorie linéaire devient incorrecte dés que
AMvge)/ Ly atteint 2 x 1073, ce qui peut paraitre trés faible. Mais il faut gar-
der en mémoire que le libre parcours moyen collisionnel varie comme v?, et
que les électrons responsables du transport thermique, dont la vitesse est de
I'ordre de 3 a 5 fois la vitesse thermique électronique, ont en fait un libre
parcours moyen collisionnel beaucoup plus grand que A(v;.). Par exemple on
a A(4vie) = 256 A(vge). On note aussi que, pour A(vie) /Ly = 2 x 1073, le flux
linéaire vaut

lq| ~ 0.1n.mev. (4.20)

Cette valeur nous donne une estimation des effets de saturation du flux
thermique électronique dans les gradients raides rencontrés dans les expé-
riences d’interaction laser-plasma. L’expression (4.20) correspond & une forme
de ce qu’on appelle communément le flux limite, tandis que l’expression
nemevy, correspond au flur libre (c’est a peu prés le flux correspondant a
une demi-Maxwellienne). Historiquement, on s’est assez vite aper¢u en ana-
lysant les résultats d’expériences que le flux de chaleur devait étre limité a

électronique est de 'ordre de la fréquence de collision thermique v,;. Il rend alors le trans-
port anisotrope en introduisant un flux de chaleur perpendiculaire a la fois au gradient de
température et & lui-méme.
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une valeur analogue a celle donnée par 'expression (4.20). Il est parfois com-
mode de définir un facteur de fluz limite f (en général de I'ordre de 0.1-0.3)
et de décréter que le flux de chaleur ne peut dépasser fn.mgvy.

Ainsi le flux de chaleur se trouve naturellement limité & une fraction
du flux libre en cas de fort gradient. Cet aspect non-linéaire s’accompagne
d’un effet non-local, précisément da au fait que les électrons principalement
responsables du transport parcourent une distance moyenne A..(v) avant de
perdre une fraction significative de leur énergie. Les électrons responsables du
transport ayant une vitesse de l'ordre de 3 a 5 vy, tout inhomogénéité dans
le profil de température électronique se fait nécessairement sentir jusqu’a une
distance de I'ordre de 2 x 10%\..(vye)-

Par I'analyse de la structure des équations cinétiques et des résultats de
leur résolution numérique, il a été montré que le flux de chaleur pouvait
étre décrit de fagon assez précise dans le régime non-linéaire par une formule
non-locale de la forme [2, 3] :

qe(z) = /qSH(x')w(x,x')dx', (4.21)

ou gsy est le flux linéaire et w(x,z’) un noyau non-local dont différentes
expressions ont été proposées, comme [3]

w(z,2) = %exp (—%) | (4.22)

/

/ n, (l‘”)dl‘”

et ot A\(2') est la portée effective des électrons issus d’une zone de température
T.(z"), donnée par

ou
B 1
N ne(z')

, (4.23)

AMz') =30V Z + 1 Me(2). (4.24)

Ce noyau de délocalisation est représenté sur la figure 4.5. Dans cette for-
mulation non-locale, le flux de chaleur & une position x dépend du profil de
température de la région entourant x sur une distance de 'ordre de 2. Le
fait que cette distance est grande devant le libre parcours moyen A\, est a
nouveau relié au fait que les électrons responsables du flux de chaleur ont
quelques vitesses thermiques, et le facteur /Z + 1 est lié au fait qu’ils font
en moyenne Z + 1 collisions avec diffusion angulaire (principalement sur les
ions) avant de perdre leur énergie par collisions sur les électrons.

Notons que quand A(2’) est petit devant les échelles caractéristiques de
longueur du profil de température électronique, w(z, z') se comporte comme
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Fi1G. 4.5 — Noyau de délocalisation pour le transport non-local.

une fonction (z—2’), et la formule nonlinéaire et non-locale (4.21) se raméne
a la loi linéaire de Spitzer-Harm.

4.7 Instabilités hydrodynamiques

La compression de la bille de combustible est parfaitement sphérique si
les conditions initiales le sont et si I’éclairement laser est uniforme. Cepen-
dant, toute irrégularité angulaire dans les conditions initiales ou les conditions
d’éclairement va se traduire par un écart au caractére sphérique de 1'implo-
sion. Dans certains cas, les irrégularités sont méme susceptibles de croitre
exponentiellement avec le temps et de dégrader de facon importante les per-
formances de la cible. C’est ce qui se passe quand on a affaire a des instabili-
tés hydrodynamiques, dont I'exemple type est I'instabilité de Rayleigh-Taylor
que l'on rencontre quand un fluide léger pousse un fluide lourd. Ce type d’in-
stabilités peut apparaitre pendant I’implosion au niveau du front d’ablation
ou de l'interface coquille-gaz interne.

Pour donner une idée de ce a quoi correspond ce type d’instabilités, on
va traiter ici le cas de deux fluides non visqueux incompressibles (satisfaisant
donc p = constante, ou p est la densité du fluide, soit V - v = 0) soumis a la
gravité, le fluide léger supportant le fluide lourd (ps > p1).
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F1G. 4.6 — Schéma de 'instabilité de Rayleigh-Taylor, quand un fluide léger
supporte un fluide lourd (p2 > p1).

L’équation du mouvement de chaque fluide a la forme

dv ov
ot

P =PtV V)V] =—-VP+pg, (4.25)

ot p est la densité du fluide considéré et g le champ de pesanteur. Si on
s'intéresse a des perturbations de faible amplitude (petite devant la longueur
d’onde de ces perturbations), on peut négliger dans cette équation le terme
convectif (v - V)v et écrire

ov

P = VP trg (4.26)

A T’ordre zéro (en puissance de I'amplitude de la perturbation), on a la solu-
tion d’équilibre

VFE =p8g.
A Tordre 1, on a simplement
ov
— =—-VP,. 4.27
/)at 1 ( )

L’hypothése d’incompressibilité V - v = 0 impose
AP, =0. (4.28)
Soit z I’axe paralléle & g. On suppose g orienté vers le bas, avec g = —ge,,

et on s’intéresse aux perturbations ayant un comportement sinusoidal le long
de la surface de séparation des deux fluides, avec

Pi(ry,z,t) =R | P(z) exp(ik - v, —iwt)|, (4.29)



62 CHAPITRE 4. HYDRODYNAMIQUE DES PLASMAS CREES PAR LASER

ou r; correspond aux composantes x et y du vecteur r, et k est le vecteur
d’onde (dans le plan z,y) de la perturbation. L’équation AP; = 0 impose

donc
2

%P: —k*P, (4.30)

dont la solution générale est de la forme Ae** + Be™**. Cependant, si on
impose que la perturbation ne diverge pas quand on s’éloigne de I'interface,
il ne reste que la solution en e** pour z < 0 (dans le fluide inférieur) et e=**
pour z > 0 (dans le fluide supérieur).

Soit maintenant rq la position d’équilibre d’un élément fluide donné. Du
fait de la perturbation, cet élément fluide se retrouve en r = ro + &, o £ est
le déplacement. La vitesse fluide est reliée au déplacement par la relation

d§
== 4.31
ce qui a 'ordre 1 se réduit a
23
= —, 4.32
V=7, (4.32)
si bien que I'’équation du mouvement peut encore s’écrire a I’ordre considéré
%€
— =—-VP,. 4.33
P o2 1 ( )

Le déplacement & ayant le méme comportement temporel que la perturbation
de pression P;, on en déduit

pw’€ = VP, (4.34)
et en particulier, pour le déplacement vertical noté simplement &

pwi€ = k;Pl(l) pour z < 0, (4.35)
pw’ = —kP® pour z >0, (4.36)

ol on a distingué par un indice supérieur entre parenthéses les perturbations
de pression dans les milieux 1 et 2.

Pour terminer ’analyse, il nous faut trouver les conditions devant étre
réalisées a l'interface entre les deux fluides. La premiére condition concerne
la partie verticale £ du déplacement qui doit étre la méme de part et d’autre
de l'interface, pour z = 0, soit

L P(l) L P(Q)
f=—"1 —-_—"1 (4.37)

w? pr w? po
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Notons que, en ce qui concerne la partie transverse, aucune contrainte ne
doit étre satisfaite, les fluides pouvant glisser I'un par rapport a 'autre.

La deuxiéme condition a réaliser est plus délicate & écrire, car elle fait ap-
pel a la distinction entre perturbation eulérienne et perturbation lagrangienne
de la pression. La perturbation eulérienne P; correspond a la perturbation de
la pression au point considéré, percu par un observateur immobile. La per-
turbation lagrangienne, que I’'on note ici P 1, correspond a la variation de
pression vue par un observateur se déplacant avec le fluide, et donc déplacé
de la quantité & par rapport a sa position d’équilibre, avec, en ne conservant
que les termes d’ordre 1,

Pl,L = P1+EVP0:P1+p€g (438)
= P —péy. (4.39)

On peut aussi voir cette équation comme résultant de la linéarisation puis
de l'intégration dans le temps de 1’équation reliant la dérivée eulérienne de
la pression (dérivée sur place) a la dérivée lagrangienne (dérivée en suivant
le mouvement)
dpP 0P
a o Y
Lors du déplacement de l'interface, la pression reste équilibrée de part

et d’autre de l'interface, et on doit donc écrire I'égalité des perturbations
lagrangiennes en z = 0, soit

. VP. (4.40)

P —pieg= PP — pyeg. (4.41)

En utilisant I’équation (4.37), on obtient

w2 W2
T PE £g = 7 P28ty (4.42)
d’otu la relation de dispersion
2 P1— P2
w*=——"kg. 4.43
p1+ p2 g (4.43)

Dans le cas d’un fluide léger supportant un fluide lourd (ps > p1), les
fréquences w satisfaisant la relation de dispersion (4.43) sont imaginaires
pures, et I'une des deux racines correspond a une instabilité en €7, de taux

de croissance
P2 — P1 12
= |~k . 4.44
ol <p2 e g) (4.44)
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La situation est évidemment plus complexe lors de I'implosion d’une co-
quille, car le fluide est compressible, la matiére s’écoule au travers des discon-
tinutés constitués par le front d’ablation et le front de choc, et I'histoire méme
de I'implosion est constituée d’une phase d’'implosion proprement dite, suivie
d’un rebond initié au centre de la cible. Dans ces différentes phases, diffé-
rentes parties de I'implosion sont susceptibles d’étre sujettes aux instabilités
du type Rayleigh-Taylor.

Pour finir cette section, signalons l'existence de deux autres instabilités
qui peuvent jouer un role important dans le contexte de la fusion par confi-
nement inertiel :

- I'instabilité de Kelvin-Helmoltz, qui apparait quand deux fluides glissent
I’'un par rapport a l'autre. Le cas de 'excitation de vagues par le vent a la
surface de l'eau est le plus familier. Cette instabilité joue un role dans les
phases nonlinéaires de l'instabilité de Rayleigh-Taylor, au cours de laquelle
les fluides se mettent a glisser I’'un par rapport a 'autre;

- I'instabilité de Richtmyer-Meshkov, qui de produit quand une onde de choc
traverse une interface entre deux fluides.



Chapitre 5

Interaction laser-plasma

5.1 Absorption des ondes électromagnétiques

Dans un plasma dissipatif les collisions peuvent efficacement transférer
I’énergie des ondes, qu’elles soient électrostatiques ou électromagnétiques,
vers les particules. Dans cette section, on étudie I’absorption collisionnelle des
ondes électromagnétiques. L’absorption collisionnelle est également appelée
bremsstrahlung inverse par référence a 'image quantique ot un photon est
absorbé par un électron lorsque celui-ci passe au voisinage d’un ion, qui est
le processus inverse de 1’émission libre-libre ou bremsstrahlung.

On revient en arriére sur le calcul de la réponse diélectrique du plasma du
paragraphe (2.6). On restreint la discussion aux ondes électromagnétiques,
ce qui permet de ne traiter que la réponse électronique, et d’oublier les effets
thermiques dans les équations fluides. En revanche on inclut maintenant le
terme collisionnel correspondant a la friction des électrons sur les ions (au
repos), ce qui donne pour I’équation du mouvement des électrons

v, e
ot + (Ve : V)Ve = —E(E + Ve X B) — VeiVe. (51)

ou v,; est la fréquence de collision électron-ion. Dans les plasmas cinétiques
(neoAd > 1, T < 1), la fréquence de collision v,; est petite devant la fré-
quence plasma électronique w,., mais elle ne doit pas étre totalement négligée
dés lors qu’on s’intéresse au probléme de 'absorption.

65
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En linéarisant I’équation (5.1), on obtient

ov, e
- “E—uv.. 2
ot Me VeiVe (5:2)

La réponse a un champ électrique E(r, t) = R[E(r) exp(—iwt)] est maintenant
Ve(r,t) = R[ve(r) exp(—iwt)] avec

eE(r)
e = - . . 5.3
ve(r) ime(w + ivg;) (5:3)
La susceptibilité électronique vaut
2
w
o) = ——"2 . 5.4
Xelw) =~ (5.4
Finalement on obtient la fonction diélectrique
w? w? Vi
:1—¢:1—¢<1—’ﬂ). 5.5
€(w) w(w + i) w2+ v i (5:5)

La relation de dispersion des ondes électromagnétiques, que 1'on peut
toujours écrire

kz%N@% (5.6)

o N(w) = y/€(w) est I'indice optique, implique que, pour w réel, le nombre
d’onde k posséde nécessairement une partie imaginaire dés lors que I'on prend
en compte un taux de collision v,; fini. Partie réelle et partie imaginaire de
k sont reliées par les équations

&wf—%wf:%m@, (5.7)
zwmwm:%%@. (5.8)

Dans la couronne des plasmas créés par laser la fréquence de collision est
en général beaucoup plus petite que la fréquence plasma électronique, si bien
qu’on peut faire 'approximation! |3(k)| < |R(k)|, ce qui donne

%@:% ma:%@-%ﬁw, (5.9)

I Cette approximation est cependant invalide au voisinage immeédiat de la densité cri-
tique, pour laquelle R(e) s’annule.
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et
2 2\ —1/2
(\(/{:) lﬂwpe 1— Wpe
2 ¢ w? w?
~ lvgne | e ~1/2 (5.10)
2 ¢ n,. Ne )

Si on admet en outre que la fréquence de collision est proportionnelle & la
densité électronique, v.; = v.n./n., alors (k) vaut

lv. (n 2 n -1/2
S(k)~ 25| £ 1 - =¢ . 5.11
S(k) Q(H)( n) (5.11)

La partie imaginaire de k correspond a l'atténuation spatiale de 'onde,
avec

|E| o< exp [—S(k)x] (5.12)
et
(E?) o< exp [—2S5(k) 7] (5.13)

pour une onde se propageant vers les x > 0. Dans la derniére expression,
le signe (...) correspond a une moyenne sur la période de I'onde électroma-
gnétique. Ainsi la longueur d’absorption de l'onde, c’est-a-dire la longueur
au bout de laquelle I'intensité de 'onde a été réduite par le facteur 1/e, est

donnée par
¢ /n\2 o\ M2
Labs:—(—c) (1__6) | (5.14)
Ve \Me Ne

Cette atténuation spatiale se retrouve également en calculant la puissance
dissipée par unité de volume dans le plasma par effet Joule,

. Loy s
Pa: <.]E> = 5%(-] E)7 (515)
ol j* désigne le complexe conjugué de j, et ou on rappelle que j = —iwepx E.
Ainsi on obtient
1
P, = §w60%(xe)|E|2 = wepS(xe ) (E?). (5.16)

Utilisant alors (5.4) on trouve

w
Pa = I/eii60<E2> ~ Vei£€O<E2>- (517)
w
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Le vecteur de Poynting moyenné est donné par

1
(S) = —(E x B), (5.18)
Ho
ou, en utilisant la loi de Faraday (2.24) et en désignant par n le vecteur
unitaire dans la direction de k,
R(k)c?
§) = MR my, (5.19)
w
On vérifie alors aisément I’équation de conservation de ’énergie a partir de
(5.8), (5.13), (5.16), et (5.19) :

V. (S)=_P, (5.20)

5.2 Interaction nonlinéaire laser-plasma : pres-
sion de rayonnement

L’interaction laser matiére fait appel a des ondes électromagnétiques qui
peuvent étre de haute intensité. De méme les ondes excitées dans le plasma
peuvent elles aussi atteindre des intensités élevées. Les effets non-linéaires dus
a ces hautes intensités jouent un role essentiel dans beaucoup d’expériences.
Le but de cette section et des suivantes est de donner quelques notions de
base sur ces effets non-linéaires.

Adoptons dans un premier temps une description particulaire de la lu-
miére. On rappelle que dans le vide chaque photon posséde une énergie hAw
et une impulsion hk = (Aw/c)n, ou k est le vecteur d’onde et n le vecteur
unitaire associé. Si N photons par unité de temps et de surface viennent se ré-
fléchir sur un miroir parfait, il y a transfert d’impulsion entre le rayonnement
et le miroir, avec une pression exercée sur le miroir donnée par

N hw
pP=2 . (5.21)
c
La quantité I = Nhw représente l'intensité du rayonnement (définie ici
comme le flux d’énergie de rayonnement par unité de surface), et donc
I
P=2-. (5.22)
c

Si R est le taux de réflexion du miroir, la formule devient

P=(1+R) é (5.23)



5.3. FORCE PONDEROMOTRICE : APPROCHE FLUIDE 69

Dans le cas ou le miroir est constitué par un plasma, cette pression ou plus
exactement la force exercée par le rayonnement se répartit tout au long du
gradient de densité parcouru par la lumiére. On qualifie cette force de force
pondéromotrice, et la détermination de sa répartition spatiale fait I'objet des
paragraphes qui suivent.

5.3 Force pondéromotrice : approche fluide

On adopte ici le point de vue du fluide électronique. L.’équation du mou-
vement pour le fluide électronique s’écrit

1 =
Ov. + (ve-V)ve| = —e(E4+v.xB)— —V- P,. (5.24)

Me
ot Me

Rappelons tout d’abord I'équation permettant de calculer la réponse li-
néaire en 'absence du terme de pression,

ov,
Me atl = —¢E,, (5.25)

ou E; est le champ haute-fréquence. Si on prend le rotationnel de cette

équation, on obtient
0B,

meav X Ve = ew, (5.26)
qui peut étre intégré en remarquant que v,; = 0 en l’absence du champ
haute-fréquence, soit

meV X v, = eBj. (5.27)

Intéressons nous maintenant a la force non-linéaire exercée par I'onde sur
les électrons. On définit u, = v, — v.1, qui représente la vitesse électronique
aprés soustraction de la composante linéaire, et on récrit (5.24),

ou, 1 =
e e’ el —— E;, — — . Pe
me |y (e Vu By =V (5.28)

- [me<vel : V)Vel + ever X Bl] 5

ou Ey = E — E; est le champ résiduel, et ot on a supposé que le seul champ
magnétique a prendre en considération était le champ By de I'onde. Enfin on
a négligé (u. - V)ver et (ver - V)u, qui sont d’ordre supérieur. Les derniers
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termes dans le membre de droite de I’équation (5.28) correspondent a la force
non-linéaire

fnl = - [me(vel . V)Vel + MeVer X V x Vel]

1
= — imergl,

(5.29)

ot on a utilisé la relation (5.27). Cette force correspond a la force pondéro-
motrice.?

Notons que le méme calcul effectué pour un ion fait ressortir une force
beaucoup plus petite (dans le rapport des masses), que I’'on peut négliger.

Pour une onde monochromatique de fréquence w, la force pondéromo-
trice moyennée sur la haute fréquence peut également s’exprimer a partir du
champ électrique,

1 e?
(fu) = _§m6v<vgl> =~ w2V<Ef>- (5.30)

La densité de force par unité de volume s’obtient en multipliant la force
exercée sur un électron par la densité électronique n.,

1 n.e?

(F) = V(E?), (5.31)

2 Mew?
résultat qu’on peut aussi mettre sous la forme
2

_ €0 Ype
2 w?

= - S0 -9V(ED),

(F) = V(EY)

(5.32)

ol € est la fonction diélectrique du plasma.

Pour faire le lien avec le paragraphe précédent, prenons le cas d'une onde
électromagnétique monochromatique en incidence normale sur un plasma
non collisionnel. Soit = la direction de propagation. On pose naturellement
E(z,t) = R[E;(z) exp(—iwt)]. L’équation d’onde (2.43) s’écrit

PPE;  w?
dx; + =5 €E1 =0. (5.33)

2Certains auteurs réservent toutefois le terme de force pondéromotrice a la partie basse-
fréquence (moyenne sur la période de 'onde haute fréquence considérée, quand elle peut
étre considérée comme monochromatique) de la force non-linéaire (5.29)
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On fait le produit scalaire par 2dE;/dz pour obtenir

d (dE\® W d _,
%(%) +§E%E1 :0. (534)

[’équation de Faraday nous permet par ailleurs d’écrire
dE\*
() =em (5.35)

L’équation (5.34) peut alors s’écrire, aprés moyenne sur la haute fréquence
et division par w?,

d 1 d
—(B? —e—(E* =0. 5.36
g+ e dim —o (5.36)
On peut enfin utiliser cette relation pour transformer I’équation (5.32) en
d €0 2 1 9
F)= 2 (Q9yp2y 4~ (B2y). .
® =7 (5 + 5 150) (5.37)

On vérifie aisément, en intégrant cette expression depuis le vide jusqu’a 'in-
térieur du plasma, que la force totale exercée par unité de surface de la cible
s'identifie bien & 21 /¢, ou I est 'intensité de 'onde incidente.

La force pondéromotrice peut aussi s’exprimer sous la forme du gradient
d’un potentiel pondéromoteur ®,; = %mevgl, et conduit a des perturbations
de nature électrostatique dans le plasma. Elle tend en particulier a expul-
ser les électrons des régions ot 'onde haute-fréquence a une intensité élevée.
Notons que les ions sont sensibles a la force pondéromotrice de facon indi-
recte, dans la mesure o, sur les échelles de temps hydrodynamiques, la force
pondéromotrice exercée sur les électrons conduit a une séparation de charges
partielle ou totale, a laquelle est associé un champ électrique, qui, lui, s’exerce

aussi bien sur les électrons que sur les ions.

5.4 Couplage d’ondes

Si maintenant on considére deux ondes haute-fréquence se propageant
dans le plasma, avec

Ei(r,t) = R[Ejexpi(k; - r — wit) + Egexpi(ky - T — wot)]. (5.38)

La force pondéromotrice correspondante s’écrit

1
£, = —§meV(vf + 05 4 2vy - Vo), (5.39)
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ol vy et vy sont les réponses linéaires aux deux composantes du champ
¢lectrique (5.38). La force non-linéaire contient des termes oscillant aux fré-
quences 2wq, 2wy, et wy + wq. Les vecteurs d’onde correspondants sont 2k;,
2ks, et ki + ko. Le couplage d’onde proprement dit correspond au dernier
terme du membre de droite de I'équation (5.39). Il peut s’écrire plus explici-
tement en utilisant le développement

1 .
Vi Vy = §§R{v1 -voexpi[(ky +ky) -t — (w1 + wy)t] (5.40)

+ vy -vyexpi[(k; — ko) T — (W —wo)t]}.
Cette force peut exciter des oscillations aux fréquences et nombres d’onde

w = w; £ wo, (5.41)

k =k; + k.
Si (w, k) satisfait la relation de dispersion de modes électrostatiques dans
le plasma (ondes acoustiques ioniques ou ondes plasma électroniques), cette
excitation peut étre résonnante et conduire a un transfert d’énergie signifi-
catif des ondes 1 et 2 vers 'onde considérée. Comme indiqué précédemment,
cette onde est nécessairement de nature électrostatique. Notons aussi que ce
couplage n’est possible que si vy - vy ou vy - v sont différents de zéros, ce qui
exclut les cas ou les polarisations des deux ondes sont perpendiculaires I'une
a 'autre.

Nous venons de voir que deux ondes haute-fréquence peuvent se coupler
via la force pondéromotrice pour exciter des perturbations électrostatiques.
Ce n’est pas le seul mécanisme non-linéaire susceptible de coupler des ondes
dans les plasmas. Le courant électronique lui-méme, j, = —en,.v., peut conte-
nir des contributions nonlinéaires quand au moins une onde électrostatique
de fréquence w; et de nombre d’onde k; est présente dans le plasma. En pré-
sence d’une seconde onde de fréquence w, et de nombre d’onde ks apparait
un courant électrique nonlinéaire aux fréquences et nombres d’onde égale-
ment donnés par les relations (5.41). Ce courant non-linéaire peut exciter
des perturbations électrostatiques via I’équation de conservation de la charge

dp

i 42
8t+VJ 0, (5.42)

ou des perturbations électromagnétiques via la loi d’Ampére. Ici encore 'ex-
citation peut prendre un caractére résonnant et le transfert d’énergie corres-
pondant peut étre efficace si (w, k) satisfait la relation de dispersion appro-
priée.
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Un exemple important du type de couplage que nous venons de voir est la
diffusion Thomson d’une onde électromagnétique par des perturbations de la
densité électronique associées a des ondes plasmas électroniques ou des ondes
acoustiques ioniques. Le produit du couplage est une onde électromagnétique
qui peut s’échapper du plasma et étre détectée, donnant ainsi de précieuses
informations sur les propriétés du plasma, comme la densité ou la tempéra-
ture des différentes espéces, les conditions (5.41) permettant la détermination
de la fréquence et du nombre d’onde des perturbations du plasma & partir
de la géométrie des ondes incidente et diffusées et du spectre de la lumiére
diffusée.

Les couplages non-linéaires peuvent donner lieu a des instabilités dans le
cas ot une onde de grande amplitude se propage dans le plasma. La situation
générique est la suivante : une onde de grande amplitude, caractérisée par
(wo, ko), se couple a une onde de faible amplitude (qui & P'origine peut sim-
plement provenir du bruit thermodynamique), caractérisée par (wy, k;), pour
alimenter une deuxiéme onde de faible amplitude, caractérisée par (ws, ks),
avec

Wy = w1 + Wy,

(5.43)
ko = k1 —+ k2.

En retour la deuxiéme onde (wo, ko) se couple a son tour avec I’'onde de grande
amplitude pour renforcer I'onde (wy, k1). Moyennant certaines conditions (en
général au-dessus d’une intensité seuil pour I'onde de grande amplitude, dé-
terminée par les taux d’amortissement respectifs des ondes 1 et 2), cette ré-
troaction est instable, et conduit a la croissance exponentielle des deux ondes
1 et 2 (qualifiees d’ondes filles) au détriment de I'onde 0 (qualifiée d’onde
mere ou d’onde de pompe). L’amplitude des ondes filles croit jusqu’a ce que
des mécanismes de saturation limitent leur amplitude. La perte d’énergie de
I’onde mére peut bien sir constituer un tel mécanisme. Mais les ondes filles,
une fois qu’elles ont atteint une amplitude suffisante, peuvent elles-mémes
étre instables et engendrer de nouvelles ondes, et ainsi de suite, suivant un
processus en cascade.

La diffusion Raman stimulée et la diffusion Brillouin stimulée sont deux
exemples de telles instabilités. Dans les deux cas 'onde mére et 'une des
ondes filles sont des ondes électromagnétiques, tandis que la deuxiéme onde
fille est soit une onde plasma électronique (cas de la diffusion Raman), soit
une onde acoustique ionique (cas de la diffusion Brillouin stimulée).
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5.5 Diffusion Raman stimulée

Dans le cas de la diffusion Raman stimulée, I’onde électromagnétique de
grande amplitude de paramétres (wo, ko) est instable vis-a-vis de I'excitation
d’une onde électromagnétique diffusée et d’une onde plasma électronique de
parameétres respectifs (wq,k;) et (wo, ko).

L’équation (5.43) permet de déterminer le domaine de densité ot une
telle instabilité peut se produire. Comme w; et wy satisfont les relations de
dispersion respectivement des ondes électromagnétiques et des ondes électro-
statiques, on a

W1, W > Wpe (5.44)

et donc wy > 2wy,.. Ainsi l'instabilité ne peut se produire que pour des densités
inférieures a inc.

Etudions cette instabilité dans le régime le plus simple. On désigne par
nep la densité électronique d’ordre zéro du plasma dans lequel se propage
I'onde électromagnétique de grande amplitude. On peut caractériser cette
onde par la vitesse d’oscillation des électrons dans son champ électrique,

vo(r,t) = R[voexpi(ky - r — wot)] . (5.45)

De méme on caractérise I’onde diffusée par la réponse électronique,
vi(r,t) = R[viexpi(ky - v — wit)]. (5.46)
L’onde plasma électronique est décrite par la perturbation de densité associée,
ne(r,t) = R neexpi(k - r —wt)]. (5.47)

ot on a omis l'indice 2 pour alléger la notation. Comme on s’intéresse a une
évolution potentiellement instable, les quantités w; et w peuvent comporter
une partie imaginaire différente de zéro. Dans cette hypothése les conditions
de couplage deviennent

wo = w1 +w", (5.48)
ko - k1 —|— k

L’équation de propagation de I'onde plasma électronique incluant le terme

de force pondéromotrice dii au couplage des deux ondes électromagnétiques
peut s’obtenir en dérivant ’équation de continuité linéarisée (2.57) par rap-
port au temps, en utilisant I’équation du mouvement (5.28)-(5.29), ou I'hy-
pothése adiabatique usuelle (2.55) est utilisée pour exprimer le gradient de
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pression en fonction du gradient de densité, et en éliminant le champ élec-
trique par I’équation de Poisson (2.25). On obtient

2
(% + w 3vt26A) n6<r7 t) = neOA(VO ' Vl)- (549)

[’équation de propagation de I'onde électromagnétique diffusée peut s’ob-
tenir en ajoutant le courant nonlinéaire j,,, = —en,vy comme terme source
dans I'équation d’onde écrite pour la vitesse vy :

2
(% + w2, — CQA) vi(r,t) = —w, fe Vo. (5.50)

Teo

En utilisant alors les formes (5.45-5.47) et les conditions (5.48), les équa-
tions (5.49) et (5.50) donnent le systéme d’équations couplées

Dy(w,k)n, = %neok:Qvo VY, (5.51)
D(w — wo, k — ko)v? ; W fe i (5.52)
ou Dy(w, k) et D(w, k) sont donnés par
Dy(w, k) = w® —w?, — 3k}, (5.53)
D(w, k) = w? — w2, — k¢ (5.54)

Pour arriver a ce résultat, on n’a gardé dans les membres de droite des
équations du systéme (5.51-5.52) que les termes résonnants. La résolution de
ce systéeme d’équations conduit alors a la relation de dispersion nonlinéaire
de l'instabilité,
1
D,(w, k) D(w — wy, k — ko) = prek2\v0\2. (5.55)

Dans la limite |vg| — 0, les deux ondes filles se découplent, et la relation (5.55)
correspond simplement au produit des relations de dispersion de chacune des
deux ondes. Pour une valeur finie de |vg|, on cherche une solution proche des
modes normaux du plasma, c’est-a-dire vérifiant

w = wi + w, (5.56)
avec |dw| < wy, et

Dy(wi, k) = 0, (5.57)
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Alors ’équation (5.55) donne

wpek?|vo|”

dw? = (5.59)

16 wi(wo — wi)’
qui a une racine instable dw = iy, ol Yy est le taux de croissance de l'insta-
bilité,

2

1 w 1/2
70 =G kvol [%] : (5.60)

wi(wo — wg
Le taux de croissance 7y est une fonction croissante de k, lequel dépend de la
géométrie respective des vecteurs kg et ki, I’ensemble étant contraint par les
conditions (5.57) et (5.58), par la condition D(wp, ko) = 0, et par la relation
ko = k; + k. Le taux de croissance est maximum pour la rétrodiffusion, pour
laquelle £ est évidemment le plus grand.

Un certain nombre d’approximations ont été faites dans cette approche
simplifiée. Tout d’abord, on a négligé les termes non-résonnants qui peuvent
toutefois réduire le taux d’instabilité dans certains cas limites, comme celui
d’un plasma de faible densité et de la diffusion Raman vers I'avant, pour
lequel il faut tenir compte de la composante électromagnétique "anti-Stokes"
dont les fréquence et nombre d’onde sont donnés par

/
w; = wo + w,

5.61
ki =ko + k. (5:61)

On a aussi supposé |dw| < wg, ce qui devient incorrect & suffisamment haute
intensité, dans le régime "fortement couplé" ou |dw| 2 wy, particuliérement
important dans les plasmas de faible densité [4, 5, 6]. On a aussi négligé les
effets relativistes.

Un effet important qui peut aisément étre incorporé dans le modéle est
I’amortissement des ondes filles, qui conduit & un seuil en intensité pour
I'instabilité et & une réduction de son taux de croissance. La prise en compte
des amortissements modifie les expressions des fonctions D,(w, k) et D(w, k)
qui deviennent respectivement

Dy(w, k) = w(w + iv,) — w, — 3k, (5.62)
D(w, k) = (w? — kK2 (1 + vy /w) — w2 (5.63)

pe’

Ol V), = Ve; + 271, en incluant 'amortissement Landau (de taux 7.) de 'onde
plasma électronique. Le taux de croissance v de l'instabilité est réduit par
les amortissements et maintenant donné par

(v + ) (v +m) =, (5.64)
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ol vy est le taux de croissance calculé sans amortissement et donné par
Péquation (5.60), et o v, = $1, et 1 = Frewr,/(wo — wy)?.
L’équation (5.64) permet de calculer le seuil de I'instabilité, qui corres-
pond a
% =W (5.65)

5.6 Diffusion Brillouin stimulée

Dans le cas de la diffusion Brillouin stimulée, que nous allons étudier de
facon plus succincte, 'onde électromagnétique de grande amplitude de pa-
ramétres (wo, ko) est instable vis-a-vis de I'excitation d’une onde électroma-
gnétique diffusée et d’une onde acoustique ionique de paramétres respectifs
(w1,kq) et (w2, ko). Le mécanisme est le méme que celui de I'instabilité Ra-
man, a la différence prés que la perturbation de densité électronique est ici
due a l'existence de 'onde acoustique ionique et non plus a celle d’une onde
plasma électronique.

Les conditions de couplage sont ici encore

Wy = w1 + W,

(5.66)
ko = k1 —+ k2.

Comme ws est une basse fréquence (ws < wy;), les fréquences des deux ondes
électromagnétiques différent peu,

w1 = Wy. (567)

Ainsi 'instabilité peut se produire a toute densité, avec pour seule restriction
ne < n.. Comme les fréquences des deux ondes électromagnétiques satisfont
la relation de dispersion (2.45), on a

k| =~ [kol, (5.68)
ce qui signifie que ky et k; forment un triangle isocéle et que

ot 0 est 'angle entre 'onde diffusée et 'onde incidente.
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Chapitre 1

Confinement Magnétique:
Orbites et Invariants

1.1 Les configurations magnétiques de type To-
kamak

Un systéme de conversion d’énergie thermonucléaire nécessite ’assemblage et
Iintégration des éléments suivants:
e Un plasma en régime de combustion thermonucléaire (1) satisfaisant au

critére de Lawson.
e Une premiére paroi (2) de Ienceinte de confinement supportant les cont-

raintes thermiques du plasma.

)

Génerateuf |~ Turbi -\
de Vapeu urbine Génerateu

e Un systéme multiplicateur de neutrons (3) pour assurer efficacement la
régénération du tritium.

e Un modérateur (4) pour thermaliser les neutrons utilisés pour la régéné-
ration.

e Une couverture tritigéne (5).

e Un écran (6) pour protéger les systémes cryogéniques assurant le refroi-
dissement des supraconducteurs constituant les bobines, et les systémes de
controle et diagnostic.

e Un ensemble de bobines toroidales (7) générant le champ principal assurant
le confinement.

e Enfin, un échangeur de chaleur (8), étape ultime de Iextraction de puis-
sance.
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L’échangeur de chaleur extrait la chaleur & ’aide d’un fluide caloporteur afin
de générer de la vapeur d’eau au sein d’un générateur de vapeur; vapeur d’eau,
qui par détente dans une turbine, entraine un générateur électrique.

La technologie de la plupart de ces éléments (2-8) ne pose pas de probléme
scientifique majeur mais nécessite la mise en place de vastes programmes de re-
cherche et développement. Par contre, les réactions de fusion deutérium/tritium
ne pouvant s’auto-entretenir en régime de combustion exothermique qu’a partir
d’une température de ’ordre de 100 millions de degrés, la problématique de la
production d’énergie par fusion nucléaire pose le probléme scientifique complexe
du chauffage et du confinement d’un plasma chaud (1).

Différentes configurations magnétiques ont été étudiées pour comprendre et
controler les plasmas chauds et, en I'état actuel des connaissances scientifiques
et réalisations techniques, les plasmas confinés et controlés au sein des configu-
rations Tokamak sont les plus proches des conditions définies par le critére de
Lawson.

Un plasma de Tokamak est un tore d’hydrogeéne totalement ionisé et ma-
gnétisé de grand rayon R et de petit rayon a. Les lignes du champ magnétique
sont des hélices tangentes & un ensemble de tores emboités appelés surfaces
magnétiques.

By

1o

Sy

By

Les deux axes communs a cet ensemble de tores sont appelés axe magnétique
et aze toroidal. En premiére approximation les électrons et les ions suivent les
lignes de champ et sont donc confinés sur les surfaces magnétiques. Le champ
magnétique principal B, dit toroidal, est dirigé suivant la direction de l'axe
magnétique, ce champ est généré par des bobines supraconductrices extérieures
au plasma et décroit comme 'inverse du grand rayon & partir de ’axe toroidal.
Un deuxiéme champ magnétique By, dit poloidal, est généré au sein du plasma
par un courant toroidal I,. Les parametres typiques des plasmas de Tokamak
sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Volume 272 Ra? 10 — 1000 m3]
Densité de particules n 10'® — 102° m*?’]
Température T 1 —20 [keV]

Courant I, 0.1 —20 [MA]
Champ magnétique B, 1—10 [T]

Les profils radiaux de densité n (r) et de température 7' (r) du plasma résultent
des processus de confinement, transport et chauffage et sont en général mono-
tones décroissants du centre vers le bord. La compréhension et la maitrise de ces
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processus de confinement, transport et chauffage constituent 1’enjeux principal
des programmes de recherche en physique des tokamaks. Les performances des
grands tokamaks les placent loin devant tous les autres types de machines et de
procédés qui ont été proposés jusqu’a présent pour amorcer et entretenir une
combustion thermonucléaire. Ce succes fait des Tokamaks un sujet de recherches
particuliérement actif et de grands Tokamaks, dédiés aux études de physique des
plasmas thermonucléaires, ont été construits. La convergence des performances
obtenues dans ces grands Tokamaks définit ainsi le prochain objectif du pro-
gramme de recherches sur la fusion controlée: I’ignition d’un mélange DT. Cet
objectif a trouvé sa concrétisation a travers le projet international ITER (Eu-
rope, USA, Chine, Russie, Inde, Japon, Corée du Sud) qui devrait permettre
lacces a une combustion thermonucléaire (5 < @ < 10) quasi-continue pour la
prochaine décennie, ouvrant ainsi un vaste champ de recherches sur ce régime
encore inexploré. En effet, ignition atteinte, la vaste problématique de 'ext-
raction de puissance et de matiére en régime quasi-continu, déja abordée par
quelques machines, devra étre maitrisée pour des niveaux de puissance extraits
de l'ordre de quelques centaines de mégawatts et des quantités d’énergie stockées
de 'ordre de quelques dizaines de gigajoules.

L’objectif principal des programmes de recherches en physique des Tokamaks
est:

e d’identifier et d’étudier les différents mécanismes (instabilités, chaos, tur-
bulence, auto-organisation...) qui déterminent la valeur du temps de confinement
de I’énergie 7

e de mettre en oeuvre les moyens (génération de courant, barriere de trans-
port, divertor...) de 'améliorer & un niveau satisfaisant le critére de Lawson.

Les programmes de recherches en physique et technologie des Tokamaks se
heurtent actuellement & quatre grands problémes qui conditionnent la mise au
point d’un réacteur techniquement fiable et économiquement viable; ces quatre
questions-clés sont :

e le controle de I'interaction plasma-paroi,

e la compréhension et le controle de la turbulence,

e la génération et le contréle du courant en régime continu et

e la maitrise de la dynamique des populations suprathermiques en régime
thermonucléaire.

En effet, dans un réacteur Tokamak en régime de combustion continue :

e l'injection/extraction de puissance a la périphérie du plasma doit s’effectuer
en respectant de sévéres contraintes technologiques de tenue des matériaux aux
flux intenses de rayonnements et particules,

e la turbulence et le transport doivent étre diagnostiqués et contrélés en
temps réel et maintenus & un niveau compatible avec ’entretien de la combustion
thermonucléaire,

e quelques dizaines de millions d’ampéres doivent étre entretenus en régime
continu afin d’assurer le confinement orbital et 'accés & des profils de courants
optimaux et

e la population de particules alpha d’origine thermonucléaire et les ions
suprathermiques doivent étre confinés, diagnostiqués et controlés afin d’assurer
une combustion et un pilotage efficaces.

La conception d’un réacteur thermonucléaire, techniquement fiable et éco-
nomiquement viable, passe donc par ’étude approfondie des processus d’inter-
action plasma-paroi et des mécanismes d’instabilités et de turbulence, ainsi que
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par l'identification de nouveaux procédés de diagnostic et de controle du courant
et des populations suprathermiques & 'origine de la réactivité thermonucléaire.
C’est 'achévement de ce vaste programme qui constitue 'objectif du projet
international (Europe, USA, Chine, Russie, Inde, Japon, Corée du Sud) ITER.

Loobjectif d’ITER est de démontrer la faisabilité scientifique et technique
d’un réacteur thermonucléaire basé sur la fusion des isotopes de l’hydrogéne.
L objectif quantitatif est la production d’une puissance de 500 MW thermonu-
cléaire et lentretient d’un régime d’amplification présentant un facteur Q) de
Uordre de 10 sur une durée de l’ordre de 300 a 500 secondes. Un deuzxiéme ob-
jectif, moins ambiticur en terme de puissance mais plus contraignant en terme
de controle, est l'obtention d’un facteur @ de l’ordre de 5 en régime quasi sta-
tionnaire.

Puissance Thermonucléaire W, 500 MW
Facteur Q (400s) Q > 10
Facteur QQ (stationnaire) Q >5
Grand rayon Ry 6.2 m
Petit Rayon a 2.0 m
Courant toroidal I, 15— 17 MA
Facteur q aux bords Qa 3
Champ toroidal sur ’axe B, 53T
Chauffages additionels Weowe 73 —110 MW
Volume du plasma Vi 830 m?3
Surface du plasma Sp 680 m?
Surface de section S 22 m?

Des études technologiques de composants, centrées sur leurs performance et
leurs intégration, en particulier au niveau de la régénération du tritium et de
I’extraction de puissance, constituent aussi des objectifs majeurs du programme
ITER. L’ensemble des interrogations quant a la faisabilité scientifique et tech-
nique d’un réacteur thermonucléaire, seront étudiés durant les vingt années d’ex-
ploitation et une réponse devra étre apportée & ces questions clés pour envisager
la construction d’un prototype préindustriel de démonstration DEMO.

1.2 Mouvement Cyclotronique et Diamagnétisme

1.2.1 Fréquence cyclotron, rayon de Larmor

Le confinement des plasmas thermonucléaires par un champ magnétique repose
en premiére instance, au niveau microscopique, sur la spécificité des orbites des
particules chargées dans un champ magnétique. Soit une particule, de masse m
et de charge ¢, plongée dans un champ magnétique statique uniforme B =Bb, ot
b est un vecteur unitaire. L’écriture de I’équation du mouvement de la particule
se réduit a la prise en compte de la force de Laplace.
dv

ol la vitesse v a été décomposée en une composante paralléle au champ magné-
tique, v = (v -b) b, plus une composante perpendiculaire au champ magné-
tique, v =b x (v x b).
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Le mouvement le long des lignes de champ est donc une translation uniforme.
Afin d’étudier 'orbite décrite par cette particule dans le plan perpendiculaire au
champ magnétique, introduisons la variable complexe: Z = v, + jv, ou x et y
constituent un systéme de coordonnées cartésiennes dans le plan perpendiculaire
ab: v, =v,u; +vyu,; systéme de coordonnées associé a la base orthonormée
directe [u,,uy, b]. Introduisons la pulsation cyclotron w:

B
Pulsation cyclotron : w. = K
—_m

La variable Z vérifie I’équation différentielle linéaire du premier ordre:

% +jw.Z =0— Z(t) = Zpexp (—jw.t)

dont la solution décrit un mouvement de rotation uniforme. Le mouvement
d’une particule chargée dans un champ magnétique, uniforme et statique, est
donc composé d’une translation uniforme le long des lignes de champ et d’une
rotation uniforme autour des lignes de champ; cette rotation est caracté-
risée par la pulsation cyclotronique (ou Larmor) w.. Le mouvement de rota-
tion uniforme autour des lignes de champ est appelé mouvement cyclotronique,
la vitesse le long de l'orbite cyclotronique est appelée vitesse cyclotronique
Ve(t) = ve cos [wet] uy — vesin [wet] uy,.

V(t) = va + Vc<t)

Centre guide Rotation cyclotronique

Pour les électrons et les protons ces deux pulsations cyclotrons (par abus de lan-
gage fréquences cyclotrons ou fréquences de Larmor) sont respectivement dans
les domaines micro-onde et radio-fréquence. Le sens des rotations cyclotroniques
est tel que le courant créé par la charge génére un champ opposé a celui ap-
pliqué, des charges libres présentent donc un comportement diamagnétique. On
retrouve ici la tendance qu’ont les effets & s’opposer aux causes qui leur donnent
naissance, tendance a ’oeuvre dans les processus d’écrantage. Une intégration
par rapport au temps permet d’exprimer la position r (¢) de la particule

r(t)=R+p,(t)= R +oyth + pr (1)

Centre guide Rayon de Larmor

ol la position a été décomposée en la somme de la position du centre de rotation,
le centre guide R, et du rayon tournant de l'orbite cyclotronique qui définit le
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rayon de Larmor de la particule: p; (t) = pp sin(wet) uy + py, cos (wet) uy,.

Ve Pre = 2,75 x1073 [mm] x /T, [eV]B~! [T]

de L : =
Rayon de Larmor : py, o — prp=0,11 [mm] x /T; [eV]B~1[T]

1.2.2 Moment magnétique et diamagnétisme

Il est d’usage, et cet usage est particuliérement pertinent pour analyser et ré-
soudre de nombreux problémes en physique des tokamaks, d’introduire le mo-

ment magnétique orbital de la particule p = — ub.
P 5 (P A0 N

Le moment magnétique est donc le rapport du contenu énergétique cyclotronique
muv? /2 divisé par la valeur du champ B.

, lqlprve  lqwe| p3  muZpy
M. t At : = = — c
oment magnetique 2 2 2B

Ce concept est particulierement important pour ’étude des plasmas thermo-
nucléaires magnétisés, le moment magnétique d’une particule chargée plongée
dans un champ magnétique permet d’analyser le comportement des plasmas de
tokamak dans le cadre d’une description fluide ainsi que dans le cadre d’une
analyse du mouvement des particules.

X A

B

y

En effet, nous démontrerons que le moment magnétique est un invariant
adiabatique, simplifiant ainsi I’analyse des orbites des particules chargées; et,
au niveau fluide, 'introduction du moment magnétique orbital permet de définir
la densité volumique de moments magnétiques ou vecteur magnétisation M

Vecteur Magnétisation: M = —(nep.)b — (n;u;)b

ol la densité ionique est notée n; et de densité électronique n, = Zn;, les cro-
chets () exprimant une moyenne sur la distribution des vitesses cyclotroniques
Ve, le signe moins étant une conséquence du caractére diamagnétique des mou-
vements cyclotroniques.

Soit J (r «+— R ,t) la densité volumique de courant, a l'instant ¢, générée en
r par une particule de centre guide R, de vitesse cyclotronique v, (t) et de
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rayon de larmor p; (t).

Jr—Ri,t) = qve(t)é[r—(Ri+pp (1))
~ qve(t)5(r—RL) —qve(t) py (t) - Vid (r —Ry)

ol nous avons pris en compte 'ordering p; < |r — R |. Dans le contexte d’un
modeéle fluide, tel que la magnétohydrodynamique, la composante haute fré-
quence (w.) de ce courant doit étre filtrée aussi nous considérerons la moyenne
temporelle (J (r < R )), (v. (t)) = 0 mais (v, (¢) py, (1)) # 0, ainsi (J (r — R 1)) =
—q (Ve () pr (1)) - Vb (r —R).

Pour obtenir le courant de magnétisation Jy/ (r) associé a une distribution
de densité n (R) nous devons sommer (J(r,R,)) pondéré par les différentes
contributions n (R )dR,; ainsi, compte tenu de l'identité V, 6 (r — R, ) =
—Vgr, 6 (r— R, ) et apres intégration par partie, nous obtenons le résultat clas-
sique Jpy =V x M.

T (r) = —q/ (ve (1) pp (1)) - Ved (r — Ry )n(Ry)dR) = —uVy x bn (r)

Ce résultat sera mis & profit lors de ’analyse des courants diamagnétiques au
sein d’un plasma thermonucléaire.

Courant de Magnétisation: Jy =V x M

1.3 Invariance Adiabatique et Dérives

1.3.1 Moment magnétique et force diamagnétique

Deux stratégies sont mises en ceuvre pour étudier la dynamique des particules
chargées interagissant avec un champ électromagnétique:

e la résolution des équations de Newton permettant d’exprimer, a chaque
instant, la position et la vitesse de chaque particule,

e la construction d’invariants, c’est-a-dire de combinaisons algébriques de la
position et de la vitesse telles que les variations temporelles de I'une et de 'autre
se compensent pour assurer I'indépendance de cette combinaison par rapport
au temps.
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La théorie des orbites dans les tokamaks fait usage de ces deux stratégies,
la deuxiéme étant justifiée par l'existence d’un ordering entre (i) le rayon de
Larmor et la période cyclotronique, qui constituent des échelles de longueur et
de temps caractéristiques du mouvement autour des lignes de champ, et (ii) les
échelles caractéristiques de longueur et temps associées au champ; ainsi des
méthodes d’approximation remarquablement efficaces peuvent étre construites.

Comme dans le cadre de ’analyse du transport, la variable d’intérét est ici
aussi la position du centre guide autour duquel s’effectue la rotation cyclotro-
nique. Dans une configuration tokamak trois types d’orbites du centre guide
coexistent : les orbites circulantes (C), les orbites piégées (P) et les orbites non
standard (NS). Nous allons les identifier et les analyser dans ce chapitre.

Lorsqu'un champ magnétique homogeéne est fonction du temps la prise en
compte du champ électrique d’induction s’avére nécessaire pour étudier la dy-
namique d’une particule chargée. Soit donc un champ magnétique homogene
instationnaire B(¢); la solution de I’équation de Maxwell-Faraday permet d’ex-
primer le champ d’induction E (r,t) en chaque point r & chaque instant ¢:

0B r dB
VXE——EHE(r,t)—§XE
L’équation du mouvement de la particule prenant en compte la force de Coulomb
et la force de Laplace est donc donnée par:
AVAR < dB) q dr
= r X

—_— = —— xB
dt 2m +mdtx

Laplace

dt

Coulomb

Définissons Q(t) = ¢B(t)/m et considérons un systéme orthonormé direct carté-
sien (x,y, z), tel que I’axe des z soit orienté suivant la direction du champ magné-
tique B. Afin de simplifier la discussion nous supposerons dz/dt = 0. Considé-
rons le changement de variable complexe (z,y) — Z; la variable complexe Z(t)
ainsi définie permet de réécrire I’équation du mouvement :

.t 2 2
, J -z Q
Z(t) = [x(t t)exp= | Qs)ds > —+—2=0

0= o0+ juO)espd [ s)as = TZ + 3
Nous reconnaissons I’équation d’un oscillateur linéaire de fréquence variable.
Nous allons résoudre cette équation et décrire le mouvement de la particule
chargée sous ’hypothése d’une variation temporelle du champ magnétique lente
a échelle d’une rotation cyclotronique. Pour ce faire considérons la fonction
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complexe Zy kg (t).

Zwr(t) = 2o

92@) exp & B /0 tQ(s)ds}

Cette fonction Zw i p (t) est solution de I’équation différentielle linéaire :

1 3/
50 1 (ﬁ)

Si I’échelle caractéristique de la variation temporelle du champ magnétique est
beaucoup plus longue que la période cyclotron, c’est-a-dire si Q@ < Q% et Q <
Q3 alors Q2 > Q/2Q — 302 /402 et 1'équation vérifiee par Zy xp (t) peut
étre approchée par I’équation vérifiee par Z (t); ainsi Zyw i p () constitue une
solution approchée des équations du mouvement: dIn)/dt < Q — Z = Zwkp.
Sous cette hypothése de variations dites adiabatique, la solution de 1’équation

du mouvement peut étre analysée en terme d’invariance adiabatique. En effet,
d’une part:

>z 02
SEWEB LT zks +

z —
2 T wkB =0

d d

% (QZWKBZ;;VKB) =0 s ZWKB ~Z— & (QZZ*) ~0

et d’autre part: QZZ* = ¢Bp? /m. Ainsi, u = ¢Bp?% /2m est un invariant adia-
batique, c’est-a-dire une constante du mouvement dont I'invariance est garantie
par un ordering de temps caractéristiques: dInQ/dt < Q.

d
Invariance adiabatique du moment magnétique : w_ 0

dt

La variation temporelle du champ magnétique est compensée par un ajustement
du mouvement cyclotronique, a travers une accélération, ou une décélération,
produite par le champ électrique d’induction, tel que p reste a peu prés constant.
Considérons a présent le cas d’'un champ inhomogéne, stationnaire, possé-
dant une symeétrie de rotation autour de l'axe des z, B(r,z) = B, (r,2)e, +
B, (r,2) e,, et étudions le mouvement d’une particule, de masse m et de charge
¢, au voisinage de cet axe de symétrie. Afin de simplifier I'étude de ce mou-
vement, introduisons (e,, ep, e,) une base de repérage cylindrique orthonormée
directe d’axe e, et effectuons un développement de Taylor du champ, & partir
d’un point de référence sur I'axe des z. L’équation de Maxwell :
V-Bz%%rBr—i-%Bz:O
permet d’exprimer les dérivées du champ suivant z en fonction des dérivées
suivant r: OrB,/rOr = — 0B,/0%|,_,. Ainsi, la forme générale, au voisinage
de 'axe des z, d’'un champ possédant une symétrie de révolution, est donnée
par:

r 0B,
2 0z

B(T’Z)%_ er+BZ (O’Z)ez

r=0
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Les expressions de la vitesse et de ’accélération d’une particule sur une base
cylindrique sont respectivement :

dr do dz
v = aer + raeg + Eez
dv d2r A drdd  d%0 d2z
i [W—r<%> ]eT—I—[Qaa—i—rW}eg—i—Wez

et permettent d’établir la projection cylindrique de ’équation de Newton pre-
nant en compte la force de Laplace.

d2r do\ > do
E‘(E) = ke
d?z ~q dirdB,
a2 T m dt2 9z
dr df d?0 q dr q dzr 0B,
wa T T Tma® nmzes

La troisieme équation de ce systéme peut étre réécrite afin de faire apparaitre
Iinvariance du moment angulaire canonique :

d [ ,do ¢ d,, L0 g
L ()= L2 2p C__ 4,25
dt <T dt> o B g = B

ou le choix d’une constante d’intégration nulle correspond & la classe d’orbite
passant par le point » = 0. La prise en compte de cette relation, qui traduit
Iinvariance par rotation autour de I’axe des z, conduit a l'identification d’une
accélération (décélération) le long de 1’axe des z:

&z q? 2p 0B,
a2 _4_'m2r ? 0z
dr @B

dt? 2m?2

g qB.,

.~ 2m

ol le coefficient de proportionnalité entre 1’accélération et le gradient du champ
n’est autre que le moment magnétique p que multiplie la masse m; cette force
est appelée force diamagnétique ou force pgradB.

m@_m%_gﬁﬁaBZ__ 05;
az " "ar " 2dat 9z Mo

Force diamagnétique :

=—u-VB

ol 'angle 0 est égal a deux fois I’angle cyclotronique qui doit étre repéré autour
du centre de 'orbite et non autour du point r = 0.

La présence d’une convergence, ou d’une divergence, des lignes de champ
induit donc une force le long de la direction du champ, force proportionnelle
au moment magnétique u et au gradient de 'amplitude du champ. Son origine
physique peut étre discutée comme suit. Considérons un champ inhomogene
présentant un faisceau de lignes de champ convergentes. Ce champ inhomogeéne
peut étre décomposé en la somme d’un champ homogéne B et d’un champ
perturbateur b. A I'ordre zéro une particule effectue un mouvement de rotation
cyclotronique v, autour de la direction de B.
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—
B

E() N

B() B2

Ce faisant cette particule intercepte le champ b et la force de Laplace engen-
drée par ce champ perturbateur: qv.xb, est dirigée suivant B et garde un signe
constant sur une rotation. Cette force n’est autre que la force diamagnétique.
L’existence de cette force diamagnétique garantit aussi I'invariance adiabatique
du moment magnétique p dans un champ magnétique inhomogéne. En effet, la
conservation de I’énergie cinétique d’une particule chargée interagissant avec un
champ magnétique statique, et I’accélération diamagnétique le long des lignes
de champ permettent d’établir une relation entre la variation de 1’énergie cy-
clotronique et la translation le long des lignes de champ.

. , o dv? doj 2 2 2
Invariance de l’énergie : ;tc = ——dt” _ dv; _ U_cv” 9B _ ve dB
, L d = =
Force diamagnétique : =l = — £ 9B dt. B "0z B dt
dt m 0z

ou z est I'abscisse curviligne le long de la ligne de champ considérée comme axe
de la rotation cyclotronique et v = dz/dt. Le moment magnétique est donc un
invariant adiabatique quel que soit la nature de la variation du champ, spatiale
ou temporelle, si les hypothéses d’adiabaticité sont veérifiees: B(r,t) lentement
variable a I’échelle d’'une rotation cyclotronique et faiblement inhomogéne a
I’échelle d’un rayon de Larmor.

1.3.2 Dérives électriques et magnétiques

Afin de développer la théorie du mouvement des particules chargées dans les
champs électromagnétiques inhomogeénes et instationnaires, considérons d’abord
la configuration de champs la plus simple: un champ électrique, homogéne et
dépendant du temps, E(¢), plus un champ magnétique homogeéne et station-
naire. B = Bu,. (u,;,u,,u;) est une base cartésienne orthonormée directe et x
et y constituent un systéme de coordonnées cartésiennes dans le plan perpen-
diculaire au champ magnétique. Une telle configuration de champs est appelée
configuration de champs croisés. L’équation du mouvement est donnée par :

dV q q
i mE(t) + mV x B
ou V est la vitesse de la particule. La vitesse V et le champ électrique E peuvent
étre décomposés en la somme d’une composante paralléle au champ magnétique
plus une composante perpendiculaire au champ magnétique: E;= (E-u,)u,,
v|=(V -u.)u;. Dans la direction du champ magnétique, la particule subit une
accélération semblable & celle qu’elle subirait en ’absence de champ magnétique
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et le mouvement est une translation non uniforme. La solution de la projection
de I’équation de Lorentz suivant u, se raméne donc & une quadrature.

TTLm = qEH(t) — VH(t) = VH(to) + %/ EH(u)du

dt to
Dans le plan perpendiculaire au champ magnétique, la force électrique n’induit
pas une accélération mais une vitesse de dérive qui se superpose au mouvement
cyclotronique. Afin d’étudier ce type d’orbite introduisons les deux variables
complexes Z et £.

qux‘i‘VyUy _)ZZVI +.7Vy ) Exux+Eyuy — &= %Eaj—i_j%Ey

Ce changement de variables conduit a 1’équation :

dZ(t )
PO | jeez(t) = £

dt
ol w,. est la fréquence cyclotron de la particule. La solution de cette équation
peut étre exprimée comme la somme d’une solution de I’équation sans second
membre plus une solution particuliére de 1’équation avec second membre E(t).

Z(t) =Z(tg) exp [—jwe (t — to)] + / exp [—jw. (t — w)] E(u)du

~~ to
ve(t)

Le premier terme du second membre de cette relation décrit le mouvement
cyclotronique autour des lignes de champ magnétique en 1’absence de champ
électrique. Le deuxiéme terme décrit I'effet du champ électrique. Considérons
une situation ou le champ électrique ne varie de maniére significative que sur
une échelle de temps beaucoup plus longue que la période cyclotron, et telle
que E(t = —00) = 0 et dE(t = —o0)/dt = 0. L’intégrale décrivant V'effet du
champ électrique peut étre sommeée par partie afin de faire apparaitre un dé-
veloppement en d"€/dt"Ew?, qui, compte tenu de la lenteur de I’évolution du
champ £(t) a l’échelle de la fréquence cyclotron, est un petit parameétre ap-
proprié pour un développement perturbatif. L’hypothése d’évolution lente en
regard de I’échelle cyclotronique est une hypothése d’adiabaticité. Sous cette
hypothése d’adiabaticité, nous obtenons donc le développement :

/ ' ep g (t— ) Eydun D 4 LED

o Jjwe  w? odt
N~
VE vp

Le premier terme de ce développement est appelé dérive électrique de champs
croisés, vg. Le deuxiéme terme est appelé dérive de polarisation, vp, car, cont-
rairement au premier terme, des espéces de charges différentes présentent des
vitesses différentes, ce qui induit une polarisation du plasma.

Le premier terme de ce développement est appelé dérive électrique de champs
croisés, vg. Le deuxiéme terme est appelé dérive de polarisation, vp, car, cont-
rairement au premier terme, des espéces de charges différentes présentent des
vitesses différentes, ce qui induit une polarisation du plasma.
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. _ExB 1 dE
E="pr """ T By dt

— V=v|+vet+vEg+vp+..

Ces deux dérives électriques, champs croisés et polarisation, se superposent au
mouvement cyclotronique décrit précédemment. La dérive de polarisation est a
Iorigine de la valeur élevée de la constante diélectrique d’un plasma magnétisé
soumis & un champ électrique basse fréquence. Lorsque I'hypothése d’adiaba-
ticité n’est plus vérifiée, I’échelle de temps du champ devenant de 'ordre de
grandeur de l'inverse de la période cyclotronique, les formules précédentes ne
sont plus valables; l’analyse du mouvement révele alors des résonances. On
remarquera que la dérive de polarisation est proportionnelle a la masse, les
courants qui en résultent sont donc principalement ioniques.

VPT Ve

Intéressons nous maintenant au cas d’une variation spatiale du champ ma-
gnétique.

e décomposons la vitesse perpendiculaire au champ en la somme d’une rota-
tion cyclotronique v, (t) et d’une vitesse de dérive inconnue vp: V= v, (f)+
Vp, puis

e analysons la position comme la somme de la position du centre guide et
du rayon de Larmor tournant: r =R + p;.

Cette décomposition correspond & un ordering de la dynamique ainsi séparée
en mouvements lent et rapide, v. = dp; /dt et p; constituent la partie cyclotro-
nique rapide, vp = dR | /dt le mouvement lent induit par les inhomogénéités du
champ. Le caractére lent, a 1’échelle cyclotronique, de ces composantes permet
de définir vp comme la moyenne vp = (V1 ), la moyenne étant ici une moyenne
temporelle sur une période cyclotronique.

Afin de résoudre ce probléme, nous supposerons que les échelles de variations
spatiales du champ vérifient un ordering adiabatique: le rayon de Larmor sera
supposé plus petit que les longueurs de gradient dans le plan perpendiculaire au
champ, et le rapport de la vitesse paralléle au champ sur la fréquence cyclotron
plus petit que la longueur de gradient paralléle. Le champ sera représenté par
B(z,y,2) = B(x,y,2)b(x,y, 2) , dans un systéme de coordonnées cartésiennes
(x,y, z) associé a une base orthonormée directe (u,, uy, u), ot b est un vecteur
unitaire. L’axe des z est choisi tangent a la ligne de champ a lorigine: b(x =
0,y = 0,z = 0) = u,. Les hypotheses d’adiabaticité se traduisent donc par
prOB/0x < B, p;,0B/0y < B, V|0B/0z < w.B ot la fréquence cyclotron et
le rayon de Larmor sont calculés au point de référence (0,0,0).
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Sous ces hypothéses, le champ apparait localement homogéne a la particule
qui effectue plusieurs rotations cyclotroniques avant d’explorer les variations
spatiales transverses et longitudinales. La position de la particule peut donc
étre décomposée en la somme de la position du centre guide R(¢) qui repeére le
centre de l'orbite cyclotronique, et du rayon vecteur de cette orbite circulaire

p(t):
r(t)=R(t) + pr(t)= R(t) + pp, [cos (wet) uz — sin (wet) uy]

Cette décomposition de la position entraine une décomposition de la vitesse en
la somme de la vitesse cyclotronique, de la vitesse le long de la ligne de champ,
et d’une dérive lente perpendiculairement aux lignes de champ :

V=V|+Ve+vVvp=vb+w:[p(t) xb] +Vvp

Les deux inconnues de cette décomposition, en mouvements lents et rapides, sont
les mouvements lents: la variation temporelle de la vitesse parallele dv(t)/dt
et la valeur de la vitesse de dérive vp. A lordre zéro en les petits parameétres
prOnB/0x ~ O(e) , p0In B/0y =~ O(e) et v 0ln B/0zw,. =~ O(e) l'orbite est
donnée par

v =vb, ve=wc[py Xb] , pr=pp [cos (wct)u, —sin (w.t)u,] , vp =0

Afin de calculer 'ordre suivant, nous effectuons un développement limité du
champ, au voisinage de l'origine, au premier ordre en py, :

B(r=R+p.)=B[R)+(p, V)B|g

Compte tenu de la décomposition de la vitesse, du développement du champ, et
de la valeur de la trajectoire & l'ordre zéro, I’équation du mouvement peut étre
réécrite :

d q
! (vi+ve+vp) = poey (V) +ve +vp) x [B(R)+(p, - V) Blg]
Afin d’extraire la partie lente de la trajectoire nous prenons la moyenne, ( ), de
cette équation sur une période cyclotronique. Seuls persistent alors les termes
lents et les carrés de termes rapides.

—b=dvp xBR) + Lwc ((py, x b) x (py,- V) Blg + O(?)

Le double produit vectoriel ((p; x b) X (p; - V)) B peut étre évalué par pro-
jection sur la base cartésienne locale:

((pLxb)x (pr-V))B = —{(pr,(pr-V))B.u; — <PLy (pr - V)> Bu,
+(pry (Pr - V)) Byu. + (pr, (P - V) Bou,

Compte tenu de l'identité 2(pp;p; ;) = 0ij, de I'équation de la divergence du
champ: 0B, /0x+0B,/0y+0B,/0z = 0 et de 'expression (p;, - V) = p;,0/0x+
p Lya/ dy, I’équation de la force de Laplace moyennée sur une période cyclotron
s’écrit finalement :

dH—v B VB
_ = X —
mdt qvp 2
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Afin d’identifier les différentes dérives perpendiculaires et le terme d’accélé-
ration paralléle, cette équation doit étre ensuite projetée parallelement & b et
perpendiculairement & b. Introduisons n le vecteur normal & une ligne de champ
magnétique, R son rayon de courbure et s I'abscisse curviligne le long de cette
ligne.

La théorie de la courbure fournit la relation classique: db/ds = n/R. La
derivée de la vitesse paralléle peut s’exprimer comme :
d (vb)

dvp oo

dv

I v
b _
a > TR

R

Le produit scalaire de cette équation avec b permet d’exprimer le terme de force
diamagnétique: mduv)/dt= —ub-V B(r); et le produit vectoriel avec b permet
d’exprimer les termes de vitesse de dérive de gradient et de courbure:

b x v} (b-Vb) = Lbx (vp xB) — Lb x VB
m m

La solution de cette équation algébrique, d’inconnue vp , est:

Ebevr ™y b 9)b
Vp = —Db X + ——Db X . =v +v
P="F B ( ) DG + VDo
L’origine physique de la dérive de gradient est une lente accumulation de faibles
déviations, non compensées, du rayon de Larmor entre les zones de champ fort
et de champ faible.

v2 bx VB v b xn
VpG = ——— ,VDpc = — — V=v|+v.+vVpe+vVpc+ ..

2wc B We

x
e
y QO 0O 0 0 1P
S S TAC

z -—

VDG)/)/)/]Sz
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L’identification de l'origine physique de la dérive de courbure ne présente
aucune difficulté; une particule qui suit, a 'ordre zéro, une ligne de champ
courbe subit une force centrifuge F. et la dérive de champs croisés, F. x B/qB?
générée par cette force centrifuge, n’est autre que la dérive de courbure vpc.

Le mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique statique,
présentant une courbure et un gradient, est donc la superposition du mouvement
cyclotronique et du mouvement paralléle et de deux mouvements de dérive, les
dérives de gradient et de courbure.

Champs croisé vp = %
Polarisation vp = B;c %
Gradient Vpo = 2V_£CZB§3¥B
Courbure Vpo = Z_\Ipb_lx%n

Le sens de ces deux dérives est fonction du signe de la charge de la particule. Ces
dérives créent donc des courants et des séparations de charges, donc des champs
électriques et magnétiques. Ces courants de dérive s’écoulent dans la direction
perpendiculaire au champ. L’essentiel de 1’énergie cinétique est contenue dans
le mouvement cyclotronique et le mouvement paralléle, le mouvement de dérive
ne contenant qu’une faible fraction de I’énergie totale. Si le mouvement de la
particule a lieu dans une zone éloignée des sources du champ, ou si, comme dans
les tokamaks, la pression du plasma est beaucoup plus faible que la pression
magnétique, alors, il est possible de considérer le champ B comme irrotationnel,
cest-a-dire: VxB =0 — V x (Bb)=0=BV x b—b x VB, I’équation:
Vb?=0=(b-V)b+b x (V x b) permet d’établir 'identité: b x VB/B =
bx(b-V)b=bxn/R; lasomme de la dérive de gradient et de la dérive de
courbure dans le vide est donc égale a:

Dérive magnétique: Vp =vVpg+ Vpeo =

C’est cette derniére relation que nous utiliserons pour analyser la nature des
orbites dans un tokamak.

1.4 Orbites Circulantes et Piégées

1.4.1 Topologie magnétique

Sur la base de la décomposition de la vitesse d’une particule chargé e en la
somme d’une translation le long des lignes de champ plus une rotation cyclotro-
nique autour des lignes de champ, plus une dérive lente perpendiculairement aux
lignes de champ, analysons les propriétés de confinement d’un champ purement
toroidal. Décrivons ce champ toroidal sur une base cylindrique [eg,e,,e.], la
position d’un point étant repérée par [R, ¢,z | les coordonnées radiales, angulaire
et axiale.
Ry

Champ toroidal: B = B, (R)e, = Bgfecp
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Le mouvement d’une particule chargée est la combinaison d’une translation le
long des lignes de champ et d’une rotation autour des lignes de champ, plus un
mouvement de dérive perpendiculairement au champ: V = v + %VC +vp ol
la vitesse de dérive vp a pour expression :

2
2 Ve
vp = t3 ~opPle
- 4 4
Rowcg R

Compte tenu du signe de leur charge respective les électrons dérivent vers le bas
et les ions vers le haut (B; > 0); ce mouvement lent de séparation des charges
engendre un champ électrique E solution de I’équation de Maxwell-Ampére en
régime quasi-électrostatique: V. x B = 0 = pgJ + pyc00E/0t.

OE n
o (¢i (VDi) + e (VDe))

Les populations électronique et ionique étant & 1’équilibre thermodynamique a
la température 7', la valeur moyenne des vitesses parallele et cyclotronique sont

données par <mvﬁ> = (mv?/2) = kT.

Le champ électrique axial résultant de la polarisation du plasma croit donc
linéairement avec le temps et engendre une dérive de champ croisé radiale,

4kT w2y E x B
E=—0 L te, Vou -
1 Ro We0o € ¢ B2

la vitesse d’éjection radiale du plasma est donc une fonction linéaire du temps:

dR 4T w2, vyt
— =R P2t~ op—
it~ qBoRRwew ' Ry

Vitesse d’éjection radiale :

Dans un plasma de tokamak la fréquence cyclotronique électronique est de
lordre de grandeur de la fréquence de Langmuir, weo ~ wpo , le temps ca-
ractéristique d’éjection radiale est donc de l'ordre de Ry que divise la vitesse
thermique des électrons. Ce temps est bien en deca du temps de confinement
nécessaire pour satisfaire le critére de Lawson.

Bien que les lignes de champ soient fermées et que les particules présentent
une tendance & suivre les lignes de champ, un champ purement toroidal ne per-
met pas de confiner un plasma car la vitesse de dérive axiale engendre un champ
électrique axial qui génére une dérive radiale. Il est donc nécessaire de compléter
ce champ par une composante supplémentaire inhibant la séparation de charge.
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Un tel mécanisme de court-circuit, permettant d’annuler le courant de polari-
sation ng (vp), peut étre mis en ceuvre en complétant le champ toroidal Bye,
par un champ poloidal B;e,. Les lignes de champ seront des hélices s’enroulant
sur des tores emboités et le courant de polarisation sera court-circuité a travers
la connexion haut-bas ainsi réalisée. Ce principe de confinement des orbites des
particules chargées dans un tokamak doit étre validé par une analyse détaillée
de la nature des trajectoires dans une configuration du type:

Champs toroidal et poloidal: B = B, (R,r)eq + B; (R) e,

Pour mener & bien cette analyse les coordonnées cylindriques précédentes [R,
¢, z| associées a la base orthonormée directe [eg, e, e.] ne sont pas adaptées;

nous utiliserons les coordonnées toroidales cartésiennes [r = \/ (R— Ro)2 + 22,
0 = arctan R+%, @] out Ry est le grand rayon du tore.

Afin de simplifier ’analyse nous supposerons que les surfaces magnétiques
sur lesquelles s’appuient les lignes de champ sont des tores concentriques de
sections circulaires. Considérons un modeéle simple ot la composante poloidale
et la composante toroidale sont données par :

r

Ro T
B =By—~By|1l—— B =——8B
¢+ (R) 0% 0< 7 cosH) , By (R, 1) TR ¢+ (R)

0

ol nous avons introduit le facteur de sécurité ¢ qui mesure le rapport du nombre
de tours autour de ’axe magnétique au nombre de tours autour de ’axe toroidal
pour une ligne de champ donnée.

Facteur de sécurité: q=
L’équation des lignes de champ:

B, B

0 " Ry ¥

Lignes de champ :

décrit un ensemble d’hélices dessinées sur ces tores emboités. Le mouvement le
long d’une ligne de champ s’effectue a la vitesse v = ds/dt ot s représente 'abs-
cisse curviligne le long de la ligne considérée. Pour les configurations tokamak
le petit rayon d’une surface magnétique et le grand rayon de I'axe magnétique
suivent l'ordering dit du petit rapport d’aspect Ry > r. Ainsi, comme le facteur ¢
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est de 'ordre de un a quelques unités, I’élément de longueur peut étre approché
suivant :

ds = \/ R2d¢? + r2d0? ~ Rdp ~ Rqdf ~ Ryqd0 <1 + RL cos <9>

0

Sur une surface magnétique r = constante 'amplitude du champ magnétique
varie en fonction de l'angle 6 et il est d’usage de distinguer, le coté dit fort
champ du coté de ’axe toroidal et le coté dit faible champ vers I'extérieur. Cette
variation de 'amplitude du champ engendre une force diamagnétique qui peut
arréter certaines particules a travers ’existence de points mirroirs. La variation
du champ le long des lignes de champ est donnée par :

0B N 0B;| db T

— | = —| — B
Os |, a0 |, ds Ong

sin 6

ol nous avons négligé les termes d’ordre supérieur en le petit rapport d’aspect.
Nous utiliserons systématiquement ce type de développement perturbatif dans
la suite de 'analyse des orbites. La vitesse le long des lignes de champ peut étre
projetée sur les directions toroidale et poloidale; compte tenu de la relation
v =~ Rdy/dt ~ Rqdf/dt nous obtenons I’expression :

’U2
Vitesse du centre guid + + e+ (2
itesse du centre quide : v—= +vUpe, = v|e —uje e,
g I3 D 1€ 4R €0 Rowe,
e . dv| B 0B
Accélération du centre guide m— =—u— -VB=—u—
dt B ds

T

La trajectoire du centre guide d’une particule chargée est décrite par trois
variables: D'angle toroidal ¢, I'angle poloidal 6 et le petit rayon r. La vi-
tesse cyclotronique v, est déterminée par 'invariance du moment magnétique
p=mv2/2B (r,0) — v, (u,7,0) et la vitesse parallele v| par Pinvariance de ’é-
nergie cinétique, enfin, ’angle cyclotronique effectue une rotation a la pulsation
cyclotronique correspondant a la position du centre guide. La vitesse paralléle
v|| est soumise a la force diamagnétique, la particule est donc accélérée du coté
bas champ et décélérée du coté fort champ. La projection de la vitesse de dérive
vpe, suivant les directions poloidale et toroidale permet d’établir les équations
du centre guide pour une configuration tokamak.

dr
dt
ﬁ:ﬂ+v[)cos9
dt  qRy r
dvj _ pBo
dt ~  mqR?

Petit rayon =wvpsind

Angle poloidal

rsinf

Vitesse paralléle
oll nous avons utilisé la relation e, = sin fe, + cos fey.

1.4.2 Orbites circulantes

La solution générale de ce systéme d’équations conduit & distinguer deux classes
de trajectoires: (i) les trajectoires circulantes ot ’énergie cinétique le long des
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lignes de champs domine 1’énergie cinétique cyclotronique vﬁ > 02, (ii) les

trajectoires piégées correspondant & I'ordering inverse v2 >> vﬁ.

z v,
\/7”e T B,
Hq
/ ®®
r @\ @© Be
W
Bs 0 - Z®
X ¢
B? Ry R x > /
Vi

Dans le premier cas la force diamagnétique, décrite par le deuxiéme membre
de la troisieme équation, est faible et 'on peut considérer que v reste a peu
prés constant, ’énergie cinétique totale étant conservée v, reste donc aussi ap-
proximativement constant ainsi que vp. Considérons le repérage cartésien du
plan poloidal: x = R— Rg =rcosf , z =rsinf; les deux premiéres équations
décrivant le mouvement du centre guide dans ce plan sont données par:

vy
dt qRo
dt qRo

Introduisons la variable complexe: Z(t) = (z(t) + qupRo/v)) + jz (), le
systéme précédent de deux équations réelles est équivalent a I’équation sur la
variable complexe :
dZ Y| )
— =j—Z > Z=Zjex ——t
dt J 4Ro 0 €Xp (J 4Ro
Les orbites des particules passantes sont donc des hélices dont les projections
poloidales sont des cercles excentrés.

z A z A

Le décentrement de ces cercles, 0., a pour valeur:

qUDR[) qu :
6C = =  ~ ——” ~ —(gpy, X signe [wCUH]
Yl We
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Les surfaces de dérive sont donc décalées par rapport aux surfaces magnétiques
d’une longueur de 'ordre de grandeur de quelques rayons de Larmor. Ce décent-
rement peut étre vers le coté fort champ pour les ions co-passants (v > 0) et
les électrons contre-passants (v < 0) ou vers le coté faible champ pour les ions
contre-passants (v < 0) et les électrons co-passants (v > 0). Sous '’hypothese
v)| > v, les trajectoires sont donc confinées et le champ poloidal joue bien le
role qui lui a été imparti, a savoir, induire une rotation poloidale pour inhiber
la séparation de charge verticale induite par la vitesse de dérive vp. Les orbites
circulantes sont donc des hélices s’appuyant sur des tores emboités et décalés

S 1 dique: o AP g 21t 92U ot
par rapport a4 'axe magnétique: ¢ = RO,GN aRo TR0~ o8 | Ry )

Caractéristiques Valeurs

Pulsation cyclotron We = %
i 0 T PL
Pulsation toroidale — w, = R ~ We'R

. . _ v
Pulsation poloidale wg = TR~ Wegks

1.4.3 Orbites piégées

Considérons maintenant I’hypothese opposée, v. > v, et négligeons, dans un
premier temps, la vitesse de dérive vp, en effet vp/v. ~ p;p /Ry < 1; mnous
compléterons cette premiére analyse en considérant 'effet du mouvement de
dérive & la fin de cette étude.

By A P

®® Orbites circulantds Orbites ci}‘cu/dﬂte‘\
B % R N

B < > —

’\ Orbites pigées /’ é ’/\
> 5 Orbites pFigées 5
-t 6o 0 T O al -, o A )

0 BN

w v
—o

Sous cette hypothése les équations de la trajectoire du centre guide s’éta-
blissent ainsi :

do B I

dt — qRo

dv” MB()T’ .
o = Ting I sin 6

Eliminons la vitesse paralléle v entre ces deux équations pour obtenir I’équation
vérifiée par 'angle 0 qui est similaire a celle d’un pendule non linéaire.

d*0  uBor
— + — == sin
dt?  mq*R}

Introduisons la fréquence de bounce w;, qui caractérise cette oscillation non

linéaire.
P puBor Pr, r
Fréquence de Bounce: wp = A w
1 b \/ mq?R3 “qRo \ 2Ry

=0
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Cette oscillation entre deux valeurs extrémes +0, résulte de 'existence de deux
points miroirs dans la zone de champ fort ou la particule rebrousse chemin le
long de la ligne de champ. Partant de ’angle 8 = 0, coté champ faible, le gradient
de champ convertit la vitesse paralléle en vitesse cyclotronique a travers la force
diamagnétique, cette conversion est achevée aux points miroirs en £6 et la
particule repart vers la zone de champ faible; sur le trajet retour la conversion
inverse, du mouvement cyclotronique vers le mouvement paralléle prend place
etc... L’équation du pendule non linéaire peut étre résolue et la solution, qui
s’exprime en termes de fonctions elliptiques, développée en série de Fourier pour
faire apparaitre les composantes harmoniques. Il est plus instructif de présenter
une analyse qualitative du mouvement en considérant la forme hamiltonienne
de cette équation et en introduisant le hamiltonien, dit du pendule non-linéaire,
H: 1
p= q?o — H (p,0) = 5192 —UJ%COSQ

ol p est le moment canoniquement conjugué a ’angle 6. Nous allons analyser les
caractéristiques du mouvement du pendule non-linéaire en identifiant d’abord
les deux classes topologiques de trajectoires, puis en étudiant séparément les
caractéristiques de chacune de ces deux classes.

Le carré p? étant toujours positif la quantité H + w% cos @ est aussi toujours
positive, mais deux cas doivent étre distingués:

e Si I'énergie H est plus grande que le carré de la pulsation w?, alors I'angle
0 peut prendre toutes les valeurs sans que le signe de H + wz cosf varie: H >
w% — —o0 < 0 < +o00. Ces orbites sont circulantes et le mouvement est une
rotation.

e Si I’énergie H est plus petite que le carré de la pulsation w?: —w? < H <
—i—wg, les valeurs admissibles pour I'angle 6 sont restreintes afin de préserver
la valeur positive de H + wicosf: —w? < H < 4w} — 2n—1)7 < 0 <
(2n + 1) . Ces orbites sont piégées coté bas champ, la particule effectue un
mouvement d’oscillation entre deux points miroirs.

Dans ’espace des phases (p,6) ces deux classes d’orbites sont séparées par
deux orbites critiques d’énergie H = +w?, les séparatrices S. La définition de ces
séparatrices, p? /2 — wz cosf = wf, permet d’exprimer leur équation cartésienne
ps (0) et de calculer lextension en moment Apg de la zone piégée: pg(0) =
+2wyp cos (0/2) — Aps = 4wyp. Une analyse asymptotique de la période, T', du
mouvement, dans la zone piégée, au voisinage cette séparatrice, révéle une diver-
gence logarithmique a 'approche de la séparatrice: T (H) — ‘log ‘H - w? H Jwp
quand H — w}. La lenteur du mouvement au voisinage de la séparatrice rend
cet ensemble d’orbites extrémement sensible aux perturbations et donc struc-
turellement fragile. Dans un scénario de transition vers le chaos par croissance
d’une perturbation appropriée cet ensemble d’orbites est le premier & présenter
un comportement chaotique.

Les équations de Hamilton permettent aussi d’identifier les points O et X du
portrait de phase: px =0, 0x = (2n+1)7, po =0, 0o = 2nw. L’agencement
des séparatrices, des orbites circulantes et des orbites piégées est représenté sur
la figure ci-dessus. Le point O correspond a la position de plus basse énergie
du systeme: H = —w}, c’est une orbite dite stagnante; au voisinage de ce
point O le hamiltonien peut étre développé, 2H = p? — w§92 + ...; lorsque ce
développement est restreint & sa partie quadratique, le potentiel est celui d’un
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oscillateur linéaire et les orbites au voisinage du point O sont donc des oscilla-
tions harmoniques; cette sous classe d’orbites est dite profondément piégée.

Orbites profondément piégées : vy = v cos [wy (t —tg)], 6~ Ogsin|ws (& — 1o)]

La condition |p| < 2w;, ot p = v)|/qRo permet d’établir le critére de piégeage.
Deéfinissons v} comme la vitesse parallele en 6 = 0 et v, comme la vitesse
cyclotronique en 6 = 0:

v”Q 2r
Vo Ry

Condition de piégeage :

Sur une surface magnétique donnée la fraction de particule piégée est obtenue en
sommant la fonction de distribution des vitesse a l'intérieur du domaine piégé.

+00 ver/ 25 exp (—mvﬁ + mvg/QkBT)
fpr = / 27Tvcdvc/ - < dv)
o[ (2rmkpT)?

Ainsi la fraction de particules piégées sur une surface magnétique de rayon r
vaut /21 /Ry,

2r
Fraction de particules piégées : — —
p piég o oV R
les effets de la population piégée seront donc significatifs vers ’extérieur du tore
de plasma, coté bas champ. Pour évaluer l'effet de la vitesse de dérive sur les
résultats qui viennent d’étre établis considérons 1’équation du centre guide pour
le rayon r et la vitesse paralléle v :

dr 02 . de V47

dt ~ 2Rowe, dt ~—  2qR2

oll nous avons pris en compte I'ordering veo > v)joy/Ro/2r. Les orbites piégées,
aussi appelées trajectoires bananes, ne se réduisent pas a de simples arc de cercles
mais présentent une largeur 67, induite par les effets de dérive. L’élimination du
temps entre les deux équations du centre guide précédentes permet d’exprimer
la variation du rayon en fonction de la variation de la vitesse paralléle, cette
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derniére évoluant entre zéro aux points miroirs 60y et v|o en § = 0 I'estimation
de la largeur dite banane conduit a une valeur de l'ordre de gp;+/Ro/r.

2 qRo

d Ry v 2R
dL_ — 6b:2q—0£z2qpm/—0
|| Weo T Weg r

Largeur de banane: = -2

Pour établir 'expression de 'ordre de grandeur de cette largeur nous avons pris
en compte l'ordering de définition de la population piégée vy < ve0y/ 27/ Ry
— Vjo/wey ~ pr \/2r/Ro. A énergie cinétique donnée E = mv?/2, sur une
surface magnétique de référence, les particules exploreront plus profondément
la zone de champ fort si I’énergie cinétique mv?/2 est contenue principalement
dans le mouvement le long des lignes de champ; la figure ci-dessous présente
trois orbites de méme énergie, de méme point de départ, pour trois parametres

Yji1 V)2 Yj3
v < v < v

Ve=Cte ﬁ‘ =Cte
Vio

Wl=Cte

Vs

V2
Vi

Si plusieurs particules, initialisées au méme point, possédent le méme pa-
rametre v /v leurs orbites présentent le méme point miroir, par contre leur lar-
geur est une fonction croissante de I’énergie cinétique : mv?/2 = mv?/ 2+mvﬁ /2.
La figure ci-dessus illustre ce comportement pour trois orbites telles que v <
v9 < v3. La partition entre particules circulantes et piégées n’est pas de nature
statique mais dynamique, un flux constant de particules circulantes est piégé a
chaque instant et un flux égal est dépiégé a chaque instant, les collisions sont
le principal mécanisme alimentant ces deux flux dans ’espace des vitesses asso-
ciées & une surface magnétique. Nous allons calculer la fréquence caractéristique
de dépiégeage v4.

Considérons le dépiégeage des particules piégées dans la zone de champ faible
du tokamak sur une surface magnétique de rayon r: une particule de vitesses v
et v, telles que v|2 /v? < 2r/Ry, dont la vitesse est principalement cyclotronique
reste piégée sur des orbites localisées dans la zone bas champ du tokamak ; les
collisions induisent une redistribution de ’énergie cinétique entre la vitesse le
long des lignes de champ v et la vitesse cyclotronique v, suivant la loi d’évo-
lution P(v,a «+— v’, &/, t) exprimant la probabilité qu'une particule initialement
en v/’ At =0 soit en v, & instant ¢ ot v? = vﬁ +v2 et cosa = v /v:

§(v—0") =t
P(v, o v’,o/,t) _ u ﬁexp < I(l+1)

302 2. 3 —Tyt> Py(cos ) Py(cosa’)
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ot v = nZ2%e*\/dretm?v? est la fréquence de collisions électrons/ions et P est
le polynome de Legendre de degré [; nous démontrerons cette relation dans le
chapitre suivant. Ainsi, une particule piégée ne le reste que momentanément et
participe & une dynamique aléatoire de

Piégeage / Dépiégeage / Piégeage / Dépiégeage ...

dont nous allons calculer la fréquence caractéristique. La quantité vﬁ Jv? est
égale au rapport cos? a/ sin® a dont les arguments peuvent étre exprimés sur
la base des polynéomes de Legendre en utilisant la représentation: 3cos?a =
Py(cos ) +2P5(cos a) ; compte tenu des relations d’orthogonalité et de complé-
tude, les valeurs moyennes <cos a> et <s1n a> évoluent suivant des processus
de relaxations exponentielles :

<vﬁ (t)> _ JP(a—Z,t)cos’adv 1 —exp(—3vt) o
(2 (1)) f P (a — E )sm adv 2+ exp (—3vt) t—0

Ce résultat peut étre interprété en considérant la condition de piégeage initial
a l'instant ¢ = 0: v”/v = 0 < 2r/Ry, puis I'évolution du rapport v”/v au

bout d'un temps 7 = 2v~1r/Rq ol la particule initialement piégée est dépiégée,
<vﬁ (7')> / (vZ (7)) = 2r /Ry, sous leffet cumulatif des collisions; 1'usage est de

c
définir la fréquence de dépiégeage vy comme l'inverse du temps caractéristique
de dépiégeage 7.
. Ry

Fréquence de dépiégeage: vq ~ 1/5
Les particules piégées constituent donc une population dont la modélisation
dynamique nécessite un cadre cinétique; les trois caractéristiques principales
associées & la population piégée sont résumées dans le tableau ci-dessous

Caractéristiques Ordres de grandeurs
Condition de piégeage oe | g—o <\ T
Fraction de particules piégées fp= 12%—2
Fréquence de dépiegeage Vg = 1/12%—7‘3
: _ /2R
Largeur radiale 0p = 2qpp\/ =1

Le résultat du piégeage entre les points miroirs est une oscillation le long
des lignes de champ ot uB joue le role d’un potentiel confinant. On peut alors
se poser la question de l’existence d’un invariant adiabatique associé a cette
oscillation. La réponse est obtenue en appliquant la formule générale exprimant
I’action de cet oscillateur; cette formule permet de définir 'invariant longitu-
dinal J;, d’une particule piégée:

J 2 d
Invariant et Pulsation de Bounce: > = fzqu , U
m Wp )|

ou s est I'abscisse curviligne le long de la ligne de champ. Afin de démontrer
I'invariance de J, nous allons considérer un champ magnétique inhomogeéne sta-
tique B(s,r ) et deux éléments de lignes de champ voisins de longueur ds et
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ds’, de rayon de courbure respectif R et R’; cette configuration est illustrée par
la figure ci-dessous.

Les deux éléments de longueur ds et ds’ sont vus sous un angle commun et
possédent un vecteur normal unitaire commun n. Par ailleurs, les deux éléments
de longueur et leurs rayons de courbure respectifs sont reliés par les relations:

ds' ds ds—ds R-R
R R ds R

Une particule chargée suit les lignes de champ et dérive a travers ces lignes. Il est
donc nécessaire d’évaluer la variation de la quantité v ds résultant des dérives
magnétiques vp = dr, /dt pendant une durée §t: § (vjds) = dsévy + v)6 (ds).
La variation du rayon de courbure est due a la dérive perpendiculaire aux lignes
de champ. Pendant un temps 6t on peut donc calculer la variation de I’élément
de longueur :

6(ds) ds—ds' _R—R, _ Vvp-nét
ds ds R R

Pendant la méme durée 6t la vitesse paralleéle aux lignes de champ a varié de
la quantité dv qui peut étre calculée a 'aide de la conservation de I’énergie
SpuB + mui /2.

U2

Le moment magnétique p étant constant, la variation de champ magnétique
posséde ici un caractére essentiellement convectif et résulte du mouvement de la
particule. La somme des deux variations précédentes s’exprime en fonction des

vitesses de dérive de gradient et de courbure et le résultat final est une variation
0 (’UHdS) nulle.

§(ds) odv; 026tbxVB n  puft nxb
—— 4+ — == == -VB=0
ds + )| 2w, B R nmw. R

Ainsi invariant de Bounce J, ou invariant de rebond est bien une constante
du mouvement pour les particules piégées. L’invariance du moment magnétique
est associée au mouvement de rotation cyclotronique, celle de I'invariant J, au
mouvement le long des lignes de champ.
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KYi Bma
W
Bmin
S2 BMax
() 2n

Malgré V’existence de l'invariant J, les orbites piégées, ou trajectoires ba-
nanes, ne se referment pas sur elles mémes et présentent, dans la direction
toroidale, une lente dérive de précession dont la pulsation est donnée dans le
tableau suivant :

Caractéristiques Valeurs
Pulsation cyclotron we =L
1 — Pr r
Pulsation de rebond Wy = Weprm=1/ TRg
2
Pulsation de précession Wy = Qqu%L%

ou, conformément & l'ordering adiabatique: w. > wp > wy qui constituait
I’hypothése de départ de ’analyse des orbites.



Chapitre 2

Relaxations et Transport :
Collisions et Diffusion

La description de la dynamique d’un plasma thermonucléaire s’articule autour

de I’analyse de deux classes de processus:
e les phénomeénes collectifs, en particulier dans le cadre de ’étude des ondes,

des instabilités et de la turbulence,
e les processus collisionnels ou interactions particules-particules, en particu-
lier dans le cadre de ’analyse du transport et de I’étude de la réactivité et du

chauffage thermonucléaire.

QE? Alphas \N
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>
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Divertor
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Trois types d’interactions particules-particules sont a ’oeuvre dans les plas-

mas thermonucléaires :
e l'interaction coulombienne, ou diffusion Rutherford, & I'origine d’une perte

de confinement & travers le transport de particules et de chaleur perpendiculai-

rement aux lignes de champ,
e les réactions de fusion entre ions rapides, source du chauffage thermonu-

cléaire.
e les réactions entre espéces chargées, électrons et ions, et les espéces neutres

a la périphérie du plasma, en particulier les réactions d’ionisation par impact
électronique et d’échange de charge.

31
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Dans ce paragraphe nous allons étudier les principales caractéristiques des
processus associés aux collisions coulombiennes. La nécessité de cette analyse est
illustrée par la figure ci-dessous. Au sein d’un plasma de tokamak il est d’usage
de distinguer plusieurs régions:

e le ceeur, zone de faibles gradients de température et de densité et siége des
réactions de fusion,

e le bord, qui termine les zones de gradients de température et de densité et
qui est délimité par la derniére surface magnétique fermée (LCFS, Last Closed
Flux Surface),

e au-deld de cette surface s’étend un ensemble de lignes de champs qui in-
tercepte les cibles du divertor: la SOL (Scrape-Off Layer). Ainsi la chaleur et
la matiére transportées par diffusion du coeur vers le bord, puis du bord vers la
SOL, s’écoulent vers le divertor.

Les particules alpha déposent leur énergie principalement sur la population
électronique; les populations électronique et ionique sont le siége:

e de processus de transport dans l’espace réel & travers la diffusion radiale
de matiére et de chaleur du cceur vers le bord,

e de processus de relaxation dans ’espace des vitesses a travers la therma-
lisation électrons-ions et le chauffage thermonucléaire des électrons et des ions
par les particules alpha.

Le rayonnement (R) et 1’échange de charges (CX) complétent cet inventaire
des processus de relaxation et de transport.

Dans ce chapitre nous allons construire les outils pour étudier ces différents
processus dissipatifs & I’ceuvre au sein d’un plasma de tokamak. Les collisions
coulombiennes sont & l'origine de plusieurs phénomeénes de diffusion (vitesses
et positions des particules et position du champ magnétique); ces processus
peuvent étre modélisés dans le cadre d’une équation de type Fokker Planck
présentée dans ce paragraphe.

2.1 Equation de Landau

2.1.1 Equations de Fokker-Planck et Kolmogorov

Soit P (xg,t9 — X,t) une densité de probabilité de présence de particules dans
un espace d’états [x] quelconques (vitesse, position, énergie, moment cinétique...);
P (x0,tg — x,t) dx mesure la probabilité d’observer une particule au voisinage
du point x dans I’élément de volume dx & un instant ¢ > ¢y, sachant qu’elle a
été observée en xq a 'instant tg < t.

LA LA
P 10— X,1) P tr—X,1)
t t )
fo W & 4d
Fokker-Planck Kolmogorof
X X X X0
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Certains problémes nécessitent de considérer la distribution P (xo,ty — X,1)
ou P (xg,ty — X,t)dxo mesure la probabilité que la particule, observée en x a
Iinstant t > tg, provienne du point xg dans 1’élément de volume dxg & un
instant ¢g < ¢t. La méme fonction P (xq,ty — X, t), appelée propagateur, répond
aux problématiques de ces deux situations. Deux types d’espaces d’états seront
considérés lors de I’étude des plasmas thermonucléaires :

e L’espace des états de vitesse (ou d’impulsion) des électrons et ions; P(p,t)
est alors la fonction de distribution des vitesses: f (v,t) et son évolution dyna-
mique décrit les processus cinétiques de relaxation vers 1’équilibre.

e L’espace des états de position des électrons et ions; P(r,t) est alors la
densité volumique de particules au point r a un instant ¢: n (r,t).

Considérons 'un de ces deux espaces d’états, ou leur réunion, I'espace dit
des phases, notons [x]| la variable d’état et construisons l’équation décrivant
I’évolution dynamique de la densité de probabilité de présence d’une particule
P (xg,tg — x,t); au niveau microscopique, la particule qui est en x a l'instant
t est déplacée en x + £(x,6t) a linstant ¢+ 6t et la particule qui est en x a
I'instant ¢ provient de la position y = x — £(y,6t) a l'instant t— 6t .

Les déplacements microscopiques &€(x,6t) sont des variables aléatoires dont
nous supposerons les deux premiers moments connus: (£(x,6t)) et (£(x,0t)€(x,0t)) ;
les moyennes () sont associées au caractére stochastique des processus de colli-
sions ou d’interactions avec les champs électriques et magnétiques fluctuants.

XA

P&ES) 2= PRI =2 PR 6
Kolmogorof Fokker-Planck

X

Le probléme de la construction d’un formalisme de description de I’évolution
de P est le suivant : connaissant la densité de probabilité de présence P(x,t), a
I'instant ¢ en tout point de ’espace des x, comment calculer la nouvelle densité
P(x,t £+ 6t), en tout point de l'espace des x a l'instant ¢ 4 6t, résultant des
déplacements microscopiques & (x,6t) de chaque particule durant la durée 6t?

La probabillité qu’une particule initialement en s & l'instant ¢ soit en x
a Uinstant ¢ + 6t est donnée par: (6[x — (s + &€ (s,6t))]), la probabillité qu'une
particule en s & I'instant ¢ provienne du point x a 'instant ¢ — 6t est donnée par :
(6 [s— (x + & (x,6t))]) ou 6 représente la distribution de Dirac; ainsi P(x,t+ 6t)
est obtenu en sommant sur toutes les positions initiales s.

P(xt) — Plxt+6t) = / (6[(s+ & (3,6)) — x]) P (s, t) ds
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P(xt) — Plxt—6t) = / (6[s— (x + & (x,61))]) P (s, 1) ds

La variation P(x,t+6t)—P(x,t) est supposée suffisamment petite pour permettre
un développement de Taylor des propagateurs directs (6 [x — (s + £ (s,6t))]) et
inverses (6 [s— (x + & (x,6t))]).

(0lls+&(s) —x)) = od(x—s)

—(&(s))

(0[s—(x+€X)) = b(x—s)
1 00

LG - eb(x =) + 3 (EIEC) -

O(x—s)

Compte tenu de la parité de la distribution de Dirac, 6 (a) = 6 (—a), les dérivées
par rapport & la position x peuvent étre prises par rapport a la position générique
S.

(0x—(s+&(s)))) = b6(x—s)

0
+(&(s))
5(x—s)

— (§(x))

(8l (x+ €)=
0 1 00
5500 —8) + 5 EX)E() - 5-blx— )

La fonction de distribution P(x,t + 6t), a lissue la déformation décrite par le
champ de déplacements aléatoires & (x,0t), est donc donnée par :

P(x,t+6t) = / [6(){ —s)+ (&(s)) - %6(){ —s)+ % (E(s)&(s)) ] P(s,t)ds
P(x,t—6t) = / [6(){ —s) — (&(x)) - %6(){ —s)+ % (€(x)€(x)) ] P (s,t)ds

Le théoreme d’intégration par partie est ensuite utilisé sur chaque terme pour
éliminer toutes les dérivées de distributions de Dirac, permettant ainsi d’intégrer
les sommes et d’obtenir le résultat final, le taux de variation temporelle de la
distribution [P(x,t &+ 6t) — P(x,t)] /6t donné par 1’équation de Fokker Planck
pour prédire ’avenir et 1’équation de Kolmogorov pour reconstruire le passé:

.9 _ 0 ) 90 (§(x)€(x))
Fokker-Planck : 8tP (x0,t0 — x,t) = iy P+ o o P

ol les conditions initiales communes aux deux équations expriment le fait que la
particule est en x = xg lorsque t = tg: P (x0,t0 — X,t =t9) = P (x0,t0 =t — X, )
=6 (x —Xo).

(§(x0)) 0P  (£(x0)&(x0)) _ 90

0
Kol : —P(xq,t t)=— ‘
olmogorov (Xo, 0 — X, ) St 0o 26t 0x90Xq

Oto
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La situation la plus répandue dans le domaine de l’étude de la dynamique
des plasmas thermonucléaires est celle de ’étude de I’évolution future a par-
tir de conditions données, ainsi, nous ferons un usage récurrent de 1’équation
de Fokker-Planck décrivant cette évolution comme la divergence d’un flux local
((&(x)) /6t) P + 0/0x - ((&(x)&(x)) /26t) P présentant deux termes, un terme
de convection et un terme de dérive.

Dans ce chapitre, nous étudierons successivement les deux équations de
Fokker-Planck associées a I’évolution des densités de probabilité f (p,t)et n (r,t)
dans les espaces des impulsions (vitesses) et positions et nous exprimerons:

e les coefficients de friction et de diffusion coulombiennes dans I’espace des
impulsions, appelés coefficients de Chandrasekhar. Ces coefficients permettent
de construire 1’équation cinétique, décrivant la dynamique de la fonction de
distribution des impulsions f (p,t)

of _ 9 <519>er 00  (6pdp)
ot opop 26t

f

Chauffage — Equation cinétique : .
op Ot

e les coefficients de mobilité et de diffusion dans I’espace des positions. Ces
coefficients permettent de construire I’équation de transport décrivant 1’évolu-
tion de la densité n (r,t) en fonction de la position et du temps.

on 0 (or) n 00 (6r6r)n

ot Or 6tn oror 26t

Les deux problématiques centrales du probléme de la combustion thermonu-
cléaire étant le confinement et le chauffage, on comprend aisément que 1’évo-
lution dans l’espace des impulsions (vitesses), c’est-a-dire le chauffage ou le
refroidissement d’une population, et son évolution dans I’espace des positions,
constituent les formulations dynamiques adéquates pour aborder ces probléma-
tiques.

Nous allons évaluer, dans un premier temps, les coeflicients de friction et
diffusion dans ’espace des impulsions. Pour ce faire, considérons le probléme de
la diffusion Rutherford.

Confinement — Equation de transport :

2.1.2 Diffusion Rutherford

Considérons une particule chargée, de masse m et de charge ¢, interagissant avec
un centre diffuseur constitué par une charge fixe Q. Initialement (t = —o0), bien
avant 'interaction (¢t ~ 0), cette particule posséde une impulsion (quantité de
mouvement) p, puis, bien aprés (¢ = +oo) linteraction coulombienne avec la
charge (), une impulsion p+ ép. Entre ces deux états asymptotiques la particule
décrit une trajectoire hyperbolique. Notons n le vecteur unitaire dirigeant 1’axe
de symétrie de cette hyperbole, b le vecteur parameétre d’impact et 6 ’angle de
déflexion entre les états asymptotiques p et p + 6p. Le vecteur position de la
charge mobile par rapport a la charge fixe est noté r (t) et Pangle entre r et n
est repéré par ¢ (t). L'incrément total d’impulsion 6p est égal a la somme des
incréments infinitésimaux entre ¢t = 400 et t = —o0.

+oo g +00
P qQr(t)
op = —dt = ———L—dt=§
P / dt /OO dmregr3(t) P

— 00 —

La trajectoire hyperbolique étant symétrique par rapport a n le transfert total
d’impulsion perpendiculairement & n est nul.
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pHop [\ P

En effet, la projection de la force de Coulomb perpendiculairement & n est
alternativement positive (négative) puis négative (positive) sur les deux demi
hyperboles. Ainsi le transfert total est dirigé suivant n. La valeur de cette va-
riation d’impulsion 6p peut étre exprimée en fonction de I'angle de déflexion 6
en considérant la relation r - n = rcos .

6p:2/° aQeosp(t) , _ 4Q [T cosy
Coo Ameer?(t) 2meo Jo 7,2‘%2‘
t

de

L’interaction coulombienne étant une force centrale, le moment cinétique est
conservé: |mv (t) x r(t)] = mr?|de/dt| = |p x b| = pb ot b = |b|. Substituons
la valeur de 72 |dy/dt| ainsi obtenue dans I'identité précédente, la variation totale
d’impulsion s’exprime alors comme :

qQm 0 op AL 0

bp = ———cos

b 2megpb 2 P b 2
o, pour une impulsion incidente p donnée, nous avons défini la distance mini-
mum d’approche, correspondant au choc frontal § = 7 (b = 0), aussi appelée
longueur de Landau Ay,.

Longueur de Landau: \p (p) = ;sz
TEQP

Le probléme que nous étudions est conservatif car le potentiel coulombien est
indépendant du temps; 1’énergie cinétique initiale & t = —oo est donc égale a 1’é-
nergie cinétique finale & t = 400 ; en effet, ’énergie potentielle est nulle pour ces
deux états asymptotiques (r = £00): |p|=|p + 6p|. Le triangle [p, p + ép, p]
est donc isocele; la hauteur et la médiane abaissées sur 6p sont confondues et
Op s’exprime simplement en fonction de I'angle de déflexion 6.

@ = 2sin Q

P 2
Eliminons 'angle de déflexion 0 entre les identités ép = pAp cos g /b et bp =
2p sing et exprimons la variation d’impulsion ép, résultant de la diffusion Ru-
therford sur un centre coulombien fixe, en fonction de I'impulsion initiale p et
du parameétre d’impact b.

op 2’\TL

P ey
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Compte tenu de la relation n = cos g% — sin g% la variation totale d’impulsion

Opn peut aussi s’exprimer comme :

2 2
Diffusion Rutherford : op = <6_p) b (@) P
b p) AL p/) 2p

La force de Coulomb décroissant comme le carré de la distance entre les charges,
I’essentiel de la variation d’impulsion s’effectue dans la partie courbe de la tra-
jectoire hyperbolique, les deux branches asymptotiques pouvant étre assimilées
a des mouvements de translation uniforme. Dans un plasma, une particule n’in-
teragit pas avec une autre particule unique, mais avec un ensemble de centres
diffuseurs.

Pendant une durée infinitésimale 6t il faut donc sommer les effets de 1’en-
semble des collisions avec ces centres diffuseurs sur le trajet vét o v = p/m.
La densité volumique de centres diffuseurs n est supposée uniforme; pendant
une durée infinitésimale 6t le nombre d’interactions 6 N avec les centres situés
entre une distance b et une distance b + 6b est donné par: ON = nvdt2mwbodb.
Le taux de variation temporelle de 'impulsion est proportionnel & la somme
suivant b du produit du transfert par un centre unique ép (b) par le nombre
de centres diffuseurs 6 N (b) dans la couronne cylindrique de rayons b et b+ 6b
et d’épaisseur vét. La fonction 6p (b) est une fonction décroissante avec b qui
présente un maximum, ép = 2p, pour b = 0. Par contre, la fonction § N (b) /6bdt
est une fonction croissante qui est nulle en b = 0 et devient infinie lorsque b
tend vers l'infini. Ce comportement a l'infini ne présente pas de signification
physique car nous savons que l'interaction coulombienne dans un plasma est
exponentiellement faible au-dela de la longueur de Debye Ap.

2p}—3p(b) SN
0bot

Il est donc inutile de sommer le produit ép (b) 6N (b) /6bdt au-dela de b = Ap;
il est tout aussi inutile de prendre en compte les petites valeurs de b entre 0 et
Ap car le facteur SN (b) /6bOt est négligeable pour cette gamme de parameétres
d’impacts. Physiquement cette derniére approximation traduit le fait suivant :
les collisions présentant un petit parameétre d’impact (b ~ 0) sont certes vio-
lentes (6p ~ p), mais elles sont extrémement rares (6N (b) /6bét ~ 0). Le facteur
géométrique 6N (b) /6b6t étant dominant par rapport au facteur dynamique
op (), il est donc légitime de négliger les collisions aux petits parameétres d’im-
pacts (b < Ar) et de considérer 'approximation des petits transferts d’impul-
sion: A\p/b<1—ép/p<1.

s5p_Ab M p 0<Ai>

p bbb 22 b
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Pour certaines conditions de température, la description classique tombe en dé-
faut pour les petits parameétres d’impacts, lorsque la longueur de de Broglie de
la particule, A\g = ii/p, est plus grande que la longueur de Landau ; les collisions
aux petits parameétres d’impacts doivent alors étre décrites dans un cadre quan-
tique. Mais ’argument justifiant la dominance des collisions aux grands b reste
valable, et la somme sur b doit alors étre restreinte & l'intervalle A\g < b < Ap.
Définissons la longueur de coupure A¢ :
aQm 1079 [m] \ R 10719 [m]
~ y AB = — R —————
2meop? T [eV] P T [eV]

Ac = max [Af, =

ou T' désigne la température. Dans la suite de cette étude nous considérerons
uniquement les collisions aux grands paramétres d’impact: Ao < b < Ap,
indépendamment de la nature classique ou quantique de la longueur de coupure
Ac.

Afin d’évaluer la friction coulombienne (ép) /6t et le tenseur de diffusion
coulombienne (6pdp) /26t, il est nécessaire de sommer, pendant une durée infi-
nitésimale 6t, 'effet total de ’ensemble des collisions se déroulant sur le trajet
vot. Il faut donc intégrer les effets de tous les centres diffuseurs se trouvant dans
une couronne cylindrique d’épaisseur vét, de rayon maximum égal a la longueur
de Debye Ap et de rayon minimum égal a la longueur de coupure Ag; cette
somme est notée ().

Une telle intégrale sur le vecteur pApb/b? donne un résultat nul car les
probabilités de déflexion vers le haut, vers le bas, vers la gauche et vers la
droite sont égales: considérons la représentation polaire (cos o, sin ) du vecteur
unitaire b/b dans le plan perpendiculaire au vecteur p. La moyenne sur l’angle
a donne (b/b) = 0. Ainsi le terme de friction coulombienne (6p) /6t se réduit a
une composante unique suivant p

m__//\Dé_Nﬁ db— — TpAT, ’\D@__nmcfQ?A
st owetaer®C T P T L 0 T T amep P

ot nous avons introduit le logarithme coulombien A = log [Ap/A¢], typiquement
10 < A < 20. Pour le calcul du tenseur de diffusion (6pdp) /26t, a Pordre le
plus bas en A1 /b < 1, nous considérons uniquement les termes suivant bb/b?,
les termes en bp et pp étant d’ordres supérieurs en Ay /b. La représentation
polaire du vecteur unitaire b/b dans le plan perpendiculaire au vecteur p permet

d’établir :
b ( ina,0) bb Ip?> — pp
—_ = N JE— —_ = =
2 cos @, sin a, 72 o7

ou I est I'opérateur identité. L’expression du coefficient de diffusion se réduit
donc a:

(6pop) /)‘D ON AL\? /bb nmq?Q*A
et _ e _— = — I —
25t v 2066t \P'D 7 )= T (1" - pp)

La forme fonctionnelle des coefficients de friction et de diffusion nous améne a
définir la fréquence de collision v.

Fréquence de collision: v (v)

~

QA [105“ ng} [2 eV]%

4redmo® Hz | lem=3] | mo?
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Ainsi les deux coefficients, appelés coefficients de Chandrasekhar, s’expriment
comme une simple friction et un tenseur isotrope dans le plan perpendiculaire

ap.

o 0p) e o (0pép) o Ip® —pp
Friction : 50 = v(p)p Diffusion : 55t =v(p) 5

Ce résultat appelle plusieurs remarques.
e Notons d’abord une relation remarquable entre le coefficient de diffusion
et le coefficient de friction:

O [W-pp]_ _p 0 (épép) _ (6p)
op 2p3

p»  op 26t 5t

cette relation sera mise a profit lors de la construction et de I’étude de ’équation
cinétique de Landau.

e Nous venons de traiter le cas de la diffusion Rutherford sur un centre fixe,
or, dans un plasma thermonucléaire, toutes les particules sont en mouvement,
aussi le modele précédent doit étre complété pour décrire la dynamique des po-
pulations chargées cibles. Une telle étude compléte est présentée dans le chapitre
consacré & la relaxation cinétique. Néanmoins, compte tenu de la différence de
masse entre électrons et ions et de la différence de vitesse moyenne résultante,
les résultats précédents sont pertinents pour décrire la cinétique des électrons
dans les tokamaks.

e Le logarithme coulombien pour les transferts d’impulsion électron-ion, dans
la gamme des températures caractéristiques du bord et du centre d’un plasma de
tokamak est donné par T' < 50eV: A ~ 23.4—1,15xInn [em ™3] +3.45xIn T [eV]
et T2 50eV: A~ 25.3—1,15 X Inn [em™3] +2.30 x InT [eV].

e Au-deld de la longueur de Debye, les interactions collisionnelles sont né-
gligeables mais les interactions collectives doivent étre prises en compte. Ces
interactions se manifestent, entre autres, par I’émission spontanée d’ondes plas-
mas. Pour une particule se déplacant & vitesse constante cette émission Cerenkov
induit un ralentissement supplémentaire dont la dépendance fonctionnelle en les
différents parameétres est similaire au cas collisionnel. Ce terme supplémentaire
se traduit donc uniquement par une faible modification du logarithme coulom-
bien A.

e ]l existe, non pas une fréquence de collision coulombienne dans un plasma
thermonucléaire, mais un ensemble de fréquences de collisions correspondant aux
interactions: ion-ion, électron-électron, électron-ion et aux processus tels que:
le ralentissement, l'isotropisation et la thermalisation. La fréquence v identifiée
dans ce paragraphe est la fréquence d’isotropisation électrons-ions pour une
vitesse donnée. La moyenne de cette fréquence sur une distribution de Maxwell,

Zn.e*A <2kaTe>‘% [1.6x10‘15} n [kevf
: e [

Ve 7 =
- 3edm? Me Hz m3]| T

et son adaptation au cas ionique permet de définir les fréquences de collisions
électroniques et ioniques standards:

Vese X Vesiy VITVisi X A/MelVe—i, MiVise = MelVe—si
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ou le facteur /m./m; résulte du rapport des vitesses thermiques qui détermi-
nent le flux incident donc le taux de collisions. La fréquence v.; est extréme-
ment importante en physique des plasmas thermonucléaires car elle détermine
les conductivités électriques et thermiques électroniques (en ’absence de turbu-
lence). Le fait que cette fréquence diminue avec 1" peut paraitre contre-intuitif
en premiére analyse, mais une réflexion sur la nature des transferts lors d’une
collision permet de préciser ce point : le transfert d’impulsion dans une collision
est proportionnel au temps d’interaction, or, plus un électron est rapide, plus
ce temps est court, donc la quantité de mouvement échangée diminue avec la
vitesse.

2.2 Relaxations ionique et électronique

2.2.1 Ralentissement des ions rapides

Le ralentissement des ions rapides au sein d’un plasma thermonucléaire consti-
tue un probléme important dans le contexte du chauffage; que ce soit (i) les
ions hydrogene présentant une énergie de 'ordre de la centaine de KeV, injectés
dans les tokamaks pour déposer leur énergie afin d’atteindre la température
d’allumage, ou, aprés allumage, (ii) les particules alpha, présentant une énergie
de 3.5 MeV résultant des réactions de fusion, le ralentissement de ces ions su-
prathermiques et I’étude du transfert d’énergie cinétique vers le plasma reléve
de la théorie du ralentissement que nous allons développer dans ce paragraphe.

L’équation du ralentissement d’un ion rapide, interagissant avec une popu-
lation ionique et une population électronique, peut étre établie & partir des
coefficients de friction et de diffusion comme suit :

2
avr ([VHsvEf -ve) v V) BV 5V)
dt 5t — 0 B St ot

La décélération collisionnelle est donc décrite par 1’équation :

V.V (§V) 1, (6V6V)
TV e TV

ou Tr désigne la trace de la matrice (6VOV) /26t. Nous avons étudié 1'expression
du taux de destruction de l'impulsion d’une particule de vitesse V, de masse
M et de charge g par une population au repos de charge Q) et de densité n,
(6V) /6t = —ng?Q*AV /Ame3 M?V3. Au sein d’un plasma thermonucléaire les vi-
tesses des électrons et des ions sont réparties suivant une distribution de Maxwell
et il est donc nécessaire d’adapter la relation (§V) /6t = —ng?Q?*AV /drel M2 V3
au cas d’une collision sur une cible mobile de vitesse v pour évaluer le ralentis-
sement des ions rapides sur un plasma thermonucléaire chaud.

A

® JeVQ\e@@" fiv)
. . . =

M
@ 2.9 fov)
@9 5\ e‘—@@@n.@ % !

W, Ve V

<y
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Le probléme de I'interaction entre deux particules, couplées par un potentiel
U (r), de masses respectives M et m et de vitesses respectives V et v, peut étre
résolu en considérant la vitesse du centre de masse vg et la vitesse relative vg.
MV +mv vV mM
VB=————  VR=V -—v =
B M+ m sy VR y M M+m

Suivant cette décomposition classique le centre de masse effectue un mouvement
de translation uniforme et la vitesse relative effectue un mouvement varié suivant
le potentiel d’interaction U (r), la masse associée a ce mouvement relatif étant
la masse effective ou fictive u. Ainsi, considérant les deux états asymptotiques,
bien avant la collision (interaction) et bien apreés la collision, les variations de
vitesses associées & la collision peuvent étre déduites des variations de vitesses
du probléme décomposé: v =0 et 6vi # 0.

V:vB+%vR—>6V:%6V3

Les relations explicitant la friction et la diffusion sont donc aisément adaptables
au probléme de la collision coulombienne de deux particules en mouvement, un
ion rapide de vitesse V et une particule thermique de vitesse v.

(6vr) ng?Q*A vg (6V)  ng?Q*A V-—v
St 4meu? vd 5t AmeiuM vV —v|?
(6vrévr)  ng?Q*ATvy —vgvp . Tr<6V6V> QA 1
26t C dmedu? 203, 26t AmedMZ |V — v

Ces deux relations sont ensuite sommeées sur la foglction de distribution des

vitesses des particules thermiques: F(v) = (7v}) 2 exp (—v?/v?).

(0V) _ _(nq2Q2A>(mz)—%/eX <__> VoV oy
ot 471'53;1]\/[ T P v% |V_V|3
BVEV)  (n@QAN -3 /exp ()
r 26t  \dreg M2 (mor) 'V —v| v

L’intégrale sur les vitesses électroniques apparaissant dans 1’évaluation de la fric-
tion peut étre interprétée dans un cadre électrostatique. En effet, considérons
les vitesses comme des positions, alors I'intégrant décrit une force centrale pro-
portionnelle au carré de I'inverse de la distance, et I'intégrale la somme de telles
forces pour une distribution isotrope. Nous pouvons donc appliquer le théoréme
de Gauss avec, comme surface de Gauss, une sphére centrée a ’origine v = 0.

N /.V V-y / v

T
e foli’ <
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Ainsi, le calcul du coefficient de friction est simplifié pour les cas des ions
suprathermiques et subthermiques.

v? V-v vV [T v? 3 U3
vV o> — ) ——dv~ — —— | 4mPdv =72 LV
e G e A G R
112> V-v V

V < vp— exp(—— ——dV R —
v ) |V —v|? &

v 4

/ dmvidv = =V

0 3
Le cas de la diffusion peut étre traité en remarquant que I'analogie électrosta-
tique est aussi recevable, mais en considérant une intégrale de potentiel élect-
rostatique, le coefficient de friction étant analogue & une intégrale de champ en
vertu de la relation: —8|V —v|™' /JOV =V —v/|V = v|*; les deux asympto-
tiques haute et basse vitesse sont donc données par:

<
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U% — ?)

Ces deux asymptotiques peuvent étre raccordées par une simple représentation
sous forme de fraction rationnelle :

’U2> V-—v T
exp| ——= | ——dv ~ ————V
[er(-) v = Tap

3

nlw

v

_U_2 3
eXp( %) mivh
'V —v| Vo r
’UT+ 2

Le cas des ions rapides dans les tokamaks est particuliérement simple car la
vitesse caractéristique de ces ions est intermédiaire entre les vitesses thermique
ionique et électronique: /2kpT./me >V > \/2kpT;/m;, aussi, il est d’usage
de considérer les deux limites haute et basse vitesse pour étudier le ralentisse-
ment et le dépot d’énergie.

. 2]€BTZ <6V> ninZ262A Vv
lons thermiques : V > . — 5 » = WW
3
, 2kgT, (6V) ne@?e?A Me 2
Elect th Vv = — \%
ectrons thermiques < —~ - o 3200 \3mkepT

ot les masses effectives électronique et ionique sont notées p; = Mm;/ (M + m;)
et u, = Mme/ (M + m.) ~ m.. L’ordering des masses: M ~ m; > m, et les
hypothéses: +/2kpT./me > V > \/2kpT;/m; impliquent MV? ~ m;V? >
kT ~ mev3 , ainsi, le terme de diffusion électronique est donc négligeable
devant le terme de friction électronique et la loi de ralentissement, prenant en
compte les populations ionique et électronique, est donnée par:

3
av niZ262Q2AV_2 neezQ2A< Me >2V

dt — 4me2mM  3e2m M \ 21kpT

Tons Electrons
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L’équation différentielle décrivant le ralentissement présente deux termes, le
terme électronique, dominant & haute vitesse, et le terme ionique dominant &
basse vitesse. La transition entre ces deux régimes définit la vitesse critique V.
et le temps caractéristique de décélération définit le temps de ralentissement 7g.

3Z 2kgT [2kpT
Vitesse critique : V3 ﬁ B B
4 ms Me

3w8c2mM 2kpT [2kpT
Temps de ralentissement : Tg = T2EQMm B B

nee2@Q?A  m; Me

Sur la base de ces deux définitions, 1’équation du ralentissement prend la forme
simple :
av. V3+V3\ V
dt V3

et peut étre intégrée a partir d’une vitesse initiale V (¢t = 0) = V.

TS

1
3
V()= [Vo?’exp—ﬁ + V3 (exp—ﬁ - 1)]
TS TS

Les ions suprathermiques piégés a travers I’échange de charges des neutres ra-
pides injectés au sein du plasma, ainsi que les particules alpha, suivent cette loi
de ralentissement, dans le dernier paragraphe nous analyserons, sur la base de ce
résultat, la nature du dépot d’énergie sur les différentes populations thermiques.

2.2.2 Electrons runaway

La décroissance du terme de friction collisionelle avec la vitesse est a ’origine du
phénomeéne de production d’électrons dit runeway car 'accélération électrique
peut, & partir d’une certaine vitesse critique étre plus importante que la décélé-
ration collisionelle. Ces particules apparaissent dans les décharges basse densité
lorsque le champ électrique inductif toroidal E engendre une force de Coulomb
supérieure a la force de friction collisionnelle —vv (les disruptions majeures du
plasma générent aussi des runaway).

dv n; Z%e*A v eE
dt  Amelm? v3 m
—

Friction Accélération

La force de friction —v (v) v décroissant avec la vitesse, il existe, pour un champ
électrique E donné, un seuil de vitesse tel que I'accélération coulombienne eE/m
domine la friction, au-deld de ce seuil, I’électron étant accéléré, sa vitesse aug-
mente et la friction diminue comme le cube de cette vitesse. On est donc en
présence d’une instabilité ou les effets amplifient les causes qui leur donnent
naissance.
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Limite Dreicer Limite Synchrotron

L’équation de Newton traduisant la dynamique associée a ces deux forces
permet d’identifier le seuil de vitesse critique au-dela duquel les électrons énergé-
tiques se découplent ainsi de la population thermique basse énergie.

dv n; Z%e*A eF dcosf)  eE sin? 0

— = L eosh
dt 4redmo? L

dt m v

Ce systeme de deux équations & deux inconnues admet un invariant du mouve-
ment C (6, v) permettant de distinguer deux régimes dynamiques: (i) 'ensemble
d’orbites runaway C > 0 ou le découplage et 'accélération par le champ élect-
rique entrainent les particules vers v — +oo et (ii) les orbites couplées C' < 0
ou la friction maintient les électrons dans la zone thermique. La transition entre
ces deux classes d’orbites est constituée par une séparatrice d’équation C = 0.

(223 A (223
C =v?sin?g—22 <= (1 —cosf) = 0> vﬁ toz-if 22 (1 /vﬁ +v2 — v”)

4rei Em ¢ reZEm

Plutét qu’un seuil de vitesse v, pour un champ donné, il est d’usage de définir
un seuil de champ ou champ critique pour une vitesse donnée prise égale a la vi-
tesse thermique. L’intersection de la séparatrice avec ’axe des vitesses paralléles
C (6 =0,v,) = 0 définit ce champ critique Fp aussi appelé champ critique de
Dreicer.

n; Z%e3 A n; Z%2e3 A\
Ch de Drei = S == -
amp de Dreicer : v Py — Ep 2T,

Les conclusions de cette analyse pourraient laisser croire qu’une fraction signi-
ficative des électrons dans un tokamak peut atteindre de trés hautes énergies
sans qu’aucun processus ne vienne limiter la croissance de cette énergie au cours
du temps. Cette conclusion est erronée car nous avons négligé les processus de
rayonnement, en particulier le rayonnement synchrotron résultant de la cour-
bure de la trajectoire le long des lignes de champ, qui présente une dépendance
en la puissance quatre de ’énergie, offre un mécanisme de freinage haute vitesse
suffissamment efficace pour arréter les runaway.

Introduisons ’énergie relativiste mc?y d’un électron runaway et négligeons
la friction. L’évolution de I’énergie est alors contrainte par deux tendances an-
tagonistes, I’accélération inductive et le ralentissement radiatif.

dry e2 4
b E -
nea T <& 6reo 2 |

Accélération

Pertes radiatives
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Cette équation différentielle ordinaire décrivant ’évolution de ’énergie des ru-
naway haute énergie peut étre intégrée; pour ce faire introduisons le temps
caractéristique 79 = mc/eF ainsi que la limite synchrotron 7y, qui détermine
I'énergie maximum mc?y, d’un électron dans un tokamak (dv/dt = 0).

6moRgE> 1
e

Limite synchrotron : v, = (

Cette limite est de I'ordre de quelques dizaines & quelques centaines de MeV. La
séparation des variables d’énergie et de temps, puis une quadrature sur 1’énergie,
conduisent a la loi implicite d’évolution de ’énergie ¢ (7y):

1 1
t _Jo [‘canh1 <l> + arctan <l> — tanh ™! (—) — arctan <—)]
To 2 Yo Y0 Yo Yo

2.2.3 Isotropisation électronique

Nous allons maintenant étudier le processus d’isotropisation de la vitesse d’'un
électron résultant des collisions avec une population ionique au repos. Soit une
population d’ions, supposés infiniment lourds donc au repos, de charge Ze et
de densité n. Ces ions au repos interagissent avec un électron, de masse m
et de vitesse initiale vg, décrit par la fonction de distribution f(v < vo,t); a
I'instant initial ¢ = 0 cette fonction est représentée par une distribution de Dirac
dirigée, et, a I'issue du processus d’isotropisation, par une distribution de Dirac
isotrope:

8 (v —1p) 6 (cosby — cosh)
2mvd

6 (v —1p)

t=0)=
f(V(—VO’ ) 47_‘_1}8

e f(v Vot = +00) =

ou v = |v|, § = arccos (u, - v/v) constituent, avec ¢, un systéme de coordonnées
sphériques d’axe u, dans 'espace des vitesses v; et 6y = arccos (u, - vo/vg)
est l'angle initial par rapport & ’axe des z. Nous ne prenons pas en compte le
deuxiéme angle sphérique ¢ car 'axe de référence u, du systéme sphérique est
pris parallele au champ magnétique. Ainsi, la rotation cyclotronique rend la dist-
ribution suivant cet angle ¢ homogene. Notons que l'inclusion du deuxiéme angle
sphérique ¢ ne pose aucun probléme supplémentaire si nous voulons étendre les
résultats dérivés ici. Les ions étant supposés infiniment lourds, il ne peut y
avoir de transfert d’énergie et la norme de la vitesse électronique |v| reste in-
variante. Par contre, 'effet cumulatif des collisions induit un élargissement de
la distribution angulaire c’est-a-dire une isotropisation. La fonction de distribu-
tion f(v,t > 0) est donnée par la solution de 1’équation de Fokker-Planck aussi
appelée équation de Landau dans ce contexte,
2 2
%:a%. ,,vHa%.ﬂTWf _, 0 w9,

ot v (v) = nZ?q*A/Anedm?v? est la fréquence de collision définie précédemment
et ol nous avons utilisé I'identité Vy - (Iv? — vv/v?) = —2v/v3. Ainsi appa-
rait un opérateur différentiel décrivant I'isotropisation, c¢’est-a-dire une marche
aléatoire sur une sphére, dont I’expression en coordonnées sphériques est donnée
par:

'[IU2—VV]'2_ ! gsin¢9£+#a—2
ov  sind 00 00 sin® 0 02

9
ov
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Cet opérateur n’est autre que v fois la partie angulaire du Laplacien égale au
carré de 'opérateur moment cinétique orbital en mécanique quantique. Le pro-
cessus d’isotropisation, dans ce modeéle dit de Lorentz, conserve la norme de
I'impulsion |vg| = |v| ce qui était un résultat attendu.
Dans un systéme de coordonnées sphériques, I’équation cinétique de Landau
décrivant 'isotropisation de la population électronique est donc donnée par :
of v

S ) - 1 0 . .0
Modeéle de Lorentz: =3 [sinﬁ 5 sm@ae} f

Les fonctions propres de 'opérateur moment cinétique en mécanique quantique
sont les harmoniques sphériques, qui en ’absence de dépendance en ’angle ¢ se
réduisent aux polynomes de Legendre Pj(cos ).

1 o . 0
g [% sin 9%] Py(cos@) = =1 (14 1) Pi(cosb)

La famille des polynomes de Legendre P;(z) tels que [ =0, 1, 2, 3, 4, 5..., consti-
tue une base orthogonale compléte de I’ensemble des fonctions sur le cercle:

+1 =400
| HrR@P@ =g S F S R@AE) =8 )
-1 1=0

Cette derniére relation, dite de complétude, permet de représenter les conditions
initiales du probléme, ¢ (v — vg) 6 (cos Oy — cos 8), sur la base des polynomes de
Legendre suivant une somme pondérée par les coefficients (21 4+ 1) /2. Recher-
chons la solution de I’équation d’évolution sous la forme d’une décomposition
sur la base ainsi identifiée des polynomes de Legendre:

5 (v —1g da I(1+1)

) Zal (v,t) Pi(cosbp)Pi(cosl) » — = ————vq
1

Fv = vo,t) = i 2

2
2mug

chaque coefficient a; de ce développement vérifie une équation de relaxation
linéaire et peut étre exprimé en fonction du temps. La solution est une somme
pondérée de polynomes de Legendre, les coefficients de pondération décroissant
exponentiellement avec le temps et ’ordre du polynome.

=40
f(v<—vo,t)=—6<v %) —2l;1e

I(1+1)
om0 Xp <—Tyt) Py(cosby)P(cosb)

=0

Cette expression offre un cadre adéquat pour étudier la relaxation de la vitesse
moyenne le long du champ magnétique v|| et de la vitesse cyclotronique moyenne
v. ainsi que 1’évolution des différents moments de ces variables, évolution qui
participe & des phénoménes tels que le piégeage ou la production d’électrons
découplés.

Afin de construire un modeéle statistique plus simple que ’évolution des vi-
tesses suivant une base de polynomes de Legendre, revenons & la relaxation
exponentielle de la vitesse v, la représentation cosf = Pji(cosf) permet de
construire la loi de décroissance exponentielle de la vitesse paralléle moyenne.

Vo = Ugu, — <UH (t)> = /vo cos 0 f(v,vo,t)dv = vgexp —vt
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Cette loi de décroissance peut aussi étre obtenue dans le cadre d’une modélisa-
tion de marche aléatoire Markovienne.

=) e @

/D000

) S

Introduisons la loi temporelle P (0,¢) mesurant la probabilité pour qu'un
électron effectue un libre parcours de durée ¢, sans modification significative de
sa vitesse. Sur une durée infinitésimale dt la probabilité de collision est propor-
tionnelle & dt et la probabilité de libre parcours (pas de collision) correspondant
a I’événement complémentaire est donc donnée par 1 moins cette probabilité de
collision sur une durée infinitésimale dt. En effet, il n’y a que deux possibilités,
collision ou libre parcours. P (0,t) posséde donc les deux propriétés suivantes :
P(0,0) = 1 et P(0,dt) = [1 —vdt] ou v sera identifiée ultérieurement. Nous
pouvons élargir la perspective et considérer la loi P (N,t) décrivant la proba-
bilité pour qu’un électron subisse N collisions durant l'intervalle de temps t.
Plusieurs propriétés de cette distribution peuvent étre établies: P (0,0) = 1,

P(1,6t) = vét, P(0,6t) = 1 — vét, P(N,dt) o 0; en effet, sur une durée

infinitésimale il ne peut pas se produire plus d’une collision. Supposons que la
probabilité de collision durant un intervalle de temps donné soit indépendante
de l’histoire de la particule, c’est-a-dire indépendante du fait que la particule
ait ou n’ait pas subi de collisions dans un passé récent, une telle hypothése est
dite Markovienne et permet d’établir: P (0,¢+ 6t) = P (0,t) P (0, 6t).

PO
0.8r Probabilétde collision
0.6
0.4r
0.2f
Probabildde libre parcoiirs
L L I

1 2 3 4 vt

Le développement de Taylor du premier membre conduit & I’équation diffé-
rentielle du premier ordre:
dP (0,t
% =—vP(0,t) — P(0,t) = exp (—vt)
Nous obtenons ainsi une loi de décroissance exponentielle similaire & la loi de
décroissance de la vitesse associée aux collisions coulombiennes décrites dans le
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cadre du modele de Lorentz; nous identifions donc v = v._,; pour les électrons.

Probabilité de libre parcours de durée t: P (0,t) = exp (—vt)

Considérons ensuite la loi P (N,t), un électron subit N collisions durant une
période t+6t si il en subit IV —1 durant la période ¢ et une durant 6t ou N durant

t et O durant 6t; ainsi: P (N,t+ 6t) = P(N —1,t) P(1,6t)+ P (N,t) P (0, 6t).
P (N ¢

Wﬁ‘VP(N,t) =vP(N—-1,t) — P(N,t) = Vexp(—yt)/ exp (vt) P(N —1,7)dr
0

Nous avons établi la loi de Poisson décrivant la probabilité d’observer N colli-
sions sur un électron donné durant un intervalle de durée t.

(GON

Loi de Poisson : P (N,t) = N

exp (—vt)

Le temps moyen entre deux collisions s’exprime & partir de la loi de la probabilité
P (0,t) comme la moyenne des temps de libre parcours, et la dispersion est
donnée par la valeur moyenne du carré du temps de libre parcours:

+oo o042
tP(0,t)dt t*P(0,t)dt
f0+oo ( - ) = Vﬁl’ <t2> = fU +oo ( - ) = 2V72
S P(0,t) dt o P(0,t) at

ainsi: v =(t), (1?) =272

(t) =

2.3 'Transport

2.3.1 Transport le long des lignes de Champ

Dans ce paragraphe, poursuivant ’analyse de I'impact des interactions coulom-
biennes sur la dynamique d’un plasma thermonucléaire, nous allons étudier la
nature des flux électroniques et ioniques le long des lignes de champ magnétique
et perpendiculairement au champ magnétique dans un plasma magnétisé.

En régime collisionnel la dynamique le long des lignes de champ est de nature
aléatoire et peut étre modélisée par une marche aléatoire. Sur la base de la loi
de probabilité décrivant la probabilité pour qu’une particule effectue un libre
parcours de durée t, sans modification significative du module de sa vitesse,
P (0,t) = exp[—vt], il est aisé d’établir le comportement macroscopique d’une
population d’électrons ou d’ions.

YA ; Vit

[*] Q Collision
np——* ] \QQK&, ° \\ Translation

éw“\“\wﬁo 666 Q&LQ, / Q Tit1 Collision
Q K&/ # t | Translation

¢ KK\ &» T Collision
) > \ Translation

z
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Nous allons ainsi démontrer que ce comportement peut étre décrit par un
courant macroscopique obéissant aux lois d’Ohm et de Fick. Considérons pour
cela Ihistoire d’une particule chargée, de masse m et de charge ¢, comme une
succession de libres parcours et de collisions ; entre deux collisions le mouvement
est de nature inertielle, ainsi la loi de Newton décrivant ’évolution de la vitesse

est donnée par:
W S (- ra) b0

ou T, repére les instants successifs des différentes collisions assurant un trans-
fert d’impulsion mév,,. L histoire d’une particule est ainsi décrite par une série
de temps aléatoires, t1/ta/t3/ts/.../t;/..., correspondant a la durée de chaque
libre parcours n: t, = 741 — Trn, chaque libre parcours n étant constitué par
une translation uniforme de vitesse v, = v,_1+ 6v,; les collisions & l'origine
des transferts d’impulsion mdv,, étant considérées comme des évenements beau-
coup plus courts que les libres parcours. Ces différents temps de libres parcours
t1/ta/ts/ts/.../t;/... sont des variables aléatoires dont nous avons établi la loi
de probabilité précédemment. En particulier, la moyenne (t;) et la dispersion
quadratique <t3> de ces temps sont données par: (t;) = v, <t12> =202,
Chaque libre parcours le long des lignes de champ magnétique, entre deux
collisions, est décrit par une vitesse, elle aussi aléatoire. La série des vitesses
correspondant & 1’histoire d’une particule est donc une série aléatoire: vy /va/v3
.../v... dont nous connaissons la loi de probabilité: une distribution d’équi-
libre Maxwellienne. Compte tenu du caractére isotrope du probléme, la valeur
moyenne de la vitesse entre deux collisions est nécessairement nulle (v;) = 0,
et, si la population de particules est décrite par une température T', la valeur
quadratique moyenne de la vitesse vaut (v; - v;) = kT /m. L’hypothese de dé-
corellation se traduit par la relation (v; - vj), S 0. Chaque libre parcours est
décrit par un vecteur déplacement le long de la ligne de champ z; tel que:

Zi = ’Uiti

L’ensemble des libres parcours est donc une série aléatoire: z1/22/23/24/.../2i....
La loi de probabilité de ces déplacements aléatoires est inconnue & priori, mais,
compte tenu des résultats précédents, nous pouvons construire cette loi. En effet,
les temps t1/ta/ts/tsa/.../t;/... sont distribués suivant la loi de Poisson simple
P (0,%)t les vitesses v1/v2/v3 .../v;... suivant une loi de Maxwell, ces deux lois
étant sans correllation mutuelle, la valeur moyenne d’un produit est égale au
produit des valeurs moyennes. Ainsi, le coefficient de friction (6z (6t)) / (6t) est
nul,

(0= (60) _ ) P (0, dt .
@Oty VTP (0,0 dt

2 = Uﬂfl‘ —

car < > = 0; mais le coefficient de diffusion le long des lignes de champ
<6z > 2 (6t) présente une valeur finie:

(622 (81)) _ () o JERP(0,t)dt kpT
206t) N Ta P (0,t)dt mw

zi = Uity —
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cette expression définit le coefficient de diffusion D) le long des lignes de champ
magnétique.

2 T
Coefficient de diffusion paralléle: D) = ;(S(Zti = Gl
my

En présence d’un champ électrique quasi-statique, F, cette analyse, en terme
de translations uniformes interrompue par des collisions, doit étre modifiée,
car, entre deux collisions, le mouvement n’est pas uniforme, mais uniformément
accéléré sous l'action de la force de coulomb ¢FE. Considérons donc I’histoire
d’une particule comme une suite de phases accélérées interrompues par des
collisions de durées nulles.

dv

-1 _
i mE—i—;é(f Tn) OV,

La série des temps, t1 /ta/t3/ts/.../t; /..., décrivant la durée de ces phases d’accélé-
ration est donc de nature aléatoire, mais ses propriétés statistiques sont connues.

vt+g%2
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La série des déplacements le long des lignes de champ entre deux collisions :
21/22/23/%4/ .../ Zi.... est modifiée par le champ électrique, le mouvement entre
deux collisions est uniformément accéléré

gt
2m

zZ; = viti +

et cette modification de la nature du mouvement se traduit par un déplacement
moyen non nul.

LgE ,  (62(81) _qF 8P 0,tdt qE
zi = Uiti + = t = Too = —
2m St ma [P (0,)dt M

Ce dernier résultat permet ainsi d’exprimer la vitesse moyenne des électrons
dont le rapport au champ électrique définit la mobilité électrique o le long des
lignes de champ magnétique.

Coefficient de mobilité paralléle: p = %% = %
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Ainsi, en régime collisionnel, la succession de phases d’accélérations et de colli-
sions engendre un mouvement de translation de vitesse moyenne p E. Ce mou-
vement électronique est la source d’une densité volumique de courant électrique
J = nquE; introduisons la conductivité n, dite de Spitzer, définie par la
relation: J =nkE.

2 T3
Conductivité de Spitzer: ng = % = :;JV — n[S/m] =~ 10* x [W]

Pour un plasma d’hydrogene a 100 eV cette conductivité est de ’ordre de gran-
deur de celle de I'acier, pour une température de 1 keV elle devient comparable
a la conductivité du cuivre. Ainsi les plasmas thermonucléaires sont de trés bons
conducteurs.

B 0B o @®[m]T% [eV] O
J—MQVXE——BZﬁINNAJO2X—EEET—EZN
B(/) B(/)

()

d(1) =)
]3]7 \___/
il T~

Cette formule de Spitzer peut sembler contraire & I'intuition physique. En
effet, la conductivité y est indépendante de la densité de porteurs de charge
et croit avec la température. Ce comportement s’explique aisément: (i) d’une
part, dans un gaz totalement ionisé la probabilité de collision décroit avec la
vitesse donc avec la température et (ii) d’autre part, la fréquence de collisions
est proportionnelle a la densité, le terme de densité au dénominateur dans la
fréquence de collision v élimine donc celui présent au numérateur dans la formule
n = ng?*/muv.

Le long des lignes de champ le flux électronique I'| est la somme d’un flux
convectif et d'un flux diffusif I'j = ny E' — D)dn/dz. Deux relations classiques
peuvent étre établies: la relation d’Einstein qui prédit 'universalité du rapport
du coefficient de diffusion sur le coefficient de mobilité et la relation de Boltz-
mann qui décrit la condition d’équilibre d’une population de particules chargées
interagissant avec un potentiel électrostatique ¢ lorsque le flux I')j s’annule.

Jt (£) =5 E(7)

D kT kT
Relation d’Binstein  : —L = 5= = 4 , Dy = B
i q my my
d d
Relation de Boltzmann : n =mngexp (—%) I = —”Nud_f - DHd_: =0

Les définitions qui viennent d’étre données et les relations qui viennent d’étre
établies concernent I’étude du flux de matiére le long de la direction du champ
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magnétique. Perpendiculairement a ce champ, il nous faut considérer le couplage
entre le terme de Laplace qv X B et les collisions et évaluer le coefficient de
diffusion du centre guide R des orbites cyclotroniques.

2.3.2 Transport perpendiculairement aux lignes de champ

Considérons une particule chargée, de masse m et de charge ¢, plongée dans
un champ magnétique statique uniforme B =Bb. L’écriture de I’équation du
mouvement de cette particule se réduit a la prise en compte: (i) de la force
de Laplace et (ii) des transferts d’impulsion mév,, induits par les collisions

coulombiennes:
dv ¢

E = EVXB—F;(S(t—Tn)CSVn
ol 7, sont les instants de collisions. La vitesse v peut étre décomposée en une
composante parallele au champ magnétique déja étudiée au début de ce para-
graphe, v = (v - b) b, et en une composante perpendiculaire au champ magné-
tique, la vitesse cyclotronique, v. = b X (v x b). Afin d’étudier 'orbite dans le
plan perpendiculaire au champ magnétique introduisons la variable complexe :
Z = vy + jvy o x et y constituent un systéme de coordonnées cartésiennes
dans le plan perpendiculaire a b, v, = v,u, + v,u,; systéme de coordonnées
associé a la base orthonormée directe [u,, uy, b]. La variable Z vérifie I'équation
différentielle linéaire du premier ordre :

az .
%+‘7ch=+;6(75—7”)52”

ou les méZ, décrivent les transferts aléatoires de vitesse perpendiculaire diis
aux collisions.

t
t SR

Rotation
Ti+1 Collision
ti ‘ Rotation
Ti Collision
§ Rotation

o 5

> ”

pr o

Entre deux collisions la solution est donnée par Z(t) = Zjexp (—jw,t). La
position instantanée de la particule est définie comme la somme de la position
du centre guide et du rayon de Larmor: r = R, + p;. Le rayon de Larmor
py, (t) et la vitesse cyclotronique v, (t) vérifient la relation: v. = w.p;xb. La
probabilité que la particule ne subisse aucune collision durant un temps 7 puis
subisse une collision a I’issue de ce temps 7 durant 'intervalle dr est donnée
par: dP (1) =vexp(—v7)dr ou v est la fréquence de transfert d’impulsion. A
I’issue d’une collision, non seulement une variation de la vitesse cyclotronique est
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observée, mais aussi un changement de position du centre guide 6R| . En effet,
dans un champ magnétique, statique et homogene, la position r d’une particule
peut étre décomposée en la somme de la position du centre guide et de la position
du rayon de Larmor tournant qui est reliée & la vitesse cyclotronique par: w.p;,
= b x v, ainsi, R =r—b x v./w.. Lors d’'une collision la variation de la
position instantanée de la particule est nulle ér = 0, il en résulte un couplage
entre la variation de vitesse dv. et la variation de la position du centre guide
OR .

SR, :6vc x b _ <6R2l> _ <6v§> + <(5’U§>

We w?

Afin de calculer le coefficient (v, - 6v.) considérons la dynamique en I’absence
de collision ; on suppose que la particule chargée vient juste de subir une collision
a linstant t( et posséde, apres cette collision, la vitesse v.g exp (—jw.to). En I’ab-
sence de collision, la vitesse & un instant ultérieur ¢ est donc donnée par Z(t) =
Vo exp (—jw,t) et la variation de vitesse est égale a: 62 = v.gexp (—jwct) —
Ve €Xp (—jweto). Introduisons 7 = ¢t — tg la durée du libre parcours, qui est ici
une libre rotation, et exprimons le carré de I'incrément de vitesse cyclotronique
et de 'incrément de position du centre guide & l'issue d’une libre rotation de
durée .

t—1t v2 T
0V, 0V, +6vy 0V, = 0202 = 42130 sin® <wc 5 0> — R -6R| = 4% sin? <wc§)
wC
Le résultat ainsi obtenu est fonction uniquement de la variable aléatoire 7 et
cette variable est distribuée suivant la loi dP/dr, il est donc nécessaire de moyen-
ner ce résultat pour exprimer le coefficient de diffusion.

(6R?) B 41;_20 0+OO P (0,7)sin® (w.3)dr a0V

e —
(6t) w? f;oo TP (0,7)dr v +w?

Compte tenu de l'isotropie du probléme autour des lignes de champ <6R2l> =
2 <6R§> =2 <6RZ>. La distribution des vitesses étant maxwelienne nous conside-
rerons (v%)) = 2kpT/m. Le résultat final est donné par:

Coefficient de diffusion t . p. = (6RZ) _(6R)) _ D
oejJficien e ailjjusion transverse . 1= 2 <6t> = 26t — 1 N &j

Le modéle qui vient d’étre développé permet aussi d’identifier ’existence d’un
flux dit de Hall : en présence d’'un champ magnétique et d’un gradient de densité,
un flux perpendiculaire & ce champ et au gradient se développe. En effet, le
coefficient de diffusion est de nature tensorielle et il n’est pas diagonal.

ove X b . ( SR0R, OR,OR, ) 1 < dvy 00, —6v,,60, )

oR. = 6R.6R, SR,6R, bugbu,  bugbu,

We w?

L’analyse précédente restreinte aux flux croisés conduit & la valeur suivante du
coefficient de diffusion de Hall:

§R,6R,) D
2(6t) Lt

v

Coefficient de diffusion croisée Hall: Dy = <
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Ainsi, le flux diffusif T' résultant d’un gradient de densité au sein d’un plasma
magnétisé présente trois composantes.

I = —D”V”n — DJ_VJ_TL — DXVJ_TL X b

De fagon similaire, en présence d’'un champ électrique E, les coefficients de
mobilité transverse et croisée (de Hall) peuvent aussi étre évalués et le résultat
final est donné par:

SR, OR,
Mobilités transverse et Hall: p, = (<6th>$ = h fl%, Ly = <<6t§zE>y = WLCT &

Ainsi, la vitesse d’entrainement V résultant d’un gradient de potentiel au sein
d’un plasma magnétisé présente trois composantes.

'=npyE +np, Bl +np,E xb

Direction Mobilité Diffusion

Parallele =55 D= %
Hall Hx = M2 = s DX:D@:%

Transverse p, = “IIZ_E = ,n(f:g D, = DIIZ_% = kmB—ffu

Nous allons dériver ces résultats dans le contexte d’un modeéle fluide plus simple
que le formalisme des processus stochastiques, nous retrouverons ainsi I’ensemble
des résultats précédents, 'unicité des résultats issus de ces deux modeéles diffé-
rents, Markovien et fluide, constituant une garantie d’universalité. L’équation
d’Euler dans un plasma doit prendre en compte: (i) les forces de pression, (ii)
la densité volumique de force de Coulomb et (iii) la densité volumique de force
de Laplace, (iv) plus un terme de friction traduisant les transferts d’impulsion
collisionnelle entre électrons et ions. Au voisinage de I’équilibre, les termes iner-
tiels décrivant 'accéleration sont faibles et la dynamique du plasma se réduit
au bilan de force:
Vn
—VP + ngE +ngVxB—-—nmvV=0—-V = E+pV x B_D”T

Pression Coulomb Laplace Friction

ol nous avons considéré P = nkpT'. Ce bilan des forces auquel est soumis un
fluide électronique, ou ionique, permet d’étudier les phénoménes de mobilité
et diffusion magnétisés et d’établir ainsi ’équation de transport de la matiére
en présence d’'un champ magnétique statique. Formons pour cela les produits
scalaire et vectoriel de la vitesse fluide V avec le champ magnétique B.

Vn Vn

Ces deux équations permettent d’exprimer le produit vectoriel du deuxiéme
membre de ’équation et, ainsi, d’obtenir la vitesse fluide V en fonction des
champs électrique et magnétique et du gradient de densité. Il est d’usage d’ex-
primer V en fonction des composantes paralléles et perpendiculaires du champ
¢lectrique: E = E|+E_ et du gradient de densité: V = V| +V 1, la direction
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du champ magnétique b étant prise comme axe de référence: E;=(E-b)b,
E, =bx(Exb), Vi=b(b-V),V, =-bx(bxV)oub=B/B.

V| n V.n Vin

+uEl xb—Dy x b

V=uE -Dj—=+pE -D)

n n

La vitesse d’écoulement V d’un plasma magnétisé résulte donc de la combi-
naison de six processus de transport dans trois directions de référence: (i) la
mobilité et la diffusion le long des lignes de champ magnétique (]|) qui ne sont
pas altérées par la force de Laplace, (ii) la mobilité et la diffusion dans la direc-
tion du champ électrique et perpendiculairement au champ magnétique (L) et
(iii) la mobilité et la diffusion dans la direction mutuellement perpendiculaire
aux champs électrique et magnétique (%), ce dernier terme n’est autre que 'effet
Hall.

Le transport de matiére dans un plasma magnétisé peut apparaitre complexe,
aussi, une analyse de l'origine physique des différents termes est nécessaire. L’ori-
gine des termes de Hall est a rechercher dans la théorie des orbites développée
aux chapitres suivants. Dans ce chapitre nous avons identifié la vitesse de dérive
de champ croisé Vg = E%éB et la vitesse diamagnétique V* = —’“B—T%.
La vitesse diamagnétique résulte de la non compensation des courants cyclot-
roniques en présence d’un gradient de densité ou d’un gradient de température.
Les termes croisés de mobilité et de diffusion peuvent étre exprimés en fonction
de ces effets de dérive et de magnétisation suivant la représentation :

I Dy Vin A A%
vi=—Lg L X, TF
1+ 75 I+ 7 I+ 145

Cette forme met en lumiére ’origine physique des termes de Hall. Ces termes de
Hall ne représentent pas un nouvel effet, mais simplement la modification par
les collisions d’effets orbitaux et diamagnétiques étudiés précédemment. Il est
instructif de considérer les deux limites de forte et faible collisionnalité, w, < v
et w, > v. A champ magnétique donné, c’est-a-dire a fréquence cyclotronique
fixée, ces deux limites: v — 400 et v — 0, conduisent & des comportements
isotropes et quasi orbitaux:

e Lorsque v — 4o00: p, — 0, py—py, Dx — 0 et Dy —Dy, la réponse
du plasma redevient isotrope et l'effet des collisions domine I'effet du champ
magnétique; le plasma se comporte comme un fluide isotrope et effet du
champ magnétique est négligeable.

e Lorsque v — 0: p; —0et D —0, la valeur du flux de Hall se rapproche de
la valeur de la vitesse de dérive de champ croisé et de la vitesse diamagnétique:
VvV, v Vg + V*; ce régime de faible collisionalité est donc conforme aux

résultats établis dans le cadre de ’étude des orbites en régime adiabatique.

2.4 Transport du champ magnétique

2.4.1 Paramétre Béta

La génération d’'un champ magnétique B par un courant nécessite un apport
d’énergie sous forme de travail car, bien que la force de Laplace ne produise
aucun travail (V -V x B =0) le champ électro-moteur d’induction, engendré
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par la variation temporelle du champ B, s’oppose au passage du courant. On
démontre aisément que ce travail ne dépend que des valeurs initiale et finale
du champ et est indépendant de la nature du développement temporel des cou-
rants; ainsi, introduit-on la densité volumique d’énergie magnétique B2/2u,
qui posséde aussi la dimension d’une pression et peut étre considérée comme
telle au regard de ses effets mécaniques.

B2
Pression magnétique: Py = —
240

Afin de comprendre comment cette pression magnétique peut équilibrer une
pression cinétique, c’est-a-dire présenter un caractére diamagnétique, considé-
rons l'interaction entre un flux de plasma et un champ magnétique. Soit un
flux de particules chargées, de charge ¢ et de masse m, interagissant avec
un champ magnétique. Les orbites des particules chargées générent un champ
(dia)magnétique et la force de Laplace associée au champ modifie ces orbites.
Cette population mobile est neutralisée par un fond continu de particules infini-
ment massives de charge opposée et de densité identique en tout point. Considé-
rons un systéme de coordonnées cartésiennes [z, y, z] associé a une base ortho-
normée directe [ug,, u,, u,].

Le plasma est situé dans la région des x négatifs ol le champ magnétique
b(z) u, est nul; ce champ magnétique a une valeur constante dans la zone des
x positifs grands ou la densité devient nulle. On note n(z) et v, (x) la densité et
la vitesse suivant x des particules se dirigeant vers I'interface champ-particules,
x =~ 0, a partir de x = —00. En x = —o0 ’écoulement vers l'interface posséde une
vitesse vg U, : vz(x = —00) = vy (il existe également un écoulement de retour
possédant une densité égale et une vitesse opposée). On note v, (x) la vitesse
suivant 'axe des y; en x = —o0: vy(xr = —o0) = 0, la densité n(z = —o0) =
no et le champ magnétique est nul: b(x = —o0) = 0. En x = 400 la densité de
particules est nulle n(z = +00) = 0 et le champ magnétique atteint la valeur
constante b(x = +00) = By. Le champ magnétique b(x)u, dérive d’un potentiel

vecteur a(z) uy,: b(z) = da/dx tel que a(x = —o0) = 0.
Pression cinétique du plasma nomuga
Paramétre 3 = [ - q P ] =20
[Pression magnétique du champ] 23_0
Ho

Au voisinage de 'interface champ-particules, x = 0, la force de Laplace incurve
les trajectoires des particules et génére une composante de vitesse suivant 1’axe
des y. Cette composante est & l'origine d’un courant (J, sur la figure) et ce
courant est la source d’un champ magnétique qui permet d’annuler le champ
dans la zone occupée par le plasma. La force de Laplace induit un retour des
particules et empéche le plasma de pénétrer dans la zone occupée par le champ.
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Il s’établit ainsi un équilibre dynamique entre le champ et la matiére de part
et d’autre de l'interface. Nous allons calculer les caractéristiques de cette inter-
face et la condition de 1’équilibre champ-fluide. En régime stationnaire la dyna-
mique des quatre inconnues décrivant le fluide et le champ, [n () , v, (z) , vy (z), b (2)],
est déterminée par I’équation d’Euler relative au deux composantes de la vitesse,
l’équation de continuité décrivant la conservation de la charge (masse) et 1'é-
quation de Maxwell-Ampeére décrivant la génération de champ magnétique par
les courants diamagnétiques au niveau de l'interface plasma-champ:

oo vy e b
x dSL' - qu , MU dl‘ - qU.0, dZE — YU dSL' - QMO”Uy

Pour résoudre ce systéme de quatre équations a quatre inconnues, introduisons
un systéme de variables et d’inconnues normalisées: N (X), V (X), W (X),
B(X) et A(X), ou la variable de position normalisée X et les densités, vitesses
et champs normalisés sont définis par: N = n(x) /ng, V = v, (x) Jvg, W =
vy (z) /vo, B =b(x) /By, A = qa(z) /muvy et X = qBox/mvy = x/prg, pro est
le rayon de Larmor associé a la vitesse vg dans le champ de référence By.

Le systéme des quatre équations différentielles vérifices par N (X), V (X),
W (X), B(X) et A(X), complété par la relation entre induction magnétique et
potentiel vecteur (B =V x A) est donc donné par:

av aw dNV dB I} dA
Vd—X—WB, Vd—X——VB, d—X_O’ d_X__gNW’ — =B

Ce systéme d’équations permet de construire trois invariants traduisant : (i) la
conservation de ’énergie, (ii) la conservation du nombre de particules et (iii) la
conservation du moment canonique suivant la direction des y:

V24 A2=1, NV=1,W+A=0

L’équation de Maxwell-Ampeére peut alors étre exprimée en fonction du potentiel
normalisé A.

BA B A dA
e —s —ax - Voo

Dans la zone d’écoulement, posons: A = sin2¢ — B = /20sin¢ ou 0 <
¢ < m/4. La relation de Maxwell-Ampére peut étre intégrée pour exprimer X

vV1—A?2=B
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en fonction de ¢ et le profil du champ normalisé B établi en fonction de X :

g _
§X (¢) = log

tan%’ +2cos¢p — B(X) = \/ﬁsingb

otl nous avons utilisé [*du/sinu = In (tan |z/2[). Le point d’arrét du plasma
est défini par V =0et B = 1.

V:0—>A:1—>¢:7T/4—>B:\/E—>

@
I
—

La relation 8 = 1 exprime la condition d’équilibre mécanique entre la pression
cinétique et la pression magnétique. L’échelle de longueur caractérisant la di-
mension de 'interface est quant & elle donnée par le rayon de Larmor de référence

pro = muo/qbo.

2.4.2 Diffusion et convection magnétique

Considérons un plasma homogeéne, occupant le demi-espace = > 0, constitué d’é-
lectrons de densité n et d’'un fond neutralisant d’ions, supposés infiniment lourds,
donc immobiles. Le demi espace z < 0 est vide et soumis & un champ magné-
tique homogene, dépendant du temps, dirigé suivant 'axe des z: B(t) = By(t)
u,. Les variations temporelles de ce champ induisent un champ électrique d’in-
duction E, dirigé suivant 'axe des y: E = E u, et ce champ est la source d'un
courant J = nE. Ce courant crée un champ magnétique de direction opposée
a celui appliqué et sa valeur détermine le processus de pénétration magnétique
dans le plasma pour z > 0. Cet ensemble de processus est décrit par le systéme :

B
Equations de Maxwell : V X E = _86_t’ V X B = pyJ

Lot d’Ohm pour un miliew au repos : J =nE

ou 7 est la conductivité du plasma résultant des collisions électrons-ions: 1 =
nq?/my. L’élimination du courant dans ce systéme de trois équations a trois in-
connues conduit au systéme réduit: 0FE/0x = —0B/0t(x,t), 0B/0x = —pynk,
puis I’élimination du champ électrique entre ces deux équations conduit & une
équation de diffusion sur le champ magnétique.

0°B OB

ox2 “0”5

La dynamique du champ magnétique est donc caractérisée par Dy, le coefficient
de diffusion magnétique.

1
Coefficient de diffusion magnétique: Dy = — = )\gyei
HoTl

Une question intéressante peut maintenant étre tranchée: dans un mélange
champ-plasma, la matiére diffuse-t-elle plus vite dans le champ que le champ
dans la matiere? La réponse est donnée par la valeur du rapport des coefficients
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de diffusion c’est-a-dire par la valeur du rayon de Larmor sur la longueur de
London.

DL NP%NU%W%Nﬁ
Dy )\12) c? w?
Ainsi, dans un tokamak (5 < 1) le champ diffuse plus vite dans le plasma que
le plasma dans le champ.

B(1=0) B() n(t=0) n(t)
“ne 2 ° we T
t @ oo ""}\p\/ ee? ﬁn“‘»a §§ DJ_Nin @ 5 o: .
Al =" ik i T
%o @ o Le I:" ::B » da“‘da o
age © e #we““a [ «[2%]a

L)

La dynamique du champ magnétique ne se restreint pas & un processus de
diffusion; lorsque le plasma est en mouvement, le couplage champ-matiére, a
travers les courants d’induction et la force de Laplace, autorise un entrainement
du champ par le plasma et du plasma par le champ. Pour étudier ce phénoméne
considérons le modéle précédent en présence d’un écoulement fluide de vitesse
V ot la loi d’Ohm est modifiée pour prendre en compte le fait qu’elle s’applique
dans le repére au repos du plasma ot le champ électrique doit étre complété par
le terme électromoteur de Lorentz V x B.

B
Equations de Mazwell : V xE = _88_25 , VxB=ypy,J
Loi d’Ohm pour un milieuw en mouvement : J=n(E+V x B)

Eliminons le courant et le champ électrique entre ces trois équations pour obtenir
I’équation dite de convection-diffusion du champ magnétique.

B
Equation de convection-diffusion : %—t =Dy AB+ VX (V xB)

Le transport du champ apparait comme la combinaison d’un terme convectif,
V x (V x B), que nous analyserons plus en détail a I’aide du théoréme d’Alfvén,
et du terme de diffusion magnétique Dy;AB, identifié précédemment dans le
cadre de I’étude de la relaxation électronique.

L’hypothése d’écrantage dynamique du champ électrique dans le repére du
plasma: E+4V x B = 0, dans le cadre de laquelle nous avons identifié la vitesse
d’Alfvén, conduit & un comportement remarquable du plasma ol les particules
et le champ évoluent de concert, ce résultat constitue le théoréme d’Alfvén que
nous allons démontrer et commenter.

By(t+dt
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Soit un fluide MHD idéal de vitesse V, la dynamique des champs électrique
E et magnétique B est contrainte par ’équation de Maxwell-Faraday et ’hypo-
these d’idéalité.

MHD idéale : E+V xB=0
Mazwell-Faraday : V xXE = —%—]tg
Considérons une courbe fermée, C(t) , plongée dans ce fluide et attachée a ce
fluide, c’est-a-dire une courbe convectée et déformeée par I’écoulement. Soit S(t)
une surface orientée s’appuyant sur C(t). Cette courbe est entrainée par I’écou-
lement du fluide et se déforme sous 'effet de I'inhomogénéité de I’écoulement.
De méme cet écoulement modifie la valeur du champ magnétique. Malgré ces
variations de champ et I’évolution de la surface S(t), le flux du champ magné-
tique ®(t) a travers la courbe C(t) reste constant. Pour démontrer ce théoréme,
dit du flux, considérons la variation temporelle du flux ®(¢) durant un temps
dt.

id = // B(r,t+dt)-dS—// B(r, ¢
S(t+dt) S(t)
_ // B(r,t)-dS—/ B(r,t)-dS—l—// @ IBEY g
S(t+dt) S(t) S(t-+dt) ot

Le flux du champ magnétique & travers toute surface fermée étant nul, la somme
des deux premiers termes du deuxiéme membre est égale aux flux de B & travers
la surface balayée par la courbe pendant la durée infinitésimale dt. Le flux & tra-
vers cette surface latérale infinitésimale peut étre exprimé comme la circulation
le long de la courbe de I’élément de surface latérale engendrée par le mouvement
de la courbe: dl x Vdt. La variation de flux précédente se réécrit donc:

dd=—¢ B-(dlx V)dt+ // det+O(dt2)
c(t) 20

Le produit mixte du premier terme du deuxiéme membre peut étre réarrangé
pour faire apparaitre la circulation du champ V x B le long de la courbe C;
quant au deuxiéme terme il peut étre exprimé en fonction du champ électrique
a travers ’équation de Maxwell-Faraday. Nous obtenons ainsi la différence entre
deux termes que le théoréme de Stokes rend égaux. La variation de flux est donc
nulle.

o B(
‘flt f(VxB ~dl+ //a LI %Edl—/ VxE - dS=0

Ce résultat constitue le premier théoreme d’Alfvén ou théoréme du flux.

¢ [B(r,t),C[V(r,t)]]
dt

Théoréeme d’Alfvén : =0

Cette propriété étant vraie pour un circuit quelconque, elle implique un trés fort
couplage entre le fluide et le champ et permet de dégager une image physique
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ol le fluide et le champ sont attachés dans une évolution commune. Un plasma
initialement non magnétisé le restera au cours de son évolution et, en particulier,
s’il rencontre un champ magnétique il le déformera afin de maintenir un champ
nul en son sein. De méme un plasma initialement magnétisé le restera et, si
il est entrainé par une force il entrainera avec lui le champ magnétique en le
déformant. En effet, une force F appliquée perpendiculairement & un champ
magnétique engendre une vitesse de dérive F x B/qB? dont le sens est fonction
de la charge g de I’espéce considérée, ainsi un courant J est généré et ce courant
est la source d’'un champ magnétique qui est a l'origine de la déformation, en
apparence mécanique, du champ.

2.4.3 Nombre de Reynolds

L’ordre de grandeur du rapport du terme de convection magnétique sur le terme
de diffusion magnétique permet d’introduire le nombre de Reynolds magnétique.
Normalisons les vitesses & une vitesse caractéristique V et les longueurs a une
longueur caractéristique L: v = V/V et X = x/L, I’équation de transport
magnétique en régime stationnaire se réécrit sous forme normalisée :

Convection-diffusion: Dy AB+Vx(vxB)=0— AB+RVx(vxB)=0

ol nous faisons apparaitre le nombre de Reynolds magnétique Raq = ponV L
comme paramétre de controle de I’équation du transport magnétique station-
naire.

C tion du ch VL VL
Nombre de Reynolds magnétique: R = [Convection du champ] R~

[Diffusion du champ] " Du )‘129V€i

e Si Ry — +oo (n — +00) le mélange diffusif champ-plasma est extré-
mement lent car Dy — 0; le terme de convection est alors dominant et la
dynamique du fluide MHD est dite idéale.

e Si Ry — 0, la dynamique du plasma est controlée par sa résistivité et la
diffusion devient dominante.
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Il est instructif d’étudier le phénomeéne de pénétration en présence d’un écou-
lement et de calculer la longueur de pénétration dynamique ¢ qui avec A\, et A
constituent les trois longueurs caractéristiques d’interaction entre un champ ma-
gnétique et un plasma, selon la situation. Considérons, en régime stationnaire,
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un écoulement V. = V cos(z/L)u, interagissant avec un champ magnétique
B = b(2)u; + Bu,. Le champ obéit a I’équation du transport magnétique :

d?b B . /z
DB+pgnVx (V x B) = 0 === = R sin (E)
ou R = pynV L. L’équation des lignes de champ, x (z), est donc donnée par
dx/dz = b(z)/B et 'amplitude de la déformation des lignes de champ définit la
longueur de pénétration §.

dx

.z 4
= ——Rsmf — x(z) = LR cos (f) — 6 =TRL

e Ainsi, si R > 1, c’est-a-dire pour les faibles dissipations et les grandes
vitesses, nous retrouvons le théoréme du gel et I’écoulement enfonce le champ
mais ne diffuse pas a l'intérieur de la zone magnétisée

e et, si R < 1, il n’y a pas de déformation des lignes de champ et le champ
diffuse dans la zone magnétisée.

R<1 R=0 R>1

B <1 Diffusion du champ  Plasma confiné par le champ  Convection par le champ

G >1 Diffusion du plasma Champ expulsé par le plasma  Convection par le plasma

Le tableau ci-dessus résume ’ensemble des régimes d’interactions champ magnétique-
plasma en fonction du parameétre G et du nombre de Reynolds magnétique K.



Chapitre 3

Ondes: Dispersion et
Résonances

Le probléme du chauffage des plasmas thermonucléaires peut sembler, en pre-
miére analyse, insoluble. En effet, pour allumer un plasma thermonucléaire il
est nécessaire de le porter & une température de 'ordre de cent millions de
degrés. Or, l'usage, pour chauffer un milieu, est de le mettre en contact avec
une source d’enthalpie plus chaude, ce qui est impossible pour les plasmas ther-
monucléaires car les meilleures sources d’enthalpie ne dépassent pas quelques
dizaines de milliers de degrés. On peut alors se tourner vers la conversion de
travail en chaleur (transformation de Joule-Rumford), mais un plasma ther-
monucléaire est trés faiblement dissipatif, et a une température de I'ordre de
cent millions de degrés, les collisions sont inopérantes pour assurer une produc-
tion d’entropie significative associée a la dégradation d’un travail par friction
collisionnelle entre le mouvement d’oscillation d’une population au sein d’une
autre population au repos. Néanmoins, il est possible de transférer irréversible-
ment ’énergie d’un champ électromagnétique vers un plasma thermonucléaire
en utilisant ’existence du régime chaotique de l'interaction onde-particule. En
effet, dans ce régime d’interaction, la complexité de la réponse du plasma a un
champ électrique induit une décorrélation temporelle qui assure l'irréversibilité
du transfert d’énergie, c’est-a-dire une production d’entropie significative asso-
ciée & un chauffage efficace. Dans le cas d’un plasma thermonucléaires, & haute
fréquence, ces courants sont essentiellement des courants de polarisation.

Fréquence Sources  Circuit

ICRH 50— 100 [MHz] Tétrodes  Lignes
LH 1 —10 [GHZ] Klystrons  Guides
ECRH 100 [GHz] Gyrotrons  Guides

Lorsque un plasma est excité par une onde électromagnétique, il est utile de
définir le vecteur polarisation: P = ), ¢ér/V, le courant de polarisation :
J =3 qv/V et le déplacement électrique D, ott V est un élement de volume
infinitésimal contenant les charges ¢ de positions et vitesses r et v = ér/ét:

C

Polarisation électrigue : P [E} = (qnér)

63
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. . Al _ (nér) 0P
Densité de courant : J [E] =q(nv)=gq 5t~ ot
D E
Déplacement électrigue : D E =¢E+P —>a— = an— +J
m?2 ot ot

D ainsi défini ne doit pas étre confondu avec le tenseur de dispersion D associé
a 'onde.

Conductivité o [ﬁ} : J(r,t)= / dr'dt'o (v,t ', ') E (', t)
m
e F I ] 1oy
Permittivité [E] : D(r,t)= go/dr dt'e (r,t —r',t")-E(r',t")

Considérons un champ électrique harmonique du type E (t) = E cos (wt + ¢).
La représentation complexe de ce champ est définie par la convention :

Re [E expjwt} = Re[Ecos (wt + ¢g) + jEsin (wt + )]

Le champ complexe ainsi défini, E = Eexp (jog), est d'un usage plus aisé. En
général, lorsque un champ du type E cos (wt + @) est appliqué a un plasma,
le courant J et le déplacement électrique D présentent deux composantes, une
composante en phase avec 'excitation et une composante en quadrature de
phase:

Ecos (wt) — J=0"(w) Ecos(wt)+ o' (w)-Esin (wt)
Ecos(wt) — D =¢ege (w)-Ecos(wt)+ege” (w) - Esin (wt)

ou o’ (w), € (w) et "’ (w), €’ (w) sont des coefficients réels. Introduisons la
permittivité complexe € (w) et la conductivité complexe o (w); lintérét d’une
telle définition réside dans la possibilité de relier les représentations complexes
du champ, du courant et du déplacement a travers la relation: E cos (wt + ¢p)
— D =ReD = Re [EOE (w) - Eexpjwt}, le courant de polarisation J = 0P /0t
admet aussi une représentation complexe et la conductivité complexe o (w) peut
étre définie a partir de la permittivité complexe € (w): J =0 (w) - E.

Conductivité : & (w) = jweg[E(w)—1]—->JT =6 (w)-E
~ !/

Permittivité  : &(w) =€’ (w) — je’ (w) > D=8 (w)- E

Associons & cet ensemble de fonctions complexes de la pulsation I’ensemble des
signaux temporels dont elles constituent le spectre: A (t) = [ A (w) exp (jwt) dw/2,

la relation courant-champ est un produit dans l'espace de Fourier J (w) =
0 (w) F (w) et devient une convolution en représentation temporelle.

Conductivité +  J(w) =& () B(w) — I (1) = / Ao (t—1) B
Permittivité  : D(w) =& (w)-E (w) — D (t) = /dt'a (t—t) E(t)

Les parties réelles de ces coefficients décrivent les phénoménes de réfraction,
si I'on parle le langage de l'opticien, ou de puissance réactive, si I'on parle le
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langage de ’électronicien; les parties imaginaires, quant a elles, décrivent les
phénomeénes d’absorption ou de puissance active.

Ainsi, les ondes électromagnétiques constituent un moyen de chauffage des
plasmas de tokamaks. Au sein d’'un plasma magnétisé la relation de disper-
sion des ondes w (k), entre pulsation w et nombre d’onde k, est radicalement
différente de la relation de dispersion dans le vide w = +kc car des courants
de polarisation sont générés par les mouvements électronique et ionique. Diffé-
rentes branches de dispersion, ou modes, apparaissent et ’étude de ces modes
électromagnétiques s’établit branche par branche en considérant des directions
particuliéres de propagation et des cas particuliers de polarisation.

Electromagatique

Electrostatique
J A~ Jd ~T —~J

—>—w EH—t—d E g0 2 ¢ E ¢o——

R AR LI AT WL
Magretohydrodynamique

«~a B ‘,HB@., B @
i e i D St S Sy g

u.:?l \"\“,«/" Wﬂ o\u»:,

Les ondes (ou modes) électromagnétiques se propageant (ou stationnaires)
dans un tokamak sont des perturbations électromagnétiques couplées aux mou-
vements électroniques et ioniques. Dans le paragraphe suivant nous analyserons
les modes dits fluides.

3.1 Dispersion

3.1.1 Modes électroniques

Ce paragraphe est consacré au développement de la théorie des ondes électro-
magnétiques hautes fréquences (10MHz-100GHz) dans les plasmas magnétisés
tels que ceux utilisés dans les tokamaks. Compte tenu de ’anisotropie engen-
drée par le champ magnétique, une attention particuliere devra étre apportée
a la spécification de la polarisation du champ électrique et de la direction de
propagation.

Les quatre équations de base du modele fluide sont les équations de (i)
Maxwell-Ampere et (ii) Maxwell-Faraday qui permettent d’exprimer les champs
en fonction des courants; ainsi que (iii) ’équation de Newton linéarisée si nous
négligeons les effets de compressibilité et de résonance :

OH
Equation de Maxwell-Faraday MOE =-VxE
, 8E
Equation de Maxwell-Ampére 05 = =VxH-J.—J;
. dve i
Equation de Newton : me;—— = qE 4+ qv.;xBog

Todt
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ou By est le champ magnétique statique et J = nqv le courant associé a I'onde.
Ce systéme, une fois linéarisé, admet des solutions somme d’une solution d’é-
quilibre statique (N est la densité au repos, les champs électrique et magné-
tique oscillants sont nuls a I’équilibre) plus une perturbation harmonique dans
le temps et lespace: expj[wt — k- r], le mode plasma recherché.

Champs : Eexpjlwt—k-r|, Hexpjwt — k-]

Vitesses et courants : vexpjlwt—k-r], Jexpjwt —k-r]

Ainsi, 'ensemble des équations régissant les comportements du champ et des
populations ionique et électronique se réduit & un systéme algébrique linéaire
homogene. Ce systéme posséde des solutions non triviales si et seulement si son
déterminant caractéristique est nul.

Equation de Mazwell-Faraday : wpH =k xE
Equation de Maxwell-Ampére : wegE= -k xH+ jJ. + jJ;
FEquation de Newton : jwd.; = nye,ﬁOE‘i‘ Wee,ide,i X b

ot b = By/By. L’équation linéaire d’inconnue J.; peut étre résolue en formant
les produits scalaire et vectoriel du courant avec b: jwle;-b = w2 ;c0E-b

et jwJe; x b = wge’isoE X b+ weeide,i — Wee,i (Je,i - b) b, afin de substituer
dans I’équation originale ’expression du produit vectoriel J. x b en fonction du
champ électrique E. Ainsi les courants électronique J. et ionique J; sont donnés

par:
2 2
. We w

C

La permittivité diélectrique e reliant le champ électrique E & la somme des
courants particulaires et du courant de déplacement jweoE: epe - E = ¢gE +
J/jw est de nature tensorielle.

€1 —jex O
Permittivité : € = JEx €L 0
0 0 g

Restreignons ’analyse, dans un premier temps aux modes hautes fréquences ot
seule la population ionique est mise en mouvement ; les ions, de par leur inertie,
seront supposés rester au repos. L’axe des z étant aligné suivant la direction du
champ magnétique, ’expression de J. permet d’exprimer les élements du tenseur
diélectrique € (w):

w? We wf,e

w2
p ey =
27 ’ w w? — w?

€||:1—w— €J_:1—

w? — w?
La relation de dispersion, w (k), ou diagramme de Brillouin, des différents modes
est obtenue en considérant plusieurs modeles approchés pour les courants élect-
ronique et ionique J; (w,k) et J. (w, k). Le diagramme de Brillouin est parti-
culiérement utile pour discuter les couplages de modes qui doivent vérifier la
conservation de 1’énergie et de l'impulsion. Cette remarque plaide pour une
étude détaillée de la dispersion w (k) et du diagramme de Brillouin, nous allons
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donc nous attacher & établir et analyser la relation de dispersion pour les per-
turbations électromagnétiques électronique et ionique dans un plasma. Dans un
tokamak, I'usage est de définir et d’utiliser I'indice de 'onde N :

Indice: N = kE
W

L’élimination du champ magnétique et du courant (de la vitesse) entre les
équations de Maxwell-Faraday, Maxwell-Ampére et Euler permet d’exprimer
le champ électrique comme la solution de 1’équation linéaire homogéne :

Dispersion: D-E=—[Nx(NxE)+e(w)-E]=0—-detD=D =0
c

ot nous avons défini le tenseur de dispersion D (N, w) et I’équation de disper-
sion D (N,w) = 0. Distinguons la propagation parallele au champ statique et
la propagation perpendiculaire & ce champ et commencons par 1’étude du pre-
mier cas. Considérons la relation précédente sur une base orthonormée directe
(e, €y,€,) associée & un systéme de coordonnées cartésiennes (x,y, z) tel que:
b =(0,0,1) et N = (0,0, Ny).

€1 — NH2 —JEx 0 E, 0
0 0 6” Ez 0

Nous avons déja étudié les modes de Bohm-Gross qui dans la limite froide ne
sont autres que les modes plasmons et peuvent se propager le long des lignes de
champ.

Nous les retrouvons ici comme la troisiéme racine de 1’équation de dispersion :
gw) =0 = w=wyet B, =0, B, =0, £, # 0. Deux modes transverses
peuvent aussi se propager le long des lignes de champ. Ils sont solutions du
systéme linéaire homogeéne réduit :

£l _NHQ _jEX Em _ 0 2 __
( jEX e, — NH2 . Ey = 0 — &1 — N” = :i:5><

Le mode gauche ou L (pour left) et le mode droit ou R (pour right), présen-
tent tous deux une polarisation circulaire et leurs relations de dispersion sont
obtenues en annulant le déterminant du systéme linéaire: N ”2 = (e, £ex). Les
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modes R et L présentent deux coupures en dessous desquelles ils sont évanes-
cents, la coupure droite wr et la coupure gauche wy,.

Coupures Valeur

. — J— 2 wzzze _ Wee
Gauche: ¢ = ey wL—\/wpe—i— i 5

3 . — — 2 wge Wee
Droite: ¢ = —ey WR =\ Wpe + == + 5=

Le mode R présente une résonance. On notera, en rétablissant la dépendance
temporelle réelle, que le mode R tourne dans le sens direct (trigonométrique):
E./E, = j et que le mode L tourne dans le sens indirect (des aiguilles d’une
montre): E,/E, = —j. La polarisation peut étre décomposée comme la somme
d’une polarisation gauche Ky, = E, + jE, plus une polarisation droite Er =
E,—jE,

o 1+ = [l g el

Le mouvement de rotation cyclotronique des électrons étant aussi dans le sens
direct, le couplage onde R-électrons devient résonant lorsque w =~ we.. C’est
effectivement le cas et le vecteur d’onde k| présente une résonance pour w = wee,
cette valeur n’est atteinte que pour un vecteur d’onde infini. Lorsqu’une onde
transverse, polarisée linéairement, se propageant dans le vide, pénétre dans un
plasma de tokamak en se propageant dans la direction du champ magnétique,
alors, comme les seuls modes propres du plasma sont les modes L et R, nous
devons décomposer la polarisation linéaire en une superposition des polarisations
circulaires R et L. Les ondes R et L possédant des vitesses de phase différentes,
a la sortie du plasma le plan de polarisation linéaire de ’onde aura tourné par
accumulation de déphasages entre les composantes R et L, c’est 'effet Faraday.

De fagon similaire, les conditions de propagation dans la direction perpen-
diculaire au champ, b = (0,0,1), N = (N_,0,0), s’établissent ainsi:

el —jEx 0 E, 0
jex €L — N2 0 -l E, |=1]0
0 0 EH —NJQ_ Ez 0

L’analyse de ces conditions de propagation conduit & distinguer deux modes:
le mode ordinaire (O) et le mode extraordinaire (X). Le mode ordinaire possede
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une polarisation droite paralléle au champ magnétique statique By, il est obtenu
comme la solution de I’équation réduite : 5||—Ni =0etE, =0,E,=0,FE, #0,
du systéme linéaire homogéne précédent.

2 _ 2
w? — Wy,

Mode O: N, =
w

Lorsque le champ électrique est paralléle au champ magnétique statique, la
dispersion des photons est peu modifiée. En effet, ’oscillation électronique étant
suivant la direction du champ statique, elle n’est pas couplée au mouvement
cyclotronique. Le mode extraordinaire posséde une polarisation elliptique et
n’est pas purement transverse: E, # 0, £, # 0, E, = 0. Il est solution du
systéme réduit :

. 2 2
€1 —Jex ( Ex\_ (O 2 _ €1 — &%
(o5 ) (5)-(0)-m-=

L’introduction des pulsations de coupure droite et gauche permet d’exprimer
cette relation de dispersion en faisant apparaitre la résonance hybride haute.

(w? —wh) (@ —wi)

Mode X : NL:\/

3.1.2 Modes ioniques

A haute fréquence I'impact du mouvement des ions est négligeable compte tenu
de leur inertie. Par contre, a basse fréquence ’étude des dérives électriques nous a
appris que, malgré leur masse élevée, les ions pouvaient étre la source de courants
dominants dans un plasma. Nous allons donc aborder la question de 'impact
de la dynamique ionique sur la partie basse fréquence des différents modes.
La permittivité diélectrique € reliant le champ électrique E a la somme des
courants de déplacement, électronique et ioniques est défini suivant: ege - E =
eoE + J./jw + J;/jw ainsi les éléments du tenseur diélectrique sont modifiés
pour prendre en compte la polarisation ionique, nous utiliserons la convention
wei >0et wee >0

2 2 2 2 2 2

-1 wpe wpi —1 wpe wpi Wee wpe Wei wpi
e R R B R B R et S R S R
ce ci ce ci

En propagation paralléle aux lignes de champ (b = (0,0,1), N = (O,O,NH)),
les relations de dispersion des modes L et R sont obtenues en annulant le déter-
minant du systéme linéaire: N, |2 = (e, *+ex), ainsi, les fréquences de coupures
droite et gauche sont faiblement modifiées:

2
WR Wee Wee
Wi = \/wi%e + 4 + WeelWes + 7

par contre, les relations de dispersion présentent une nouvelle résonance ionique
pour le mode L; en effet, le sens de rotation cyclotronique des ions est indirect
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(sens des aiguilles d’une montre).

Modes T : N2 = W —wr)(W+wr)

‘ s (wHwr)(w—wr)
B (w4 wee) (W — wes) R: Nj=

I (W — wee) (W4 weq)

Considérons la limite asymptotique w — 0. Suivant cette limite, nous observons
que les éléments du tenseur diélectrique approchent les valeurs suivantes:

2
Whe 2 A w
gl — - El — —3,Ex — ——5—
I w—0 w?’ + w—0 Vj’ X w0 Vj Weiq

ol nous avons introduit la vitesse d’Alfvén, Va/c = we;/wy, identifiée au cha-
pitre deux. A trés basse fréquence, la relation de dispersion des modes R et L
se simplifie et présente une dégénérescence car les deux solutions se confondent
pour donner 'onde d’Alfvén.

c
Va
Les effets d’inertie ionique finie permettent de lever cette dégénérescence et de

séparer deux branches ioniques basses fréquences correspondant aux modes L
et R hautes fréquences.

C w C w
Modes L: — = Ny, /1 — — i — =Ny, /1 +—
odes Va ”\/ Wei R Va ”\/ +Wci

Pour ce qui concerne I'impact de la dynamique ionique sur le régime basse
fréquence des modes se propageant perpendiculairement au champ magnétique,
(b = (0,0,1), N = (N_,0,0)) la relation de dispersion N? = ¢, —¢e2% /e,
est modifiée et présente une nouvelle résonance, la résonance hybride basse wyy,
identifiée au chapitre deux.

R, L = Onde d’Alfvén torsionnelle : N| =

(w? —wh) (w? —wi)

Mode Extraordinaire X : Ni = (W = W?h) (= W2h)

La limite trés basse fréquence pour le mode extraordinaire: N? =e; —&2 /e

— w?e, conduit a I'identification du mode d’Alfvén compressionnel.

V2 _%
X — Onde d’Alfvén compressionnelle AC: N, = % <1 + —A>

Les ondes d’Alfvén (A et AC) sont aussi appelées ondes magnétohydrodyna-
miques.

0 ki 0 ku
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En effet leur propagation modifie la structure du champ magnétique statique
& travers des ondulations et compressions de lignes de champ et une partie
significative de 1’énergie est sous forme magnétique.

Dispersion Modes d’Alfvén Dispersion

(u)2 —w? )(wg—wQ ) . c Vj
X NJQ_ _ o 2R) L ) Compressionnel X N =~ P (1 + ﬁ>

w?—wi, Nw?—w? N

2 _ (w—wL)gw'i‘wR) Torsionnel R Ny = & (1 — = )
R NH2 = ((U;ifd“;(f_fj”i)) I~ v 2wes
J— L —WR : ~ _C w

L NH = lom oo o Twer) Torsionnel L Ny~ P (1 + 5

Le tableau ci-dessus résume l'impact de la dynamique ionique sur les modes
¢électroniques R, L et X ; le mode O n’est pas altéré par les mouvements ioniques.

3.1.3 Coupures et Résonances

Jusqu’a présent, nous avons étudié et analysé les modes électroniques et ioniques
se propageant le long et perpendiculairement au champ magnétique statique By.
L’étude des ondes dans les plasmas magnétisés sous incidence quelconque par
rapport a la direction de référence du champ magnétique se conduit de fagon
similaire a travers 'identification des différentes branches solutions de ’équation
de dispersion D (N1, Nj,w) = 0.

Dans ce paragraphe, nous nous contenterons d’analyser les phénoménes de
coupure et de résonance pour le cas de l'incidence quelconque sans présenter
le détail de I’étude, branche par branche, de la relation de dispersion. Pour
une onde d’indice (NJ_, 0, NH) = (Nsin6,0, N cos @), la recherche de solutions
non triviales du systéme linéarisé décrivant la dynamique des champs et des
particules se raméne & la recherche des conditions d’annulation du déterminant
D.

62 EJ_—NHQ —j&‘x NJ_NH
Dispersion: D = det (—2D> =0— JEx €1 — NH2 - N2 0 =0
’ NLN 0 e — NI

Le probléme de la dispersion présente trois inconnues N, N| et w et 'équation
de dispersion D (N 1, N ||,w) = ( est de nature scalaire, aussi il est seulement
possible d’exprimer 'une des trois inconnues en fonction des deux autres et des
parameétres du plasma. Dans le contexte de I’étude des ondes dans les plasmas
thermonucléaires la pulsation w constitue une donnée fixée par le générateur ra-
diofréquence ou micro-onde et ’équation de dispersion est de nature quadratique
quelque soit le choix de I'inconnue associée a I'indice N, N ou N. Introduisons
les coefficients a, b et ¢; alors, la relation de dispersion D = 0 conduit a ’étude
de trois équations bicarrées:

D (N, Njw) = 0—aN*—bN*+c=0— N(6,w)
D(NL,Nj,w) = 0—=dN{—VUNj+c =0— Nj(NLw)
D(N.,Njw) = 0—-a'Nt—b'N? +c"=0— N (N),w)
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Pour les deux premiers cas les coefficients sont donnés dans le tableau ci-dessous.

D aN* —bN? +c=0 aNj = bNi +c=0

a e sin” 0 + &) cos® § g

b eig (1 + cos? 9) + (ei — €2X) sin? 0 2e 6L — NE (€J_ + st)

c ey (63 —€2) (eLN? —€2 +e2) (N2 —¢))

Dans un tokamak, les ondes destinées au chauffage sont lancées depuis la pé-
riphérie du plasma a une fréquence w/27 fixée par le générateur et suivant un
vecteur d’onde dans la direction toroidale, sensiblement égale a la direction pa-
rallele au champ, fixée par la structure de couplage. La composante N) évolue
donc peu au cours de la propagation vers le centre du plasma car les variations
de densités et de champs, qui déterminent les variations d’indice, sont princi-
palement radiales et poloidales (|, €1 et x sont fonction de r et 6 mais ne
dépendent pas de ¢). Suivant la direction toroidale le plasma ne présente pas de
gradient de densité ou de champ magnétique; ainsi la loi de Descartes implique
la constance de IN|. Nous établirons ce résultat dans le chapitre consacré aux
chauffages. L’analyse de la propagation des ondes électromagnétiques dans un
tokamak nécessite donc 1’étude de la relation de dispersion :

D aN{ —bN7 +c=0
a g1

b (eL+e)) (st—N”z)—eQX
2
c el <EJ_ — N”2> — 5”52X

Suivons la trajectoire d’un paquet d’ondes dans le plan de section poloidale, le
vecteur d’onde perpendiculaire, c’est-a-dire I'indice perpendiculaire N, évolue
car la densité et le champ magnétique ne sont pas uniforme.

M v W
X
* Ni(x)
Xo
Coupure Resonnance

Soit (7, 0) un paramétrage de la trajectoire de ce paquet d’ondes dans le plan
poloidal, pour un couple (w,NH) fixé par le générateur et ’antenne d’indice
perpendiculaire est donc fonction de la position: N (w, Ny, 0); les points
ou l'indice N, (r,0) s’annule, sont les coupures et des points ou il devient infini,
ce sont les résonances. Au voisinage d’une coupure 'onde devient évanescente
et est réfléchie; au voisinage d’une résonance ’onde est quasi-électrostatique et
est absorbée.
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Résonances Coupures
2
Condition a=¢; =0 c=¢| (EL—N”2) —<€||<€§< =0
Phénomeénes Absorption, Conversion Evanescence, Réflexion
Puissance Transfert de puissance active  Localisation de puissance réactive

Ainsi, tout I’art du chauffage des plasmas thermonucléaires, pour une fréquence
fixée par le générateur et un indice paralléle imposé par la structure de cou-
plage, consiste & identifier les résonances N; = oo et les coupures N; = 0
pour évaluer la possibilité d’atteindre une zone centrale ot une forte absorption
est attendue. On qualifie cette analyse d’étude de [l’accessibilité de 'onde. Le
modeéle le plus simple permettant d’évaluer 1’accessibilité d’une onde consiste a
négliger les variations poloidales de 'amplitude du champ et a considérer un
profil parabolique des densités électronique et ionique.

2
2 o2 (11T ~ Ro
wp ~ wpg — a2 , We =~ Weo R

A haute fréquence, au voisinage de la fréquence cyclotronique électronique éva-
luée sur ’axe magnétique, les lieux géométriques associés aux coupures droites
et gauche, ainsi qu’aux résonances cyclotronique électronique et hybride haute
sont représentées sur la figure ci-dessous.

2 R ce R
Coupure gauche : w= \/W%e (r) + w2, (R) W (R)
4 2
2
Coupure droite : w = \/wf,e (r)+ WCZ(R) + wceQ(R)
Résonance hybride haute : w = \/W;%e (r) + w2, (R)
O~ O

N
C basse densité N2 + Wi (1)
oupure basse densité  : =g ey~
I T W (R) w4 wei (R)]
w2, (r
Coupure haute densité  : N||2 =g —Ey R — P (r)

Résonance hybride basse : e, =0
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A basse fréquence, au voisinage de la fréquence cyclotronique ionique évaluée
sur I’axe magnétique, les lieux géométriques associés aux coupures dites basse et
haute densités pour un indice ||, ainsi qu’aux résonances cyclotronique ionique
et hybride basse sont représentées sur la figure ci-dessous.

3.2 Absorptions Landau et Cyclotron

3.2.1 Equation quasi-linéaire

Dans ce chapitre nous allons développer la théorie de la dissipation de I’éner-
gie électromagnétique dans les plasmas en régime de d’absorption résonante
linéaire ; par régime linéaire nous exprimons le fait que I’analyse du bilan énergé-
tique dans sa forme la plus achevée sera restreinte au cas d’une réponse linéaire
du plasma. Sous cette hypothése, I'interaction onde-particules peut étre vue
comme une suite d’événement aléatoires :

Emission / Absorption / Emission /Emission / Absorption / Emission...

Cette série de processus peut étre considérée comme une marche aléatoire dans
I’espace des vitesses.

Ve
7
Av vAVnVA\l{\
/ \ l émission
5 Unur\l\ A
AAAA [ absorptyoviy \
o VUV \
AAnAA/
\ATATAVAVAY)
-
St !

Dans le deuxiéme chapitre nous avons présenté 1’équation de Fokker-Planck
comme ’outil d’analyse des marches aléatoires et dans ce paragraphe nous allons
utiliser ce formalisme pour étudier les deux mécanismes d’absorption a l’oeuvre
dans les plasmas thermonucléaires: (i) la résonance Landau et (ii) les résonances
cyclotron.

3.2.2 Reésonance Landau

Considérons une onde électrostatique longitudinale F) sin (k:Hz — wt), décrite
par le potentiel électrostatique ¢ cos (k”z — wt), en interaction avec une parti-
cule chargée de masse m et de charge e. L’équation de Newton pour chaque
particule est non-linéaire.

dyy q d dz

7 :—anﬁcos(kzuz—wt), gl

La phase relative initiale entre I'onde et la particule (kjzo — wtg) n’est pas
un parameétre de controle du probléme: a un instant donné, dans un plasma,
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certaines particules se trouvent dans les zones de champ fort, d’autres, dans
les zones de champ faible. Une description statistique de l’interaction onde-
particules s’impose. Nous étudierons donc la fonction de distribution des vitesses
f(v),t) et nous supposerons que la phase relative initiale entre I'onde et la
particule est uniformément distribuée. C’est I’hypothése des phases aléatoires
(RPA). Ainsi, nous prendrons la moyenne des quantités physiques sur toutes
les positions initiales accessibles zy. , nous allons nous attacher & calculer le
coefficient de diffusion de la vitesse <6v||(5vH> qui permet de décrire 'interaction
de ’onde et des particules & travers ’équation de Fokker-Planck dans I’espace des
vitesses vérifié par la fonction de distribution f(vy,t) telle que [ f(v),t)dv; = 1.

Of (yt) _ 8 (dvydvy) Of (v, 1)
ot N 81)” 26t av”

La puissance transférée de ’onde vers la particule, par unité de volume, est
donnée par:

o [*m , oo (Buydvy) Of
wr = na/ Evufd'UH — W, = —Nm /;Oo U”Ta—v”dvn

— 00

ol nous avons intégré par partie pour faire apparaitre le coefficient de diffusion
et introduit n la densité volumique de particules. Le coefficient de diffusion
de la vitesse permet donc d’établir I’équation d’évolution de la population de
particules et de calculer le transfert irréversible de puissance de 'onde vers
le plasma. Pour calculer ce coefficient de diffusion effectuons un changement
de repere vers le repere se déplagant & la vitesse de phase de l'onde: v =
v 4w [k = v 41 et considérons une particule de conditions initiales & ¢ = 0
vy = V)0 — w/k||s 25 = 20-

Résonance Landau Résonance Cyclotror
tJ
t
E/ CO‘( ]9/ X (,l)t) / |
%i — > o (‘ E cos(t)
2n —> 2
P e @
i
(—} <
—
4—9 <
= =
— _E
— | 5 _E
> - > - >
2n X Ve e Vx
ki

A un instant ultérieur 6t, sa vitesse et sa position deviennent : v’ = v —w/k;
et 2’ & z( + v0t. L’énergie mécanique totale est conservée :

mv'?+2e¢ cos k2’ = muj>+2e¢ coskyzy — m (v — v)) (V' +vg) = —2e¢ (cos k2’ — cos k()

Compte tenu de I'identité cosa — cosb = —2sin (a + b/2) sin (a — b/2), I'incré-
ment de vitesse 6v' = v’ — v{, peut étre exprimé comme:
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/ /
o' = 3:52 sin <k‘|| v026t + /{7”26) sin <k2|| v026t)

Dans le repére du laboratoire nous obtenons donc I’expression :

€ . ki (vjo —w/ky) o ) ki (vin — w/kn) 6
5UH (UHg,ét) :_m(vllf_¢w/kl) sm[ H( |0 5 / H) t+k3||20] sm[ H( [0 5 / H) t]

Toutes les positions initiales zy étant équiprobables, la valeur moyenne : 2w <6UH (UHO) >ZO

= f027r 6v|dzp = 0 est donc nulle. Par contre, la valeur moyenne du carré de l'in-
crément de vitesse est non nulle.
2
2€2¢2 (’U”O — w/k:”) ot €2kﬁ
2 )
<5”H (0)),, = — 7 S| Ky 2 = (kv —w) ot
2 m? ()0 —w/ky) m

Pour les temps longs devant I'échelle caractéristique de 'onde (w™1) la limite
esin? (z/¢) /a2 ‘5_)0 — mb (x) est légitime. Remarquons que, ici aussi, nous sup-
posons 'existence d’une échelle de temps mésoscopique grande & ’échelle mi-
croscopique mais petite a 'échelle de I’évolution de f(vj,t), comme ce fut le cas
lors de la construction de ’équation de mobilité diffusion dans le chapitre deux.
Le résultat final est donc donné par la formule classique due & Landau. Cepen-
dant, une question demeure: comment se fait-il qu’en I’absence de processus
dissipatif ce mécanisme d’absorption soit opérationnel ?

La réponse est illustrée par la figure ci-dessus. Dans un diagramme d’espace-
temps nous avons tracé les trajectoires de deux particules de méme vitesse ini-
tiale, mais de positions initiales différentes. Les zones du maximum du champ
sont représentées par les bandes grises ol le sens du champ est aussi indiqué.
Deux types de trajectoires peuvent étre considérées.

e Si kv —w < 0 ou kjv; —w > 0, on voit que la particule rencontrera
sur son trajet des zones d’accélération et de décélération avec une probabilité
égale, il n’y a donc pas de transfert résonant, ces particules interagissent avec
I’onde en régime adiabatique et elles ne participent pas au processus d’absorp-
tion (d’émission).

e Si kv —w = 0, alors, comme le montre la figure ci-dessus, les particules et
I’onde sont en synchronisme: chaque particule voyage avec une zone d’accélé-
ration ou une zone de décélération du champ. Ainsi, pour ces particules, dites
résonantes, le transfert de puissance est significatif, mais il peut étre positif ou
négatif lorsque ’on moyenne sur zg.

Absorption Landau: wp = —Tw— ——

Une fonction de distribution des vitesses monotone décroissante constitue donc
un milieu dissipatif en 'absence de collision.

3.2.3 Resonance cyclotron

Considérons maintenant le processus d’absorption cyclotron. Soit une popula-
tion, électronique ou ionique, décrite par sa fonction de distribution du module
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de la vitesse cyclotronique f(v.,t), cette distribution étant normalisée a 1'unité:
[ f(ve,t)2mvedv. = 1. Cette population interagit avec un champ électrique de
fréquence de l'ordre de grandeur de la fréquence cyclotronique, l'interaction
onde-particules peut étre vue comme une série : émission / absorption / émission
/ absorption / émission /... Cette série de processus peut étre considérée comme
une marche aléatoire dans I’espace des vitesses cyclotroniques et nous modéli-
serons donc ’évolution de la distribution par une équation de Fokker-Planck.

Of(veit) 10 ; (6vebve) Of (Veyt)

- a,  — c
ot V. OV, 26t Ov,.
Introduisons n la densité surfacique de particules sur une surface magnétique
donnée. La densité surfacique de puissance déposée sur cette surface est donnée
par:

—+o0o 2 +oo 6 6
We = n%/O 2m}c%fd’uc = We = _n/g 27va?%§i e

L’évaluation du bilan de puissance se raméne donc au calcul du coefficient de
diffusion (6v.6v.) /26t. Soit une particule, de masse m et de charge e, plongée
dans un champ magnétique statique uniforme B =Bb, ot b est un vecteur
unitaire, et interagissant avec un champ électrique E cos (wt) e, — E'sin (wt) e,
oll z et y constituent un systéme de coordonnées cartésiennes dans le plan
perpendiculaire & b, systéme de coordonnées associé & la base orthonormée
directe ey, ey, b]. L’écriture de 'équation du mouvement de la particule se ré-
duit & la prise en compte des forces électrique et magnétique. Afin d’étudier
le phénomeéne de résonance cyclotronique introduisons la variable complexe Z:
Ve = Ug€,; +vye, — Z = v, + ju,; la variable Z vérifie I'équation différentielle
linéaire du premier ordre:

dzZ E
FEquation de Newton : T + jw 2 = &= exp —jwt
m

La solution de cette équation différentielle linéaire avec second membre est la
somme de la solution générale de 1’équation sans second membre et d’une solu-
tion particuliere de I’équation avec second membre.

E t
Z(t) = veexp (—jwet) + el exp (—jwet) / exp (jweu) exp (—jwu) du
m 0

L’incrément de vitesse cyclotronique v, (6t) durant un temps 6t peut étre cal-
culé comme la variation du carré du module de la variable Z: &v?2 (v, 6t) =
Re[Z (6t) Z* (6t) — Z (0) Z2* (0)] /2.

el sin[(w, —w) 6]
bve = 2m  (we —w)

e?E? sin® [(we —w) 6t] 7 e2E?
0

) = T o) 12

6 (we —w) 6t
Nous avons négligé les termes quadratiques en E? puis considéré, pour les temps

longs devant I’échelle caractéristique de 'onde (w™'), la limite e sin? (x/¢) / $2‘8_>0 —
76 (). Remarquons que, ici aussi, nous supposons l'existence d’une échelle de

temps mésoscopique grande a 1’échelle microscopique mais petite & 1’échelle de
Iévolution de f(ve,t).

+oo 2E2 a 2E2
W, = —n/ 9rmv? = & 6 (we —w) —fde = —ng ¢
0

6 (we —w)

“4 m?2 Ov, m
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Dans un tokamak, le champ magnétique B n’est pas homogeéne et la résonance
cyclotronique w = w,. apparait de facon transitoire lorsque le mouvement du
centre guide traverse la surface résonante en +6, et ro (voir figure). Ainsi nous
devons moyenner le coefficient de diffusion précédent sur le mouvement pério-
dique du centre guide.

,
YqR

4

of i

®
v
® x
Bo
\
R

.

Nous sommes donc amenés a calculer (6 (w — w.)) = § 6 [w. () — w] d<9|r0 / $db
ou la moyenne doit étre prise sur une rotation poloidale, rotation suivant la-
quelle la fréquence cyclotronique présente la variation périodique: w.(0) =

weo/ (1 + %cos@).

o

cos mb

Weo B Weo _ Ry m:ZJr:OO 2T, (cos )
1+ % costfy 1+ % cos 0 F—0 2Mwe,ro | £~ /1 —cos? by

ou T, sont les polynomes de Tchebichev. Ainsi nous pouvons calculer la puis-
sance déposée, a travers la résonance cyclotron, sur chaque surface magnétique.

w2 Ry eoF?
Absorption cyclotron: w. = 2 0
we o [sinfg] 2

La fréquence plasma étant calculée a I'aide de la densité surfacique de particules
pour évaluer un dépot de puissance par unité de surface sur chaque surface
magnétique.

3.3 Instabilités de Dérive

3.3.1 Instabilités dissipative et réactive

Nous avons vu, dans le chapitre consacré au transport, qu’un plasma thermonu-
cléaire confiné est un systéme s’écartant significativement de 1’équilibre thermo-
dynamique de part l'existence de gradients de température et de densité, mais
aussi, de part I'existence de queues de fonctions de distributions d’ions et d’é-
lectrons rapides notablement non Maxwelliennes. En présence de collisions ces
écarts a I'équilibre thermodynamique tendent & relaxer a travers les processus
de transport, friction et thermalisation. Un deuxiéme type de processus tend a
relaxer ’énergie libre ainsi disponible au niveau fluide ou au niveau cinétique:
les instabilités.
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Les instabilités dans les plasmas thermonucléaires, au méme titre que les
ondes, constituent un sujet vaste et d’une diversité phénoménologique dont ’ex-
ploration nécessiterait une monographie dédiée. Plusieurs schémas de classifica-
tion peuvent étre construits pour offrir une présentation synthétique. La source
d’énergie libre, c’est-a-dire l'identification de I’écart & ’équilibre thermodyna-
mique et sa nature, fluide ou cinétique, est un parameétre important pour classer
les instabilités. La nature du mécanisme de déstabilisation, réactif ou dissipatif,
constitue un deuxiéme paramétre de classification.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les différentes instabilités associées
a la configuration d’un plasma de tokamak, nous ne proposerons pas de classifi-
cation exhaustive et définitive, il n’en existe d’ailleurs a ce jour aucune; mais le
choix de présentation suivra la différenciation en les différents termes de source
d’énergie libre : gradient de densité, gradient de température, gradient de champ
magnétique et gradient de courant. Au dela de cet identification de la forme de
déséquilibre, nous préciserons la nature dissipative ou réactive de I’instabilité.
Aussi, pour établir cette derniére distinction nous allons l'illustrer sur le cas le
plus simple, celui de I'instabilité au sein d’un plasma portant un courant, que
ce courant soit porté par un faisceau ou de nature Ohmique.

Considérons la dynamique d’un plasma thermonucléaire le long des lignes
de champ paramétrées par I’abscisse curviligne z; un faisceau, de vitesse V,
beaucoup moins dense que le plasma est aussi présent. Le plasma présente une
pulsation plasma w, et le faisceau une pulsation plasma wy ; les perturbations
électrostatiques de densité, champ et vitesse peuvent étre analysées en linéa-
risant 1’équation de conservation de la charge et ’équation d’Euler pour des
dépendances fonctionnelles périodiques dans le temps et ’espace de la forme:
exp (jk:”z — jwt). La densité volumique de courant linéarisé est notée J =
qnov + qnV ol ng est la densité du plasma.

Plasma w Faisceau D)

Wy

Commengons par identifier séparément les modes propres électrostatiques
d’un plasma et d’un faisceau en annulant la somme du courant électronique J,
(ou Jp) plus le courant de déplacement Jg: J,+Jg =0 et J,+ Jg = 0. En effet,
compte tenu de 'absence de champs magnétique perturbateur: V x H|, =0 =
Jp+Jd et VXH|z:0:Jb—|—Jd.

Déplacement : Jg3 = —jwegl
2
Plasma réactif : Jp = j;peoE — w% = w?
2
Faisceau . Jp = j%ng — w% = (w — kHV)2

(w—"FyV)
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Nous venons ainsi d’établir les relations de dispersion des ondes de Langmuir
au sein d’un plasma et des modes rapide (F) et lent (S) au sein d’un faisceau,
ces deux relations de dispersion se raménent I'une a ’autre par un simple chan-
gement de référentiel de vitesse V. Considérons a présent un systéme faisceau-
plasma, les modes précédents sont alors couplés.

9 2
Wy “p

S S
(w—kv)" W

S+ Jp+Jg=0—

La relation de dispersion du milieu faisceau-plasma est donnée par 1’équation
du quatrieme degré:

Couplage réactif : (w2 — wf,) (w — k‘HV)2 —wi=0

Sous cette forme il est aisé de distinguer la nature des asymptotiques:

e 3 haute fréquence w? > wf, nous retrouvons la dispersion des modes S et

F du faisceau: (w— k:||V)2 — w0,

e 3 basse fréquence w? < w?, la dispersion w]% (w — k:HV)2 + w?w? = 0 révele
I’existence d’une partie imaginaire y (k:H) pour la pulsation w = w (k||) — 37 (k:”)
lorsque le vecteur d’onde k| est réel.

Ainsi ces modes présentent une croissance exponentielle exp -~y (k:H)t pour
certaines valeurs des paramétres. Ce type de déstabilisation est qualifié de réac-
tive car le déphasage qui permet au champ et a la densité d’étre amplifiés, en
mettant en phase vitesse et force, est de nature réactive, par opposition aux
mécanismes de déphasage trouvant leur origine dans un processus dissipatif de
nature collisionnelle ou collective. Les parties réelles et imaginaires w + jv sont
représentées sur le diagramme ci-dessous sous ’hypothése wy, < w,,.

Réactif Dissipatif ® !
@ L /
\
Wp f f
p S
e L _/”-‘\'.Y S
\_ ,,’— 0 “\_—/ k// F -0 k//
mo? o,
4 4

Une déstabilisation réactive modifie en géneral significativement la struc-
ture du mode. Le deuxiéme mécanisme de déstabilisation des modes propres
longitudinaux le long des lignes de champ dans un plasma thermonucléaire est
caractérisé par la présence d’un couplage dissipatif. Considérons les modes F
et S d’un faisceau et plongeons ce faisceau dans un plasma résistif de résisti-
vité w*eg. Deux courants sont alors présents les courants dus & l'inertie et a la
séparation de charge J; et le courant résistif J,..

Plasma dissipatif —: J, =w*eoF
2
Faisceau . Jp = jwbiwzsoE
(w="FyV)
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La relation de dispersion des modes électrostatiques est obtenue en égalant la
somme de ces courants plus le courant de déplacement & zéro.

2
wiw
Jo+dr+dg=0— —L— —ju* =w
(w—FkV)

La relation de dispersion est une équation algébrique du troisiéme degré en la
pulsation si nous fixons le vecteur d’onde k.

Couplage dissipatif: (w+ jw*) (w— l<:||V)2 —ww?i=0

Sous I’hypothése d’un faible couplage (w* < wp) la partie imaginaire peut étre
évaluée et est représentée sur la figure ci-dessus. La discussion sur les différences
et analogies entre déstabilisation réactive et dissipative mériterait d’étre déve-
loppée en détail, mais nous nous contenterons d’explorer la nature dynamique
de la déstabilisation du mode lent S. L’onde rapide passive est une onde d’éner-
gie positive tandis que ’onde lente active est une onde d’énergie négative; cette
différence fondamentale peut étre illustrée si nous considérons les phase relatives
des perturbations de densité et de vitesse sur un diagramme d’espace temps. Le
champ électrique est relié au potentiel par la relation classique: E = —jk) ¢, la
perturbation de densité & la perturbation de potentiel par la relation de Poisson :
qn = €gk|2q§ et le courant ngqu au champ E par: ngqu = jweoF. L’élimination
du champ FE et du potentiel ¢ entre ces trois relations permet d’exprimer la
perturbation relative de densité n/ng en fonction de la perturbation de vitesse
.
F Ezﬂv,S: ﬁz—ﬂv
no wp no wp

e Pour le mode rapide la densité et la vitesse sont en phase, ainsi une ac-
cumulation de charges est accompagnée d’une augmentation de vitesse, une
déplétion de densité d’un ralentissement; 1’état perturbé présente une énergie
supérieure & ’état d’équilibre, il faut donc fournir de I’énergie pour exciter le
mode rapide.

2V o) nw) v v
E ]

- - e

e Au contraire, pour le mode lent, une déplétion de densité est accompagnée
par une augmentation de vitesse car densité et vitesse sont en opposition de
phase, I’état perturbé, représenté par le mode lent, présente donc une énergie
inférieur & ’état d’équilibre et 'on parle d’onde d’énergie négative; ce mode
se développe en fournissant de I’énergie au milieu qui le supporte, il n’est donc
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pas étonnant qu’il soit déstabilisé par un déphasage, soit de nature dissipative
car les frictions induisent des déphasages, soit de nature réactive qui corres-
pond au cas d’un couplage avec un autre oscillateur et nous savons que les
couplages entre oscillateurs induisent des déphasages. Cette analyse de 'origine
dynamique de I'instabilité du mode lent est illustrée sur le diagramme d’espace
temps ci-dessus. L’exemple classique des instabilités faisceau-plasma, qui vient
d’étre brievement étudié, offre le schéma de la structure d’analyse des insta-
bilités dans les tokamaks. Dans un premier temps nous devons identifier une
source d’énergie libre; en ’occurrence, dans ce contexte ce seront les gradients
de champ magnétique VB, de densité Vn, de température V7', de courant VJ.
Puis nous devons établir les équations d’évolution et de couplage des variables
dynamiques et linéariser ces équations pour ramener 1’étude a la recherche des
solutions d’une équation algébrique dont la partie imaginaire des racines four-
nira le taux de croissance v de l'instabilité. Cette analyse doit étre complétée
par une compréhension des mécanismes de couplage des variables dynamiques
conduisant & une évolution exponentielle en fonction du temps, les diagrammes
d’espace-temps, tels que celui proposé ci-dessus, offrent & cet égard le cadre de
représentation adéquat pour I’étude des mécanismes d’instabilité.

3.3.2 Instabilités de Dérive

Les modes les plus communs sont les modes de dérive résultant de la présence
simultanée d’un gradient de densité n () et d’'un champ magnétique homogene,
les modes dit de gradient de température ou le gradient relatif de la densité n (r)
et de la température T () doit étre considéré, les modes dit d’interchange ou
d’échange ou gradients de pression P (r) et de champ magnétique B (r) consti-
tuent la source d’énergie libre, les effets toroidaux couplant dérive et intechange ;
enfin, les modes de torsion et de déchirement ou le gradient de courant J (r)
doit étre pris en considération. Les modes de dérive sont des perturbations de
densité et de potentiel se propageant perpendiculairement aux lignes de champ,
mais pouvant aussi présenter une périodicité le long de ces lignes de champ.
Dans leur version la plus simple ces modes seront supposés électrostatiques et
de nature fluide.

Considérons un champ magnétique homogéne B = Bpe,, et un plasma de
densité d’équilibre ng (z) et de température électronique et ionique T et T; telles
que T, = T;. La présence simultanée d’un champ magnétique et d’un gradient
de pression permet de définir les vitesses diamagnétiques électronique V' et
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ionique V7.
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Recherchons les perturbations harmoniques de potentiel susceptibles de se
propager dans un tel milieu. Ces perturbations de potentiel seront nécessaire-
ment accompagnées par des perturbations de vitesses et de densités.

potentiel . ¢expj [wt —kyz — k:J_y]
Vitesse :  (vg€y + vyey + v.€;)expj [wt —kjz— kLy]
Densité : ng(z) +nexpj [wt —kyz — ku_y] ,

Les vitesses sont ici les vitesses ioniques, car, & basse fréquence, la réponse
électronique est de nature adiabatique, les électrons se distribuent au sein des
perturbations de potentiel suivant une distribution de Boltzmann. Considérons
les équations de la dynamique basse fréquence d’un plasma et construisons une
analyse suivant le schéma:

— V; —  n, — n; = Ne — Ne —
dérives continuité quasineutralité quasineutralité adiabaticité

La premiére étape est donc d’exprimer les composantes de la vitesse ionique
en fonction du potentiel ¢. Le long des lignes de champ la réponse ionique est
de nature inertielle et s’établit en considérant I’équation de Newton et la force
de Coulomb. Perpendiculairement aux lignes de champ ’analyse de la réponse
ionique reléve de la théorie des dérives a basse fréquence (w < w.;). Ainsi,
suivant x la dérive de champs croisés doit étre prise en compte et suivant y la
dérive de polarisation, car le champ électrique est dirigé suivant 'axe des y.

, . k1 ep
Dérive de champs croisés : ip =] —
Weg My
. o kiw ep
Dérive de polarisation : vy = ———%——
k| e
Forces de Coulomb : wv;,, = ———

w m;



CHAPITRE 3. ONDES: DISPERSION ET RESONANCES 84

Linéarisons a présent ’équation de conservation de la charge ionique, On; /0t +
V - ngv;= 0, afin d’exprimer la perturbation de densité ionique n; en fonction
des perturbations de vitesse v;.

i _dlnno

= —— Vi + Jk1 vy + Jk) Vs

0 dx iz T JRLViy T JR||Viz

Par élimination de la vitesse nous obtenons une relation entre densité ionique
perturbée n; et potentiel électrostatique ¢ ; la densité électronique perturbée n.
étant quant a elle obtenue en linéarisant la relation d’adiabaticité de Boltzmann :
ne = ng exp ep/kpTe. — ng. Définissons les fréquences diamagnétiques w*:

Fréquences diamagnétiques: w. =k, V., w; =k, V"

Le modeéle que nous venons de développer permet donc d’établir les expressions
suivantes des perturbations de densités électronique et ionique associées & une
perturbation de potentiel au sein d’un plasma magnétisé présentant un gradient
de densité.

2
o n; wr e e k e
Réponse ionique = — = =< ¢ — ki p? ¢ +JC% ¢
0 w k’BTe kBTe w? kBTe
Aﬂ Vv Vv
Champs croisés L Polarisation L Coulomb ||
. . , Ne ep
Réponse électronique : — =
no kpTe
N——

FEquilibre de Boltzmann

Le probléme, a ce stade, nous offre deux équations pour trois inconnues n., n;,
¢, aussi I’équation de Poisson doit étre considérée, mais, & basse fréquence le
plasma reste quasi-neutre, nous pouvons donc établir I’expression de la relation
de dispersion en égalant les deux perturbations de densité: n; = n. et en
éliminant ainsi le potentiel.

Ondes de dérive: w? (1+ k% p?) —ww? — kﬁc% =0

Les modes de dérive présentent donc deux branches, la branche électronique et
la branche ionique. L’usage est de considérer deux asymptotiques, le mode de
dérive : kﬁc% < w? »w=Fk, Vet le son ionique : kﬁc% > w? —» w =k Cg,
le terme k% p? étant en général petit et représente une correction en rayon de
Larmor fini.

Branchellectronique ()
N

Cellules convectives,
N N k /]
N

N
N
N
N
<
N

V2 ..
.~ Branche ionique N

AN
D

N
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Pour conclure cette identification des modes de dérive fluide, analysons a
présent l'origine dynamique de ce mode. Supposons 'existence, & un instant ¢,
au sein d’un plasma magnétisé, d’une perturbation de potentiel ¢ (t) périodique
suivant y. L’équation de Poisson nous indique que les maximums de potentiel et
les maximums de perturbations de densité électronique sont superposés ainsi que
les minimums. Si la densité d’équilibre présente un gradient suivant z, perpen-
diculaire au champ magnétique et & la direction de périodicité du potentiel y,
la dérive de champ crois¢é —V ¢ x B/B? propage la perturbation de densité en
établissant un flux de charge des zones denses vers les zones diluées a 'avant
des maximums de densité et un flux de charge des zones dilués vers les zone
denses a ’arriére des maximums de densité, une telle dynamique entraine donc
la propagation de la perturbation de densité et par couplage de la perturbation
de potentiel.

T o450 n(td)
o @
Ve
la» @
|- L
<o @
x: >

Le schéma ci-dessus illustre ce mécanisme de propagation. Ce méme type de
schéma permet de comprendre la déstabilisation du mode de dérive, c’est-a-dire
les instabilités de dérive. Supposons que le potentiel et la densité électronique ne
soient plus en phase et que la phase relative entre ces deux variables dynamiques
soit 6.

*
Réponse ionique  : Bi _ e c¢
no w k‘BT'e
Ne ep

— 1+ 70
- k:BTe( + j0)

Réponse électronique

Un tel déphasage étant la conséquence d’une friction collisionelle ou d’une ré-
sonance Landau. Sur le schéma ci-dessous nous voyons que la modulation de
densité sera alors en avance (ou en retard) sur la modulation de potentiel, ce
positionnement déphasé permet a la dérive de champ croisé d’alimenter les zones
haute densité et de dépeupler les zones basse densité de la perturbation, ampli-
fiant ainsi la modulation.
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Cette amplification se traduit par 'apparition d’une partie imaginaire dans
la relation de dispersion du mode comme le confirme ’évaluation analytique:
Quasi-neutralité : n; =ne, — w (1 +j6) =w: - w = w; (1 —j0)

ainsi, le taux de croissance de 'instabilité de dérive est égal & v = 0w} : expj [u)t —kjiz—k Ly] —
exp (Qwit) exp j [w:t —kyz — kly], le mode se propage en s’amplifiant.



Chapitre 4

Contréles: Injection et
Extraction

Considérons un réacteur thermonucléaire présentant un volume de ’ordre d’un
millier de métre cube et développant une puissance de I'ordre du gigawatt. Un
cinquiéme de cette puissance est produite sous la forme d’une population de par-
ticules alpha énergétiques (3.5 MeV), les quatre cinquiémes restants consistant
en un flux de neutrons rapides (14 MeV). La densité volumique de puissance
disponible pour entretenir la combustion thermonucléaire au sein du plasma est
donc de l'ordre de quelques centaines de kilowatt par meétre cube.

Sysémes RF et Microondes Couverture tritig

Infction de neuirgs

/5
%

Cette puissance, ainsi que les particules alpha résultant de la combustion,
doit étre évacuée en régime continu. Une puissance de un gigawatt correspond
A une réactivité de 4 x 10?° réactions par secondes, en régime continu il faut
donc pomper 4 x 10?° particules alpha par seconde pour maintenir la fraction de
particules alpha dans le mélange & un niveau inférieur a 10% compatible avec
la combustion malgré la dilution des réactifs par les cendres.

Syséme de pompage

87
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Extraction de Particules

Zy
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B
Injection d'Ondes
o—= 12

Compte tenu de ce niveau de dilution, c’est donc 4 x 10?1 particules (D,T,q)
par secondes qu’il est nécessaire de pomper en continu car le systéme de pompage
n’est pas sélectif entre deutérium, tritium et alpha. Le nombre total de particules
dans la décharge étantde l'ordre de N ~ 103 [mg] x 1020 [m_3] le temps de
renouvellement du plasma se situe donc dans la gamme des centaines de secondes
bien au dessus du temps de confinement des particules 7 qui est de 'ordre du
petit rayon que divise le coefficient de diffusion perpendiculaire 7 ~ a?/D |,
c’est-a-dire de l'ordre de la seconde jusqu’a quelques secondes. Le nombre total
de particules sortant du plasma par unité de temps vaut donc ND, /a? ~ 4 x
10?2 ; ainsi le systéme de pompage doit évacuer en continu de Iordre de 10%
du flux de matiere sortant du plasma et les 90% restant sont impliqués dans le
processus de recyclage: les ions et électrons sortent du plasma, sont neutralisés
et sont & nouveau ionisés pour participer a la dynamique du plasma.

De fagon similaire nous pouvons analyser les nécessités inhérentes a la géné-
ration de courant poloidal, en effet I'efficacité des processus de transfert d’im-
pulsion conduit un coiit de quelques Watts pour une fraction d’Ampeére, aussi
sera-t-il nécessaire d’injecter en continu une puissance de l'ordre de quelques
dizaines de Mégawatts pour entretenir le champ poloidal et I'injection d’ondes
continue constitue un probléme central du controle des plasmas de tokamak.

4.1 Echange de charge

Les collisions élastiques entre espéces chargées sont & l'origine des processus
dissipatifs décrits dans les paragraphes précédents, la prise en considération
d’une deuxiéme classe de collisions est nécessaire pour construire une image
compléte de la dissipation dans un plasma de tokamak: les interactions entre
espéces chargées et espéces neutres non encore ionisées. Parmi la grande variété
de ces processus atomiques inélastiques observés principalement dans la région
périphérique du plasma, trois sont particuliérement importantes :

Processus Réaction
Ionisation par impact ¢électronique e+ H —2e+HT
Excitation par impact électronique e+ H —e+ H*
Echange de charge résonnant H+HY—-H"+H

Ionisation par impact protonique @~ HT +H — HT + HT +e

Les sections efficaces des réactions d’échange de charge (cx), d’ionisation par
impact électronique (ei) et d’ionisation par impact protonique (pi) sont repré-
sentées sur le diagramme ci-dessous en fonction de I’énergie de la particule in-
cidente mesurée en eV sur ’axe des abscisse.
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Différents modeéles peuvent étre construits pour modéliser ’ionisation par
impact électronique et offrir une relation analytique entre section efficace et
énergie, la formule classique de Thomson est la plus simple mais tombe en
défaut dans la partie haute énergie de la courbe expérimentale; le modéle de
Gryzinski résulte de I’étude d’un modéle plus complet que le modéle de Thomson
et permet d’accorder expérience et théorie, en particulier la décroissance & haute
énergie.

Tonisation

ei (E) _ (E/E;—1\?
3.52 x 10~16[cm?]  \ E/Er +1

Er  2E/Er—1
Rl el Sy (2. VE/E; — 1)
B SE2/ET 0 T+ VE/E }

Différents modeles classiques ou quantiques décrivant le processus d’échange de
charge peuvent étre construits et étudiés pour établir la valeur de la section
efficace de cette réaction; mais il est souvent plus direct de développer une for-
mule d’interpolation de la section efficace expérimentale sur la base d’arguments
physiques. Une telle formule pour I’hydrogene :

Ocr (E) ~ (1-0.155log;o E)®
0.69 x 10-14 [cm2]  1+0.1112 x 10~ 14F33

FEchange de charge :

est utilisable pour des énergies E entre 1 et 10°¢V. Comme dans le cas des
réactions nucléaires, les sections efficaces sont des parameétres primaires qui per-
mettent de construire les taux de réactions. Par exemple, pour 1’échange de
charge résonant au sein de la population de deutérium :

[Nombre de réactions D'+DT — DT+DY ]

Tauzx de réactions: np+npo {CepV;) =
D¥IDo (Teri) [Par unité de volume et unité de temps]

L’ensemble des taux de réaction (owv) associés aux réactions en périphérie du
plasma est bien tabulé. Par exemple, pour les trois principales réactions déter-
minant le bilan de matiére, les données sont résumées ci-dessous en fonction de
la température.
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4.1.1 Injection de neutres

L’échange de charge résonnant est utilisé pour injecter des ions rapides au coeur
des plasmas de tokamak, ce procédé est nommé injection de neutre. En effet,
I’injection directe d’ions n’est pas envisageable car une configuration tokamak
étant calculée pour que rien ne sorte, les principes de réciprocité de la mécanique
impliquent que rien ne peut aussi y entrer. Cette conclusion n’est recevable que
pour les particules chargées, aussi, si il est possible de générer des faisceaux
d’atomes neutres d’énergie comprise entre 100 KeV et 1 MeV ils pénétreront
au sein du plasma et seront ionisés créant ainsi une population d’ions rapides
permettant, soit de chauffer le plasma, soit de générer un courant toroidal source
du champ poloidal.

100

80

60

40

20

0 100 keV 1000 kel

La possibilité de produire des faisceaux de deutérium atomique neutre d’é-
nergie de l'ordre de 100 KeV est envisageable au regard des caractéristiques de
la réaction d’échange de charge. Imaginons un dispositif constitué d’une source
plasma d’oul sont extraits puis accélérés des ions deutérium rapides, ces ions tra-
versent ensuite une cible gazeuse de deutérium et la réaction d’échange de charge
permet de convertir de 'ordre de 50% de cette population d’ions rapides en po-
pulation de neutres rapides. L’inefficacité du procédé provient de I’existence de
la réaction concurrente d’ionisation par impact de deutérium. Ce principe de
production de faisceaux neutres rapides a été mis en oeuvre d’abord dans le
cadre des recherches sur les configurations miroirs, puis pour le chauffage et la
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génération de courant dans les tokamaks. Malheureusement, si la taille du toka-
mak augmente, alors I'accés a la zone centrale du plasma nécessite un faisceaux
de neutres plus énergétiques et le processus de neutralisation par échange de
charge devient particuliérement inefficace. Il est alors nécessaire d’avoir recours
aux processus d’attachement et de détachement d’un électron sur un atome
de deutérium, ’attachement permet de produire des ions négatifs aptes a étre
accélérés dans une structure électrostatique, et le détachement permet, aprés
accélération, de produire un faisceaux neutre avec une efficacité supérieure a
50% pour des énergies de 'ordre du MeV. C’est ce principe d’accélération d’ion
négatifs, puis de détachement, qui a été retenu pour le réacteur ITER compte
tenu de sa taille qui nécessite des énergies d’injection de neutres de I'ordre du
MeV pour un dépot efficace dans la zone centrale du plasma.

Les neutres rapides ainsi produits par échange de charge (ou détachement)
sur des ions positifs (ou négatifs), sont injectés dans le plasma ou l'ionisation les
transforme en ions rapides confinés. Une telle population d’ions rapides, dont les
énergies se situent entre une centaine de KeV et un MeV, peut étre utilisée pour
chauffer le plasma & travers le transfert d’énergie par collisions coulombiennes,
ou générer un courant toroidal par transfert d’impulsion vers les électrons et
ions thermiques.

Nous avons établi I’équation cinétique décrivant le couplage d’un ion rapide
a un plasma thermonucléaire dans les chapitres précédents et introduit dans ce
contexte la vitesse critique v, et le temps de ralentissement 7g. Sur la base de
ces deux définitions,

3 _ 3T 2
&

= T Zfﬂ}Te Uy

3
. 3wz edmym; 9
Temps de ralentissement . Tg = ———— VTV
A Z2 4 T3
neZpe

Vitesse critique : v

I’équation du ralentissement prend la forme simple :

dv  dv dv 3 v v

= —| =-S5 - -

dt dt |,  dt|, v’ Tg 75
ons électrons

le premier terme décrit le ralentissement ion rapide/ion thermique et le deuxiéme
le ralentissement ion rapide/électron thermique, I'indice b se référe au faisceau
rapide et les indices i et e aux ions et électrons rapides. Ainsi le dépot de
puissance des ions rapides peut étre séparé en un dépot sur la population ionique
Wp_,; plus un dépot sur la population électronique Wy_,,

d Mv?

Chauffage ionique : Wy_;=—Mv - aviy _ MU

dt TSV

d Muv?

Chauffage électronique : Wye=—-Mv- R
dt |, TS

cette séparation permet d’évaluer la fraction de chauffage ionique x,;_,, et la
fraction de chauffage électronique x,_,., la somme des deux fractions étant égale

a un.
[ Wegdt 203 /”b dv 7 (U%)
Xb—i = = = )
’ Muv? /2 Tsvy Jo v |% v2
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Wy_edt 2 U »2dv V2
Xb—e = fM 262 = 2 / dv :1_F<_z
v/ UBpTs Jo g Ve

ol v, est la vitesse initiale du faisceaux et F' (z) la fonction:

_lyt i-vedke 2 (0 2VE-1 w
F(.T)—x 31 (1+\/E)2+\/§< t 73 +6)]

obtenue par la prise en compte de la relation |dv/dt| = (v3 + v®) /v?Ts.
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4.1.2 Plasma de bord

L’échange de charge présente donc une section efficace de réaction élevée au
regard des autres processus. La succession des processus d’échange permet aux
neutres de pénétrer en profondeur le plasma et si le libre parcours moyen d’é-
change de charge entre neutres et ions d’'une méme espéce (v,,) /n; (0.,v;) est
plus petit que les longueurs de gradient du plasma et du gaz neutre cette pénét-
ration peut étre modélisée comme une marche aléatoire, c’est-a-dire une diffusion
de coefficient :
(vf)

<chvi> n;

Au bout de quelques réactions la vitesse des neutres est égale a la vitesse des
ions. Cette pénétration des neutres au sein du plasma est ralentie par la réaction
d’ionisation qui détruit les neutres. La dynamique des ions est aussi décrite en
terme de diffusion. Ainsi le bilan de matiére traduisant le couplage entre une
population d’ions de densité n; et une population de neutres de densité n,, est
décrite par le systéme:

D, =

d dn,,
Neutres %Dnc?_a: — NNy, (00e) =0
&n,
Ions : D Mt + ning (oive) =0

Rl
dx?

Considérons une paroi en x = 0 ou s’établit un recyclage parfait, n; (x =0) =0,
Ny (x = 0) = Ny, limitant un plasma s’étendant vers les x > 0: n; (r = +00) =
Nico s Mn (T = +00) = 0.

dn,, dn;

Recyclage parfai (x=0)+T,(x=0)=0— o 4 - 0
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Ainsi nous obtenons une relation algébrique entre la densité de neutres et la
densité d’ions: D; (nfoo — n?) = 2D,00Mi00Mn, NOUS pouvons ainsi éliminer la
densité de neutres dans I’équation du bilan ionique

d2ni <0'ive> <chvi> ( 2 2

dng | 1000 Geati) (12 o
dx? 2 (v?)

dx 4 (v?)

I, I Apn X

Nous avons identifié la longueur de pénétration des neutres au sein du plasma
Apn

4 (v?)

2

~ )\i)\cw > )\z

Longueur de pénetration des neutres: \p, = 5
Nise (OiVe) (Tcavi)

Les profils de densité des neutres et des ions étant obtenus par quadrature.

T 5 T
n; = Njco tanh SV Ty, = Npo S€C2 ——
pn pn

4.2 Génération de Courant

Nous avons analysé, dans le chapitre consacré a 1’étude des orbites, les conditions
de confinement d’une particule chargée au sein d’un piége toroidal. La nécessité
d’un champ poloidal constituait la principale conclusion de cette analyse. La
création d’un champ poloidal implique ’entretien d’un courant toroidal; pour
la génération actuelle de grands tokamaks ce courant est de 'ordre de quelques
méga-ampeéres, pour la génération future, initialisée par ITER, 'ordre de gran-
deur de ce courant sera de quelques dizaines de méga-ampeéres.

L’utilisation d’un champ électrique d’induction n’est pas envisageable en
régime stationnaire car un tel champ est induit par une variation temporelle de
flux magnétique et les contraintes électrotechniques et énergétiques limitent la
valeur maximum d’un flux magnétique.

Il est donc impératif d’identifier des procédés de génération de courant
dit non-inductif ; 'affaire peut sembler difficile en premiére analyse car nous
sommes habitués, au quotidien, & I’'usage de courants essentiellement ohmiques,
issus de chutes de potentiels ou de variations de flux; mais, en deuxiéme ana-
lyse, la génération de courant, en l’absence de champ électrique potentiel ou
inductif, constitue un probléme physique remarquablement bien posé de trans-
fert d’impulsion-énergie. Notons d’abord qu’il n’est pas nécessaire de transférer
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de limpulsion & une population de charges pour générer un courant, il suffit
d’entretenir une différence de vitesses moyennes entre électrons et ions, cette
différence n’impliquant pas ’absorption d’impulsion mais simplement 1’absorp-
tion de puissance pour entretenir la perte d’impulsion, dans des directions op-
posées, liées a la friction entre les deux populations. Bien entendu, compte tenu
de l'ordering de masse entre électrons et ions, le procédé de génération le plus
direct consiste a transférer de 'impulsion, unidirectionnellement, aux électrons
et a considérer que les ions ne participent qu’au processus de dissipation de cette
impulsion sans développer une vitesse significative.

Un électron de vitesse v le long des lignes de champ porte un courant égal
au taux de transfert de charges par unité de temps de part et d’autre d’une
surface de section poloidale. Le temps de transit toroidal de cet électron étant
égal & 2mRo/v), le courant toroidal porté est donné par la charge de Iélectron
que divise ce temps de récurrence du passage de 1’électron au point de mesure
considéré.

e [Clv) [m/s]

Courant Toroidal: [[A] = ———— — 1 = e\ <v”>
21 Ry [m] 27 Ry

L’entretien d’une vitesse électronique moyenne non nulle, <’U||>, nécessite 'ap-
port continu d’énergie-impulsion pour compenser les pertes dues a la friction
électrons-ions, c’est-a-dire, pour compenser la destruction continue d’impulsion
principalement & travers les collisions électrons-ions. L’ordering des masses entre
électrons et ions garantit que 'impulsion transférée des électrons vers les ions,
par les collisions, engendre un courant ionique négligeable.

L’impulsion et I’énergie peuvent étre injectées dans la configuration et cou-
plées sur la population électronique sous deux formes:

e un faisceau de particules rapides,

e une onde unidirectionnelle dont le contenu en impulsion est significatif.

4.2.1 Injection d’ondes

Le rapport du contenu énergétique d’une onde sur son contenu en impulsion
est égal au rapport de sa pulsation sur son vecteur d’onde; cette relation dé-
coule directement de la relation impulsion-énergie pour un photon et peut étre
confirmée dans un contexte classique par I’analyse du couplage onde-particule.
Les ondes présentant un potentiel significatif pour la génération non inductive
de courant sont donc les ondes de faible vitesse de phase le long des lignes de
champ. Si la vitesse de phase d’une onde le long des lignes de champ est plus
petite que la vitesse de la lumiére, cette onde est susceptible d’étre absorbée par
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les ¢électrons présentant une résonance Landau kjv)o = w.

2 2
w w 8f el
Yo = _k:” - W= —ﬂ'w—k%) —8U|| 5

w
Vo=%

Ce couplage offre un mécanisme efficace de transfert d’impulsion des ondes
vers les particules et permet donc la génération d’'un courant si le spectre de
I’onde présente une asymeétrie toroidale. Une telle asymétrie peut étre aisément
controlée & travers un systéme d’antennes adéquat. Ainsi, le probleme de la
génération de courant se raméne donc au probléme de la propagation et de ’ab-
sorption d’'une onde dont la vitesse de phase le long des lignes de champ est
de 'ordre de grandeur des vitesses électroniques, cette absorption conduisant a
un transfert dont D'efficacité énergétique n’est pas rédhibitoire au regard de la
puissance disponible pour controéler la combustion thermonucléaire. En effet, un
réacteur produisant une puissance thermique de 'ordre de 3 GW et une puis-
sance électrique de 'ordre de 1 GW, seule une fraction faible de cette puissance
(<100MW) doit étre ponctionnée pour générer les ondes aptes a entretenir le
courant toroidal. Nous devons donc évaluer 'efficacité d’un tel procédé de géné-
ration de courant et construire un modéle indépendant de la nature de 'onde
pour quantifier le rapport du courant généré I sur la puissance consommée W.

Soit un mécanisme d’absorption de photons par des électrons libres tel qu’un
électron, de vitesse initiale v|o, transite par absorption vers un état de vitesse
v|jo +6v), puis relaxe apres cette excitation vers son état initial v)o, cette désex-

citation étant de nature collisionnelle: wvjg — vjjo + vy — v (t) — 0.
t=0 t t=+o0

JOn) Jon)

Ve Vo v ! Vi V

Un tel processus entraine la création d’une vitesse moyenne de la population
(v (t)), transitoire et non nulle, car durant toute la durée de la désexcitation
collisionnelle I'¢électron de vitesse —v|o n’a pas été affecté et une asymétrie de
la fonction de distribution des vitesses le long des lignes de champs a ainsi été
créée transitoirement,

dv”
= = v (o) +ov6 (D)

v (t) = wvjo+0(t)dvexp (—vt)
(v ) = 0(t)6vexp(—vt)
ou 4 (t) et 0 (t) désignent respectivement la distribution de Dirac et la distri-
bution de Heaviside et v la fréquence de collision électron-ion. Les bilans de

puissance et de courant de ce processus élémentaire s’établissent donc comme
suit. Une puissance W (t) absorbée par les électrons engendre un courant Z (¢) :

W(t)[W] = mevodv) (t)

Tn - L L

- s _ut
9mR,  2rRy 1PV
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L’évaluation de ’absorption continue de la puissance d’une onde, W, est obtenue
par sommation sur le temps de la puissance impulsionnelle W (t), et I’évaluation
du courant continu, I, par sommation du courant transitoire Z (t); efficacité
de génération de courant est définie comme le rapport de ces deux sommes.

i{é]: JZ@)ydt e
W W]~ [W()dt 2rRymevjov

Efficacité

Cette formule générale indique l'existence de deux régimes de génération de
courant par absorption Landau asymétrique: (i) par couplage sur les électrons
thermiques ou lents , alors la fréquence de collisions est fonction de la tempé-
rature et I'efficacité décroit avec vy, () par couplage sur les électrons rapides,
alors la fréquence de collisions est fonction de la vitesse et I'efficacité croit avec
la vitesse.

_ neZe*A I [ A ] 37T%€(2)m6 v3
Subthermique : v = = = T
! 3 (271-)% 83171,@% (kBTe)% W W 2Rye3Z An, Yjl0
g thermi neZetA I [A 2e¢m.
uprathermique : vVv=————— — — |—| = —————0
P 1 47rsgmzvﬁ0 W |W Roe3ZAn, 1°

Ce deuxiéme régime présente un ordre de grandeur de lefficacité de quelques
Watts pour un Ampére, il est donc recevable comme processus potentiel de
génération de courant dans un réacteur tokamak.

4.2.2 Reéponse non locale

Comme il est d’usage en physique des tokamaks, toute solution & un probléme
engendre un probléme connexe; en effet, si nous générons le courant par ab-
sorption Landau sur des électrons rapides, il est nécessaire de nous assurer que
ces électrons peu collisionnels sont bien confinés, en particulier de tels élect-
rons sont trés sensibles & la turbulence magnétique et présentent des propriétés
de confinement différentes des électrons thermiques. Pour étudier ce probléme
construisons un modele de génération de courant décrivant (i) la dynamique
dans I'espace des vitesses v et (7i) la dynamique dans l’espace des positions x.
Considérons un modele simple d’excitation/relaxation d’électrons résonants de
vitesses initiales v|o et de positions radiales initiales x = 0. A T'instant ¢ = 0,
au point x = 0, Ny électrons, de charge e et de masse m, absorbent une puis-
sance W (t) [W] = Nomujodv|é (t), donc une impulsion Nomdvj, puis relaxent
vers leurs vitesses initiales. La densité d’électrons résonants n (x,t) au point x,
a linstant ¢ suit une loi de diffusion de coefficient de diffusion D.

Lo dyy
Excitation v + v (v —vypo) = bv)é (¢)
e on 9’n
Diffusion  : i D@ = Nob (x) 6 ()

Les solutions de cette équation de relaxation temporelle et de cette équation de
diffusion spatiale instationnaire sont :

Relazation : (v (t)) = 0 (t) Sv) exp (—vt)

o No ? )
Délocalisation : n(x,t) =0(t) ——exp | ——
(@) =00 5= (15
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Le courant J (z,t) en un point x a I'instant ¢ est égal a en (z) (v (£)).

N, 2
J(z,t) =06(t) 51)”2\/% exp (—% - Vt)

Le régime stationnaire du processus de génération de courant est obtenu par
sommation sur le temps .

J (x) [ J (x,t)dt e || K <2 [ v | |>
= = T 1 — |
W(x=0) [W()dt mujo (D)7 2rD " 2 4D
ou K 1 est la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espéce d’ordre un demi.
Ainsi, un dépot de puissance continu en x = 0 engendre un courant qui ne reste
pas localisé en x = 0 mais diffuse dans I’ensemble du plasma, sa demi largeur
est de 'ordre de \/D/v et le flux sortant, qui détermine l'efficacité globale
prenant en compte les collisions et le déconfinement, peut étre évalué a partir
de la dérivée de la solution précédente. Une analyse de 'ordre de grandeur des
pertes supplémentaires liées a ce déconfinement révele que 'ordre de grandeur

de quelques Watts par Ampére est préservé en présence de diffusion radiale des
électrons rapides.

4.2.3 Injection de particules

Considérons le probléme de la génération de courant par injection d’ions rapides.
Le modeéle de ralentissement électronique & haute vitesse, et ionique a basse vi-
tesse, peut étre utilisé pour évaluer le potentiel des ions rapides pour générer un
courant toroidal. Dans ce contexte, soit une injection stationnaire de particules
rapides de vitesse initiale vy ; la distribution des vitesses ainsi initiées & haute
vitesse, par un terme source ~ ¢ (v — vy), s’établit suivant une fonction de dist-
ribution f3, (v) solution de I’équation cinétique de Landau réduite au terme de
friction (6v) /ét.

1 0 vd+03
v2 0 T

19 00
v2 av” 6t

fo=

szw[%] 2 §(v—up)

myvg A2

Le terme source des particules est exprimé en fonction de la puissance injectée
sous cette forme purement cinétique W que divise ’énergie cinétique initiale
d’un ion rapide mbvg /2. La solution de cette équation cinétique est obtenue par
quadrature directe du terme source.

Ts 0 (vp —0)

fb(’U):W 3

2rmpuy v 403

Le courant stationnaire associé a cette distribution d’ions rapides est noté (nv),
et est obtenu comme le deuxieme moment de la fonction de distribution.

2 Vb 3 ) 9
<””>b:/ o () vdmedo = W5, / e —w G<_> Lo s
0

mpyv; v2 + 3 mpv; Ve ) veSve  MpUp

ou la fonction G (x) est donnée par:

1. 1—zx+2a? 1 < 2¢ — 1 7r>
G(z)=2z+ =-ln ——— — — | arctan + =
(@) 6 (1+2)° V3 V3 6
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Dans la suite de ’analyse nous utiliserons cette valeur approchée du courant de
faisceau (nv), = 27sW/mpyuy.

/WL

100

10

1
102 101 10 10! Vi Vre

Cette distribution de vitesses suprathermiques constitue une source d’im-
pulsion pour les électrons et les ions thermiques et le transfert d’impulsion vers
ces populations peut étre décrit par un terme de friction. Nous négligerons le
transfert d’impulsion entre le faisceau et les ions car I’essentiel de la distribu-
tion se situe a haute vitesse; sous cette hypothese les deux termes de friction
assurant la stationnarité du processus et la dissipation de I'impulsion énergie
injectée, sont données par :

ZZetn; A
FElectrons /ions : Re_i =neme AL = ((ve) — (v3))
3ed\/me (2mkpT)?
V €Z2 4 EA
Ions rapides/électrons :  Rp_.e = npymy, Tefp® 7 5 ((v), — (ve))
3edmy, (27kT)2

En régime stationnaire les électrons thermiques recoivent ’essentiel de I'impulsion-
énergie du faisceau et acquiérent une vitesse moyenne non nulle (v.) telle que la
friction électrons thermiques/ions thermiques compense la friction faisceau/électrons
thermiques: Rp—e = Rej — ZZ (nw), + Z2n; (v;) = (anZ + Zgnb) (Ve) =~
Z2n; (ve); cette derniére relation permet d’éliminer les vitesses ionique et élect-
ronique dans l'expression du courant.

i = Zn; <U2> + 2y (nv>b — Zin; <Ue>

(- 2)n,

L’effet d’entrainement par friction sur les populations thermiques d’ions et d’é-
lectrons est dramatique car Z, ~ Z; et le courant d’ions rapides est pratique-
ment totalement neutralisé par un courant de retour d’origine thermique. Ce
modeéle simple rend bien compte de la relative inefficacité de la génération de
courant par injection d’ions rapides (de neutres rapides). Le schéma ci-dessous
présente une comparaison des différents procédés de génération de courant en
terme d’efficacité; Defficacité de la génération non inductive de courant par
injection de neutre, en Ampére par Watt, est donc la plus faible au regard des
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autres procédés et est donnée par:

T TAT ([ _ %)\ Ze 7s
W |W| — Z; ) mRo myvy

Une étude plus fine de la cinétique de I'entrainement des ions et électrons ther-
miques par les ions rapides reléve cette valeur mais 'ordre de grandeur reste
néanmoins faible au regard des autres procedés.

4.3 Extraction de particules

Le volume compris entre le plasma et la paroi d’un tokamak est empli de parti-
cules neutres. Nous avons établi dans les paragraphes précédents que les atomes
d’hydrogéne neutres pénétrent & l'intérieur du plasma sur une faible longueur
Apn, de lordre de Ap,, ~ v/ AjAcy, appelée longueur de pénétration des neutres,
ol A; est la longueur caractéristique d’ionisation et A., la longueur caracté-
ristique d’échange de charge. Le systéme de pompage doit évacuer en continu
de Tordre de 10% du flux de matiére sortant du plasma, les 90% restant sont
impliqués dans le processus de recyclage. La prise d’entrée du systéme de pom-
page évacuant ainsi en régime continu plus de 10%! particules par seconde est
en général située au niveau du divertor, les pressions de pompage, fonctions du
régime de fonctionnement du divertor, sont inférieures au millitorr et les libres
parcours moyens des neutres sont supérieurs au centimeétre.

4.3.1 Reégime de Knudsen

Lorsque le libre parcours moyen A, d’une population de neutres est supérieur
& la dimension caractéristique L du récipient, ou de la conduite, la dynamique
du gaz est contrainte par l'interaction particule-paroi qui est dominante par
rapport & l'interaction particule-particule. On définit K, le rapport du libre
parcours moyen A, sur la dimension caractéristique du systéme de stockage ou
de transfert L, ce nombre est appelé nombre de Knudsen.

A Libre parcours moyen des neutres
Nombre de Knudsen: K, = — = { P Y ]

L [Dimension de la chambre ou du conduit]

Ce nombre sans dimension permet de distinguer trois régimes de dynamique des
neutres: les écoulements continus lorsque K,, < 1071, le régime de transition
pour 107! < K,, < 10 et le régime moléculaire & grand nombre de Knudsen
K,, > 10. Le systéme d’extraction de matiére fonctionne en régime moléculaire.

Dans ce régime, caractéristique de la dynamique des neutres dans un toka-
mak, l'interaction particule-paroi est dominante mais ne doit pas étre considérée
comme une simple réflexion spéculaire de ’atome (ou de la molécule) sur la pa-
roi, ol 'angle d’incidence égale ’angle de réflexion. Le processus d’interaction
neutre-paroi doit étre modélisé comme une adsorption sur la paroi, suivi par une
désorption du neutre par la paroi; entre ces deux phases la particule neutre
reste adsorbée au niveau des premiéres couches atomiques de la paroi.

Si ’énergie de liaison associée a cet état d’adsorption, F,, est inférieure & une
fraction d’eV le processus reléve de la théorie des liaisons faibles et correspond
au régime de la physisorption, si E, est supérieure & une fraction d’eV son



CHAPITRE 4. CONTROLES: INJECTION ET EXTRACTION 100

ordre de grandeur est caractéristique des énergies mises en jeu dans les réactions
chimiques et le processus correspond au régime de la chimisorption. Le temps de
résidence de la particule neutre, 7, c’est-a-dire la durée de vie de I'état adsorbé
neutre-paroi, est une fonction croissante de 1’énergie de liaison F,. En effet le
processus de désorption nécessite une excitation & un niveau énergétique de
I'ordre de E,, les modéles théoriques prédisent des valeurs allant de 7 ~ 10~ 10s
pour la physisorption basse énergie a 7 ~ 10%s pour la chimisorption par liaison
forte.

| B I, w
W C
ol
=
0 v
v 2

>

dQ v dtcod

Considérons une population de particules neutres de densité n présentant
une distribution de vitesses fy (v) normalisée a 1'unité; afin de modéliser les
systémes d’extraction de matiére nous devons évaluer le flux de particules du
gaz neutre vers une paroi w, soit réelle soit fictive. Notons ce flux I',,._ et notons
I'y— le flux de la paroi vers le gaz .

Evaluons, en premier lieu le flux incident, I'y,., en régime moléculaire sur
une paroi w. Le nombre de particules par unité de volume dont la vitesse v fait
un angle 6 avec la normale a la paroi, dN,. (v,0), est donné par le produit de
la densité n par la fonction de distribution des vitesses fy (v) pondérée par le
rapport de ’angle solide infinitésimal 27 sin 8df autour de 6 ramené a I'angle
solide total 4.

27 sin 6
47

ANy (v,0) =n fo (v) dfdv

Le nombre de particules traversant un élément de surface infinitésimal dS, du-
rant un temps dt, sous un angle 0, est obtenu en multipliant dN,,. par le
volume accessible, dV', depuis I'élément de surface dS durant un temps dt:
dV = vcosfdSdt. Le flux de particules, dI'y,— (v,0) est égal & ce nombre de
particules traversant un élément de surface infinitésimal d.S sur la paroi, durant
un temps dt divisé par dSdt.

dl e (v,0) = %nv cosOsin 6 fy (v) dfdv

Le nombre total de particules traversant une surface dS, par unité de temps dt
est égal a la somme des flux infinitésimaux lorsque langle 6 varie de 0 & /2 et
le module de la vitesse v varie de 0 a +o0, I'y,. = fog f0+°° dl'y—. L’intégrale
sur le module de la vitesse n’est autre que la définition de la vitesse moyenne v,

le résultat final est donc:

1 [ kT v
Flux de particules: Ty |——=|=n it _ v
s-m? 2m 4
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Le calcul du flux de chaleur suit la méme démarche d’évaluation du flux de
particules pour une vitesse donnée v, puis de sommation sur les différentes
incidences 6 par rapport & la direction normale ainsi que sur la vitesse v. Mais
dans ce cas, une pondération supplémentaire par le facteur mwv? /2 est nécessaire ;

ainsi:
J [ kgT
Flux de chaleur: qu. [—2] = 2nkgT BT _ 2kgT x I'y,
S-m 2mm

Considérons & présent le processus réciproque, le flux de la paroi vers le gaz
I'y— . A lissue du processus d’adsorption la particule est (ré)émise par la paroi
suivant une loi de probabilité proportionnelle au cosinus de 'angle 6 entre la
direction d’émission et la normale & la paroi; ainsile flux d’émission élémentaire
dl'y,—, suivant la direction 6, dans I'angle solide df2, est donné par la loi dites
de Knudsen.

Loi de Knudsen: dI'y_, [;2] =n v cos 0@
S-m 4a
ou n est la densité de neutres et v la vitesse thermique associée a la température
de la paroi. On notera la réciprocité a I’équilibre: I'y,_, = fO% dly— = Tpe.
Cette loi de réflexion diffuse peut étre établie dans le cadre d’un modéle dit
d’effusion ou le processus d’adsorption est assimilé au flux d’une population
isotrope a travers un orifice de dimension plus petite que le libre parcours moyen.
Les trois principaux flux en régime moléculaire sont résumés dans le tableau
suivant :

Quantité Unité Expression
. .. 1 kpT
Flux de particules incident I'y, — n\/Q;;m
Flux de Chaleur incident . % 2kgT x 'y
1

Flux de Knudsen de désorption dI'y,—, (6) cos 0% X Dy

m2.s

4.3.2 Systéme d’extraction

La conception d'un systéme d’extraction de neutres nécessite ’évaluation des
caractéristiques des structures de transport et des structures de pompage. Le
concept de conductance d’une canalisation permet la caractérisation des per-
formances des différents conduits. Nous introduirons la définition générale de la
conductance pour une canalisation de géométrie quelconque aprés avoir calculé
le flux, en régime moléculaire, dans un tuyau rectiligne, de section circulaire de
rayon a, connecté en ses deux embouts a des réservoirs de pressions respectives

p1et po.
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La génératrice de ce cylindre étant orientée suivant l’axe des z, la densité
n (z) et la pression p (z) présentent un gradient assurant le passage continu de la
pression p; & la pression ps. Sous une hypothése isotherme, pour une distribution
de densité donnée n (z), calculons le flux de particules I' suivant l'axe des z.
Evaluons dans un premier temps, le flux de particules a travers une surface d.S,
dans le plan de section droite du cylindre, flux provenant d’une surface dS’ sur
la paroi du cylindre. La distance entre dS et dS’ vaut r et les angles entre les
normales & ces surfaces et la direction de dS vers dS’ sont respectivement notés
Geteltelsquewzﬂz()et%29'20.

Soit df2 I'angle solide sous lequel dS’ est vue depuis dS et d2’ I'angle solide
sous lequel dS est vue depuis dS’. Conformément & la loi de Knudsen, le nombre
dN de particules envoyées depuis la surface dS’ vers la surface dS est donné par :

Q
d !
47 S

deS’HdS =n v cos 9,

La définition des angles solides dQ) et d€) et la configuration géométrique du
probléme permettent d’établir les relations: r2dQ = dS’sinf = dS’cos’ et
r2dQ) = dSsin@ = dS |cos 0]. Ainsi nous pouvons éliminer les variables associées
a la paroi et exprimer:

_ ds2
deS’—>dS =nv ’COS 0’ 4—dS
T

A travers ’élément de surface dS deux flux intégrés se croisent, un flux dans le
sens positif I'ysy et un flux dans le sens négatif I'gg_.

~ 27 z o 2w T
Tist = —41/ dgp/ dOn (z)sinfcosb, L'ys_ = 41/ dgp/ dfn (z) sin 0 cos 0
T Jo 0 T Jo z

Les variables z, 0, et ¢ ne sont pas indépendantes; en effet, ¢ = rsinf et
z=rcos — z=qcotf ol q et y sont reliés par:

a® = ¢® +u? 4+ 2qucos ¢ — q(p,u) = \/a? — u?sin® p — ucos

ol v mesure la distance entre ’élément de surface dS et ’axe du cylindre. Le
flux total I' = ['gg4 +Tys— & travers I’élément de surface d.S est égal a la somme
de ces deux flux:

- 27 ™
I'(u) = —% d(p/ dOn (q (p,u) cot ) sin 0 cos 6
0 0

Le profil de densité n (z) a lintérieur du cylindre peut étre considéré comme
linéaire si nous négligeons les effets de bord au voisinage des entrées et sorties:

n(z) =n(0) + zdn/dz.
on (0 27 ™ v dn 27 ™
= —#/ dcp/ sinf cos 0df — — — / q(gp)dgp/ cos? 0df
am J 0 dm dz |, Jo 0
Le premier terme de cette somme est nul conformément au principe de symét-
rie des causes et des effets: une densité homogéne au sein d’une canalisation
homogeéne ne peut produire un flux, une cause scalaire (densité) n’engendre
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pas d’effet vectoriel (flux). Le deuxiéme terme peut étre exprimé comme une
intégrale élliptique de deuxiéme espéce E(%)
u
E(3)
0 a

Le flux total résultant du gradient de densité dn/dz généré par la différence
de pression p; — p,2 est obtenu en sommant les flux élementaires suivant la
variable w = u/a; compte tenu de ’expression de 1’élément d’aire en géométrie
cylindrique dS (w) = 2mawdw nous exprimons ainsi le débit de particules dN/dt
& travers la canalisation :

va dn

v dn .
0Jo 2 dz

r=—-<"
8 dz

dN _ _ _dn

5 2 _ 3 dn
— =—mva’ — a
dt dz

1
E S L P
0/0 (w) wdw g vad — )

Le gradient de densité résultant de la différence de pression p; — po est supposé
constant le long du conduit, ainsi: dn/dz = (ps — p1) /LkpT. Cette hypothese
considére les effets de bords, aux niveaux de ’entrée et de la sortie du conduit,
comme négligeables, nous y reviendrons par la suite.

Dans le domaine des technologies du vide, afin de caractériser les propriétés
d’un conduit, il est d’usage d’introduire le produit du débit volumique par la
pression, @, et d’appeler le flux gazeux ainsi mesuré en Pa.m>.s7!c’est & dire
en W: @ = kgTdN/dt. Ainsi le débit volumique S = dV/dt, qui varie le long
de la canalisation en régime permanent, est égal au flux que divise la pression
S = @Q/P. Le calcul du débit de particules, dN/dt, a travers une canalisation
cylindrique longue permet d’exprimer le flux en fonction de la différence de
pression entre ’entrée et la sortie:

2ra’ 5 ( )= 4a3 /27T/<:BT( )
3L b1 —p2) = 3L m b2 —P1

Définissons la conductance C. d’'un conduit cylindrique comme le rapport du
flux sur la différence de pression :

Q=

Q _271'0,32_)
P1 — P2 3 L

Conductance: C. =

et généralisons cette définition pour la modélisation et le calcul d’un systéme
quelconque de transport de gaz en régime moléculaire. Soit un conduit droit
dont la section est une courbe de périmetre D, de surface A et de longueur
L. Etablissons le bilan de forces, c’est-a-dire de transfert d’impulsions, dans
une section de longueur infinitésimale dz de ce conduit. L’écoulement en régime
moléculaire présentant une vitesse moyenne V', le taux de destruction de 'im-
pulsion au sein de cette tranche infinitésimale dz résultant du flux sur les parois
est égal & mV x Ddz x n v /4. En régime stationnaire le gradient de pression,
dp/dz = (p1 — p2) /L, exerce une force sur cette tranche infinitésimale dz et
cette force est une source d’impulsion, le bilan d’impulsion gain-perte s’établit
donc comme suit :

2rkpT A2

m ﬁ (pl —P2)

mVDdzn% = A?dz — Q=kpTnVA=
z
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Nous obtenons ainsi une expression approchée de la conductance C; d'un conduit
de section quelconque.

Les expressions établies pour évaluer C., dans le cas du cylindre circulaire, et
Cy, dans le cas du cylindre quelconque, ne sont valables que pour un conduit
dont la longueur L est supérieure aux dimensions transverses, les effets de bord
associés a la mise en mouvement du gaz aux niveaux des orifices d’entrée et de
sortie induisent une différence entre la pression d’équilibre de la chambre amont
p1 (en aval po) et la pression au niveau de 'embouchure amont (aval).

Néanmoins, le concept de conductance est particulierement utile pour le
calcul des systémes d’extraction de matiére, car, compte tenu de la constance
du flux @) dans le conduit, les associations en série et en paralléle des conduc-
tances obéissent aux régles classiques des circuits, parallele: C' =" C; , série:
C~1 =3, C;'. Une correction des effets de bord peut étre obtenue en considé-
rant la conductance Cy d’un diaphragme de surface A séparant deux chambres
de pression p; et po. Le flux d’effusion du premier demi-espace vers le second
niv/keTi/2mm = pi/kgTi/2nm/kpT; est différent du flux d’effusion du se-
cond vers le premier et cette différence est proportionnelle au saut de pression ;
ainsi le flux @ est égal & \/kpTi/2mmA (p1 — p2) et la conductance du dia-
phragme présente une valeur égale & Cy = \/kgT1/2mmA. Les effets de bords
peuvent étre pris en compte en considérant un conduit court comme 1’associa-
tion en série d’un diaphragme de surface A et d’un conduit de surface de section

A.
C_ CaCy [27kgT A?
Oy + Cy m DL+ 27A

On notera que C' — Cy lorsque L — 0 et C' — C, lorsque L — 400, le probléeme
de la singularité de la formule exprimant C; lorsque L — 0 étant ainsi résolu.
Le concept de conductance est particuliérement utile pour le calcul des instal-
lations de pompage. Considérons une pompe de débit volumétrique S* [mg.s_l]
opérant a la pression p*; cette pompe est connectée & une chambre ou régne
une pression p, par une canalisation de conductance C. Définissons S le débit
volumique de pompage du systéme pompe plus conduit: Sp = S*p*, le flux
dans la conduite est égal au flux pompé: C (p —p*) = S*p*. L’élimination
des pressions entre ces deux équations permet d’exprimer le débit du systéme:
S/S* =1/14 8*/C. Le débit de pompage au niveau de la chambre S est donc
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toujours inférieur au débit nominal de la pompe S*et il convient donc d’adapter
pompes et canalisations afin que C > S*.

La modélisation, en particulier la modélisation numérique des installations
complexes, fait usage du concept de conductance mais aussi du concept de pro-
babilité de transmission par un conduit, ou facteur de Clausing.

Considérons une particule neutre au niveau de l’entrée d’un conduit, cette
particule présente une probabilité a de traverser le conduit et 1 — « de revenir
au niveau de la section d’entrée. Soit un conduit droit de conductance Cy et de
surface de section A entre deux chambres de caractéristiques indicées par 1 et 2;
d’une part le flux de particules dN/dt ~ (any v1 A — ang 03 A) /4 et, d’autre
part dN/dt = Q/kpT = Cy (p1 — p2) /kBT, ainsi a ~ Cy/Cy.

La probabilité de transmission est une caractéristique essentiellement géomét-
rique du conduit qui ne dépend que de sa forme et de ses dimensions. Le concept
de probabilité de transmission présente un caractére plus fondamental que celui
de conductance.

\/ _0('\ 1o,

_a, _B, 1B,
04_0'/11 Ll 4| e - ==

Les lois de combinaison des probabilités de transmission de différentes sec-
tions s’établissent comme suit. Soit un conduit pouvant étre décomposé en deux
élements simples, les surfaces d’entrée et de sortie sont respectivement A; et
As pour le premier élément et As et Az pour le deuxiéme. Les probabilités de
transmission pour le premier élément sont notées a de la gauche vers la droite et
o' de la droite vers la gauche (ad; = o’ Ay), ainsi que 8 et 8 pour le deuxiéme
élément (3Ay = 3 A3z). Considérons N neutres, présentant une distribution de
vitesse isotrope, franchissant I’entrée de section A, une quantité aN arrive au
niveau de la section d’entrée du deuxiéme élément, une fraction aBN arrive au
niveau de l'ouverture de sortie et une fraction « (1 — 3) N est réfléchie vers le
premier élement, ainsi une fraction a5 (1 — ) (1 — @) N parvient au niveau de
la sortie du deuxiéme élement et une fraction (1 — ) (1 —a’) N (1 — ) est
réfléchie.... Le nombre total de particules sortant par la section As est donc
donné par:

2

aBN +aB(1-B)(1-a)N+ap(1-pB)(1-a)N+aB(1-8)°1-a) N

La probabilité de transmission par le systéme, a, est égale & la somme géomét-

rique:
B af B affAs
C B4a —Ba) T BAs+ad — PaA;

Nous venons d’exposer quelques rudiments de la théorie des écoulements en ré-
gime moléculaire permettant de modéliser le systéme de conduit assurant ’extra-
ction de neutres au niveau du divertor. Différents systémes de pompage peuvent
étre mis en oeuvre pour entretenir la différence de pression générant 1’écoule-
ment et nous allons exposer briévement les principes physiques du pompage
moléculaire et du piégeage moléculaire, ce deuxiéme procédé est celui retenu

a
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dans le cadre du projet ITER dont le systéme de pompage sera constitué de
pompes cryogéniques.

Considérons une pompe moléculaire, présentant la topologie d’un conduit de
surface de section A, de longueur L, et dont 'une des parois de largeur H et de
surface utile A’ se déplace a la vitesse U suivant ’axe des z tout en préservant
les propriétés d’étanchéité du systéme. Ces contraintes impliquent en fait une
géométrie cylindrique et non droite. Etablissons le bilan des forces, c¢’est-a-dire
le bilan de transfert d’impulsion, dans une section de longueur infinitésimale dz
de la pompe représentée sur la figure ci-dessous:

p1] L lpz

Pompe metulaire

Piege moéculair

L’écoulement en régime moléculaire présente un taux de production d’im-
pulsion au sein de cette tranche infinitésimale égal a: mU x Hdz x n v /4.
En régime stationnaire le gradient de pression dp/dz exerce une force Adzdp/dz
sur cette tranche infinitésimale et cette force est une source d’impulsion, le bilan
gain-perte d’impulsion s’établit donc comme suit :

U Hn v dp dlnp UH m
- = s g
4 dz dz A 2nkgT

Ainsi, la différence de pression d’'une pompe moléculaire mécanique est une
fonction exponentielle dont I’argument est proportionnel & la surface de la paroi
mobile et inversement proportionnel & la surface de section de sa chambre.

. . P1 2 U A/
Pompe moléculaire: — =exp | ——=—
D2 Tv A

Le pompage cryogénique, bien que basé sur un principe totalement différent,
présente aussi une dépendance exponentielle du rapport des pressions amont et
aval en fonction des paramétres du systéme.

Rappelons les principes de base de ce type de systéme. Un fluide neutre peut
se présenter sous deux formes: vapeur (v) ou liquide (), le passage d’une unité
de masse de la phase liquide vers la phase vapeur nécessite un apport de chaleur
définissant la chaleur latente massique: L = T (s, — 8;), ou s est l'entropie
spécifique massique.

A basse température, les deux phases coexistent sous une pression de vapeur
saturante p; (T) et a une température T si leur enthalpie libre massique sont
égales: ¢ = gy, — wdpr — s;dT = uudpy — s,dT’, oit u est le volume spé-
cifique massique. La phase gazeuse occupant un volume plus important que
la phase liquide nous pouvons donc établir la relation dites de Clapeyron :



CHAPITRE 4. CONTROLES: INJECTION ET EXTRACTION 107

L =T (uy —w)dp1/dT =~ T w,dpi/dT. Sous les hypotheses (i) d'un com-
portement de type gaz parfait pour la phase vapeur pyu, = kgT/m — L =~
(kgT?/mp) dpy/dT et (ii) d'une faible variation de la chaleur latente en fonc-
tion de la température nous obtenons la formule de Rankine :

. . ) D1 mL
Piége moléculaire: — =exp— | ——
Po kT

qui constitue une approximation recevable de la pression de vapeur saturante
p1 (T') d’une vapeur en fonction de la température.
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Le principe des piéges cryogéniques découle de ce comportement d’un équi-
libre diphasique ; au voisinage d’une surface a trés basse température une vapeur
présente une pression égale & la pression de vapeur saturante. Cette derniére
étant trés basse cela permet d’engendrer un gradient de pression, donc un mé-
canisme d’extraction de neutre depuis la chambre du tokamak. Les neutres se
condensant au niveau de la surface basse température pouvant étre extraits pour
séparer le combustible de ses cendres, puis le combustible (90% du gaz) réinjecté
par le systéme d’injection de matiére, injecteur de neutres, de glacons ou simple
vanne de gaz.
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PHY 569 A - Recueil d’exercices et problémes

Formulaire :

dZ t
- =F(t) — Z(t) :a0+/t0 F(u)du

dZ i

%:I:in (t) = F (t) < Z(t) = ap exp (Fiwt + ipy)+exp (Fiwt) / exp (tiwu) F(u)du
to

Z(t) et F(t) sont des fonctions complezes de la variable réelle t; ay et ¢, sont

des constantes réelles déterminées par les conditions initiales o 'instant tg.
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ol 6 et O sont respectivement les distributions de Dirac et Heaviside;
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ot K% est la fonction de Bessel modifiée de deuzriéme espéce d’ordre un demi.



En physique des plasmas thermonucléaires et astrophysique il est courant de
rencontrer des plasmas de forme sphérique. Dans ce probléme nous allons étudier
les trois échelles de temps associées & la dynamique des sphéres de plasma neutre
et non-neutre. De telles sphéres de plasma neutre ou non-neutre sont créées
en laboratoire par irradiation laser de nanoparticules en phase diluée. Ainsi
des nanoplasmas sphériques sont générés, puis se détendent, soit sous effet
de la pression cinétique, soit par éclatement coulombien; de tels nanoplasmas
constituent des sources intéressantes de rayonnement.

Dans ce probléme nous allons dans une premiére partie étudier 1’éclatement
coulombien d’une sphére d’électrons et calculer I’échelle de temps caractéristique
de cette détente. Dans une deuxiéme partie nous considérerons l'influence des
collisions et calculerons le temps de migration des charges vers la surface d’une
spheére chargée. Enfin, dans la troisiéme partie nous établierons ’existence d’une
oscillation électrique pour une sphére de plasma neutre.

On considére un plasma sphérique constitué uniquement d’électrons, de
charge —e et de masse m, initialement au repos. On utilise un systéme de co-
ordonnées sphériques de vecteur radial unitaire e,; la position d’un point est
donc donnée par re, ou r est la coordonnée radiale du vecteur position. On
note n (r,t) la densité d’électrons en un point de position r & un instant ¢; la
densité initiale a I'instant ¢ = 0 étant homogene et égale a N: n(r,t =0) =N
si0<r<Retn(r,t=0)=0sir>R. A linstant initial, ¢ = 0, cette sphére
d’électrons est donc de rayon R. Sous 'effet des forces répulsives coulombiennes
cette sphere éclate suivant la direction radiale. On appelle & (7, t) le déplacement
radial, & 'instant ¢, des électrons situés initialement en 7, a 'instant t = 0; au
temps ¢ > 0, la position d’un électron, initialement en r, est donc donnée par
r+&(r,t). A Vinstant ¢ = 0, le déplacement radial ainsi que la vitesse radiale

. —N) — 9 —
sont nuls: £(r,t=0)=0, % tiO—O.

A1 Calculer le champ électfi_(lue, E = Fe,, créé a l'intérieur de la sphére,
en r+ ¢ (r,t), a Uinstant ¢, par ce plasma électronique en expansion.

A2 En déduire ’équation différentielle du deuxiéme ordre vérifiée par %;
on introduira w]% = é\g iz ; quel est le nom et quelle est la signification de cette
quantité?

A3 En déduire équation différentielle du premier ordre vérifiée par %.

A4 Exprimer wpt en fonction de £ et r et commenter. En particulier, quel
est le temps T' de doublement du rayon (R — 2R) de la sphére? Le processus
d’éclatement est-il exponentiel, pourquoi?

La pulsation w, n’est pas la seule échelle caractéristique associée a la dy-
namique électrique d’une sphére non-neutre; il existe une deuxiéme échelle de
temps, appelée temps de relaxation de Maxwell, décrivant le processus de dispa-
rition des charges libres en volume et de migration vers la surface, sous 'effet de
leur répulsion mutuelle. Considérons un plasma sphérique constitué de protons,
supposés infiniment lourds, donc au repos, et d’électrons mobiles en interaction



collisionelle avec les protons. Cette sphére de plasma est chargée négativement
en raison d’un exces initial d’électrons par rapport au protons.

A un instant initial ¢ = 0 cette sphére est donc globalement chargée avec
une densité volumique de charge p,. Sous 'effet de la répulsion coulombienne et
des collisions, cette densité volumique de charge évolue en fonction du temps,
nous la noterons p & un instant ¢. Cette densité volumique de charge crée un
champ électrique E et ce champ électrique met en mouvement les électrons
(les protons sont immobiles durant le processus) créant ainsi un une densité
volumique de courant J. Compte tenu des collisions entre électrons et protons
le courant électronique obéit a la loi d’Ohm: J = ogE ou o est la conductivité
électrique, supposée homogene.

A5 Quelle est I'unité de 0?7 Quelle est I'unité de go?

A6 A TI’aide de I’équation de Maxwell-Gauss établir I’équation reliant E et p
a un instant t. A 'aide du principe de conservation de la charge établir I'équation
reliant J et %% A un instant ¢.

A7 En déduire ’équation différentielle du premier ordre vérifice par % et
p. Exprimer p (¢) en fonction des données du probléme.

A8 Quelle est le temps caractéristique 7y (temps de Maxwell) de migra-
tion de I'excés de charge électronique vers la surface de la sphéQre ionique? On

2 _ Ne

introduit la densité de protons N, la pulsation plasma wy = oo et I’expression
Ne?

de Lorentz de la conductivité o = < ou m est la masse de I'électron, —e sa
charge et v la fréquence de collision. Exprimer 75, en fonction de v et w,, et
commenter.

On considére un faisceau électronique cylindrique de longueur infinie et de rayon
R. On note N le nombre d’électrons par unité de volume (la densité électronique)
et V = Ve, la vitesse des électrons. N et V sont uniformes a I'intérieur du fais-
ceau et nulles a extérieur. On utilisera un systéme de coordonnées cylindriques
(r, 0, z) et on se placera dans le régime non relativiste.

B1 Exprimer la densité volumique de charge du faisceau.

B2 Exprimer le champ électrique a 'intérieur du faisceau en fonction de r.
Faire de méme pour r > R.

B3 Exprimer la densité volumique de courant du faisceau.

B4 Exprimer le champ magnétique a l'intérieur du faisceau en fonction de
r. Faire de méme pour r > R.

B5 Calculer la somme des forces s’exercant sur 1’électron.

B6 Pour quelle valeur de V' y a-t-il compensation de ces forces? Commenter
le résultat.

EEEEEEEEEEEEEEEEE

On considére un plasma semi infini occupant la région x < 0. L’interface
x = 0 de ce plasma émet des électrons de vitesse V dans la direction = > 0.
Sous 'effet des forces électrostatiques ces électrons rebroussent chemin au bout
d’un parcours L. On appelle v(z) la vitesse de ces électrons & une distance x
de Pinterface, on a donc v(x = 0) = V et v(x = L) = 0. On appelle n(x)
la densité de ces électrons et on pose n(0) = N. On appelle U(x) le potentiel
électrostatique crée par ces électrons.

C1 En appliquant la conservation de I’énergie des électrons, exprimer v(z)
en fonction de U(x), e, m et V.



C2 En appliquant la conservation de la charge, exprimer n(z)v(z) en fonc-
tion de N et V.

C3 Exprimer n(x) en fonction de U(z) et des paramétres N, V, e et m.

(C4 En déduire I’équation différentielle du deuxiéme ordre vérifiée par U (z).
En déduire ’équation différentielle du premier ordre vérifiée par U(z).

C5 En déduire U(z) et L, commenter.

On considére un plasma cylindrique infini constitué uniquement de protons,
de charge q et de masse M. On considére une situation ol ce plasma non neutre,
qui a tendance & éclater, est stabilisé par I'influence d’un champ magnétique
statique uniforme B = Be,. L’effet des forces de Laplace compensant 'effet des
forces répulsives de Coulomb entre protons, la densité reste donc homogéne et
égale a N, les protons décrivant des orbites bornées radialement.

Pour cette étude on utilisera une base cartésienne e,, e,, e, et on considérera
qu’il n’y a pas de mouvement le long de 'axe du cylindre: % = 0.

D1 A laide du théoréme de Gauss, calculer le champ électrique E (z,y) =
E; (x,y) e, + E, (x,y) ey, créé en tout point du cylindre homogene.

D2 A I’aide du principe fondamental de la dynamique, écrire les équations du
mouvement vérifiées par les coordonnées cartésiennes, x (t) et y (¢) , d’un proton

. 1. . . 2 Ng?

du cylindre soumis a U'influence des champs E et B (on introduira wy, = 5% et

_ 4B
We = M)

D3 On introduit la variable complexe Z (t) = z (t)+jy (t), déduire I’équation
différentielle vérifiée par Cf;TQZ .

D4 On cherche une solution de la forme Z (t) = Zg exp (jwt), établir I'équa-
tion algébrique vérifiée par w et en déduire la condition vérifiée par la quantité

<< pour que le mouvement soit borné. Commenter.
P
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On considére un plasma constitué uniquement d’ions, de charge ¢ et de
masse M, initialement au repos et situés entre les plans x = —a et x = +a.
La densité initiale est homogene et égale & N, n(z,t =0) =N si —a<z <a
et n(xz,t =0) =0si |x| > a. A linstant initial ¢ = 0, I’épaisseur de ce plasma
d’ions est donc 2a. Sous 'effet des forces répulsives coulombiennes ce plasma a
tendance a éclater suivant la direction z. On appelle h (z,t) le déplacement, a
Iinstant ¢, des ions situés en x = zg a 'instant ¢t = 0.

A Tinstant t = 0 on a donc le déplacement h (xo,t =0) = 0 et la vitesse
%xg%—tzol = 0. Aux temps ¢ > 0 la position d’un ion initialement en x¢ est donc
x =xo+ h(zo,1).

E1 Calculer le champ électrique, E = Fe,, créé en & = x¢ + h(z9,t), &
I'instant ¢, par le plasma.

E2 En déduire I’équation différentielle du deuxiéme ordre vérifiée par h (xo, t),

2
on introduira w? = YL

P egM*
E3 Quel est le nom et la signification physique de cette quantité w, =
Ng2 o
E()M )

F4 Exprimer h (zg,t).
E5 Au bout de quel temps T, h(a,T) = a?



E6 Au bout de combien de temps la densité en z = 0 est-elle égale a %

On considére un plasma de particules de charge g et de masse m. Cette
population mobile est neutralisée par un fond continu de particules infiniment
massives de charge opposée et de densité identique en tout point. On considére
un systéme de coordonnées cartésiennes [z,vy, z]. Le plasma est situé dans la
région des x négatifs ou le champ magnétique b (), dirigé suivant 'axe des z,
est quasiment nul ; ce champ magnétique a une valeur constante dans la zone des
x positifs grands ou la densité devient nulle. On note n(x) et v, (x) la densité et
la vitesse suivant = des particules se dirigeant vers U'interface champ/particules
(x ~ 0) & partir de = —o0. En @ = —oo 1’écoulement vers l'interface possede
une vitesse vy dirigée suivant 'axe des x: v, (z = —00) = v (il existe également
un écoulement de retour possédant une densité égale et une vitesse opposée).
On note vy (z) la vitesse suivant 'axe des y; en x = —oo : vy(x = —o0) = 0,
la densité n(z = —o00) = ng et le champ magnétique est nul b(z = —o0) = 0.
En x = 400 la densité de particules est nulle n(x = +o00) = 0 et le champ
magnétique atteint la valeur constante b(x = 4+00) = by. Le champ magnétique
b(z) dérive d’un potentiel vecteur a(z): b(z) = 42 tel que a(z = —o0) = 0.

Au voisinage de 'interface champ /particules la force de Laplace incurve les
trajectoires des particules et génére une composante de vitesse suivant ’axe des
y. Cette composante est a 'origine d’un courant et ce courant est la source d’un
champ magnétique qui permet d’annuler le champ dans la zone occupée par le
plasma. La force de Laplace induit un retour des particules et empéche le plasma
de pénétrer dans la zone occupée par le champ; il s’établit ainsi un équilibre
dynamique entre le champ et la matiére de part et d’autre de I'interface. Nous
allons calculer les caractéristiques de cette interface et la condition de 1’équi-
libre champ-fluide. En régime stationnaire la dynamique des quatre inconnues
décrivant le fluide et le champ, [n(z),v, (z),vy, (z),b(x)], est déterminée par
les quatre équations:

mvx(x)m;—f) — quy(x)b(z) =0
mvw(:n)dvg—;z) + qua(2)b(z) =0
% [n(z)v, ()] =0, % + quon (z) vy(x) =0
Afin de résoudre ce systéme de quatre équations & quatre inconnues on intro-
duit un systéme de variables et d’inconnues normalisées: [n (x), v, (), vy (x),b(2),a(x)]
— [N(X),V(X),W (X),B(X),A(X)] ou la variable de position normalisée
X et les densité, vitesse et champs normalisés sont définis par: X = abo_ ,

muvo
N=2 V==L W==2 B=p5 A=1

no’ muvg °

G1- Etablir le systéme de cing équations différentielles vérifié par N (X),
V(X), W(X), B(X) et A(X); on introduira le paramétre 3 = “O”b#i dans
I’écriture de ces équations. Quelle est la dimension de 37 ’

(G2- A partir de ce systéme d’équations, construire une combinaison, C' [W (X), A (X)],
de W (X) et A(X), indépendante de X ; c’est a dire un invariant C tel que % =
0. Compte tenu des conditions aux limites, [W(X = —o0) = 0, A(z = —o0) = 0],
quelle est la valeur de C?

(G3- Construire une combinaison, K [V (X), A (X)],de V (X)et A (X), indépen-

dK

dante de X, c’est & dire un invariant K tel que 95 = 0. Compte tenu des condi-

tions aux limites, [V(X = —o0) = 1, A(x = —o0) = 0], quelle est la valeur de K ?



Identifier une combinaison, G [N (X),V (X)], de N (X)et V (X), indépendante
de X, c’est a dire un invariant G tel que % = 0. Quelle est la valeur de G?

G4- Déduire des résultats précédents la relation reliant %, A(X) et (.

Etablir ’équation différentielle vérifiée par % et A(X). Dans la zone d’écou-
lement on pose A(X) = sin2¢, 0 < ¢ < 7; établir 'équation différentielle

vérifiée par % et o@.

(G5- Exprimer B en fonction de ¢. Exprimer X en fonction de ¢; . Quelle
est la valeur de (7

L’interaction d’un champ magnétique avec un plasma constitue I’un des pro-
blémes centraux de la physique des plasmas; lorsque un champ magnétique est
appliqué a un plasma, une zone de mélange champ-plasma se crée. La taille
de cette zone est fonction du régime d’interaction et du processus d’applica-
tion. Dans ce probléme nous allons étudier successivement les régimes inertiel
et collisionel d’interaction par contact avec une zone magnétisée.

Considérons un plasma homogéne, occupant le demi-espace x > 0, formé
d’électrons, de masse m, de charge —e et de densité n., et d’un fond neutrali-
sant d’ions supposés infiniment lourds donc immobiles. Le demi espace x < 0 est
vide et soumis a un champ magnétique homogéne dépendant du temps dirigé
suivant ’axe des z: B = By(t)u,. Par continuité le demi espace x > 0 est
soumis & un champ magnétique B = B(z,t)u,; les variations temporelles de
ce champ induisent un champ électrique d’induction E dirigé suivant ’axe des
y: E = E(x,t)uy et ce champ est la source d’'un mouvement électronique de
vitesse: V. =V (z,t)u,, donc d’un courant ; ce courant crée un champ magné-
tique de direction opposée a celui appliqué et sa valeur détermine le processus de
pénétration magnétique dans le plasma x > 0. On néglige les collisions et le cou-
rant de déplacement OE/0t; (u,,u,,u,)est une base cartésienne orthonormée
directe.

H1 Enoncer la relation de Maxwell-Faraday et établir la relation entre E et
B.

H2 Enoncer la relation de Maxwell-Ampére et établir la relation entre B et
V.

H3 Enoncer la loi de Newton et établir la relation entre V et E.

H4 En déduire 'équation différentielle du deuxiéme ordre vérifiée par E (x,t)
et exprimer B (x,t); on introduira )\12) =2/ %ﬁj, quel est le nom de cette
longueur? Commenter.

Le modeéle précédent considére un plasma sans collision. Il est donc relevant
pour la phase dynamique sur une échelle de temps plus courte que I'inverse de la
fréquence de collisions; pour les temps longs la loi de Newton doit étre remplacée
par la loi d’Ohm: J = nE ou J est la densité de courant électronique dans le
plasma et n est la conductivité du plasma résultant des collisions électrons-ions.
On néglige le courant de déplacement OE/0t.

H5 Etablir I’équation décrivant la dynamique du champ magnétique dans ce

régime collisionel, c’est a dire exprimer la relation entre les variations spatiales
9°’B
Ox2

et les variations temporelles %—Jf. Comment appelle-t-on ce type d’équation ?



HO6 Quelle est la dimension de la quantité ﬁln ? Justifier votre réponse. Dans
le cadre d’'un modeéle dit de Lorentz la conductivité n est donnée en fonction de

2
. - . . 2
la fréquence de collisions v par n = 2 . exprimer — en fonction de A et v,
mv Hom p
commenter.
EEEEEEEEEEEEEEEEE

On considére un plasma semi-infini de densité électronique homogéne N,
occupant la région x > 0. La région x < 0 est vide et soumise a un champ
magnétique homogene B (x,t)|,_, = Bocos (wt)e, dirigé suivant I'axe des z.
La région x > 0 est soumise & un champ magnétique inhomogeéne résultant de la
pénétration du champ appliqué dans le vide: B (z,t)|,., = B (z) cos [wt + ¢] e,
. Ce champ magnétique variable crée un champ électrique d’induction E (z,t) =
E (x) cos [wt + ¢] e, , dirigé suivant ’axe des y, qui met en mouvement les élect-
rons du plasma semi-infini. On supposera les ions immobiles et les électrons
collisionels tels que leur vitesse suivant y, V (z,t) = V () cos [wt + ¢] e, , soit

solution de I’équation:

dV
mﬁ =qE —mvV

ol m et ¢ sont respectivement la masse et la charge de 1’électron et v la fréquence
de transfert d’impulsion (friction). On négligera le courant de déplacement et
la force de Laplace, mais on ne négligera pas l'inertie électronique. On intro-
duit les variables complexes B(x), E(x) et V(x) telle que B (z) cos [wt + ] =

Re [E(l‘) exp (jwt)} , E(x)cos [wt+ ¢] = Re [E(m) exp (jwt)] , V (x)cos [wt + ¢] =
Re [‘7(33) exp (jwt)} .

I1- Exprimer V(z) en fonction de E(z).

[2- Enoncer la relation (équation) de Maxwell-Faraday et établir la rela-

dE(z
dx : ~ N

établir la relation entre d]‘zg(f) et V(z).

I3- En déduire I'équation différentielle du deuxiéme ordre vérifiée par E ()
N 2

50?\4 :

[4- Retrouver les deux cas limites de pénétration inertielle (London) et ré-

sistive (Kelvin) du champ magnétique.

tion entre et B(xz). Enoncer la relation (équation) de Maxwell-Ampére et

et exprimer E(z), on introduira )\229 =c?/

Considérons maintenant un troisiéme mécanisme d’interaction champ magnétique-
plasma. Nous allons étudier le phénoméne de pénétration d’un plasma dans un
champ en présence d’un écoulement et calculer la longueur d’interaction. Soit,
en régime stationnaire (% = 0), un écoulement V| interagissant avec un champ
magnétique B:

V =V cos %ux, B = b(2)u, + Bu,

(ugz,uy,u,)est une base cartésienne orthonormée directe; V et B sont deux
constantes. L’écoulement de plasma est supposé collisionel ; la densité de cou-
rant J, le champ électrique E et la vitesse V sont donc reliés par la loi d’Ohm
J=n(E+V xB) ou 7 est la conductivité du plasma résultant des collisions
électrons-ions. On néglige le courant de déplacement OE/0t.



I7 Etablir I'équation, reliant V et B, traduisant I'interaction champ-écoulement
en régime stationnaire.

I8 En déduire une relation entre % et z. On introduira le nombre sans
dimension Raq = pognV L.

I9 L’équation des lignes de champ est donnée par: Z—”ZC = %. Intégrer
I’équation précédente C8 et déduire la structure des lignes de champ magnétique;
quelle est 'amplitude 6 de leur ondulation? Exprimer ¢ en fonction de R et
L; commenter.

On considére un champ magnétique stationnaire possédant une symétrie de ro-
tation autour de 'axe des z. En coordonnées cylindriques on a donc ’expression
générale: B (r,z) = B, (r,2)e, + B, (r,z)e,. On étudie le mouvement d’'un
électron de masse m et de charge g au voisinage de l'axe r = 0. Afin de sim-
plifier ’étude de ce mouvement on effectue un développement du champ au
voisinage de 1’axe:

B, (r,z) =B, (r=0,z)+O]|r]

et on considére ’équation de Maxwell: V -B = %%TBT + 5,B. = 0 qui au
voisinage de ’axe se développe suivant :

10 0B, 0B,
——7rB — _ _ 19 2
ror (r,2) 0z |,_g " Bzor —0 +O0[]
cette derniére identité s’intégrant pour donner B, (r,z) = —3 %Bj }r:() +0 [7’2] .

A T'ordre le plus bas on considére donc le développement suivant du champ :

0B, (r=0
B(r,z):—f—z(r 7Z)e,n—i—Bz(r:O,z)ez
0z
que ’on notera dans la suite:
r OB
= _5 azz e+ Bzez

Expressions de la vitesse et de I’accélération en coordonnées cylindriques:

dr do dz
v = %er + ’I"Ee@ + Eez
dv d2r do\? drdd  d%0 d2z
@ " [E o (a) er + [Q%%”w] et g ©

J1- Ecrire les équations du mouvement d'un électron en coordonnées cy-
lindriques en utilisant ’approximation précédente du champ au voisinage de
I’axe.

J2- On considére dans la suite du probléme les orbites telles que % =0
lorsque B =0 . A l’aide des identités:

dtdt " dt?  rdt | dt] dt 7Y 7 dt2 0z ., 2rdt

établir I’équation vérifiée par 3—? en fonction de B,.



J3- Etablir les équations vérifiées par ‘thg et £z S en fonction de B,.

J4- En déduire la force diamagnétique (" pugradB”) et commenter.

On considére un plasma complétement ionisé plongé dans un champ magné-
tique homogeéne statique B = Be, dirigé suivant ’axe des z. Les ions sont sup-
posés immobiles et les électrons possédent une distribution anisotrope de vitesses
f (vz, vy, v,) telle que Iénergie perpendiculaire moyenne E| = < > < 2>
soit différente de I’énergie paralléle moyenne £ = % <vg>

K1- Quelle équation cinétique doit-on utiliser pour étudier la relaxation de
cette anisotropie et sur quelle base de polynémes orthogonaux peut-on déve-
lopper f (va,vy,v,) pour décrire la relaxation de cette anisotropie? Lorsqu’un
tel calcul de théorie cinétique est effectué il est possible d’identifier une fréquence
de relaxation de I’anisotropie v telle que:

d(EL —2E)) _

7 v (EL -28))

K2- Sur la base de cette équation et de la conservation de l’énergie E, +Ey,

établir les deux équations décrivant respectivement I’évolution de 424 et de dE”

en fonction de E| et Ej.

K3- Le champ magnétique est maintenant lentement variable en fonction du
temps, B (t), sous quelle condition le moment magnétique des électrons est-il
un invariant adiabatique. Lorsque cette condition est vérifiée exprimer le terme
de chauffage (de refroidissement) magnétique dg; en fonction de E |, B et %.

K4- Compléter I’équation obtenue dans la question C-2 par ce terme de
chauffage adiabatique et établir que la quantité Eif” ne peut que croitre au
cours du temps, commenter sur la possibilité d’un chauffage inductif dans un

plasma collisionel.

Les tokamak sont des configurations magnétiques utilisées pour confiner les
plasmas en régime thermonucléaire; en effet, la température d’amorcage et
d’entretien d’'une combustion thermonucléaire étant de 'ordre d’une centaine
de millions de Kelvin il n’existe aucun matériaux pouvant supporter de telles
températures, il est donc nécessaire d’utiliser le principe du confinement ma-
gnétique: le mouvement d’une particule chargée interagissant avec un champ
magnétique, statique et homogéne, est la combinaison d’une rotation autour
des lignes de champ et d’une translation le long des lignes de champ; ce com-
portement des systémes de charges est & la base du principe de confinement
magnétique: si les lignes de champ sont fermées ou restent dans un volume fini,
comme c’est le cas dans la configuration tokamak, alors les particules restent
confinées dans ce volume fini.

La réalité est plus complexe, car, en repliant des lignes de champ magnétique,
se créent nécessairement des inhomogéneités qui engendrent des dérives perpen-
diculaires aux lignes de champ, il faut donc compenser ces dérives afin d’assurer
un confinement orbital des particules chargées. Pour étudier ce phénoméne on
considére 'interaction entre un proton, de charge e et de masse M, et un champ
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magnétique stationnaire inhomogeéne B. Les lignes de champ de cette configu-
ration magnétique sont des droites paralléles mais I’amplitude du champ varie
linéairement d’une ligne a ’autre dans la direction des x: B = B (1 + %) e,;
ou (e;,ey,e,) est une base cartésienne orthonormée directe, B est la valeur
du champ a lorigine x = 0 et L une longueur donnée. La position et la vi-

tesse de ce proton sont repérées par les vecteurs r = xe, + ye, + ze, et

_dx dy dz
V=€ + g€+ Gre:.

L1 Etablir les équations du mouvement; on introduira w, = % pour ex-
primer ce systéme d’équations. Comment appelle-t-on la quantité w., quelle sa
valeur pour un champ de un tesla?

Dans la suite de ce probléme on considére z = 42

&= 0 et on introduit la

variable complexe: Z = Cfl—f + i%}

L2 Etablir 'équation différentielle ordinaire du premier ordre vérifice par
42 Z () et (1)

L3 Résoudre cette équation dans le cas homogéne: L = 400 et en déduire
les expressions de Z (t) et z (t), les conditions initiales du probléme étant Z(t =
0) = Veexp (ipy) ou Ve et ¢, désignent une amplitude et une phase réelles.

L4 Etablir I’équation intégrale vérifiée par Z (t) dans le cas général du champ
linéaire: L # +oo (les conditions initiales sont Z(t = 0) = V. exp (ig,)); puis,
substituer Z (t) et z () obtenus dans la question 6 dans le terme décrivant
I'inhomogénéité du champ. Justifier cette approximation par un ”ordering” entre
longueurs.

L5 Moyenner le résultat ainsi obtenu sur le mouvement rapide de rotation
cyclotronique et en déduire I'existence d’une dérive perpendiculaire aux lignes
de champ Vpe, se superposant aux mouvements de rotation autour des lignes
de champ, exprimer Vp en fonction de V., w. et L. Quelle est 'origine physique
de cette vitesse de dérive Vpe,?

Dans les expériences d’interaction laser-plasma, 1’existence des oscillations plasma
peut étre mise & profit pour transférer, de maniére irréversible, de 'impulsion
et de I’énergie du champ électrique laser vers la population électronique. Ce
probléme propose une étude de ce mécanisme de chauffage. Soit un plasma
homogeéne infini constitué d’électrons, de charge —q et de masse m, et de pro-
tons. Ces protons sont supposés infiniment lourds et donc restent au repos. A
Péquilibre les électrons sont supposés au repos (le mouvement thermique des
électrons est négligeable), la densité électronique, ng, est homogene et égale a la
densité protonique, et le champ électrique est identiquement nul en tout point
de ’espace.

On consideére une perturbation (unidimensionnelle le long de I'axe des ) de
cet état d’équilibre, telle que tous les électrons appartenant & un plan x = g a
I'instant initial ¢ = 0 sont déplacés dans le plan z = z¢ + £ (xo,t) & l'instant ¢,
les protons restant au repos. La densité électronique devient donc inhomogéne
et la séparation de charges résultante génére un champ électrique E. La fonction
€ (zo,t) est telle que tous les électrons situés initialement entre le plan x = x
et le plan © = xzg + & sont déplacés vers des coordonnées x > g + & afin de
préserver l'ordre initial entre les différentes couches d’électrons. On observe donc
a instant ¢ un déficit de charges négatives & gauche du plan x = o + &.
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M1 Calculer le champ électrique E = Ee, en un point = x¢+¢ a I'instant
t, e, est un vecteur unitaire le long de I'axe des x. On établira la valeur de F
sous la forme F = %w§§ ou l'on explicitera w, en fonction des données du
probléme.

M2  Etablir Péquation vérifiée par & et 92¢/0t%.

M3 On introduit la variable complexe Z (t) = wp§ —i—i%; établir I’équation
différentielle vérifiée par %—f et Z .

M4 Exprimer I’énergie mécanique (cinétique plus potentielle) € d'un élect-
ron en fonction de Z et Z*.

On considére dans la suite du probléme que la population électronique est
soumise & un champ électrique harmonique d’origine extérieure au plasma: & (t)
= —%A cos (wt). Ce champ électrique interagit avec les électrons qui sont ainsi
soumis & deux forces: la force étudiée dans les questions précédentes décrivant
Iinteraction avec le reste du plasma, et la force —¢€&.

M5 Etablir I'équation différentielle vérifiée par %—f, Z (t) et Acos (wt).

M6 Exprimer Z (t) lorsque les conditions initiales sont données par Z (0) =
apexp (iyy); w étant de l'ordre de grandeur de w, on ne conservera de cette
expression de Z (t) que la partie dite résonante présentant un dénominateur
proportionnel & w, — w.

M7 En déduire I’énergie absorbée par un électron: & (t) = ¢ (t) — ¢ (0);
on ne conservera de cette expression de d¢ que la partie linéaire en A et on
négligera la partie en A2.

MS8  Faire la moyenne de ce transfert d’énergie sur la phase initiale de
Poscillation ¢, et exprimer (é¢) oo Calculer <(552>% moyennée sur la phase

initiale de I'oscillation, commenter le mécanisme de chauffage ainsi identifié.

L’objectif de cet exercice est d’obtenir I’expression du coefficient de diffusion D ,
perpendiculairement au ligne de champs magnétique, pour un plasma magnétisé
présentant des fluctuations électriques E . On considére un plasma confiné par
un champ magnétique statique uniforme Bg et présentant des fluctuations de
champ électrique dépendant uniquement du temps ¢t: E| (t), telles que E| -Bg =
0.

N1 Etablir Péquation vérifice par la vitesse du centre guide, repéré par le
vecteur R |, en fonction des données du probléme.

N2 En déduire '¢quation vérifiée par & [R (t)RL (t)].

N3 Les moyenne et fonction d’autocorrélation des fluctuations du champ
électrique sont données par: (E, (¢)) = 0 et (EL(t)E* (0)) = EZexp (—1), la
fonction d’autocorellation est stationnaire, quelles sont les significations phy-
siques des quantités 7 et E2?

N4 Compte tenu de la relation de Green-Kubo: D, = (R (t) - R (t)) /4t,

exprimer le coefficient de diffusion D, en fonction des donnés du probléme.

Considérons le processus d’absorption cyclotronique. Soit une population, élect-
ronique ou ionique, décrite par sa fonction de distribution du module de la vitesse
cyclotronique f(v.,t), cette distribution étant normalisée a I'unité: [ f(ve,t)2mv.dv, =
1. Cette population interagit avec un champ électrique de fréquence de 1'ordre
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de grandeur de la fréquence cyclotronique: E cos (wt)e, — E'sin (wt) e,; l'inter-
action onde-particules peut étre vue comme une suite: émission / absorption
/ émission / émission / absorption / émission /... Cette série de processus peut
étre considérée comme une marche aléatoire dans ’espace des vitesses cyclotro-
niques et nous modéliserons donc I’évolution de la distribution par une équation
de Fokker-Planck.

af 1 9 (bvcbv,) O
ot v, (%cvc 26t  Ov,

f

Introduisons n la densité de particules; la densité de puissance déposée est
donnée par:

+o0 2
W, = n% /0 277@0%]‘1&16

O1 Démontrer que I’évaluation de w, se raméne au calcul du coefficient de
diffusion (év.6v.) /26t.

Soit une particule, de masse m et de charge e, plongée dans un champ
magnétique statique uniforme B =Bb, ot b est un vecteur unitaire, et inter-
agissant avec le champ électrique E cos (wt) e, — E'sin (wt) e, ol x et y consti-
tuent un systéme de coordonnées cartésiennes dans le plan perpendiculaire a
b, systéme de coordonnées associé & la base orthonormée directe [e,,e,,b].
L’écriture de I’équation du mouvement de la particule se réduit a la prise en
compte des forces électrique et magnétique. Introduisons la variable complexe
Z: Ve = Uge; + v ey — Z = v, + ju,; la variable Z vérifie I'équation diffé-
rentielle linéaire du premier ordre:

az . ek :
— + jw.Z = —exp—jwt
dt m

02 Reésoudre cette équation, on prendra comme condition initiale Z (t =
0) = ve.

O3 L’incrément de vitesse cyclotronique v, (6t), durant un temps 6t,
peut étre calculé comme la variation du carré du module de la variable Z:
6v2 (ve, 6t) = Re[Z (6t) Z* (6t) — Z (0) Z* (0)] /2, en déduire 'expression de la
quantité év. (6t) au premier ordre en E en négligeant les termes quadratique en
E2.

O4 Exprimer le coefficient de diffusion quasilinéaire
données du probléme.

(6v.6v.)

s en fonction des

L’objectif de cet exercice est d’évaluer 'effet de la diffusion spatiale des élect-
rons sur le processus de génération de courant par absorption Landau. On
considére un modele simple d’excitation/relaxation d’électrons résonnants de
vitesse initiale v et de position radiale initiale z = 0. A l'instant ¢ = 0, au
point x = 0, Ny électrons de charge e et de masse m, absorbent une puissance
W (t) [W] = Nomwgdv) 6 (), donc une impulsion mév) par électron, puis rela-
xent suivant une loi:

dv)
= T 1= i) = v (¥)
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P1 Etablir I'expression de la vitesse (v” — vHo)en fonction du temps t.

La densité d’électrons résonant n suit une loi de diffusion de coefficient de
diffusion D : 5 52

n n
T D% = Nob (z) 6 (t)

P2 Résoudre cette équation en introduisant n (k, t) = fj;o n(z,t)exp (jkz) dz /27
la transformée de Fourier de n (z,t) = fj;o n (k,t)exp (—jkz) dk.

P3 En déduire I’expression de la densité volumique de courant au point x
a linstant ¢: J (z,t) = en (z,t) (v — v)o)-

P4 Exprimer le rapport de la densité volumique de courant sur la puissance
en régime stationnaire: [ J (z,t)dt/ [ W (t)dt puis commenter.

On note ¢y la permittivité diélectrique du vide, p, la perméabilité magné-
tique du vide et ¢ la vitesse de la lumiére. On considére un écoulement ionique,
unidimensionnel et stationnaire, suivant ’axe des z, entre le plan z = 0 et le
plan x = d. Les ions de charge ¢ et de masse M sont décrit par: n(z) la densité
(d’ions par unité de volume) et v(z) la vitesse. Le champ électrique e(x) créé par
la charge d’espace gn(x) dérive du potentiel électrostatique ¢(x). Les conditions
aux limites de ce probléme stationnaire unidimensionnel sont: ¢(x = 0) = 0,
e(x =0) =0, v(x=0) =0 et o(x = d) = u. En régime stationnaire la densité
volumique de courant électrique, j = gn(x)v(x), est constante: % =0.

Q1 Quelles sont les dimensions (unités de mesure) de gq et J, = % ?

On introduit les variables: X = % J = %,@(X) = —%(Cﬁ) et V(X)= @
et on considére un écoulement sans collisions.

Q2 En appliquant le principe de conservation de 1’énergie mécanique établir
Iéquation algébrique reliant V (X) et ® (X).

Q3 Etablir I'équation différentielle du deuxiéme ordre vérifiée par @ (X) et
J.

Q4 Intégrer cette équation différentielle et exprimer @ (X).

Q5 Exprimer la relation u (j) reliant u la différence de potentiel entre les
plans x = 0 et * = d et j la densité de courant s’écoulant entre ces plans.

On note g¢ la permittivité diélectrique du vide, py la perméabilité magné-
tique du vide et c la vitesse de la lumiére. On considére un écoulement ionique,
unidimensionnel et stationnaire, suivant I’axe des z, entre le plan z = 0 et le
plan x = d. Les ions de charge ¢ et de masse M sont décrit par: n(z) la densité
(d’ions par unité de volume) et v(z) la vitesse. Le champ électrique e(x) créé par
la charge d’espace gn(z) dérive du potentiel électrostatique ¢(x). Les conditions
aux limites de ce probléme stationnaire unidimensionnel sont: ¢(x = 0) = 0,
e(r=0)=0, v(x=0)=0 et p(r =d) = u. En régime stationnaire la densité
volumique de courant électrique, j = gn(x)v(x), est constante: % =0.

On considére maintenant un écoulement collisionnel en régime haute pres-
sion tel que la vitesse soit proportionnelle au champ électrique: v (z) = w=e(x).

Mv

R1 Quelles sont les dimensions (unités de mesure) de v et J;, = % ?
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On introduit les variables: X = 2, .J = %,E(X) = % , P (X) = —%

et V (X) =22l
R2 Etablir I'équation différentielle du premier ordre vérifiée par E (X) et J.
R3 Intégrer cette équation différentielle et déduire I'expression de ® (X).
R4 Exprimer la relation u (j) reliant u la différence de potentiel entre les

plans x = 0 et * = d et j la densité de courant s’écoulant entre ces plans.

On note ¢ la permittivité diélectrique du vide, p, la perméabilité magné-
tique du vide et ¢ la vitesse de la lumiére. On considére un écoulement ionique,
unidimensionnel et stationnaire, suivant ’axe des x, entre le plan z = 0 et le
plan x = d. Les ions de charge ¢ et de masse M sont décrit par: n(z) la densité
(d’ions par unité de volume) et v(z) la vitesse. Le champ électrique e(x) créé par
la charge d’espace gn(x) dérive du potentiel électrostatique ¢(x). Les conditions
aux limites de ce probléme stationnaire unidimensionnel sont: ¢(xz = 0) = 0,
e(x =0)=0,v(x=0) =0 et o(x = d) = u. En régime stationnaire la densité
volumique de courant électrique, j = gn(x)v(x), est constante: % =0.

On considére maintenant un écoulement collisionnel en régime basse pression
tel que la vitesse soit proportionnelle & la racine carrée du champ électrique

v(x) = \/%6(1‘).
cMc® 9

S1 Quelles sont les dimensions (unités de mesure) de A et J, = e

On introduit les variables: X = £,J = j%, E(X)= qix)g)‘, P (X)= —%(;;)
et V (X) =42,

S2 Etablir 'équation différentielle du premier ordre vérifiée par E (X) et J.

S3 Intégrer cette équation différentielle et déduire 1'expression de @ (X).

S4 Exprimer la relation u (j) reliant u la différence de potentiel entre les
plans x = 0 et * = d et j la densité de courant s’écoulant entre ces plans.

Lorsqu’un électron est soumis a 'influence d’un champ électrique oscillant et
subit des collisions avec les autres espéces il se produit aussi un transfert irréver-
sible d’énergie du champ vers I’électron. La dynamique de ce transfert peut étre
modélisée dans le cadre d’un formalisme cinétique de petit transfert d’impulsion
a l’aide d’une équation cinétique. On considére une population électronique dé-
crite par la fonction de distribution f(v,t) du module de la vitesse (v = |v|). On
donne I'expression de ’équation cinétique décrivant 1’évolution de cette fonction
de distribution du module de la vitesse électronique:

of(vt) 10 ,(buse) 0
ot w2 av” 26t (%f(v,t)

On considére un électron soumis a l'influence d’un champ électrique oscillant
—Esin (wt) et subissant des collisions. Afin de calculer le coefficient <62v ;t”>

considere la dynamique d’un électron entre les instants ¢ et ¢y en ’absence de
collision: mfl—;’ = ¢Esin (wt). On suppose que ’électron vient juste de subir
une collision & Uinstant ¢y et posséde apres cette collision la vitesse v (¢p). En

I’absence de collision la vitesse & un instant ultérieur ¢ est donc donnée par la
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solution de I'équation précédente: v (t) = v (tg) — ~=E[cos (wt) — cos (wip)].
On introduit I'incrément de vitesse 6v (t,t9) = v (t) — v (to).

T'1 Pourquoi utilise-t-on I'opérateur %%UQ plutot que 'opérateur %? Ex-
primer 6v-6v .

T2 On introduit 7 = t — ty, exprimer §v-6v en fonction de 7 et tg et
moyenner le résultat obtenu sur la variable £y supposée distribuée uniformément.

T3 La probabilité que cet électron ne subisse aucune collision durant un
temps 7 et subisse une collision, & I’issue de ce temps 7, durant 'intervalle dr est
donnée par: %(TT) = vexp (—vT) ou v est la fréquence de transfert d’impulsion;
établir cette loi de distribution.

T4 Le résultat obtenu a la question 2 est fonction uniquement de la va-
riable 7, cette variable est distribuée suivant la loi %(TT). Moyenner le résultat
précédant suivant la variable 7 et exprimer ainsi le coefficient (6v-6v).

T5H Ce coefficient décrit le carré de 'incrément de vitesse durant un temps
ot = f0+oo Texp (—v17) v1dr. En déduire l'expression du coefficient cinétique

(ov-6v)

26’%[‘6 Démontrer la relation: (§vév) = g (6v-6v). On admettra éventuellement
ce résultat pour poursuivre le probléme.
La puissance perdue par le champ P étant égale & la puissance gagnée par la
population électronique, on a donc l'identité: P = — 0+Oo %vaWKvade.
T7 Exprimer P la puissance absorbée par le plasma en fonction de f (v,t)
et des données du probléme.

Afin d’effectuer des expériences de métrologie quantique il est parfois néces-
saire de piéger une particule unique, ion ou atome, griace a une configuration
appropriée de champs électromagnétiques. Le piégeage et la manipulation d’un
ion unique sont effectués dans des configurations appelées piege de Penning. Ce
piége consiste en la superposition d’'un champ magnétique uniforme: B = Be,
(B > 0) et d’'un champ électrostatique dérivant du potentiel ®(r) créé par un
systéme d’électrodes ayant une forme d’hyperboloide de révolution. Au voisinage
du centre de ce systéme d’électrodes le potentiel est donné par:
Mu?

®(r) = 17 [227 — 2® — 7]

oll w est une caractéristique du piége. La position d'un point est repérée par
le vecteur r = ze, + ye, + ze,, (eye e, ) est une base cartésienne orthonormée
directe. On considére un ion de charge ¢ et de masse M soumis a I'influence de
cette configuration de champs électrique et magnétique.

Ul Vérifier que ® obéit a 'équation de Laplace: A® = 0.

U2 On introduit la quantité Q = 9]\% et on repére la position de ’ion par ses
trois coordonnées cartésiennes x (t) , y (t) , z () ou ¢ est le temps. Etablir les
trois équations différentielles ordinaires vérifiées par x (t) , y (¢) , z (¢) .

U3 Quelle est la nature du mouvement suivant ’axe des z?

U4 On introduit la variable complexe: ¢ = x + jy, quelle équation différen-
tielle vérifie ¢ (t)?

Ub On cherche une solution du type ¢ (t) = ¢, exp (jwot), quelle équation
algébrique vérifie wy? Sous quelle condition le pieége de Penning permet-il de
confiner un ion?
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On considére une solution telle que = (t) = y(t) = 0 et 2 (t) = acos (wt),
mais le piége n’est pas parfait car un électron, de charge —g, au repos, est aussi
présent dans 'enceinte, sa position est donnée par y =z =0et x =0 (b> a).

U6 Calculer (en vous inspirant de la méthode de calcul du transfert d’éner-
gie lors d’une collision coulombienne présentée en cours) le transfert d’impulsion
(quantité de mouvement), suivant e, de I’ion vers I’électron durant une période
d’oscillation de I'ion, a l'ordre deux en 7.

U7 Quelle est la conséquence de ce transfert d’impulsion sur I'orbite de
I'ion?

L’objectif de ce probléme est d’étudier la condition d’équilibre d’une colonne
cylindrique de plasma parcouru par un courant I.

On considére un cylindre circulaire de plasma de rayon R. Les ions sont
supposés infiniment lourds et les électrons de masse m et de charge g sont décrits
par la fonction de distribution des vitesses et des positions F (z,y, 2, vz, vy, V) .
On utilisera une base cartésienne (e,,e,,e,)pour repérer les vitesses: v =
vy€, +vye, +v,e, et une base cylindrique (e,, ey, e,) pour repérer les positions

<r =./z2 + y2). L’axe des z constitue ’axe du cylindre. La densité d’électrons

n (r) est supposée inhomogene et ne dépend que de r, la fonction de distribution
des vitesses f (vg, vy, v,) est supposée indépendante de la position.

AN = F (2,9, 2,03, vy, v;) drdydzdvgdvydv, = f (vg, vy, v.) n(r) 2rrdrdzdv,dvydv,
La fonction de distribution des vitesses est donc normalisée & 'unité:
/f (Vg, Uy, Vy) dogdvydv,= 1
N——
dv

Les électrons transportant un courant total I, la distribution de vitesse est
anisotrope; afin de quantifier cette anisotropie on introduit les deux moments:

<U§+U§> = /(vi—i—v;)f(vr,vy,vz)dv
(v, = /vzf(vw,vy,vz)dv

associés a la pression transverse et a la densité de courant:

<vfc + v§>

P (r)=mn(r) 5

;S (r) = qn(r) (vz)

La densité de courant axiale J suivant l'axe des z est la source d’'un champ
magnétique orthoradial B qui génére une force de Laplace radiale:

J=J(r)e, ,B=DB(r)ep
L’équilibre entre cette force de Laplace et la force de pression est décrit par:

dpP B1d
JxB=VP&VxB=pyJ—>—=——-—(rB
% . Fod = ,uordr(r )
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V1 Exprimer I en fonction de n (r) et (v,).
V2 Exprimer I en fonction de B (R) et R.
V3 En intégrant r2 % de 0 & R obtenir une relation entre le courant totale I

et fOR rPdr (on utilisera le fait que la pression s’annule a l’extérieur du plasma:
P(R)=0).
V4 En déduire la condition d’équilibre du cylindre de plasma en fonction

des moments:
<v§—|—v§> —c(i)
<UZ> I

ou c est la vitesse de la lumiére, exprimer I4 le courant d’Alfvén. Calculer
numériquement [ 4.

Considérons un champ magnétique stationnaire possédant une symétrie de
rotation autour de ’axe des z et présentant une zone de champ faible encadrée
par deux zones de champ fort. Etudions le mouvement d’un électron au voisinage
de cet axe de symétrie. Afin de simplifier ’étude de ce mouvement, effectuons
un développement de Taylor du champ au voisinage de ’axe des z; la forme
générale, au voisinage de l'axe des z, d'un champ possédant une symétrie de
révolution et présentant une zone de champ faible encadrée par deux zones de
champ fort, est donnée par:

2

z xz Yz
B(z,y,2) =B (1—!— ﬁ) e, —Bﬁez —Bﬁey

oll z, y et z constituent un systéme de coordonnées cartésiennes, B est la va-
leur du champ au point de référence (0,0,0), L est une longueur caractérisant
la dimension du piége ainsi constitué et [e;,e,,e.| est une base cartésienne
orthonormée directe associée au systéme de coordonnées cartésiennes (x,y, z).
L’équation de Newton se réduit a 'identité entre l'accélération et la force de
Laplace que divise la masse.

dv 22 xz Yz
E =WV X e, +w.V X ﬁez — ﬁex — ﬁey

oll Vv =vye, + vye, + v,e, est la vitesse de I’électron et w, = —eB/m. Nous
allons résoudre cette équation dans le cadre d’une méthode perturbative, le petit
paramétre du développement perturbatif est donné par le rapport du rayon de
Larmor au voisinage de I’axe divisé par la longueur L.

W1 Le champ B est il & divergence nulle?

W2 A Tordre le plus bas (L = 40o0), le champ est considéré comme ho-
mogeéne. Introduisons les variables complexes Z = x + jy et Z2* = x — jy.
Quelles équations différentielles ordinaire du deuxiéme ordre vérifient Z (¢) et
z (t) lorsque L = +o00?

W3 Exprimer Z (t) pour tout instant ¢, la condition initiale étant % ‘ o =
V. ou V. est une vitesse donnée.

W4 Abordons maintenant le cas L finie et le premier ordre prenant en
compte la finitude de cette longueur. Quelles équation différentielle ordinaire du
deuxiéme ordre vérifie z (¢) lorsque L est finie?
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W5 Substituer la solution obtenue a la question C3 dans I’équation établi
question C4 et commenter le phénomeéne ainsi identifié?

W6 On considére un électron tel que z (t =0) = 0 et < ‘ o | » sous
quelle condition ce piége parabolique, appelé aussi miroir magnethue, confine-
t-il cet électron?

EEEEEEEEEEEEEEEEER
L’objectif de ce probléme est d’établir ’expression du taux de ralentissement
: <5E>
neutronique -+ permettant de modéliser la cinétique des neutrons rapides

dans un milieu ralentlsseur lourd. Cette cinétique est donnée par la solution de
I’équation d’évolution de la fonction de distribution en énergie f (F,t):

of | 0 (6B)
ot ' OE &t

On considére un neutron de vitesse V,, (dans le repére du laboratoire, avant la
collision) et de masse m interagissant avec un noyau de masse Am, au repos
dans le repére du laboratoire.

X1 Exprimer la vitesse Vo du centre de masse de ce systéme de deux
particules en fonction de A et V,,.

X2 En déduire la vitesse du neutron dans ce référentiel du centre de masse,
V,, en fonction de A et V.

En déduire la vitesse du noyau dans ce référentiel du centre de masse, v,
en fonction de A et V,,.

On introduit, dans le référentiel du centre de masse, les vitesses v/, et v/4 du
neutron et du noyau apres la collision.

X3 Enoncer, dans le référentiel du centre de masse, les principes de conser-
vation de I’énergie et de conservation de I'impulsion.

En déduire la norme de la vitesse du neutron aprés la collision, dans ce
référentiel du centre de masse, v),, en fonction de A et V,.

En déduire la norme de la vitesse du noyau, dans ce référentiel du centre de
masse, v'y, en fonction de A et V,,.

Soit ¢ langle de diffusion dans le référentiel du centre de masse et V!, =
v/, + V¢ la vitesse du neutron dans le repére du laboratoire apres la collision.

X4 . Exprimer le rapport des énergies E avant et E’ aprés la collision :
E _

V/
T =1z en fonction de A et .

=0

n

A¥1
l'angle ¢ uniformément distribué; la probabilité de ralentissement P (E — E’)
d’une énergie E — E’ est donc définie par la moyenne :

2
On introduit le facteur de ralentissement: «(A) = (E> et on suppose

P(E—>E’):i/ 6[E'—§(1+a)—g(l—a)coscp] 27 sin pdyp
ir ), 2 2

Exprimer P (F — E’) en fonction de E et a.

X5 On introduit la léthargie: In-Z +7, exprimer sa valeur moyenne sur E’:
(In£)= [In&P(E — E')dE’ en fonction de a.

X6 On note v la fréquence de collisions neutron/noyaux, déduire du résultat

précédant I'expression du taux de ralentissement ©B) 5 E) sous I’hypotheése A > 1.

t
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Le taux de variation temporel de la vitesse V d’un ion de charge @) et de masse

M, interagissant avec une population de particules chargées au repos, de charge
6V) _ _ _ng?Q’A 7
ot Awel M2V3
ol A est un coefficient sans dimension, le logarithme coulombien, de valeur
comprise entre 10 et 20 dans un plasma de tokamak.

Y1 Démontrer 'homogénéité de cette relation: ng?Q*A/e2M?V3 est ho-
mogéne & une fréquence.

Dans le contexte des expériences de dépot d’énergie par faisceaux d’ions
de densité N dans un tokamak, la population de particules cibles, de charge
q, de masse m et de densité n, n’est en général pas au repos et présente

_3
une distribution de vitesses maxwellienne: F(v) = (mv%) 2 exp (—v?/v?)

(vr = /2kpT/m). L’objectif de ce probléme et d’étudier le ralentissement
d’un ion rapide, de vitesse V, de charge ) et de masse M, au sein d’un plasma
thermonucléaire d’hydrogéne composé d’ions et d’électrons de densité n et de
vitesses thermiques respectives: vp; = \/2kpT/m; et vre = \/2kpT/m.; dans
les questions 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9 nous ne considérerons pas spécifiquement les ions
ou les électrons mais une populations de particules cibles de charge ¢, de masse
m et de densité n, & partir de la question 10, nous envisagerons spécifiquement
les cas ioniques et électroniques. Une méthode permettant de généraliser la loi
d’interaction entre un ion et des particules cibles aux repos au cas des particules
cibles présentant une distribution thermique de vitesses consiste & considérer le
probléme dans un nouveau repére R’ en mouvement uniforme a la vitesse V par
rapport au repére du laboratoire R. En effet, dans ce repére R, les ions rapides,
de densité N, sont au repos et une particule, électron ou ions , de vitesse v dans
le repére du laboratoire R, posséde une vitesse v — V dans le nouveau repére
R

Y2 Etablir la formule exprimant le taux de ralentissement (6v) /6t|,, d’une
particule (de charge ¢ et de masse m) de vitesse v — 'V dans le repére R’ inter-
agissant avec des ions au repos de charge () et de densité N.

Y3 Justifier la relation entre les taux de ralentissement dans les deux

q, de masse m et de densité n, est donné par la relation:

Arag . L0V (6v)
repéres: - . 5|
Y4 Justifier l'identité: NM % n = —nmf % RF(v)dv.

Dans la suite nous omettrons l'indice R et considérons le probléme dans le
repére du laboratoire.

Y5 En déduire I'expression du taux de ralentissement, (§V) /&t, d'un ion
rapide de vitesse V, de charge () et de masse M, interagissant avec une popu-
lation de particules de charge ¢, de masse m et de densité n et présentant une
distribution de vitesse F'(v).

Y6 Interpréter la relation intégrale ainsi obtenue dans le cadre d’une ana-
logie électrostatique.

Deux cas peuvent étre considérés: (i) V > vp et (i) V < vp.

Y7 Sous I'hypothése V >> v exprimer (§V) /ét.

Y8 On admettra que sous 'hypothése V < vr: [ exp (—%) IV\C;VVI?’dV ~
3™V, en déduire Iexpression de (§V) /6t.

Soit un ion rapide de vitesse V; le cas considéré dans la question 8 cor-

respond a l'interaction entre ion rapide et ions thermiques: V > /2kgT;/m;
et le cas considéré dans la question 9 est quant & lui associé & l'interaction ion
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rapide-électrons thermiques: V < /2kgT./me.
Y9 Démontrer que la loi de ralentissement d’un ion rapide de vitesse V, de
charge @ et de masse M, interagissant avec un plasma d’hydrogéne, de tempé-
v _ Vf‘+V3> A

rature T et de densité n, est de la forme: - = — ( 3 75

charge de I’électron, m,. sa masse et m; la masse du proton, et on exprimera V2
et T7g en fonction des données du probléme.

Y10 Un ion présente une vitesse initiale V (t = 0) = Vj, établir la loi horaire
V (t) décrivant le processus de ralentissement.

Y11 1 est instructif de considérer le dépot spatial d’énergie, aussi il est
d’usage de construire la quantité dV?/dx oi dz mesure la distance parcouru
durant 'intervalle infinitésimal dt = dx/V; établir la relation décrivant le dépot
spatial d’énergie MdV?/2dx en fonction de V, V. et 5.

Y12 Etablir la loi de dépot d’énergie sous forme implicite (V2 (z) — z (V?)),
sous la condition V (x = 0) = Vj, sans chercher a exprimer la quadrature (inté-
grale) ainsi identifiée. Calculer la longueur de ralentissement L = x (V2 = 0)
sans chercher a exprimer la quadrature (intégrale) ainsi identifiée.

on notera e la

L’objectif de ce probleme est d’établir la formule du coefficient de diffusion élect-
ronique dans un plasma magnétisé; ’ensemble des coefficients de transport en
plasma magnétisé est usuellement référencé comme ’ensemble des coefficients de
Braginski. Le mouvement d’un électron dans un champ magnétique homogéne
est la combinaison d’une rotation uniforme autour des lignes de champ et d’une
translation uniforme le long des lignes de champ. Le sens de la rotation cyclot-
ronique est tel que le courant créé par la charge induit un champ opposé a celui
appliqué. On retrouve ici la tendance qu’ont les effets & s’opposer aux causes
qui leur donnent naissance.

71 Quelle est la valeur numérique de la fréquence de cette rotation électro-
nique dans un champ de 1 Tesla? Dans un champ de 1 Gauss?

Soit un électron de masse m et de charge —q plongé dans un champ ma-
gnétique statique uniforme B =Bb o b est un vecteur unitaire. L’écriture de
I’équation du mouvement de cet électron se réduit & la prise en compte de la
force de Laplace dans I’équation de Newton: mdV /dt = —¢V x B. La solution
de cette équation est:

V=V +V.= V| 4 V.coswct]e, + V.sin[w.t]e,
~

translation rotation cyclotronique

We = gf et [e,, ey, e,] est un repére Cartésien orthonormé direct dont 'axe des
z est orienté suivant b. Dans la suite du probléme la dynamique le long des
lignes de champ est irrelevante; nous considérerons donc V| = 6V = 0 dans
ce probléme. La position de cet électron peut étre décomposée comme la somme
de la position du centre guide R et de la position du rayon de Larmor tournant

p:

r=R+p= R+ ppsinfwet] e, — pp cosw.t] e,

centre guide

Vv
rayon de Larmor
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72 Etablir qu’a chaque instant la vitesse cyclotronique V. et le rayon de
Larmor p vérifient une relation algébrique du type p = a[V. x b]. Exprimer «
en fonction de w,.

7.3 Déduire de la question précédente une expression algébrique de la posi-
tion du centre guide R =r — p en fonction de r, V., b et w,.

74 Lors d’une collision la variation de la position instantanée de ’électron est
nulle: ér = 0. Il en résulte un couplage entre la variation de vitesse cyclotronique
0V, et la variation de la position du centre guide 6R. Exprimer éR en fonction
de 6V, , b et w,.

Dans un plasma magnétisé ’expression de ’équation de Fokker Planck dé-
crivant I’évolution de la densité électronique n(R,t) est donnée par:

n(R,t) — <5I2{§tR> %n(R 0

on(Rt) 0 [(SR)
ot OR 5t

La probabilité qu’un électron ne subisse aucune collision durant un temps 7 puis
subisse une collision & 'issue de ce temps 7 durant U'intervalle d7 est donnée par
dP (1) = exp (—v7) vdT ou v est la fréquence de transfert d’impulsion. Afin de
calculer les coefficients <6R> et <61;§ tR> on considére la dynamique d’un électron
entre les instants ¢ et ¢ en I’absence de collision. Cette dynamique est décrite
par la rotation cyclotronique libre: on suppose que 1’électron vient juste de subir
une collision a l'instant ¢y et posséde apres cette collision la vitesse V. (tp). En
I’absence de collision la vitesse a un instant ultérieur ¢ est donc donnée par:
V. (t) =V, (tg) + 6V,

OV =V, (cos [wet] — cos [weto]) € + Ve (sin [wet] — sin [weto]) e

Le coeflicient % est nul en ’absence de champ électrique, le transport se

réduit donc & un processus de diffusion isotrope dans le plan perpendiculaire au
. . . SR?

champ magnétique décrit par le coefficient < 5 >

7.5 Exprimer §R-6R en fonction de V., w., wc%l et wc%l.

Z6 On introduit 7 =t — tg, exprimer §R?=2R op fonction de .

77 Le résultat ainsi obtenu est fonction uniquement de la variable 7, cette
variable est distribuée suivant la loi dl;(:) , moyenner le résultat précédent sui-
vant la variable 7 et exprimer ainsi le coefficient <6R2> .

78 Ce coefﬁment décrit le carré de I'incrément de position durant une période

fo 7 exp (—v17) v1dr. En déduire Pexpression du coefficient de transport
6R2
< ) dit coefficient de diffusion de Braginski. Proposer une démonstration fluide

de ce dernier résultat.
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