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Chapitre 1

Variétés différentiables

1.1 Variétés différentiables

On considere un espace topologique M (c’est-a-dire un espace de points muni d’une
topologie). On suppose que cet espace est
— a base dénombrable : la topologie de M a une base dénombrable d’ouverts. Cette
propriété est équivalente a l'existence d’un sous-ensemble dénombrable dense (par
exemple Q" pour R");
— séparé : deux points distincts ont des voisinages distincts.

Définition. Une carte de dimension n sur M est un couple (U, ¢) formé de
— un ouvert U C M ;
— un homéomorphisme ¢ : U — ¢(U) C R"™ (un homéomorphisme est une application
continue et inversible dont l'inverse est continue).

L’ouvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, p(p) = (z'(p),...,2"(p)) € R™ : ¢
est ce que l'on appelle une fonction coordonnées.

Un point de M peut appartenir a deux domaines différents correspondant a deux
cartes (U, p) et (V,9).

Définition. Deux cartes (U, ¢) et (V,¢) sur M sont compatibles si U NV = ) ou si
o1~ est un difféomorphisme entre les ouverts de R™ que sont (U NV) et p(UNV).

(Rappels : Une application f : U C E — F, ot E et F' sont des espaces vectoriels normés
et U un ouwvert de E, est un difféomorphisme de U dans f(U) si elle est de classe C*,
inversible et si son inverse est de classe C'*°. Une condition nécessaire et suffisante est
que f soit injective et que D f(x) soit un isomorphisme Yz € U.)

Remarques.

— A priori les dimensions des cartes n’ont pas été fixées. On pourrait donc avoir
o(U) C R" et (V) C R™ avec m # n. Cependant, si UNV # (), le fait que pop™!
et 1 o o1 soient des difféomorphismes impose que les deux cartes soient de méme
dimension.
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— Signification en coordonnées. Une carte (U, ) donne un systeme local de coor-
données. Sur U NV, on a donc deux systemes de coordonnées : ¢ = (2!, ..., 2") et
Y = (y*,...,y"). Comme ce sont des homéomorphismes, I'application ¢ o ¢~ est
une bijection et son inverse est ¥ o p~1. Ces deux applications s’écrivent

La compatibilité signifie que les fonctions f? et ¢° sont de classe C°.

Définition. Un atlas de dimension n de M est un ensemble A = {(U,, ¢,)} de cartes
de dimension n tel que :

— les ouverts U, recouvrent M ;

— toutes les cartes de A sont compatibles deux a deux.

Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M. On dit que deux
atlas sont équivalents si leur union est encore un atlas, c’est-a-dire que A = {(U,, ¢a)} et
A" = {(Vs,13)} sont équivalents si toutes les cartes (Uy, pa) et (Vs,15) sont compatibles
deux a deux.

Définition. Une structure différentiable de dimension n sur M est une classe d’équivalence
d’atlas de dimension n de M.

En pratique on définit une structure différentiable en donnant un atlas représentant
la classe.

Définition. Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique M séparé
et a base dénombrable muni d’une structure différentiable de dimension n.

Remarques.

— Un méme espace topologique peut étre muni de plusieurs structures différentiables
différentes. Par exemple, pour la topologie canonique, la sphére unité S7 de dimen-
sion 7 peut étre munie de 28 structures différentiables différentes, S® de 2, S3! de
plus de 16 millions. En revanche R", S, 52, S* S5 et S% ont une unique structure
différentiable. Pour S2, le probleéme reste ouvert.

— On peut définir de méme la C*-compatibilité en demandant que ¢ o ¥~
difféomorphisme de classe C*. On obtient alors des variétés différentiables de classe

C*.

I soit un
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Commentaires sur les propriétés topologiques de M.

Espace séparé : sur un espace non séparé il n’existe pas de métrique, puisque tout
espace muni d’une distance est séparé.

De méme un sous-espace compact n’est pas forcément fermé et 'image d’'un compact
par une application continue n’est pas toujours compact. C’est pour avoir ce type
de propriété que 'on impose a une variété d’étre un espace séparé. En revanche,
tout sous-espace d'un espace topologique séparé est séparé. Comme on s’intéressera
généralement & des sous-ensemble d'un RY (pour sa topologie canonique), cette
condition sera automatiquement satisfaite.

Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut étre représentée par son
atlas maximal qui est I’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles de
A. On veut que la topologie définie par les domaines de ces cartes ait une base
dénombrable.

Cette hypothese est importante pour éviter un certain nombre de pathologies des
espaces topologiques : sans elle, il est par exemple possible de munir R™ dune
topologie qui le rende homéomorphe & un R* muni de la topologie canonique, pour
k < n quelconque. Elle n’est en revanche pas indispensable : définissons une variété
généralisée de la méme facon qu’une variété mais sans exiger que sa topologie soit
a base dénombrable (beaucoup d’auteurs définissent ainsi les variétés); tous les
résultats de ce polycopié sont valables pour les variétés généralisées (a I'exception
notable du théoréeme 1.8 du plongement de Whitney).

Notons enfin qu'une variété généralisée connexe M est une variété (i.e. a une base
dénombrable) si et seulement si elle est métrisable, c’est-a-dire si elle peut étre
équipée d’'une distance telle que la topologie induite sur M par la distance coincide
avec la topologie originale de M (voir par exemple [5]). Nous utiliserons ce point
dans la preuve du théoreme de l'orbite au § 4.3).

Exemples de variétés différentiables.
1. R™ est une variété différentiable de dimension n pour l'atlas a une seule carte
(R™,id).

2. Tout R-espace vectoriel E' de dimension n est une variété de méme dimension : tout
isomorphisme ¢ : F — R" définit un atlas (F, ). De méme tout ouvert U C E de
'espace vectoriel est également une variété, l'atlas étant (U, p).

3. L’espace euclidien [E" est une variété de dimension n : il est en bijection avec R" via
le choix d’un systeme de coordonnées z. L’atlas a une carte (E", x) y définit donc
un structure différentiable.

Tous ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes a R".

4. Le cercle S' C R?, muni de la topologie induite, est une variété de dimension 1 :
cependant il n’est pas homéomorphe & R (puisque S! est compact). Une seule carte
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ne sera donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes (Uy, 1) et

(Us, p2) :
Uy =S\ {(1,0)} Uy = S"\ {(-1,0)}
1 U, — 10,27 o - U, = |J—=m ]

(cosf,sinf) — 0 (cosf,sinf) +— 0

Les domaines de ces cartes recouvrent clairement le cercle : U; U U, = St. De plus
@10p, " est un difféomorphisme, ce qui montre que les deux cartes sont compatibles.

Ainsi {(Uy, 1), (Uz, p2)} est un atlas et définit une structure différentiable sur S*.
5. La sphere S? C R? est une variété de dimension 2 : on peut construire un atlas en

utilisant la projection stéréographique .

Les points S et N désignant respectivement les poles sud et nord, on considere les

ouverts Uy = S* \ N et Us = S? \ S et les applications

©N - Un — R? s - Ug — R?
p=(z9,2) = (5 15) (@,9,2) = (75 15%)

Exercice 1.1. Montrer que les cartes (Uy, ¢n) et (Us, ps) forment un atlas de S2.

6. La sphere S™ € R"H! est une variété de dimension n : pour y définir une structure
différentiable, on peut utiliser soit la projection stéréographique (2 cartes), soit les
projections sur les hyperplans {x; = 0} (2n + 2 cartes).

Opérations Tout sous-ensemble ouvert (2 d'une variété différentiable M est lui-méme
une variété différentiable. Sa structure différentiable est définie par la restriction a 2 d'un
atlas de M, c’est-a-dire par latlas Ag = {(Us N, palu.na)}, ot A = {(Ua, ¢a)} est un
atlas de M. On dit parfois que 2 est une sous-variété ouverte de M.

Ezemple. L’ensemble des matrices inversibles G L, (R) est une variété en tant que sous-
variété ouverte de M, (R) (qui est un espace vectoriel donc une variété).

Lemme 1.1. Soient M et N des variétés différentiables respectivement de dimension n
et k et d’atlas {(Ua, va)} et {(Vs,15)}.

Alors l'espace produit M x N est une variété de dimension n + k dont la structure
différentiable est définie par latlas formé de toutes les cartes de la forme {(Uy X Vi, pq X

Vp)}, 0l (o X Us) (D, q) = (Pa(p), s(q)) € R™F,

La preuve est laissée en exercice.

Ezemples.
— Le tore T? = S! x S! est une variété, de méme que le tore plat de dimension n,
Tr =81 x ... x St
Ce tore intervient en robotique en tant qu’espace des configurations d’un robot bras
a n articulations planes.
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— Le cylindre R x S! et le cylindre de dimension n + 1, R x S™ sont des variétés.

— L’espace des configurations d’une voiture R? x S x ST est une variété (R? parametre
la position planaire du centre de gravité de la voiture, un S* parametre la direction
de la voiture dans le plan, et Pautre S angle des roues).

1.2 Applications différentiables

On connait les notions de différentiabilité et de difféomorphismes pour les applications
entre espaces vectoriels normés. On va définir ces notions pour les applications entre
variétés. Le principe est toujours le méme : on dira qu’une application entre variétés est
différentiable (ou est un difffomorphisme) si, lue dans une carte, elle I’est. Formalisons
cette définition.

Soient M et N des variétés différentiables de dimension n et ket F': M — N une
application. Si (U, ¢) est une carte de M contenant p et (V1) une carte de N contenant
F(p), avec F(U) C V, on dit que

F“Ow:@boFogo_l:@(U)CR”—)@/)(V)CRk

est Papplication F' lue dans les cartes (U, ) et (V,1). Dans le cas particulier ou M ou
N est égal a R™, I'application de carte correspondante est I'identité et on note

g‘ﬂzgwid:gosfl:go(U) CR" >V CRF
sig: M — RFet

B =h'% =4oh:UCR" = (V) CR"
sih:R"— N.
Définition. L’application F' est différentiable (ou de classe C°) en p € M si il existe une
carte (U, p) de M contenant p et une carte (V1) de N contenant F(p), avec F(U) C V,
telles que F¥Y est de classe C*°.

On dit que F' est une application différentiable de M dans N si elle est différentiable
en tout point p € M.

Cette définition est correcte car la notion de différentiabilité ne dépend pas des cartes
choisies dans les variétés. En effet, si on choisit deux systemes de coordonnées locales
différents @1, @y (resp. 11, 1by) sur M (resp. N), on a

Yoo Fopy' =1potpi o(roFopr!)opop;,

et les applications entre espaces vectoriels normés v, 01, et ¢ 0, ' sont de classe C*.

Donnons quelques propriétés des applications différentiables.



6 Chap. 1 — Variétés différentiables

— Toute application différentiable est continue.
(Car sur tout ouvert de carte U, on a F|ly =v¢ "o (po Fop 1) op.)

— Soit J,¢; Ui un recouvrement ouvert de M. Alors F est différentiable si et seulement
si chaque restriction F|y,, i € U;, lest.

— La composition d’applications différentiables est différentiable.
En effet, soient £ : M — M', G : M' — M" et Go F : M — M". Alors, dans des
cartes de M, M’ et M",

@' o(GoF)op™ = (¢ 0oGoyp o(poFop™).

Définition. Une application F' : M — N est un difféomorphisme de M sur N si F est une
bijection et si ' et F~! sont différentiables. On a alors nécessairement dim M = dim N.

Notons que (U, ¢), avec U ouvert de M, est une carte de la variété si et seulement si
¢ est un difféomorphisme de U sur p(U) C R™.

Rang d’une application.
Rappel : soit f : R® — R une application dérivable en x € R™. Le rang de f en x est
défini comme le rang de Uapplication linéaire D f(x) (c¢’est-a-dire dim ImD f(x) ou encore

n — dimker Df(x)).
Soient F': M — N une application différentiable et p € M.

Proposition 1.2 (et définition). Le rang de o Fop™t en p(p) ne dépend pas des cartes
(U,) de M et (V,1) de N telles que p € U et F(p) € V. Cette quantité est appelée le
rang de F'en p et est notée rg,F.

Preuve. Soient (U’,¢') et (V',4") d’autres cartes. Sur l'intersection des domaines :

YoF o™ = (o )o(poFop)o(gop™)

et donc

D (¢/ oFo @/—1) (x) =D (w' ogb_l) oD (w oFo go_l) oD (90/ o 90_1) (@).

Comme D (¢ o9p™) et D (¢' o ¢~ !) sont des isomorphismes, on obtient

rgD (¢ o Fog™") (¢'(p)) =18D (v o Fop™) (o(p).

Lue en coordonnées locales, I’application F' devient

Fov(at, o am) = (FNt, . ™), .. FR et . a™))
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et le rang de F' en p est celui de la matrice jacobienne

ort . OF!
Oxt ox™
oF* . OF%
Oxl ox™ x(p)

Le rang permet de caractériser les difféomorphismes.

Lemme 1.3. Une application différentiable de M dans N est un difféomorphisme si et
seulement si elle est bijective et de rang n = dim M = dim N en tout point de M.

Preuve. La preuve est laissée en exercice (indication : appliquer le théoréme d’inversion
locale & F'#¥). "

Il y a d’autres classes importantes d’applications différentiables caractérisées par leur
rang.

Définition. — F: M — N est une immersion si F' est différentiable et rgF’ = dim M
en tout point de M (autrement dit, en coordonnées locales DF*#¥(x) est injective
pour tout z). Dans ce cas, on a nécessairement dim M < dim N.
— F : M — N est une submersion si F' est différentiable et rgF = dim N en tout
point de M (autrement dit, en coordonnées locales, DF¥¥(z) est surjective pour
tout x). On a alors dim M > dim N.

Une immersion n’est pas forcément injective.

Ezemple. F: R — R?, F(t) = (cos 27t, sin 27t), est une immersion mais n’est pas injective
puisque F(t+ k) = F(t) pour tout entier k.
De méme pour F(t) = (2cos(t — ),sin(2t — 7)).

Considérons maintenant une immersion injective /' : M — N. C’est une bijection de
M dans M = F(M). Si on utilise F' pour munir M d’une topologie et d’une structure
différentiable, F' devient un difféomorphisme entre les variétés M et M. Cependant la
structure différentiable et la topologie sur M ne dépendent que de M et de F. I n'y a
donc aucune raison en général pour que M soit un sous-espace de la variété N (pour la
topologie induite).

Ezemple. L’application F': R — R?, F(t) = (2 cos(2cott + 7),sin(4 cot t + 7r)) n’est pas
un homéomorphisme de R dans F(R) muni de la topologie induite de R2.

On introduit donc une nouvelle définition qui permet d’éviter ces problemes.

Définition. On dit que F' : M — N est un plongement si F' est une immersion injective
et un homéomorphisme de M dans F(M) pour la topologie induite.
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Remarquons qu’une immersion injective est déja une bijection de M dans F'(M) et
est continue, car différentiable. Pour qu’elle soit de plus un homéomorphisme, il suffit
donc que F~! soit continue sur F(M).

Ezemple. Les applications F' : R — R3 F(t) = (cost,sint,t) ou G :]1,4o0[— R?
G(t) = (3 cos2nt, L sin2nt) sont des plongements.

1.3 Sous-variétés

Voyons maintenant comment obtenir simplement des variétés.

Sous-variétés de R".

Définition. Un sous-ensemble N C R" est une sous-variété de R"™ de dimension k < n
si, pour tout point z de N, il existe un ouvert U, C R" contenant = et un difféomorphisme
o : Uy = o(U) C R” tel que

p(Us NN) = p(U) NRE.

Autrement dit, une sous-variété de R™ est un sous-ensemble que 'on peut localement
redresser en un sous-espace vectoriel R¥.

Il est clair quune sous-variété de R™ est une variété, les (U, N N, ¢|y,~n) formant un
atlas pour N. La structure différentiable et la topologie sont induites par celles de R™.
Remarquons alors (le montrer) que U'inclusion de la variété N dans R" est un plongement
(le terme sous-variété plongée est d’ailleurs souvent employé a la place de sous-variété).

De facon générale, I'image d’un plongement est une sous-variété.

Lemme 1.4. Soient U C R* un ouvert et f : U — R™ un plongement. Alors N = f(U)
est une sous-variété de R™ de dimension k.

Preuve. Soient zop € U et f(xzg) € N = f(U). Comme f est une immersion, sa
différentielle D f(zg) : R¥ — R™ est de rang k. Quitte & modifier I'ordre des coordonnées
(x!,...,2™), on suppose que D f(zg) s’écrit par blocs

D f(xo) = (g)

ou A € M(R) est une matrice inversible (c’est-a-dire que les dérivées partielles de f
par rapport aux k premieres coordonnées sont linéairement indépendantes). On définit
I’application
p: RFExR"* — R»
(z,2) = f(z)+(0,2)
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Cette application vérifie p(z0,0) = f(z¢) = yo et sa différentielle en (¢, 0) est inversible

puisqu’elle s’écrit
A 0
DgD(l’O,O) - <B ]n—k)

Il résulte alors du Théoreme d’Inversion Locale qu’il existe un voisinage Ug,0) C R" de
(9, 0) et un voisinage V,,, C R™ de yo tels que  restreinte a Uy, o) est un difféomorphisme
sur V.

On voudrait alors que le difféomorphisme ¢! permette de définir N comme une
sous-variété. Il faut pour cela qu’il vérifie

9071(‘/;/0 N N) - 9071(‘/%) N R* = U(xo,o) n Rk’

c’est-a-dire que Vi, N f(U) = ©(Uz0) NR¥).
Or ces deux ensembles ont pour définition

VieNfU) = {yeVy,ta Fzel f(r)=y},

Utilisons maintenant que f est un plongement : f est injective (pas de croisement) et
f~! est continue sur f(U).

Il existe donc un voisinage V,; C V,, de yo tel que I'image de V, N f(U) par f~" est
contenue dans U, 0). En considérant maintenant le difféomorphisme o~ ! restreint a Vy’o,
il vérifie

1

o (V1 A(0) = 7 (V) N,
ce qui montre que N = f(U) est une sous-variété de R". "
Ezercice 1.2. Soit U =] — 5, 2[x]0,2x[C R* et f: U — R? définie par
f0,0) = (cos@cos ¢, cos 0 sin ¢, sin@).

Montrer que f(U) (la sphere S? privée d'un demi-grand cercle) est une sous-variété de
R3 de dimension 2.

Enfin la fagon la plus pratique d’obtenir des sous-variétés de R™ est de considérer des
pré-images de submersions.

Lemme 1.5. Soient F' : R" — R"* une application différentiable et y € F(R") C
R"*. Si F est une submersion sur N = F~1(y), alors N est une sous-variété de R™ de
dimension k.

Preuve. Soit 2y un point de N = F~!(y). Quitte & changer I'ordre des coordonnées dans
R*, on peut supposer que la différentielle de F' en z, s’écrit par blocs

DF(x) = (A B)
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ou A € M,,_,(R) est une matrice inversible. Considérons alors 'application

p: R* = R”
x = (F(l')_yaxn—k-i—la'--axn)

La différentielle de ¢ en xy s’écrit par blocs

Dy(x9) = (gl i)

et est donc inversible. Il résulte alors du Théoreme d’Inversion Locale qu’il existe un
voisinage U,, C R" de x, tel que I'application ¢ restreinte a U,, est un difféomorphisme.
De plus

p(Un NN) = o({z €U, tua. Flo) =y}
= {0,....0, %y k11,---,2Tp) t.q. © € Uy, }

= ¢(U,) NR~
"
Ce lemme est tres utilisé dans le cas suivant. Soient f!(x),..., fP(x) des fonctions de
classe C*° de R" dans R et S la “surface” définie par les zéros de ces fonctions :
S={rcR"tq. fi(x)=---= fP(x) = 0}.
of

Si, pour tout point x de S, la jacobienne (@) y est de rang p, alors S est une sous-variété

de R™ de dimension n — p. ;
Ezemples.
~ Soit f(x) = (#')* + -+ + ("), = € R™. La sphere f~'(r?) de rayon r est une
sous-variété de dimension n — 1 car la différentielle de f ne s’y annule pas.
— Soit f(z,y,2) = 2—2 + Z_j + Z—z La surface f~!(1), qui peut étre soit un ellipsoide soit
un hyperboloide & une ou deux nappes, est une sous-variété de dimension 2 de R?.
— Soit f(x,y,2) = 2% + y?> — z2. Le cone de sommet origine, f~1(0), n’est pas une
sous-variété de R? car la différentielle de f a l'origine est nulle. En revanche le cone
privé de l'origine est une sous-variété.

Sous-variétés de variétés.

Définition. Une partie N d'une variété M de dimension n est une sous-variété de M de
dimension k < n si, pour tout point ¢ de N, il existe une carte (U, ) de M contenant x

telle que
©(UNN) =pU)NR"
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La carte (U, ) est dite adaptée a N. Elle vérifie
e(UNN)={(z",...,2") € p(U) t.q. Fl=... =" = 0}.

Les deux résultats suivants se montrent presque de la méme facon que les lemmes 1.5
et 1.4 (il faut en plus passer par des cartes des variétés M et N).

Lemme 1.6. Soient M, N des variétés de dimensionn, k et F : N — M un plongement.
Alors W = F(N) est une sous-variété de M de dimension k.

Lemme 1.7. Soient M, N des variétés de dimension n, k, F: M — N une submersion
ety € F(M). Alors W = F~'(y) est une sous-variété de M de dimension n — k.

Ezercice 1.3. Montrer que le groupe spécial linéaire SL,(R) (I'ensemble des matrices
(n x n) de déterminant égal & un) est une variété.

Fxercice 1.4. Montrer que le groupe orthogonal
O(n) = {M € M,(R) t.q. M"M =1}
est une variété. Quelle est sa dimension ?

On aura besoin ultérieurement (§ 4) d’une notion moins forte que celle de sous-variété
pour caractériser les sous-ensembles d’une variété. On vient de voir dans le lemme 1.4
qu’'une sous-variété peut étre vue comme l'image d’un plongement. On introduit alors la
définition suivante, suggérée dans la discussion page 7.

Définition. Un sous-ensemble W d’une variété M est une sous-variété immergée de M
de dimension k£ < n si il existe une immersion injective f : N — M, ou N est une variété
de dimension k, dont I'image f(NN) est égale a W.

Remarques.

— Une sous-variété immergée peut aussi étre définie comme une variété contenue dans
M telle que 'inclusion i : W — M est une immersion (alors que ¢’est un plongement
pour les vraies sous-variétés).

— Des ouverts suffisamment petits de W sont des “vraies” sous-variétés de M (nous
laissons la preuve de cette affirmation en exercice). En revanche W lui-méme n’en
est pas forcément une, sa topologie étant en général plus forte que celle induite par
M (voir page 7).



12 Chap. 1 — Variétés différentiables

Des variétés aux sous-variétés. Soit M une variété et f : M — RY un plongement.
L’ensemble f(M) est alors une sous-variété de RY. Les variétés M et f(M) sont alors
difféomorphes, c’est-a-dire indistinguables du point de vue de la géométrie différentielle.

Inversement, est-il possible de plonger toute variété dans un espace RY ? De facon
équivalente, est-il possible de considérer n’importe quelle variété comme une sous-variété
d’un R¥ ? La réponse est oui, et on peut de plus préciser N.

Théoréme 1.8 (Plongement de Whitney). Toute variété de dimension n admet un plon-
gement sur une sous-variété fermée de R*"+1.

Admis.



Chapitre 2

Espaces tangent et cotangent

2.1 Vecteurs tangents

Le but de ce chapitre est de formaliser dans une variété la notion de direction de
déplacement ou encore de mouvements possibles a partir d’un point donné.

Dans R" et E" Regardons d’abord comment cette notion apparait dans un espace
vectoriel, R™ par exemple. Dans R", les directions possibles a partir d'un point x sont
tous les vecteurs de R"™. L’ensemble des déplacements est donc R™ x R"™, I’ensemble des
couples (z,v) formés d'un point de départ = et d’'une direction v. Cette notation est
cependant trompeuse : dans le produit R” x R", les deux R™ jouent des roles différents
puisque I'un est un espace de points et 'autre un espace de directions. La distinction
entre ces deux roles est également mise en évidence dans l'expression de la différentielle
d’une application f:R"™ — RP :

Df: R*xR* — Rp
(z,0) = Df(z)[v]

Le cas de l'espace euclidien E" est plus intéressant. Un mouvement est considéré ici
comme une courbe M(t) dans E". La vitesse en My = M(0) est un vecteur M(0) : ce
n’est donc pas un élément de E", qui est un espace de points. En fait, si on regarde tous
les mouvements possibles M(t) & partir de My, leurs tangentes M(0) forment un espace

vectoriel de dimension n. Il s’agit de I'ensemble des segments orientés M, ﬁ

N

Notons Ty, [E" cet espace vectoriel et appelons-le 'espace tangent a E" en M,. A
chaque point de E" correspond un espace tangent différent, qui sont isomorphes deux a
deux puisque de méme dimension. De plus, et c¢’est propre a E" et aux espaces affines, il
y a un isomorphisme naturel de Ty/E" dans T, E" induit par la translation de M a M’.
Cette propriété ne sera plus vraie pour les variétés.
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Dans une variété Considérons maintenant une variété différentiable M et un point p
de M. On s’intéresse aux courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par p

c: |—eel - M c(0) = p.
t = c(t)

Définition. Deux courbes ¢; et ¢y sont tangentes au point p si ¢1(0) = c2(0) = p et si il
existe une carte locale (U, p) telle que p € U et

L (poe)(0) = T(poe) ).

La définition est indépendante de la carte choisie. En effet si (V1)) est une autre carte
autour de p, on a

d d _
%W oc)(0) = E[W o) o (poc)](0)
B d
= Doy Ho %(<pocl)(0)
= Doy o L(powm)0)= L(woe)0)
dt dt
On définit ainsi une relation d’équivalence (c’est-a-dire une relation qui est transitive,
symétrique et réflexive) sur l’ensemble des courbes passant par p : ¢; ~ ¢y si elles sont
tangentes en p.

Définition. Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence de courbes tan-
gentes en p.
L’espace tangent a M en p, noté T,M, est I’ensemble des vecteurs tangents a M en p.

Ezemple. Dans R", il est clair que deux courbes ¢, ¢ sont tangentes au point x des que
¢1(0) = ¢é9(0). I y a donc un isomorphisme canonique entre I'ensemble des classes de
courbes tangentes T,R"™ et I'ensemble des directions ¢(0). Ce qui est propre a R™ c’est
que cet isomorphisme ne dépend pas du point x.

On peut montrer que 7, M est un espace vectoriel en utilisant une carte. La structure
vectorielle n’apparait cependant pas clairement. De plus la définition de 7, M fait inter-
venir un espace tres gros, I’ensemble des courbes passant par p, qui n’est pas aisé a mani-
puler. Nous allons voir maintenant qu’on peut donner une autre définition — équivalente
— des vecteurs tangents qui résoudra ces difficultés.

2.2 Dérivations

Considérons 'ensemble des fonctions a valeurs réelles, de classe C'°°, définies sur un
ouvert de M contenant un voisinage de p, dans lequel on identifie les fonctions qui sont
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égales sur un voisinage de p (on obtient ainsi des germes de fonction). On note C'*(p)
cet ensemble. Notons que c’est une algebre, c’est-a-dire un espace vectoriel muni d’une
opération interne (la multiplication).

Sur cet ensemble de fonctions on définit des opérateurs.

Définition. Une dérivation en p est une application linéaire D, : C*°(p) — R qui vérifie
la regle de Leibniz. Autrement dit, D, est une dérivation si, pour tous réels o, 3 et toutes
fonctions f, g dans C*°(p),
(i) Dy (af +Bg)=aD,-f+5D,-g (linéarité),
(ii) Dy~ (f9) =9()Dy- f+ [(P)Dy- g (Leibniz).

L’ensemble D(p) des dérivations en p forme un espace vectoriel pour les opérations :
{ (Dp+D;))'f:Dp'f+D;Io‘f
D, (af)=aD,- f
Remarque. Toute dérivation vérifie D, - cte =0 (car D, -1 =D, - (1 x 1) =0).

Nous allons montrer que 'espace vectoriel tangent T, M s’identifie a D(p). La premiere
étape est de déterminer la dimension de 1’espace vectoriel D(p). Nous avons besoin pour
cela du résultat suivant.

Lemme 2.1 (Lemme d’Hadamard). Soit (U, ), ¢ = (z',...,2"), une carte de M centrée
en p. Pour toute fonction g € C*(p), il existe x1,...,xn € C®(p) telles que

9=9()+ Y '
i=1

(autrement dit g(q) = g(p) + > iy 2" (q)x:i(q) pour tout g € U).

Remarque. Dire qu’une carte (U, ¢) est centrée en p signifie simplement que ¢(p) = 0.

Preuve. Quitte a réduire U, on suppose ¢(U) convexe (par exemple une boule). On
travaille sur la fonction g lue dans la carte ¢, c’est-a-dire g¥ = gop~!. C’est une fonction
de classe C* de ¢(U) C R" dans R.

On peut calculer g% en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral :

1
d
P = g0 = [ Dl
0
= sz/ % (tz)dt
~  Jo Ox
Posons alors x¥(z) = 01 99% (tz)dt. On a obtenu

9°(@) = g°(0) + > a'¥f (a).
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Comme g = g¥ o p et ¢(p) = 0, il suffit de composer la formule ci-dessus par ¢ pour
achever la démonstration. u

Utilisons ce lemme pour caractériser les éléments de D(p). Fixons une carte (U, p)
centrée en p. Une dérivation s’écrit alors

DwQZI%%wm+§:w@W¢ﬂ+f@Qfm
= D _xilp)Dy-a' (2.1)

Ainsi la donnée de D, est équivalente & la donnée des réels D, - z*, i =1,...,n.
Lemme 2.2. dimD(p) = n = dim M.

Remarque. Ce lemme montre que, sur R", toute dérivation est une dérivée directionnelle.
En effet, a toute direction v € R™ est associée une dérivation en x

gHﬁg%@@+ﬁﬂ—m@% (2.2)

qui est la dérivée directionnelle en x dans la direction v. L’ensemble des dérivées direc-
tionnelles en x est ainsi un sous-espace vectoriel de D(z) de dimension n et est donc égal
a D(x).

Faisons maintenant le lien entre les dérivations et les vecteurs tangents.

Proposition 2.3. Soient g € C*®(p) et X, un vecteur tangent en p. Alors la dérivée
%(g o ¢)(0) est la méme pour toutes les courbes c(s) passant par p et appartenant a la
classe d’équivalence X,,.

Preuve. Choisissons des coordonnées locales ¢ et écrivons g o ¢ comme la composée de
1

g¥ =gop " avec ¢ = ¢ o c. On obtient alors

L (g00)(0) = D(gow™) o Lo )0)

dt dt ‘
La proposition résulte alors du fait que % (poc)(0) ne dépend que de la classe d’équivalence
X,. L

On note X, - g la valeur de cette dérivée.

Proposition 2.4. L’application g — X, - g est une dérivation.
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Preuve. Il suffit de choisir des coordonnées locales ¢ et un représentant c(t) de la classe
X,. La linéarité et Leibniz se déduisent aisément de I’expression

d
Xp 9= %(Qw OCS&)(O)-

Cette dérivation est en fait une généralisation des dérivées directionnelles. En effet
on a vu que dans R™ un vecteur tangent v, est associé canoniquement a une direction
v = ¢(0). La dérivation g — v,-g est alors clairement égale a la dérivée directionnelle (2.2).
D’ailleurs on appellera parfois g — X, - g dérivée directionnelle de g dans la direction X,.

Théoreme 2.5. L’ensemble des vecteurs tangents T,M s’identifie a ['espace vectoriel
D(p) de dimension n des dérivations en p.

Cette identification permet de définir une structure vectorielle sur ’espace tangent
T,M (appelé également, en conséquence, espace vectoriel tangent). Notons que cette
structure vectorielle coincide avec celle que 1'on peut obtenir a partir de la lecture dans
une carte.

Preuve. Soit ¥ : T,M — D(p) qui a une vecteur tangent X, fait correspondre la
dérivation définie par X, - g. Ainsi, si ¢ est un représentant de la classe d’équivalence
X, = [c]p, U(X,) est la dérivation X, - g = %(g o ¢)(0).

Montrons d’abord que W est injective. Soient X, = [c], et X = [¢], des vecteurs de
T,M tels que W(X),) = W(X)), c’est-a-dire que, pour toute fonction g € C*, on a

L (g00)(0) = (g0 (0).

Fixons des coordonnées locales ¢ = (z',...,2™). On a, pour chaque 1,

d 7 _ d 7 /
%(x oc)(O)—E(x o d')(0),

ce qui implique ¢#(0) = ¢*#(0) et donc X, = X,. Ainsi I'application W est injective.
Montrons qu’elle est aussi surjective. Soit D, une dérivation. On a vu que, dans une

carte ¢ donnée, D, est déterminée par les réels d' = D, -z, i = 1,...,n. Considérons
alors la courbe ¢(t) = o' o (td', ... td") et notons X, son vecteur tangent en p.
On a P
X, a' = E(xz 0oc)(0)=d =D,
ce qui montre que D, = V(X,) et donc que ¥ est surjective. u

Dans la suite nous identifierons systématiquement 7,M et D(p). Ainsi le terme vec-
teur tangent désignera indifféremment la classe d’équivalence de courbes tangentes ou la
dérivation associée alors que 'espace tangent T, M sera employé a la place de D(p).
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2.3 Différentielle d’une application

Soient M et N des variétés différentiables de dimension n et k et F' : M — N une
application différentiable. Si g : N — R est une fonction sur N, F' permet de lui faire
correspondre une fonction sur M, F*g = go F, appelée image réciproque de g par F'. On
définit ainsi ’application :

F*: C=(F(p) — C>(p)
g — F*g=goF

Remarquons que le sens de F™* est I'inverse de celui de F.
Proposition 2.6 (et définition). L’ application dF, : T,M — Tpy,) N définie par
dFy(X,) -9 =X, - (F'g), Vg€ C¥(F(p)),

est linéaire.
On Uappelle la différentielle de F en p (ou encore application linéaire tangente a F en p).

Remarque. L'élément dF,(X,) de Tpyp N est donc un vecteur tangent a N. On peut
également le caractériser de la fagon suivante : soit la courbe ¢(s) C M passant par p de
vecteur tangent X, en p. Alors dF,(X,) est le vecteur tangent en F'(p) de la courbe Foc
incluse dans N.

Preuve. La linéarité de dF, découle immédiatement de celle de X,,. En effet
de(AXp + /LYED) g = ()‘Xp + /A/;)) -(F"g)

AXp - (F7g) + pY, - (F7g)
= /\de(Xp) '9+Mde(Yp) 9.

La définition de la différentielle ne fait appel qu’a des propriétés locales de la variété
et de I'application. Comme localement une variété est difféomorphe a un ouvert de R",
toute les propriétés des applications différentiables dans les espaces vectoriels normés sont
vraies localement pour les applications différentiables sur les variétés (c’est le principe de
base pour obtenir des résultats locaux dans les variétés). Citons les plus importantes de
ces propriétés.

Théoréme 2.7 (Théoreme de composition). Soient F': M — N une application différentiable
enp € M et G: N — W une application différentiable en F(p) € N. Alors G o F est

différentiable en p et
d(G o F)p = dGF(p) ®) de
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Corollaire 2.8. Si F': M — N est un difféomorphisme, alors, pour tout p € M, dF, est
un isomorphisme.

La réciproque a ce corollaire n’est vraie que localement. Elle nécessite d’introduire la
notion de difféomorphisme local.

Définition. Une application F': M — N est un difféomorphisme local en p s’il existe un
voisinage U C M de p et un voisinage V' C N de F(p) tels que l'application F|y : U — V
est un difféomorphisme.

Théoréme 2.9 (Théoreme d’inversion locale). Soit F': M — N une application différentiable
enp € M telle que dF), : TyM — Ty, N est un isomorphisme.
Alors F' est un difféeomorphisme local en p. De plus la réciproque du difféomorphisme

Flu a pour différentielle
1

A(Flg") iy = (dB)
Ce théoreme a une conséquence importante pour la détermination de coordonnées lo-
cales. En effet, un systeme de coordonnées locales n’est rien d’autre qu’un difféomorphisme
local de M dans R™. Ainsi une application différentiable ¢ : M — R" définit des coor-
données locales en p si et seulement si dy, est un isomorphisme.
Notons enfin que I'on pourrait également énoncer le théoreme des fonctions implicites
(mais nous n’en avons pas besoin dans ce cours).

2.4 Coordonnées sur ’espace tangent

En utilisant les différentielles des cartes, nous allons étendre le calcul en coordonnées
locales a l'espace tangent. On commence par traiter le cas de R™.

Description de T,R"™ On a vu plusieurs propriétés de T,R"™ : il est canoniquement
isomorphe a R" et il peut étre identifié a I’ensemble des dérivées partielles en x. Il est
temps maintenant d’en donner une description facile a utiliser.

Soit x € R™. Considérons les dérivées partielles en x, c¢’est-a-dire les dérivations sur

Rn

0 dg
Ces dérivées partielles forment une base de ’ensemble des dérivées directionnelles en x et
donc une base de T,R" dite base naturelle. Ainsi tout vecteur tangent v, € T,R" s’écrit

(x), i=1,...,n.

v :Uli’ +...+v”i‘
x Orlle Hxnle’

Ce vecteur est aussi la classe d’équivalence des courbes ¢(t) passant par z telles que
¢(0) = (v, ... 0").

L’identification canonique T,R"™ ~ R"™ est définie alors comme l'isomorphisme v, +>
(vl .. 0m).
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Coordonnées sur T,M Soient p € M et (U, ), ¢ = (z',...,2"), une carte de M dont
le domaine contient p. Comme ¢ est un difféomorphisme de U sur ¢(U), sa différentielle
do, © TyM — T, R™ est inversible (corollaire 2.8) et (dgop)fl = d(¢ )y est un
isomorphisme de T,,,)R™ sur T, M.

Nous allons nous servir de cet isomorphisme pour définir des coordonnées sur 7, M.
Soient z = ¢(p) € R" et (32 R 2 ,) 1a base canonique de T;R". L'image de cette

base définit des vecteurs tangents a M en p, que 'on note

= d(w_l)gp(p) <aiz }x> :

p
) forment une base de T, M, appelée base naturelle

0
oxt

_0_
? O™ P
associée aux coordonnées locales .
Remarquons que, si g € C°(p), on a

Ces vecteurs tangents (%L}, .

0
ox’

~ G, 0 _ dg*¥
p g=d(e l)vﬂ(p)(axi ‘”5) 9T oy “” 9oy = oz’ (4p).

oll g¥ = go ! est la fonction g lue dans les coordonnées z°.

Lemme 2.10. Dans la base naturelle associée auzx coordonnées locales ¢, un vecteur
tangent X, € T,M s’écrit

X,,:Xli +o X" 0

avec X' = X, - 2"
E)xl p oxn p7 P

Remarque. Comparer avec la formule 2.1, page 16.
oz’ n

Preuve. Il suffit de remarquer que 27”"; =i et que X, -t =370 | X0

Exercice 2.1. Considérons dans R? la courbe c(t) = (xg cost — ypsint, xgsint + yg cos t).
Calculer son vecteur tangent. L’écrire également en coordonnés polaires.

Changement de coordonnées. Le lemme ci-dessus permet de trouver assez simple-
ment les formules de changement de coordonnées dans l’espace tangent. Soient ¢ =

(zt,...;2") et ¥ = (y*,...,y") des coordonnées locales autour de p et X, un vec-
teur tangent en p de coordonnées X', ..., X" dans la base naturelle associée & ¢ :
X, =>1",X"2Z|  On note

- p

Yoyt = (y'(z),...,y"(x))

I’application 1 lue dans la carte .
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Dans la base naturelle associée & 1, X, a pour coordonnées Y7 = X,-y/, j=1,...,n
En écrivant tout dans les coordonnées ¢, on obtient

yi = ZXi—a((a‘ii)w) (e(p) = Z agéz z)

ou encore, en écriture matricielle,

z=p(p)

1 ' 1
Oy'() .
_ (W > e (2.3)
»(p) 1<i,j<n

XTL
On peut enfin calculer la différentielle d’une application F' en coordonnées locales.
Soit F': M — N une application différentiable en p € M. Choisissons ¢ = (z!,...,2")
des coordonnées locales sur M centrées en p et ¢ = (y',...,4*) des coordonnées locales
sur N centrées en F(p). Enfin soit X, = > | X' , un élément de T, M.

Pour tout g € C*(F(p)), on écrit

Y’I’L

goF

dF,(X,)-g=X, (g0 F) Z xi 2/ ’) (0). (2.4)

Ecrivons (go F)¢ = g% o F#¥, ot F?¥ = o Fop ! et g¥ = got~! sont les applications
F et g lues dans les cartes. Notons F#¥(x) = (Fl(x), .., F*z)). Pouri=1,...,n,ona

d((go F)? i dg" OFJ 8FJ
(axi )(O>:Zgj 82 5z j
— Oy x x

. g‘
F(p)

En insérant cette valeur dans (2.4), qui est valable pour tout g € C* (F(p)), on obtient
I’expression suivante pour la différentielle de F' en p :

k n ;
OF7 .\ 0
de(Xp):Z< o (0)X1>a—yj
i=1

j=1

Flp)

On peut réécrire cette expression de facon matricielle en faisant intervenir la matrice
jacobienne de F#¥.

Lemme 2.11. Si X, = > 1Xiaiz

ordonnées locales ¢, alors dF,(X,) = Zj Y0 357 |, dans la base naturelle de Tpy) N
associée a1, avec

dans la base naturelle de T,M associée aux co-

! X1
L =JF0) |
y* Xn
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Cette formulation en coordonnées permet de calculer le rang de F' (tel que défini par
la, proposition 1.2).

Corollaire 2.12. Le rang de F' en p est égal a la dimension de dF,(T,M).

Ceci nous donne d’ailleurs une définition intrinseque du rang d’une application.

2.5 Cas des sous-variétés de R"

L’espace tangent a une sous-variété est un sous-espace vectoriel de I'espace tangent
a la variété ambiante : si N est une sous-variété de M et p € N, alors T,N C T,M.
L’espace tangent a une sous-variété de R™ est donc un sous-espace vectoriel de T,R™. Il
sera en fait plus pratique de le voir comme un sous-espace vectoriel de R" en utilisant
I'identification canonique T,R™ ~ R™. Sa caractérisation dépend de la facon dont a été
définie la sous-variété.

Cas général. Une sous-variété N de R” est définie au voisinage de chacun de ses points
x par un difféomorphisme ¢ : U, — ¢(U,) C R" tel que (U, N N) = p(U,) NR*,
En tant que sous-espace vectoriel de R", I'espace tangent a N est alors

T,N = Do " (p(2)) [R* x {0}gn-r].

Plongement. Soit N une sous-variété de R" définie comme N = F(U), ou F : U C
R¥ — R™ est un plongement. Alors, en tant que sous-espace vectoriel de R™, son espace

tangent est
T,N = DF(F~'(z))[R"].

Exemple. Considérons une courbe c(t) = (z'(t),...,2"(t)) dans R", de classe C*°, qui
est un plongement sur un intervalle ouvert I C R. L’ensemble de la courbe C = ¢(I) est
alors une sous-variété. En tq € I, la différentielle Dc(ty) a pour matrice

' (to)
(to) = :
" (to)

et I'espace tangent a C est Try,)C = Ré(lo).

Ainsi I'espace tangent correspond a l’espace vectoriel engendré par la tangente a la
courbe, comme on s’y attendait.

On peut également retrouver ce résultat en construisant une base de T,)C. Soit |,
la base de T},R. Pour ¢ =1,...,n, on a

d d

Dc(tg) [ELO] crt = %(xz(t)) }to = i'(ty),
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et 'image de la base de T} R est

Dc(ty) [%\m] = Zy(to)aii.

C’est bien le vecteur vitesse (ou vecteur tangent) de la courbe.

Submersions Soit N C R™ une sous-variété définie comme N = F~!(y), ou F': U C
R™ — R"* est une submersion.

Proposition 2.13. En tant que sous-espace vectoriel de R™, I’espace tangent a la sous-
variété N est T,N = ker DF(x).

Preuve. Par définition, T, N est I'ensemble des vecteurs tangents ¢(0) pour toutes les
courbes différentiables ¢(t) tracées sur N passant par x. Une telle courbe vérifie en par-
ticulier F o ¢(t) = y = cte, c’est-a-dire

d :
E(F 0 ¢)(0) = DF(z)[¢(0)] = 0.

Ainsi T, N est inclus dans ker DF(x). Comme ces espaces vectoriels ont méme dimension,
ils sont égaux. u

C’est la fagon la plus pratique de déterminer les espaces tangents.

Exemple. La sphere de dimension n : S" = F~1(1), ou F : R"™ — R est la forme
quadratique F(z) = (z,z) = (1)? + -+ + (2"1)?, qui est une submersion. Comme
DF(x)[h] = 2(x, h), I'espace tangent a la sphere est

T,5" =ker DF(z) = (Rx)*,

c’est-a-dire I'ensemble des vecteurs orthogonaux a .
Ezercice 2.2. Déterminer les espaces tangents a O(n) et SO(n).

FEzercice 2.3. Déterminer l'espace tangent a SL,(R).

2.6 Espace cotangent

On définit maintenant le dual de I’espace tangent a une variété M.
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Définition. — Une 1-forme (ou covecteur) en p € M est une forme linéaire sur 7, M,
c’est-a-dire une application linéaire

wp: T,M — R
Xp = Wp(Xp>

On note wy(X,) = (w,, X,), le crochet étant ici le crochet de dualité.
— L’espace cotangent a M en p, noté T7M, est I'espace vectoriel des 1-formes en p.
C’est I'espace vectoriel dual de T,M (c’est-a-dire Ty M = (T,,M)*).

Exemple. Soit g : M — R une fonction différentiable sur M. Alors, en identifiant T,R
avec R, la différentielle de g en p, dg, : T,M — R, peut étre vue comme une 1-forme. Cet
exemple justifie les notations ci-dessous en coordonnées.

Rappelons d’abord que, si eq,...,e, est la base d'un espace vectoriel V', il existe une
unique base duale e, ... " du dual V* telle que e*(e;) = d;;.

Considérons maintenant des coordonnées locales p = (z', ..., 2") en p et dwé :T,M —
R la différentielle de la i-eme coordonnée (on identifie de nouveau T;R avec R). Par
définition, dx;(Xp) = X, - z'. En particulier, pour tout couple i, j,

0 0 ox’
dl'l,—. =dzx! (— = - :(51
(d Ox p> p(ﬁxﬂ p) Ol |, !
Ainsi dac}o, ..., dx, est une base de Ty M, duale de la base ail| . ain de T, M.
zl [p ™ I p
Dans cette base, toute 1-forme de Ty M s’écrit
Wy = iwidx;, ol w; = wp(i. )
i=1 9z lp
puisque wy (52 p) = >0 wi{dad, 2 p)). De méme, tout vecteur de 1,M s’écrit
~ i 0 oy i
X,=) X |, onX= da (X,).
i=1

Les formules de changement de coordonnées pour les 1-formes s’obtiennent comme
les formules (2.3) pour les vecteurs tangents : on choisit des coordonnées locales ¢ =
(zt,...,2") et ¢ = (y',...,y") et on note po ™' = (z'(y),...,2"(y)) Papplication ¢
lue dans la carte 9. Soit w), une 1-forme, wy, ..., w, ses coordonnées dans la base de T M
associée a @ et py,...,pu, ses coordonnées dans la base associée a . En écrivant que
Wi = wp(aiyj ‘p), on obtient, en écriture matricielle,

07" (y) ‘ )
M e ,un = (W1 "Wy a7 ’
( 1 ) ( ! ) ( Ay’ V() / 1<ij<n
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Remarque. Cette formule est I'inverse de celle pour les vecteurs tangents. En effet, en
notant A la matrice des dérivées partielles des y* par rapport & x (c’est-a-dire la matrice
qui intervient dans (2.3)), on obtient

Y =AX et p=wA",

X, Y étant des vecteurs colonnes et u, w des vecteurs lignes.

On a vu dans la section 2.3 qu’a une application différentiable correspond une application
linéaire entre espaces tangents, la différentielle. De la méme fagon, il lui correspond également
une application linéaire entre espaces cotangents. Soit ' : M — N une application différentiable
etpe M.

Définition. L’application réciproque de F' en p est I'application linéaire F™* : T}’;(p)N — TyM
telle que
F*WF(p) (Xp) = wF(p) (de(Xp))

C’est 'application duale de dF), :
<(F*w)p=Xp> = (Wr(p), AFp(Xp)),

le membre de droite utilisant le crochet de dualité dans T,,M alors que celui de gauche utilise
celui dans T, M.
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Chapitre 3

Champs de vecteurs

Jusqu’a maintenant nous avons vu les notions d’espace et de vecteur tangents en
un point, qui correspondent aux mouvements infinitésimaux a partir d’'une configuration
donnée. En considérant toutes les configurations possibles, nous sommes maintenant en
mesure de définir des mouvements sur toute la variété : ces mouvements vont étre intro-
duits comme des systemes dynamiques, c¢’est-a-dire des équations différentielles. Du point
de vue des espaces de configurations, cela signifie que 1’'on caractérise les mouvements par
la donnée en tout point de la vitesse.

L’outil principal sera ainsi la notion de champ de vitesse, ou plutot de champ de
vecteurs : il s’agit d’une application assignant a chaque point p de la variété un vecteur
X, de I'espace tangent. Avant d’aller plus loin dans la définition, il faut préciser 1'espace
auquel appartient I'image de cette application.

3.1 Fibrés tangent et cotangent

On s’intéresse a ’ensemble de tous les vecteurs tangents en tous les points de la variété.

Définition. L’ensemble TM = {(p, X)), p € M, X, € T,M} est appelé le fibré tangent
de la variété M.

De méme, 'ensemble T*M = {(p,w,), p € M, w, € T;M} est appelé le fibré cotangent
de M.

Le fibré tangent est I'union des espaces tangents
TM = U {p} x T,M ou simplement U T,M,
pEM peEM

mais il faut bien préciser que cette union est disjointe : on ne peut pas additionner des
éléments X, et Y, appartenant a des espaces tangents différents.
On appelle projection canonique sur T'M la projection

: TM — M
(p. Xp) — p
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et la fibre au-dessus de p la pré-image 7~ '(p) = {p} x T,M d’un point p.

Théoréme 3.1. Le fibré tangent (resp. cotangent) a un structure naturelle de variété
différentiable de dimension 2n.

Preuve. Soit (U, p) une carte de M et 71 (U) I'ensemble des fibres au-dessus d’un point
de U, ie. 7= 1(U) = {{p} x T,M, pe U}. L’application

O: 7 (U)cTM — ¢U)xR"CR™
(p, Xp) = (p(p), dpp(Xp))

est une bijection d’apres le corollaire 2.8 (notons que l'on a utilisé ici 'identification
T,R" ~ R™ puisque dp,(X,) € T,p»R" est identifié a ses coordonnées dans la base
naturelle).

Nous allons montrer que les couples (71 (U), @) forment un atlas de TM et définissent
donc une structure différentiable. La preuve se fait en deux étapes.

(i) I faut d’abord munir TM d’une topologie : on la définit en posant que les applica-
tions @ (pour toutes les cartes de M) sont des homéomorphismes (c’est-a-dire que
les ouverts de T'M sont les parties W C T'M telles que ®(W N7~ 1(U)) est ouvert
dans R?"). Pour que cela soit possible, il suffit de montrer que, si ® et ¥ sont les
applications correspondant a des cartes (U, ) et (V,1)), alors

Vod l:pUNV)xR" = (UNV)xR"
est un homéomorphisme. Or, sur son ensemble de définition,

Vod ' = (o™, Doy,

et est donc un difféomorphisme (pour la structure différentiable de R?"). C’est donc
a fortiori un homéomorphisme.

(i) L’expression ci-dessus montre de plus que les couples (7 1(U), @) sont des cartes
compatibles entre elles. Comme elles recouvrent 7'M elles forment donc un atlas et
définissent une structure différentiable.

On montre de méme que T*M est une variété en utilisant les applications

P (p,wp) = (¢(p), (80_1)*%7)-

La projection canonique 7 : T'M — M apparait maintenant comme une application
différentiable. C’est de plus une submersion surjective.

Remarquons également que ’on peut définir un difféomorphisme h : 7=1(U) C TM —
U x R™ en posant h(p, X,) = (p,dp,(X,)), qui est de plus linéaire sur les fibres. Ainsi
le fibré tangent est difféomorphe localement & un produit : 771 (U) ~ U x R™ (h est ce
qu’on appelle une trivialisation locale).

En revanche, en général T'M n’est pas globalement trivial, c¢’est-a-dire qu’il n’existe
pas de difféomorphisme de T'M dans M x R" linéaire le long des fibres.
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Ezxemples.

— Le fibré tangent a R” admet une trivialisation globale TR™ ~ R™ x R" via l'identi-
fication canonique T,R"™ ~ R".

— Le fibré tangent au cercle S* admet une trivialisation globale car il est difféomorphe
au cylindre : T'S' ~ S' x R. En revanche le fibré tangent 7'S? n’admet pas de
trivialisation globale.

— Est-ce que O(n) (ou SO(n)) admet une trivialisation globale ?

Remarquons que l'application ® permet de définir des coordonnées locales sur T'M en
utilisant les coordonnées de I'espace tangent construites dans la section 2.4. En effet, si

(U, ) est une carte de M, avec ¢ = (z!,...,2"), le difflomorphisme ® sur 7~1(U) s’écrit

d(p, X,) = (z*,..., 2", X' ... X") € R*™,

avec (x',...,2") = ¢(p) et X" = X, - 2'. Ce sont bien des coordonnées locales sur T'M.

En s’appuyant sur la construction de ®, on peut prolonger une application entre deux
variétés en un application entre leurs fibrés tangents.

Définition. Soit F': M — N une application différentiable. On définit le prolongement
(ou différentielle) de F' comme I'application différentiable :

dF: TM — TN
(p, Xp) = (F(p),dFy(X,))

Il est clair que ® est le prolongement de I'application de carte ¢ : & = dp. Le prolon-
gement vérifie de plus les propriétés suivantes
— Le diagramme ci-dessous est commutatif :

™ TN
rl I
M 5N
c’est-a-dire Fomr =modF.
— La restriction de dF aux fibres est linéaire car dF oy = dF,.
~SiF: M —WetG: W — N sont des applications différentiables, alors d(Go F') =

dG o dF.
— Si F': M — N est un difféomorphisme, alors le prolongement dF : TM — TN est
un difféomorphisme également et (dF)~! = d(F~1).
La preuve des deux dernieres propriétés est laissée en exercice : il s’agit essentiellement
de passer dans des cartes et d’utiliser la preuve du théoreme 3.1.
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3.2 Champs de vecteurs

Considérons une variété M de dimension n.

Définition. Un champ de vecteurs différentiable (ou champ de vecteurs) sur M est une
application différentiable X : M — T'M qui, a un point p € M, associe un couple formé
de p et d'un vecteur tangent a M en p : X(p) = (p, X,). Autrement dit, 7 o X =idy,.

On notera X'(M) I’ensemble de tous les champs de vecteurs sur M.

De méme qu’un vecteur tangent en p définit une dérivation sur ’ensemble des germes
C*°(p), un champ de vecteur définit une dérivation sur I’ensemble C'*°(M) des fonctions
de M dans R de classe C*°. En effet 'application

C*(M) — C>®(M)
g = X-g,tq. X -g(p)=X,-g

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la regle de Leibniz. L’ensemble
X (M) s’identifiera donc avec I'espace vectoriel de dimension infinie des dérivations sur

(M),

Ezemple (Champs de vecteurs sur R™). En utilisant la base naturelle de T, R"™, tout champ
de vecteurs sur R" s’écrit comme

X(z) = (x ixi(x)aii ym), (3.1)

ol X' est une fonction différentiable de R™ dans R. En particulier, pour i = 1,....,n,
I’application

J 0

2 ()

est un champ de vecteur sur R". Bien entendu, en tant que dérivation, ce champ est tout
simplement la dérivée partielle par rapport a z°, c’est-a-dire I'application g + ggfi. On
pourra donc réécrire le champ de vecteur X donné en (3.1) comme la dérivation

0 0 "0

Enfin un champ de vecteurs sur R™ peut aussi étre considéré comme une application
de R™ — R™ en lidentifiant & z — (X*(z),..., X"(z)).

Considérons maintenant une carte (U, ) de M, avec p = (x!',... 2"). Sur le domaine
U de la carte, tout champ de vecteurs X sur M s’écrit

X pelm (p,Xn:Xi(p) 0 \p), (3.2)

%
i=1 Oz
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ot X' =X 2" € C®(M).
En particulier, comme U est lui-méme une variété, Papplication de U sur 7~ 1(U) :
a M
ox’

0 0
—dp oL oy pis ( Z ) e T, M =T,U
définit un champ de vecteurs sur U. On 'appelle champ de coordonnées.

En utilisant les champs de coordonnées, le champ X donné par (3.2) s’écrit également,
en tant que dérivation sur C*°(M),

Définissons le champ X lu dans la carte ¢ comme le champ de vecteur sur o(U) C R"

0 0
X?(x) =dpo X oy (zx) = Xl(l’)% +eeet X"(x)axn.
Considérons alors d’autres coordonnées locales 1 = (y',...,y"), dans lesquelles le champ
X se lit
X¥y) = VW) 4 Y (1)
oyt oy"

Alors, en notant y(x) = 1 o o~ (), on obtient la formule suivante pour le changement
de coordonnées :

Yi(y) = X2 y;(pov ) (y).

Ezemple. Champ de gravité d'un objet de masse m : la variété est ici M = R3\{0} et le
champ de vecteurs est

o r = /(21)% + (22)% + (23)2%

Comment trouver d’autres champs de vecteurs? Une premiere possibilité est de res-
treindre les champs de vecteurs sur R” aux sous-variétés de R™. Le résultat suivant indique
sous quelle condition une telle restriction est possible.

Lemme 3.2. Soient N une sous-variété de M et X un champ de vecteurs sur M tel que,

Vpe N, X(p) € T,N.

Alors la restriction X|y de X a N est un champ de vecteurs sur N.
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Preuve. La restriction X|y :p € N — X(p) € T,N est une application de N dans T'N.
Il suffit donc de montrer qu’elle est différentiable.

Comme N est une sous-variété de M, on peut choisir des cartes (U, ¢) sur M (dim M =
n) et (V,¢) sur N (dim N = k) telles que V. =UNN, (V) = o(U)NR* et ) = wo |y,
oll @ est la projection canonique de R” sur RF.

On obtient alors une carte (7= 1(U), dp) sur TM et une carte (7= 1(V),dy) sur TN,
telles que 7 (V) C a=1(U) et dp = dwodp|,—1(y. Notons dp = (z',..., 2", a',... a").
Un couple (p,Y),) appartient a 7~ (V) si et seulement si

do(p,Y,) = (z',...,2%,0,...,0,a",...,0%,0,...,0),

et dans ce cas dip(p,Y,) = (zt,... 2% ol ... aP).
Ainsi, si dp(X) = (z,a!(z),...,a™(x)) sont les composantes du champ de vecteurs
X, ona o (x)=---=a"(z) =0 pour tout z € R* x {0}, puisque p = p~(z) € N et

X(p) € T,N. Ceci implique que X |y a pour coordonnées
dp(X|n) = (2. 2% al(x), ..., o ()

et est différentiable puisque les o' le sont. n

Ezercice 3.1. On définit des champs de vecteurs sur R* :
0
X = 2*— -+ =+ -2"—
x
Y = 2°— -0 +rv =+
Z = -0 ——+1" -1 ——+x

Montrer que leurs restrictions & S® sont des champs de vecteurs sur S® dont les valeurs
en tout point forment une base orthonormée de I'espace tangent.

Remarque. 11 est rare en général qu’il existe une famille de champs de vecteurs sur une
variété dont les valeurs en tout point forment une base de l'espace tangent. Une variété
possédant cette propriété est dite parallélisable. Les seules spheres parallélisables sont S*,
S3 et S7. Aucune sphere de dimension paire ne peut 1’étre puisque tout champ de vecteurs
s’y annule au moins une fois (“on ne peut pas peigner la spheére”). En revanche tout ouvert
de carte est parallélisable (avec les champs de coordonnées). Notons enfin qu'une variété
est parallélisable si et seulement si son fibré tangent admet une trivialisation.

On peut enfin se demander si il est possible de “transporter” un champ de vecteurs :
étant donnée une application différentiable F': M — N et un champ de vecteurs X sur
M, existe-t-il un champ de vecteurs sur N dont les valeurs soient les images de celles de
X par dF'?

En général la réponse est non (prendre par exemple M = R* N = R, F' = la projection
sur la premiere coordonnée et X (z) = (22,0)). Ce n’est possible que dans certains cas,
en particulier quand F' est un difféomorphisme.
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Définition. Soient F': M — N un difféomorphisme et X un champ de vecteurs sur M.
Alors le transport de X par F', noté F, X, est le champ de vecteurs sur N défini par

FEX=dF(X)oF™' ou F.X(q) = dFp-15(X(F ' (q))).

Ezemple. Les champs de coordonnées s’écrivent

GM_ ., 0
ozt - ¥ “Oxt

3.3 Equations différentielles

Nous allons maintenant étudier le mouvement sur une variété.

Définition. On appelle équation différentielle sur la variété M une équation de la forme
q¢=X(q), qeM,
ou X est un champ de vecteurs sur M.

La donnée d’une équation différentielle est ainsi équivalente a celle du champ de
vecteurs X. Une solution de I’équation différentielle, c’est-a-dire une courbe intégrale du
champ X, est une courbe ¢(t) € M, définie sur un intervalle J C R, telle que

de

%(t) = X(c(t)), Vte

Comme pour les équations différentielles dans les espaces vectoriels normés (voir le
cours AO102), nous allons avoir des résultats d’existence et d’unicité pour les solutions
et une dépendance différentiable par rapport aux conditions initiales.

Théoreme 3.3 (Existence et unicité des solutions). Soit ¢ = X(q), ¢ € M, une équation
différentielle sur M. Pour tout point p € M, si n > 0 est suffisamment petit il existe
une unique courbe intégrale c,(t) de X, définie pourt €] —n,n|, satisfaisant la condition
initiale c,(0) = p.

Preuve. Le résultat est local : il suffit donc de le prouver dans une carte, c¢’est-a-dire
dans un ouvert de R™. C’est alors un résultat classique (voir le cours AO102 [3]). "

Dans la suite, nous parlerons de la courbe intégrale de X issue de p : il s’agit de la
solution ¢,(t) pour laquelle I'intervalle de définition Ja,b[ D] — n,n[ est maximal.

Mentionnons ici une conséquence du théoreme d’existence et d’unicité qui sera utile
pour les sous-variétés.
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Corollaire 3.4. Soient ¢ = X(q) une équation différentielle sur M et N C M une
sous-variété de M tels que, pour tout ¢ € N, X(q) € T,N. Alors la courbe intégrale de
X issue d’un point p € N est incluse dans N pour t suffisamment petit.

Preuve. D’apres le lemme 3.2, la restriction X |y est un champ de vecteurs sur N.
L’équation différentielle ¢ = X|n(¢), ¢ € N, a donc une solution ¢,(t) C N pour p € N
et ¢ suffisamment petit.

Or cette courbe est aussi solution de I’équation différentielle ¢ = X (q) sur M, pour la
condition initiale p. Le théoreme d’unicité montre que c’est bien une courbe intégrale de
X. L

Théoréme 3.5 (Dépendance par rapport aux conditions initiales). La solution d’une
équation différentielle ¢ = X(q) sur M dépend de facon différentiable de la condition
initiale : pour tout p € M, il existe un voisinage U, C M de p et un intervalle I = {|t| <
ept tels que Uapplication

¢o: IxU, = M
(t,q) = o(t,q) = cq(t)

est différentiable, ainsi que p — €.

Preuve. Comme pour le théoreme 3.3, il suffit de se restreindre a une carte et d’utiliser
les résultats sur R". u

3.4 Flots et groupes de difféomorphismes

Etant donné un point p € M, on peut définir pour chaque ¢t € I une application

o U, — M
q = ¢ulq) =d(t,q).

Il résulte des deux précédents théoremes que pour chaque t l'application ¢; est un
difféomorphisme sur U, autrement dit un difféomorphisme local sur M. La famille de ces
difféomorphismes locaux ¢; est appelée le flot de X.

Remarque. 11 est parfois pratique de se représenter X comme le champ de vitesse d’un
fluide se déplacant sur M. Le flot transporte alors une particule de liquide de la position
q au temps 0 a la position ¢;(q) au temps ¢.

Par définition de ¢, et donc de ¢, le flot peut également étre caractérisé comme la
famille de difféomorphismes locaux solution de

0 :
X —Xog, w=id

Cette caractérisation permet de montrer que les flots se transportent par conjugaison.
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Lemme 3.6. Soient F' : M — N un difféomorphisme et X un champ de vecteurs sur M,
de flot ¢;. Le flot du transport F,X de X par F est F o ¢, 0 F~Y, c’est-a-dire le conjugué
du flot de X.

Preuve. Posons ¢, = F o ¢, o F~'. Comme ¢, = idy, il suffit de vérifier que

0%

ET F.X o ¢;.

Avec les notations du théoreme 3.5, ¢}(q) = F o ¢(t, F~1(q)), et la dérivée partielle par

rapport a t s’écrit

0,
ot

@) = aro 2 r(g)

= dF o X o¢,0F1q))
= dFoXoF 'oFop,0F Yq) =FXod¢q).

Le flot forme un groupe local a un parametre de difféomorphismes de M. Un tel groupe
est défini par les propriétés suivantes :

(i) ¢ est un difféomorphisme local Vt € I ;
(ii) t +— ¢y est différentiable ;
(iii) ¢ = id;
(iv) ¢y 0 s = s 0 Py = Gprs, Vt, 5,1+ s € .

Pour le flot, les trois premieres propriétés viennent des théoremes 3.3 et 3.5. Pour
la quatriéme, on remarque que c(t) = ¢u5(q) et () = ¢¢(¢s(q)) sont solutions de la
méme équation différentielle avec la condition initiale ¢(0) = ¢/(0) = ¢4(q), ce qui montre
I’égalité. Résumons ceci dans une proposition.

Proposition 3.7. Tout champ de vecteurs sur M engendre un groupe local a un paramétre
de difféeomorphismes sur M.

Champs de vecteurs complets.

Définition. Un champ de vecteurs X sur M est complet si, pour tout p € M, la courbe
intégrale de X issue de p est définie pour tout ¢ € R.

Remarque. Méme dans R tous les champs ne sont pas complets. Par exemple X (x)
r € R est complet mais X (z) = 2% ne l'est pas (la solution est de la forme z(t) =

—= [L"
l—xl?l‘o)'
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Un champ de vecteurs complet engendre un flot constitué de difféomorphismes (glo-
baux) de M. Ce flot forme un groupe & un parametre de difféomorphismes sur M (défini
comme un groupe local par les propriétés (i)—(iv) dans lesquelles on remplace local par
global et I par R).

Dans la suite de ce cours nous ferons souvent I’hypothese de complétude pour simplifier
les résultats et les preuves. Il est généralement aisé de retrouver le résultat sans cette
hypothese. Il faut remarquer toutefois qu’en mécanique la plupart des champs de vecteurs
hamiltoniens ne sont pas complets. On peut également noter qu’il existe une condition
suffisante simple : si M est une variété compacte, tout champ sur M est complet.

On se pose maintenant la question de la réciproque de le proposition 3.7 : étant donné
un groupe a un parametre de difféomorphismes sur M, est-ce le flot d’'un champ de
vecteurs ?

Lemme 3.8. Tout groupe a un parametre de difféomorphismes ¢, sur M est le flot d’un
champ de vecteurs, appelé générateur infinitésimal du groupe et obtenu comme

09y
X = ot

Preuve. Notons ¢, les difféomorphismes de ce groupe. En tout point p € M, on définit
un vecteur tangent a M :
_ o

= 5 (p)

Comme la famille ¢, dépend de facon différentiable de t et de p (propriétés (i) et (ii) des
groupes a un parametre), p — X (p) définit bien un champ de vecteurs X sur M.

Montrons maintenant que le flot de X est ¢,. Comme ¢y = id (propriété (iii)), il suffit
de montrer que 2t = X o ¢,. Or, d’apres la propriété (iv),

ot
s () = 222 ) = 2 (6 (0n))

En choisissant s = 0 dans cette relation, on obtient

%)= 5 (5.(0) )

ce qui prouve le lemme. n

t=0

X(p)

e T,M.
t=0 P

= X(@(p));

s=!

Le tableau ci-dessous résume les relations entre les champs de vecteurs et les groupe
de difféomorphismes.

Champ de vecteurs =—> Groupe local a 1 parametre
=~  Groupe global a 1 parametre

Champ de vecteurs complet <= Groupe global a 1 parametre
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Ezxemples.
— Dans M = R? : soient a € R? et le groupe de translations & 1 parametre ¢ (z) =
T + ta.
Le générateur infinitésimal de ce groupe est X (x) = a, ou plus exactement
0 0 0
X(z) = a +a? +a®—.
(z) ox! Ox? Ox?

Inversement, considérons I’équation différentielle dans R?® : & = X () = a. La courbe
intégrale issue d’un point g est ¢;(xg) = xo + ta.
— Dans M = GLy(R), on considere les applications

Si(A) = (é i) A teR

L’ensemble de ces applications forme un groupe a un parametre de difféomorphismes
sur GLs(R) (le montrer). Le générateur infinitésimal de ce groupe est

JWA%=%@UWhﬂ=(gé>A

Inversement, ’équation différentielle sur G Ly(R)

; 01
A= (5 o)

est linéaire et a donc pour solution issue de Ay :

Aft) = exp [1 (8 é) 40 = ((1) i) Ao.

— Plus généralement, si M = R™ (ou un ouvert de R™) et si le champ de vecteurs X est
linéaire, c’est-a-dire X (z) = Az, alors X est complet et son flot est ¢;(x) = exp(tA)x
(voir le cours AO102 [3]).
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Chapitre 4

Familles de champs de vecteurs

Nous avons vu que, pour un systeme dynamique, c’est-a-dire un systeme dont la loi
d’évolution ou dynamique est donnée par une équation différentielle, le futur ¢(t, p), t > 0,
est completement déterminé par 1'état présent p = ¢(0, p).

Nous allons maintenant étudier des systemes dont la dynamique est certes contrainte,
mais possede un certain nombre de degrés de libertés. Comme nous l’avons fait jusqu’a
maintenant, nous considérons que ’espace des configurations est une variété M et nous
supposons qu’a partir de chaque configuration, le systeme peut suivre un certain nombre
de directions de I'espace tangent. Ces directions peuvent étre vues comme les valeurs d’une
famille de champs de vecteurs (en supposant bien entendu qu’elles soient suffisamment
régulieres) ou, en introduisant une paramétrisation de cette famille, comme un systéme
commandé.

4.1 Systemes commandés
Soit M une variété différentiable de dimension n.

Définition. Un systeme commandé est une famille d’équations différentielles
¢=Xulq), a€M, uel, (4.1)

ol
— lensemble de commande U est un sous-ensemble (quelconque) de R™; m est donc
la taille de la commande u, ou encore le nombre de commandes scalaires u; ;
— les X, forment une famille de champs de vecteurs sur M paramétrés par u; au-
trement dit, on a une application X : M x U — T'M telle que, pour v € U fixé,
Xu(q) = X(q,u) est un champ de vecteurs sur M.

On peut également représenter un systeme commandé sans faire apparaitre explicite-
ment les commandes, en insistant au contraire sur la famille de champs de vecteurs. Pour
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cela, on définit la famille 7 de champs de vecteurs associée au systeme commandé
F={X,, ueU}.

Le systeme commandé s’écrit alors ¢ € F. Il est important de noter que cette notation
ici est strictement équivalente a I’équation (4.1). Elle sera cependant plus pratique pour
énoncer un certain nombre de résultats et elle peut de plus prendre un sens plus général
(voir § 4.3).

Ezemple (La voiture (modele simplifié)). Nous prenons comme exemple type tout au long
de ce cours un modele simplifié de la voiture. Dans ce modele, la voiture est constituée d’un
seul essieu se déplacant dans le plan. Une configuration est donnée par les coordonnées
planaires (z!,2?) du milieu de l'essieu et par 'angle 6 que fait la voiture avec 'axe 0.
L’espace des configurations est donc la variété tridimensionnelle M = R? x S*.

Les deux commandes sont la vitesse tangentielle u' et la vitesse angulaire u?. Nous
supposerons pour 'instant que I'ensemble de commande est R? tout entier (nous verrons
au chapitre 5 d’autres possibilités pour U).

Le systeme commandé prend alors la forme

q:Xu(Q) :U1X1+U2X2, q= (I‘ayae) GMa u:(ul,uz) GRQ?

ou X; et Xs, qui correspondent respectivement aux déplacements rectilignes et aux rota-
tions sur place, sont donnés en coordonnées par

0 0 0
X = cos— +sinf—, X = —.
1(a) Ox! Ox? 2(4) 00
La famille de champs de vecteurs associée a ce systeme commandé est I’ensemble des com-
binaisons linéaires a coefficients constants de X; et Xo, c’est-a-dire F = Vect{ Xy, Xs}.

On appellera loi de commande une fonction u(t) : J C R — U. Dans ce cours nous
nous limiterons aux lois de commande constantes par morceaux : nous obtiendrons ainsi
une bonne formulation géométrique tout en évitant des considérations techniques délicates
sur les mesures.

Une trajectoire du systeme commandé est une solution de la famille d’équations
différentielles (4.1), c’est-a-dire une courbe ¢(t) dans M, définie sur un intervalle J C R,
pour laquelle il existe une loi de commande wu(t), t € J, constante par morceaux et telle
que ;

T1) = X (el1),
pour tout ¢ € J excepté aux points de discontinuité de wu(t).

On peut écrire une trajectoire du systeme en fonction des flots des champs de vecteurs
X,. En effet, soient p un point de M et u(t), t € [0, 7], une loi de commande constante
par morceaux, caractérisée par ses points de discontinuité 0 < ¢t; < --- < t;, < T et sa
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valeur u; € U sur chacun des intervalles |t;,t;11],7 =0,...,s (on pose tg = 0 et 441 =T).
Quand elle existe (probleme de complétude), la trajectoire issue de p et correspondant &
la loi de commande u(t) est donnée par

c(t) = ¢y, 09 h 0o by (p), pourt € [t tiy],
ou ¢ désigne le flot du champ de vecteurs X,,,.

Dans ce cours nous nous intéresserons essentiellement au probleme de ’atteignabilité :
quelle est la structure de I'ensemble des configurations atteignables a partir d’une confi-
guration donnée? L’écriture des trajectoire en fonction des flots permet de bien définir
cet ensemble.

Définition. Pour un systeme commandé ¢ = X,,(q), u € U, sur M, ’ensemble atteignable
a partir d’un point p € M, noté A, (ou A,(F)), est 'ensemble des points pouvant étre
atteints par une trajectoire issue de p, c¢’est-a-dire

A, ={¢ 009/ (p) | t; >0, u; €U, ke N}.

Essayons de comprendre quelle est la nature de cet ensemble.

Considérons d’abord le cas ou ’ensemble U ne contient qu'une commande : le systeme
se réduit alors a une équation différentielle et ’ensemble atteignable a partir de p est la
demi-trajectoire {¢(p),t > 0}. Ainsi A, est contenu dans une variété de dimension 1
(voir § 4.3).

Prenons ensuite le cas o la commande ne peut prendre que deux valeurs, U = {1, 2}.
On a alors

A, = {Qﬁ%oqﬁ%%ﬂ o...o(ﬁiOgﬁ;(p) | t; >0, keN}.

La commutativité des flots ¢} et ¢? va alors jouer un role essentiel.

Supposons en effet que ces flots commutent, ce qui s’écrit ¢} o p? = ¢? o ¢} pour tous
t, s. Dans lexpression de A,, on peut alors regrouper tous les flots ¢* d’un coté et tous
les flots ¢? de l'autre, ce qui donne

Ay ={di00,(p) [ 1,5 > 0}.

Dans ce cas I'ensemble atteignable est donc un morceau de variété de dimension 2.

Que se passe-t-il quand les flots ne commutent pas (ce qui est généralement le cas) ?
A-t-on encore un résultat du type “k valeurs pour la commande = 4, inclus dans une
variété de dimension k 7 ? Evidemment non, comme le montre I'exemple suivant.

Ezemple. Reprenons 'exemple de la voiture. Le systeme commandé est donné ici par
deux champs de vecteurs sur la variété tridimensionnelle M = R? x S*. Il est cependant
clair que I'on peut joindre toute paire de points de M en alternant les flots de X; et de
X5 (on peut s’en convaincre sur un dessin). En particulier A, = M pour tout point p.
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Ceci est possible parce que les flots de X; et de X5 ne commutent pas. On peut en
effet montrer que ¢} 0 @? # ¢? 0@} en calculant directement la composée ¢? , 0 ¢!, 0?0 ¢},
par exemple a partir de 0 :

o o7 oL,
0 —> (£,0,0) — (¢,0,t) —> (t(1 — cost), —tsint,t)
#?,

— (t(1 — cost), —tsint,0) = ~(t).

Cette courbe 7(t) est bien différente de 0, ce qui montre la non commutativité des flots.
On constate de plus que, pour t petit,

v(t) = (0, —t2,0) + o(t?).

Ainsi le vecteur tangent ¢(0) & la courbe c(t) = y(\/t), t > 0, est la direction transverse
au plan engendré par X;(0), X5(0).

Pour pouvoir continuer 1’étude des ensembles atteignables, il est nécessaire de ca-
ractériser la commutation des flots. C’est ce que nous allons faire dans la section suivante.
L’objectif est de faire cette caractérisation a partir des champs de vecteurs, sans avoir a
calculer les flots. C’est un des principes essentiels de I'étude des équations différentielles et
des systemes commandés (voir le cours AO102) : il faut caractériser le comportement des
solutions a partir des équations elles-mémes, c’est-a-dire a partir des champs de vecteurs
qui les constituent, sans calculer les solutions (ce que I’on ne sait généralement pas faire).

4.2 Crochets et algebre de Lie

Rappelons (§ 3.2) qu'un champ de vecteurs X € X (M) peut étre considéré comme
une dérivation sur l'ensemble C*°(M) des fonctions a valeurs réelles sur M :

X: C®°M) — C®(M)
g — X -g.
On définit alors le produit de deux champs de vecteurs X et Y comme 'opérateur

XY : C®(M) — C®(M)
g = (XY)g=X-(Y-g).

Cet opérateur n’est pas une dérivation, XY n’est donc pas un champ de vecteurs. En
effet, il ne vérifie pas la regle de Leibniz :

XY -(fg) = X-(fY-g+gY-f)
= fXY g+ gXY - f+(X- /)Y -g)+(X-g)(YV-f). (4.2)

[\

Vv
termes en trop

Il s’agit en fait d’un opérateur du second ordre.
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Exemple. Dans R", avec X = % et Y =25, ona XY . g= &g

D2 Oxlox?"
Il est cependant possible de définir un champ de vecteurs a partir du produit.

Définition. Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X,Y € X (M) est le champ
de vecteurs
X,Y]= XY - YX.

Pour que cette définition soit correcte il faut montrer que XY — Y X est bien un
champ de vecteurs, c¢’est-a~dire une dérivation sur C*°(M). Or la linéarité est évidente et
la reégle de Leibniz se déduit du calcul (4.2) :

(X, Y]-(fg) = XY -(fg) -YX-(fg)
= FXY g4t gXY f—fYX-g—gVX-f
= f[X,Y]-g+g[X,Y]-f.

En coordonnées locales, un champ de vecteurs étant donné sous la forme X (z) =

S X () 8‘21., les composantes du crochet de Lie [X, Y](z) sont

X V(@) = 3 (W@ T ) = V@) T (@) = X ¥ (a) - ¥ - X(a)

j=1

Matriciellement, en notant JX (x) = (%(as)) la matrice jacobienne du vecteur des com-
posantes de X, on obtient

(X, Y] () X' (x) Y(x)
: = JY (x) : —JX() |
(X, Y] (x) X"(z) Y"(z)
Ezemples.
- SiX =2 etY =2 alors [X,Y] = 0. Plus généralement si X et Y sont constants
dans un systéme de coordonnées, c’est-a-dire X'(x), ..., X"(z) et Y(x), ..., Y"(x)

tous constants, alors [ X, Y] = 0 sur le domaine des coordonnées.
— Dans R", considérons des champs de vecteurs linéaires, c’est-a-dire que, dans la
base des %, ils s’écrivent matriciellement comme

X(z)=AzetY(z)=Bzx, z€R"

A et B étant des matrices (n x n) a coefficients constants. Le crochet de Lie de ces
champs s’écrit alors

(X, Y](x) = JY (2)X(z) = JX(2)Y(x) = (BA — AB)x.

Autrement dit le crochet de Lie s’écrit en fonction du commutateur BA — AB des
matrices A et B.
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Ezercice 4.1. Calculer [ X7, X5] pour les champs de vecteurs X; et X, du systeme com-
mandé correspondant a la voiture. Comparer la valeur [X;, X5](0) avec le vecteur tangent
a la courbe c(t) = y(\/t) définie page 42.

Comme nous venons de le voir pour la voiture, le commutateur des flots peut étre
relié au crochet de Lie des champs de vecteurs correspondants.

Proposition 4.1. Soient X1, Xy des champs de vecteurs sur M de flots respectifs ¢, ¢>
et p un point de M. On considére la courbe

v(t) = ¢2—t © ¢1—t © ¢§ © Qﬁ (p)

pour t suffisamment petit.
Alors, dans des coordonnées locales ¢ = (x',...,2™) centrées en p,

V4 (t) = £[X01, Xo](p) + o(t?),
ot l'on a identifié le champ [X1, X5|%? sur R™ avec le vecteur de ses coordonnées.

Preuve. Pour t suffisamment petit, on peut se placer dans un systeme local de coor-
données centré en p (c’est-a-dire que p a pour coordonnées 0), et on identifie vecteurs
tangents et champs de vecteurs aux vecteurs colonnes de leurs composantes. On va faire
un développement limité de +(¢) et montrer que

v(t) = £2[X1, Xo](p) + o(t?),

ce qui prouvera la proposition.
Nous commencons par calculer

& 0 61 (7(8)) = 67 © &y (p) — &, © &/ (p)-
Remarquons tout d’abord que, si ¢; désigne le flot d'un champ de vecteurs X,

g, £ o,

ole) =zt @)+ 5 @)

— X (2) + %JX(:B)X(ZB) +o(82).

o)

En choisissant ¢ = ¢! et x = 0 puis ¢ = ¢* et x = ¢}(p), on obtient

¢; o ¢i(p) = tXl(p)vLngl(p)Xl(p)+t(Xz(p)+tJXz(p)X1(p))+

LX) Xalo) + o)
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On peut faire le méme calcul en échangeant les roles de X7 et de X5, ce qui nous conduit
a

@70 (p) — ¢y odi(p) = (I Xa(p)Xi(p) — JXi(p)Xa(p)) + oft?)
= £*[X1, Xa](p) + o(t?),
et finalement

() = ¢, 00, (47 0 &y (p) — ¢ 0 ¢} (p))
= ?[X1, Xo)(p) + o(t?).

Cette proposition met en évidence le lien entre le crochet et la non-commutation des
flots (ce qui est le but de cette section!). Nous avons en fait la caractérisation suivante,
dont la preuve est donnée un peu plus loin page 47.

Lemme 4.2. Deuz champs de vecteurs X1, Xy sur M satisfont [X1, Xa] = 0 si et seule-
ment si leurs flots ¢}, ¢* commutent pour tous t,s suffisamment petits.

Une autre propriété importante du crochet de Lie est qu’il est préservé par transport
par un difféomorphisme.

Lemme 4.3. Soient F': M — N un difféomorphismes entre variétés et X, Y des champs
de vecteurs sur M. Alors
F.X,)Y] =[F.X, F.Y].

Preuve. Rappelons que, en tant que dérivation, le champ F, X s’écrit

F.X: C®(N) — C®(N)
g — X -(goF)oF L

Le transport par F' du crochet [X, Y] vérifie donc
FIX,Y]-g = [X,Y]-(goF)oF™!, VgeC®(N)
_ (X- (V- (goF))-Y (X-(goF))) o F~', VYge C®(N).

OrY -(goF) est égal a F.Y o F' (de méme avec X). L’égalité ci-dessus devient donc,
pour toute fonction g € C*°(N),

F[X,Y]-g = FX-(FY -g)—EY - (F.X g)=[FX,FY] g,

ce qui montre que les champs de vecteurs F,[X,Y] et [F.X, F.Y]| sont égaux. L]
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Dérivées de Lie. Le crochet de Lie est un cas particulier d’'une notion plus générale,
la dérivée de Lie. Cette notion prolonge celle de dérivée directionnelle.

Définition. Soient g € C°°(M) une fonction et X € X (M) un champ de vecteurs sur
M, de flot ¢;. La dérivée de Lie de g par rapport a X, notée Lxg, est la fonction sur M
dont la valeur en un point p est

Lxg(p) = liml(g (¢¢(p)) — 9(p)).

t—0 t

Cette dérivée de Lie Lyg n’est en fait rien d’autre que I'action de l'opérateur de
dérivation X sur g,
Lxg=X-g.

En effet, par définition,

Lxg(p) = %(9 o ¢:(p)) ’t:O'

Comme le vecteur tangent en 0 de la courbe ¢(t) = ¢(p) est X(p) = X, il résulte des
propositions 2.3 et 2.4 que Lxg(p) = X, - g

On peut de la méme fagon définir la dérivée de Lie d'un champ de vecteurs Y. L’idée
ici est de comparer les valeurs de Y le long du flot ¢, de X avec la valeur en p. Cette
comparaison ne pouvant se faire qu’entre des objets appartenant au méme espace vecto-
riel, on utilise la différentielle du flot pour ramener les valeurs Y (¢;(p)) dans 7,M. D’ou
la définition suivante.

Définition. Soient X, Y € X(M) des champs de vecteurs sur M et ¢, le flot de X. La
dérivée de Lie de'Y par rapport a X, notée LxY, est le champ de vecteurs sur M dont
la valeur en un point p est

o (Y(60) ~ Y ()] = (607 ) )]y

LY () =

Remarque. On peut aussi écrire LxY (p) comme :

LxY (p) = lim % [V (p) = do (Y (0—e(p)))] = —%(%Y) )] -

t—0

La dérivée de Lie coincide avec le crochet de Lie de X et Y.
Lemme 4.4. Pour tous X,Y € X(M), LxY = [X,Y].

Preuve. Faisons au préalable la remarque suivante, qui généralise le lemme d’Hadamard
(lemme 2.1) :
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sig:]—e,e[xM — R est une fonction différentiable satisfaisant ¢(0,p) = 0 pour tout
p € M, il existe une fonction différentiable h :| — e, e[ x M — R telle que

olt.p) = th(t,p) ot 59(0.p) = h(0.p).

I1 suffit en effet de poser
1ag
h(t,p) = —(st, p)ds.
(t,p) /0 5 (5L p)ds

Venons-en a la preuve du lemme. Considérons g € C*°(M). D’apres la remarque
précédente, il existe une fonction h(t, x) telle que

godi(g) = gla) + thit.g) ot h(0,q) = 2920 )

5 =—X-g(q).

t=0

Ainsi,

do—(Y(0e(p)) -9 = Y -(900-4)(0e(p)) =Y - g(du(p)) +tY - h(t, du(p)),

et
LxY(p) g = lm [0 (Y(6.(p) ~ Y ()] -
= 11_{% i [Y g(@(p)) -Y. g(p)} + P_{%Y “h(t, ¢:(p))

Remarque. Comme nous 'avons vu dans la preuve précédente, la valeur en un point de
la dérivée de Lie d’une fonction peut étre représentée, selon le contexte, par I'une des
notations suivantes : Lxg(p), X - g(p), X(p)-g ou X, -g. Ces notations sont bien entendu
toutes équivalentes mais mettent 'accent sur des propriétés différentes de ’expression.

L’interprétation du crochet de Lie comme une dérivée de Lie permet de prouver le
lemme de la page 45 sur la commutation des flots.

Preuve (du lemme 4.2). Soient X;, Xy € X (M) et ¢}, ¢? leurs flots respectifs. Ces deux
flots commutent si et seulement si, pour tous t, s suffisamment petits,

PLy 0 dF 0 ¢y = ¢}

Posons 0, = ¢!, 0 $? o ¢}. Cest un groupe local & un parametre de difféomorphismes. 11
existe donc localement un champ Z; générateur infinitésimal de ce groupe :

00, 0

_ _ 91 2 1
2 = 0s 5:0_8s(¢_to¢5) szoo¢t

= dol, 0 Xpody = ¢, Xo.
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Ainsi les flots commutent si et seulement si ce champ Z; est indépendant de t, ¢’est-a-dire
Zt = Zg = XQ. Or

d d d
—Zy = E(@bit*X?) = %(gbl—t—s*XQ)

dt
d

— dol,, (0L, %)

¢—t*ds( —Sx 2)3

S=

- dqs];t*LXlXQ?
0

ce qui implique que Z; est indépendant de t si et seulement si Ly, Xo = [X;, X5] =0. =

Algebres de Lie. On a déja vu que 'ensemble X' (M) des champs de vecteurs sur M
est un espace vectoriel pour I’addition point par point :

(aX 4+ B8Y)(q) = aX(q) + Y (q), Vg€ M, Vo, € R.

En fait X' (M), muni de cette addition et de la loi interne (ou produit) défini par le crochet
de Lie est une algebre! sur R.

De plus le crochet de Lie satisfait les deux propriétés suivantes :

(a) Panti-symétrie : [X,Y] = —[Y, X],

(b) l'identité de Jacobi : [X,[Y, Z]] + [Z,[X, Y]] + [V, [Z, X]] = 0.
Toute algebre sur R dont la loi interne satisfait ces deux propriétés est appelée une algebre
de Lie. Ainsi X(M) est une algebre de Lie.

Ezercice 4.2. Vérifier que M,,(R) muni de la loi interne [A, B] = BA— AB est une algebre
de Lie.

Une sous-algébre de Lie de X (M) est un sous-espace vectoriel de X (M) qui est stable
par le crochet de Lie. C’est donc également une algebre de Lie. En particulier, si F une
famille de champs de vecteurs sur M, on appelle (sous-)algébre de Lie engendrée par F,
notée Lie(F), le plus petit sous-espace vectoriel S de X'(M) qui contient F et qui est
stable par le crochet de Lie, ¢’est-a-dire [X,Y] € S pour tout X,Y € S.

Prenons par exemple une famille a deux éléments, F = {X;, X5}. Les champs X; et
X, appartiennent a Lie( X, X5), donc leur crochet [ X, X5| aussi, ainsi que leurs crochets
avec le crochet [ X1, [X7, X5]], [Xa, [X1, X3]], etc. .. et finalement

Veet{[Xi,, [Xip, .-, [Xip 1, Xi] .- )]s k> 1, i; =1 ou 2} C Lie(Xy, X»)

k—17
(la relation de Jacobi permet de montrer que 'on a en fait égalité entre ces deux espaces).

Il est clair qu’en général Lie(F) est un sous-espace vectoriel de X' (M) de dimension
infinie, méme si F ne contient que deux champs. En revanche si F ne contient qu’un

élément, F = {X}, alors Lie(X) = Vect{ X'} car [X, X]| = 0.

1. Rappelons qu’une algebre sur R est un R-espace vectoriel £ muni d’une application bilinéaire de
ExE—E.



4.3 Orbite d'une famille de champs de vecteurs 49

En un point p € M, on note
Lie,(F) = {X(p), X € Lie(F)}.

C’est un sous-espace vectoriel de 1'espace tangent 7, M, c’est donc un espace vectoriel de
dimension finie.

Ezemples.
— Soit F = {X;, X5} sur M =R?, avec X; = a 2
Lie est [ X7, Xo] = a 2 et tous 1es autres crochets sont nuls Ains

0
Ort’ 9%’ 81’2}
est de dimension 3 et, pour tout z € R?, Lie, (X, X5) = T,R? est de dimension 2.
— Prenons la méme famille que dans I'exemple précédent avec X; = %, Xy = % +

f(ah)32%, on f(t) = e~ /¥ Cette fonction f est de classe C™ et toutes ses dérivées
sont nulles en 0. En calculant les crochets successifs, on obtient

. d L 0
Lie(X1, X5) :Vect{%,f( ) (! )(9 ~.k >0},
qui est de dimension infinie. En revanche, si z' # 0, Lie, (X7, X3) = T,R? est de
dimension 2 alors que, si x! = 0, Lie,(F) =R 81 est de dimension 1.

Xy =5+ xlai Leur crochet de
nsi

Lie(X1, Xy) = Vect{

Exercice 4.3. Calculer Lie(X 1, Xz) dans les cas suivants :
- Xlz%ethz O 4t 8953 dans R?;
— X1:@etX2=8§2+( 252 0, dansIR3
— X; et X5 champs de vecteurs du systeme commandé de la voiture.

4.3 Orbite d’une famille de champs de vecteurs

Nous allons maintenant généraliser les notions de flot et de courbe intégrale d’un
champ de vecteurs et les définir pour des familles de champs de vecteurs. Ces notions
sont primordiales pour 1’étude de I’ensemble atteignable d’un systéeme commandé, comme
nous le verrons au chapitre 5.

Considérons donc une famille F de champs de vecteurs sur M. C’est un sous-ensemble,
a priori quelconque, de X' (M).

Remarque. Les champs de vecteurs de F, ainsi que tous les champs que nous rencon-
trerons dans cette section, seront supposés complets. Cette hypothese ne modifie pas
fondamentalement les résultats (ni les preuves) mais permet en revanche de simplifier
leur énoncé. Pour retrouver les résultats généraux, il faudra systématiquement remplacer
les définitions et résultats globaux utilisant les flots par les équivalents locaux et vérifier
que les preuves restent valables (ce sera toujours le cas).
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Définition. Le groupe de difféomorphismes engendré par F, noté G(F), est le groupe
engendré par les flots des éléments de F :

G(F) = {#xto- ool | i €R, Xi € F, keNY,

olt ¢ désigne le flot du champ de vecteurs X.

Définition. Soit p € M. L’orbite de F issue de p est ’ensemble
Orby(F) = {érk o+ 06 (0) | ti € R, X, € F, k €NY,
ou encore Orby(F) = {¢(p), ¢ € G(F)}.

Quand F = {X,, u € U} est la famille de champs associée a un systéme com-
mandé (4.1), Porbite Orb,(F) ressemble beaucoup & I'ensemble atteignable A,(F), avec
une différence importante : dans 'orbite, il est permis de se déplacer en avant et en
arriere dans chaque direction X,, € F alors que dans A,(F), seul le mouvement en avant
(c’est-a-dire pour un temps positif) est autorisé. On a donc A,(F) C Orb,(F).

Bien entendu les deux notions coincident si les champs — X, appartiennent aussi a F.

Proposition 4.5. Soit F la famille associée a un systeme commandé. Si F est une
famille symétrique, c’est-a-dire si

XeF=-XelF

lorbite de F et l'ensemble atteignable par le systéme commandé coincident pour tout

point p € M : Orb,(F) = A,(F).

Nous nous intéressons maintenant a la nature des orbites. Est-ce que ce sont des
sous-variétés de M 7 ou au moins des variétés ? Commencons par le cas le plus simple,
celui d’une famille a un élément X.

Dans ce cas, le groupe engendré par F est simplement le flot de X et l'orbite issue
d’un point p est la courbe intégrale de X issue de ce point p : Orb,(F) = {¢:(p),t € R}.
Cette orbite peut étre :

— soit réduite & un point : si X (p) = 0, Orb,(F) = {p};

— soit une sous-variété de M difféomorphe a St (si X(p) # 0 et ¢ — ¢;(p) n'est pas

injective) ;

— soit une sous-variété immergée de dimension 1 (si X(p) # 0 et t — ¢(p) est

injective) : en effet, dans ce cas Orb,(F) est 'image de I'application ¢ — ¢;(p), qui
est une immersion injective (car %(p) = X(¢i(p)) #0)
(la preuve de ces résultats est laissée en exercice). Dans les trois cas, Orb,(F) est une sous-
variété immergée. Est-ce une sous-variété ? En général non, comme le montre 'exemple
ci-dessous (rappelons qu'une sous-variété est I'image d’un plongement alors qu’une sous-
variété immergée est l'image d’une immersion injective, voir § 1.3).
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Exemple (Enroulements denses sur le tore). Sur le tore T2, représenté ici comme R?/Z?,
on considere le champ de vecteurs (donné dans les coordonnées locales induites par R?)

0 0

ou a et B sont des réels dont le rapport 8/« est irrationnel. L’orbite de X issue d'un
point quelconque xq s’écrit en coordonnées locales x'(t) = z} + at, 22(t) = 23 + [t ; cette
orbite est dense dans le tore. Il n’est donc pas possible que ce soit une sous-variété de T?.

Ainsi, pour une famille F quelconque, le meilleur résultat qu’on puisse espérer pour
les orbites est qu’elles soient des sous-variétés immergées (c’est déja beaucoup, puisque
¢a implique une structure de variété). C’est ce que nous allons montrer dans le reste de
cette section.

Théoréme 4.6 (Théoreme de l'orbite). Les orbites d’une famille F de champs de vecteurs
sur M sont des sous-variétés immergées connexes de M.
L’espace tangent a une orbite est

T,0rb,(F) = Vect {0, X(q) | X € F,p € G(F)}, pour g € Orb,(F).

Preuve. La preuve? de ce théoréme est longue et, parfois, difficile... On y développe
cependant des outils qui seront utiles par ailleurs, tout particulierement la construction
de coordonnées locales. Pour plus de clarté, nous allons présenter cette preuve en plusieurs
étapes.

Fixons un point p € M et son orbite Orb,(F). Pour ¢ € M, on désigne par 11, le
sous-espace vectoriel de T, M :

II, = Vect {¢.X(q) | X € F,p € G(F)}.

Voici le plan de la démonstration.

(i) Immersion locale Pour chaque point ¢ € Orb,(F), on construit une application
Gy :R™ — M, ou m = dimIl,, a valeurs dans Orb,(F), qui est une immersion sur
un voisinage U, C R™ de 0.

(ii) Topologie On munit Orb,(F) d’une topologie 7 dont la base est formée des Gy(U),
U C U, ouvert de R™.

(iii) Structure différentiable L’ensemble des cartes (Go(U),G,") forme un atlas et
définit donc une structure différentiable sur Orb,(F).

(iv) Variété connexe Orb,(F) est un espace topologique connexe, séparé et a base
dénombrable. Muni de la structure différentiable du (iii), il forme donc une variété
connexe, dont I'espace tangent en un point g est II,,.

(v) Sous-variété immergée L’inclusion i : Orb,(F) — M est une immersion, ce qui
fait de la variété Orb,(F) une sous-variété immergée de M.

Nous allons maintenant détailler ces différents points.

2. Il y a plusieurs fagons différentes de prouver le théoreme de 'orbite. La preuve que nous donnons
ici est, & peu de choses pres, celle établie par A. Agrachev et Y. Sachkov [1].
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(i) Immersion locale Commencons par montrer que II,, le candidat a I’espace tangent,
est de dimension constante sur une orbite.

Lemme 4.7. Pour tout g € Orb,(F), dimIl, = dimII,.

Preuve. Soit ¢ un point de Orb,(F). Il existe donc un difféomorphisme ¢ € G(F) tel
que ¢ = ¢ (p). Considérons d’autre part un élément ¢, X (p) de I'espace vectoriel IL,,.
Comme 1 est un difféomorphisme, di, : T, M — T,M est un isomorphisme et

Ay (0. X(p)) = dipodp(X)op o™ (q) = (o), X(q) €,

Ainsi diy,(I1,) C II,, ce qui implique que dim II,, < dimII,,.
Comme Orb,(F) = Orb,(F), on peut échanger les roles de p et de ¢ dans ce raison-
nement et donc dimII, = dimII,. u

Notons m = dimI1,,. Etant donné un point ¢ € Orb,(F), il est possible de choisir des
champs de vecteurs Y7, ...,Y,,, tous de la forme v, X, dont les valeurs en ¢ engendrent
I1,, c’est-a-dire

Vect(Y1(q), - .., Yi(q)) = 11,.

On considere alors "application

Gy R™ — M
(ti, ... tm) = @ o---0d; (q)

tm

olt ¢! est le flot du champ de vecteurs Y;.

Montrons d’abord que G, est une immersion locale autour de 0, c’est-a-dire que sa
différentielle en 0 est de rang m. Pour cela, on calcule I'image de la base canonique de
TR™ par la différentielle de G|, :

g, 0G,

57) = () =dep, o odgilL (V) o by o0 6y (g).

dth (

Comme chaque flot vérifie <bé =id et d(ﬁ% = Id, on obtient

oG,
t=0)=Y;(q).
(= 0) = Yila)
Les vecteurs tangents Yi(q),...,Y,,(q) étant linéairement indépendants, l’application

doGy : ToR™ — T, M est de rang m, donc injective. Il existe ainsi un voisinage U, C R™
de 0 sur lequel dG, est injective, ce qui implique que Gq‘Uq est une immersion. Autrement
dit, G,(U,) est une sous-variété de M de dimension m.

De plus cette sous-variété G,(U,) est incluse dans Orb,(F). En effet, chaque champ
Y; est de la forme ¢, X, avec X € F et 1) € G(F) et son flot ¢! = 1o ¢y 01p~! appartient
au groupe G(F). La composition de tels flots appartient également au groupe G(F) et,
pour tout ¢, Gy(t) € Orb,(F) = Orb,(F).
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On peut enfin déterminer 'espace tangent a la sous-variété G,(U,) de M. Nous allons
montrer pour cela que d;G,(T;R™) = Ilg, ) pour tout ¢ € U,.

Remarquons d’abord que, comme G,(t) € Orb,(F), il résulte du lemme 4.7 que 'es-
pace vectoriel Ilg, () est de dimension m, qui est également le rang de d;G|,. Il suffit donc
de montrer que, pour i = 1,...,m, dth(a%) € Ilg,@1). Or

0 , .
diGy(5-) = do) o---o d(bgfl(l/;) og; o ogy(q)

ot;
= dogy o--odgpf] (Vi) ool 09, od] o--0dy (q)
= Qs*Yi(Gq(t» € HGq(t)

puisque ¢ = ¢}" o---o¢it! appartient au groupe G(F). Ainsi,

Tq’Gq<Uq) = Hq’ Vq, € Gq(Uq)-

En résumé, nous avons montré que G,(U,) est une sous-variété de M qui est incluse
dans Orb,(F) et dont 'espace tangent en un point ¢’ est Il .

(ii) Topologie Rappelons d’abord quelques définitions. Une topologie sur un espace E
est un ensemble de parties de F, les ouverts, qui satisfont les trois propriétés suivantes :

— toute réunion d’ouverts est un ouvert ;

— toute intersection finie d’ouverts est un ouvert ;

— FE et () sont des ouverts.
Une base d’une topologie est une famille d’ouverts telle que tout ouvert de la topologie
est réunion d’éléments de la base. Une base est donc caractérisée par les deux propriétés
suivantes :

— l'intersection finie d’éléments de la base est égale a la réunion d’éléments de la base;

— FE et () sont inclus dans la réunion des éléments de la base.

Il nous faut donc montrer que les parties Gy(U), U C U, ouvert de R™, forment la
base d'une topologie de Orb,(F).

La deuxieme propriété d’une base est trivialement vérifiée : ) = G4(0) et Orb,(F) =
U 4€0b, (F) G4(U,). Pour établir la premiere propriété, il suffit de montrer que, pour tout

point ¢ appartenant a un élément G,(U), il existe un autre élément G4(U) inclus dans
G4(U). En effet on pourra alors écrire toute intersection finie comme réunion d’éléments
de la base :

NG, (U) = U G,

Fixons ¢ € G,(U). On choisit des champs Y, ...,Y,, dela forme .. X dont les valeurs
en ¢ forment une base de II; et on définit I'application G; : ¢t — ¢} o--- 0 ¢} (), ol ¢}
est le flot de Y.
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Pour tout point ¢ € G,(U), on a Y(¢) € 1y, = T,G,(U). 1 résulte alors du
corollaire 3.4 que éil(q) appartient a G,(U) pour t; suffisamment petit. En répétant
cet argument, on montre que q@f{z (qgil(cj)) appartient a G,(U) pour ty, ty suffisamment
petits, ... et ainsi que G4(t) € G,(U) pour t suffisamment petit. En notant U le voisinage
de 0 dans R™ correspondant & “t suffisamment petit”, on a bien G4(U) C G,(U).

Ainsi les G4(U), g € Orb,(F), U C U, voisinage de 0, définissent une topologie 7 sur

Orb,(F). On supposera dorénavant que 'orbite Orb,(F) est munie de cette topologie.

(iii) Structure différentiable Considérons I'ensemble des couples (G, (U), Gq_l), pour
q € Orb,(F) et U C U,. Chacun de ces couples est une carte sur Orb,(F), les applications
Gq_1 étant clairement des homéomorphismes. Ces cartes sont de plus compatibles entre
elles puisque G;l o G est un difféomorphisme sur U N U’. Ces couples forment donc un

atlas et définissent une structure différentiable sur Orb,(F).

(iv) Variété connexe FEtudions maintenant les propriétés de Orb,(F) en tant qu’es-
pace topologique (rappelons que Orb,(F) est munie de la topologie 7 définie au point
(ii)).

Tout d’abord, Orb,(F) est connexe, et méme connexe par arcs. En effet, si ¢ et go
sont des points de Orb,(F), on peut écrire ¢o sous la forme ¢o = ¢fi’“ 0--+0 @fl(ql), ce
qui implique que ¢, et ¢u peuvent étre joints par le chemin constitué de la trajectoire de
X issue de ¢, suivie pendant un temps ¢, puis de la trajectoire de X, pendant un temps
ty, etc. De plus, chacun des flots t — ¢X, X € F, étant une application continue de R
dans Orb,(F), le chemin ainsi construit est continu, ce qui prouve la connexité par arcs.

D’autre part, il est clair que Orb,(F) est un espace topologique séparé. Muni de la
structure différentiable du (iii), il forme donc une variété généralisée (voir le commentaire
page 3), c’est-a-dire une variété différentiable dont la topologie n’est pas forcément a base
dénombrable. Or nous venons de voir que Orb,(F) est connexe. Pour montrer que c’est
une variété il suffit donc de montrer que c’est un espace métrisable (voir encore page 3).

Rappelons d’abord que la variété M elle-méme est métrisable : en effet, toute variété
différentiable peut étre munie d’une métrique riemannienne. On peut donc choisir une
distance dy; sur M, les boules ouvertes Bjys(g,e) associées a cette distance étant des
ouverts de M. Cette distance induit une notion de longueur : si (), t € [a,b], est un
chemin continu de M, la longueur de 7y, notée ¢(7), est définie comme le supremum de
toutes les sommes de la forme SN dar(7(t:), y(tiz1)) ot a =ty < t; < - <tyy =
est une partition finie de [a, b] (de fagon équivalente, si dy; est une distance riemannienne,
((7y) est la longueur riemannienne de 7).

Définissons alors une distance d sur Orb,(F) en posant, pour g;,gs € Orb,(F),

d(Qlu CI2) = 1nf€(7)7

I'infimum étant pris sur tous chemins 7 reliant ¢; a g» et contenus dans Orb,(F). L’orbite
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étant connexe par arcs, d est a valeurs finies et on vérifie aisément que c’est une distance 3.

Il reste a montrer que d induit la topologie T, ce qui revient a montrer que toute boule
(définie par d) suffisamment petite contient un ouvert de 7 et que tout ouvert suffisam-
ment petit de 7 contient une boule. Il suffit de montrer ces propriétés au voisinage d'un
point quelconque de 'orbite.

Soit donc ¢ € Orb,(F) et G4(U,) un voisinage de ¢ dans Orb,(F) qui est une sous-
variété de M (nous avons vu au point (i) qu'il existait de tels voisinages).

Considérons une boule B(q,¢), avec ¢ > 0. Remarquons que tout point de G,(U,)
s’écrit @t o --- o0 gb%l(q) et peut donc étre vu comme le point final d’'un chemin dont
le parametre évolue de 0 a |ti| + -+ + |t,;,]. Or il existe une constante C' telle que la
longueur de tout chemin de ce type soit inférieure a C||t||, ou t = (t1,...,t,) (c’est une
conséquence triviale du lemme de Gronwall). On peut donc choisir un réel n > 0 tel que
|t]] < n implique d(q, G,(t)) < e. Autrement dit, en posant U = {||t|| < n} C R™, la
boule B(q, ¢) contient 'ouvert G,(U) de la topologie T .

Inversement, puisque G4(U,) est une sous-variété (plongée) de M, les voisinages ou-
verts de ¢ pour la topologie T suffisamment petits sont engendrés par les intersections
Bai(g,e) N G4(U,), avec € suffisamment petit. Il suffit donc de montrer qu'un tel ouvert
Bi(g,e) N G4(U,) contient une boule pour la distance d. Quitte a réduire £, on suppose
de plus d(q,0G,(U,)) > €. Tout chemin sur Orb,(F) de longueur inférieure a € issu de ¢
est donc contenu dans G, (U, ). D’autre part, puisque d > dyy, la boule B(q, ) est incluse
dans By(q, ). Par conséquent 'ouvert By(q,¢) N G,(U,) contient la boule B(g, ¢).

En conclusion, nous avons montré que Orb,,(F) était métrisable. C’est donc une variété
différentiable. Elle est également connexe et son espace tangent en un point ¢ est II,.

(v) Sous-variété immergée L’inclusion ¢ : Orb,(F) — M est une immersion, car,
sur chaque ouvert de carte G,(U,) de Orb,(F), la restriction de i s’écrit

i|Gq(Uq) = Gq © Gq_lle(Uq)’

¢’est-a-dire comme composition d’une immersion et d’un difféfomorphisme. Finalement la
variété Orb,(F) est bien une sous-variété immergée de M. u

Remarque. 1l est important de noter que les orbites ne sont pas toutes de méme dimension.
C’était déja clair pour les orbites d’'un champ de vecteurs qui peuvent étre de dimension
0oul.

4.4 Espace tangent a une orbite

Quand la famille F est réduite a un unique champ de vecteurs X, 'espace tangent
a une orbite Orb,(F) est simplement la droite vectorielle RX(p) C T,M. En revanche

3. Rappelons qu’une distance sur un ensemble N est une fonction d : N x N — R™ telle que d(z,y) = 0
si et seulement si x = y, qui est symétrique et qui vérifie I'inégalité triangulaire.
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quand F est constituée de plusieurs champs de vecteurs, il devient difficile de déterminer
la structure de l'espace tangent 7,0rb,(F) en terme de champs de vecteurs de F : la
principale raison est que cet espace n’est pas, en général, déterminé par les propriétés
locales des éléments de F (voir ci-dessous 'exemple page 57).

Le but de cette section est d’étudier 7,0Orb,(F) et de voir dans quels cas — et comment
— il dépend des champs de vecteurs de F.

Il est déja clair que tout champ de vecteurs de F est tangent aux orbites de F. En
général il y en a d’autres : les combinaisons linéaires a coefficients constants de ces champs
bien str, mais également leurs crochets de Lie.

Lemme 4.8. 57 X etY sont des champs de vecteurs tangents a une sous-variété N de
M, leur crochet de Lie [X,Y] est aussi tangent a N.

Preuve. D’apres le lemme 3.2, les restrictions X|y et Y|y de X et Y a N sont des
champs de vecteurs sur N. De plus ¢ (p) est contenu dans N pour tout p € N et est égal
A g (p) (corollaire 3.4). Ecrivons alors le crochet de Lie comme une dérivée de Lie :

[X.¥](p) = LY () = lim - [d6%, o (Y (6¥ (1)) — Y ().

—0 t

Dans cette expression, ¢X (p) peut étre remplacé par gzﬁf‘N (p) et Y par Y|y, car Y n’est
évalué qu'en des points ¢;*(p) € N. Ainsi, [X,Y](p) = [X|n,Y|n](p) est un vecteur
tangent a N. u

Corollaire 4.9. Pour tout ¢ € Orb,(F), Lie,F C T,Orb,(F).

Cette inclusion donne déja un premier résultat sur les orbites dans un cas particulier
qui sera tres utile pour I’étude des systemes commandés (voir théoreme 5.5).

Lemme 4.10. Soient M une variété connexe et F C X(M) une famille de champs
de vecteurs telle que, pour tout ¢ € M, Lie,J = T,M. Alors F a une unique orbite
Orb,(F) = M.

Preuve. Comme dim Lie, s = dim M, chaque orbite est une variété de méme dimension
que M, et est donc ouverte dans M. Or M est I'union des orbites disjointes et M est
connexe : il y a donc une unique orbite égale a M tout entiere. u

Plus généralement, a quelle condition les espaces tangents aux orbites sont donnés par
les valeurs de ’algebre de Lie engendrée par les champs de F 7 Le lemme suivant donne
une condition nécessaire et suffisante.

Lemme 4.11. T,0rb,(F) = Lie,(F) pour tout p € M si et seulement si ¢;X.Y (p

) €
Lie,(F) pour tout flot ¢ d’un élément X de F, tout t € R et tout élément Y de Lie(F).
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Preuve. Rappelons que Lie,(F) C T,0rb,(F), 'égalité est donc équivalente a 'inclusion
dans I'autre sens. Nous allons montrer d’abord que la condition énoncée dans le lemme
est nécessaire puis qu’elle est suffisante.

= : Supposons que, Vp € M, T,0rb,(F) = Lie,(F) et considérons Y & Lie(F),
X € Fetpe M. Comme Y est tangent aux orbites, la courbe o;(s) = ¢X o ¢¥ 0 ¢*,(p)
est incluse dans l'orbite Orb,(F) de p. Son vecteur tangent en s = 0 appartient donc a
'espace tangent 7,0rb,(F), égal a Lie,(F) par hypothese, c¢’est-a-dire

doy
ds (s

<= : Supposons maintenant que ¢;*,Y (q) € Lie,(F) pour tout ¢ € M, X € F,
t € RetY € Lie(F) et considérons ¢, X (p) un élément de 7,0rb,(F), ot X € F et
b = (bfk o---o0¢ appartient a G(F) (c’est-a-dire que chaque ¢ est le flot d’'un champ
X; e F).

Comme X € Lie(F), il résulte de I'hypothese que ¢ X (q) € Lie,(F) pour tout ¢. Par
conséquent, (bfz*(@ll*X ) (q) appartient aussi a Lie,(F), et, en itérant, ¢, X (q) également.
L’espace tangent a l'orbite 7,0rb,(F) est donc inclus dans Lie,(F), ce qui conclut la
preuve. u

=0) = ¢;*,Y(p) € T,0rb,(F) = Lie,(F).

Ezemple. Donnons un exemple de famille pour laquelle Lie,(F) # 7,0rb,(F). Prenons
la famille F = {X;, X5} dans R? avec X; = 8% et Xy = f(w)% oil

B
0 sixz <0
f(z) _{ e~V gip >0

Il est clair (faire un dessin) que F a une unique orbite égale a R? tout entier. En revanche,
en g = (x,y) avec x < 0, I'algebre de Lie de F est Liey(F) = R%, et est de dimension 1.

La condition énoncée dans le lemme 4.11 permet d’obtenir un théoreme qui a des
implications importantes, tant du point de vue théorique (voir le théoréme de Frobenius
dans la section suivante) que pour les applications aux systémes commandés.

Théoreme 4.12. Soit F une famille de champs de vecteurs telle que la dimension de
Lie,(F) est une constante k indépendante du point p € M.

Alors toutes les orbites de F sont des sous-variétés immergées de dimension k et leur
espace tangent en tout point est T,0Orb,(F) = Lie,(F).

Preuve. La seule chose a montrer est que, sous les hypotheses du théoreme, la condition
énoncée dans le lemme 4.11 est vérifiée. On considere donc un champ X € F, de flot ¢,
un point p € M et on va montrer que, VY € Lie(F) et Vt, on a ¢, Y (p) € Lie,(F).

Choisissons k champs de vecteurs Y7, ..., Y} dans Lie(F) dont les valeurs en p forment
une base de Lie,(F). Comme la dimension de Lie,(F) est constante, Yi(q), ..., Yi(q)
forment une base de Lie,(F) pour tout point ¢ dans un voisinage U de p.
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Remarquons alors que, pour ¢ suffisamment petit, le point ¢; = ¢_;(p) appartient a
U et que le vecteur tangent Y (g:) est combinaison linéaire des vecteurs Y;(gq;). Comme
01, Y (p) = do(Y(qi)), ceci implique que ¢.,Y (p) est combinaison linéaire des ¢,,Y;(p).
Ainsi, pour ¢ suffisamment petit, il suffit de montrer que ¢;,Y;(p) € Lie,(F) pour i =
1.k

Considérons la courbe W;(t) = ¢;,Y:(p) dans T,M. Nous allons montrer qu’elle est
solution d’une équation différentielle linéaire dans T, M. En effet :

dWw;
dt

Comme [X,Y;] est un élément de Lie(F) et que ¢_,(p) appartient a U, il existe des
fonctions différentiables f! sur M telles que

(1) = L (60 () = dr. Lx¥ip) = 60, [X. V(D)

k

(X Yi)(0-e(p)) = D f1(6-4(p))Y;(6-e(p))-

J=1

Par conséquent

d;tV (1) = D f (6P Y (p),

ou encore W;(t) = Zle al ()W (t).
Notons A(t) la matrice k x k de composantes a? (t) et M (t) = (mf (t)) la matrice k x k

solution de I'équation différentielle linéaire matricielle

{ M(t) = A(t)M(1),
M(0) = I,

(autrement dit M(t) = Ra(t,0), ou R4(t,0) est la résolvante de 'équation z/(t) =
A(t)x(t) dans R¥). On a alors, pour tout i, W;(t) = 3=, ml (£)W;(0) = O m? (1)Y;(p), ce
qui implique que tous les W;(t) appartiennent a Lie,(F) pour ¢ suffisamment petit.

On a donc montré que, pour tous X € F, Y € Lie(F) et p € M, ¢;*,Y (p) € Lie,(F)
pour t suffisamment petit.

Pour ¢ quelconque, la conclusion s’obtient en utilisant la compacité de la courbe ¢ (p),

0 < s <t, et en écrivant ¢;¥ Y (p) sous la forme

oY (p) =05 (- (60,Y)) (p).

4.5 Distributions et mécanique non-holonome

Définition. Une distribution A C T'M sur M est une famille de sous-espaces vectoriels
A, C T,M dépendant de fagon différentiable de ¢ € M.
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Autrement dit, on peut toujours trouver localement des champs de vecteurs formant
une base de A. Ce qui implique que la dimension des sous-espaces A, est constante sur
M. Cette dimension dim A, est appelée le rang de la distribution. On parle parfois d'une
distribution comme d’un champ de sous-espaces vectoriels tangents a M.

Ezemples.
— Le fibré tangent T'M est I'unique distribution de rang n.
— Un champ de vecteurs sur M définit une distribution de rang 1 si il ne s’annule
jamais sur M.
— Plus généralement, une famille 7 de champs de vecteurs peut engendrer une distri-
bution si les sous-espaces F, = Vect{X(q), X € F} sont de dimension constante
sur M.

Inversement, on peut associer a toute distribution A la famille des champs de vecteurs
qui y sont tangents

Fa={XeX(M), X(q) € A;Vge M}

Etant donnée une distribution, il est naturel de se demander si elle n’est pas 1’espace
tangent a une variété.

Définition. Une distribution A C T'M est intégrable si, pour tout point p € M, il existe
une sous-variété immergée N, C M contenant p et telle que T; N, = A, pour tout point
q € Np. On appelle N, une variété intégrale de A en p.

Si A est une distribution intégrable, tout champ de Fa est tangent aux variétés
intégrales INV,. Ainsi, localement, 'orbite de Fa par p est incluse dans N,. Vu le corol-
laire 4.9, ceci implique que Lie,(Fa) = A,. Cette propriété est I'involutivité.

Définition. Une distribution A est involutive si, pour tous champs de vecteurs X et Y
dans Fa, on a [X,Y](p) € A, pour tout p € M.

Cette propriété est en fait équivalente a l'intégrabilité, comme 'indique le théoréeme
suivant.

Théoréme 4.13 (Théoreme de Frobenius). Une distribution est intégrable si et seulement
st elle est involutive.

Preuve. Nous venons de montrer que l'intégrabilité implique I'involutivité. Inversement,
supposons que A est une distribution involutive. Alors l'algebre de Lie Lie,(Fa) = A,
est de rang constant sur M. Vu le théoreme 4.12, ceci implique que toutes les orbites de
Fa sont des variétés intégrales de A, ce qui acheve la preuve. u

Remarques.
— Notons que les théoremes de Frobenius et 4.12 sont équivalents puisque, sous les
hypotheses de ce dernier, I'algebre de Lie Lie(F) est une distribution involutive.
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— Le théoreme de Frobenius apparait ici comme une conséquence (ou plutdt un cas
particulier) du théoreme de I'orbite. Historiquement, ces deux théoréemes sont ap-
parus dans l'ordre inverse, puisque le théoreme de 1'orbite date des années 70 alors
que le théoreme de Frobenius est un résultat classique de la géométrie différentielle
et date du début du 20eme siecle. La preuve classique de ce dernier théoreme est
nettement plus simple que celle du théoreme de 'orbite et a son intéret propre : elle
fait intervenir les propriétés des familles de champs de vecteurs formant localement
des champs de coordonnées (voir l'exercice A.1).

Application a la mécanique non-holonome La théorie des distributions a des ap-
plications importantes en mécanique lagrangienne (voir les cours AOT11 et AOT12).
Dans notre contexte, un systéme lagrangien est un couple (M, L) composé de :
— un espace des configurations, noté M : c’est une variété différentiable et son fibré
tangent T'M est appelé [’espace des phases ;
— un lagrangien L € C*(TM), c’est-a-dire une fonction différentiable de 7'M dans
R.
Rappelons que des coordonnées locales ¢ — (z!,...,2") sur M induisent une base
(%L], AU 6%\(1) sur T, M et donc des coordonnées locales sur 1M

(q,v) = (2',... 2™ & ... 5").

On appelle mouvement du systeme lagrangien une courbe ¢(t) € M qui satisfait le
principe de d’Alembert-Lagrange, que 1'on écrit localement : pour tout t et pour tout

&= (fl,...,ﬁn) IS Tq(t)M,

Zn: [%3; (W)%(t)) - ngz‘ (q(t)%(t)ﬂ ¢ =0.

i=1

Comme £ est arbitraire ici, le principe de d’Alembert-Lagrange est équivalent a I’équation
d’Euler-Lagrange :

d OL dq 0L dq B .
pTEIT <q(t), %(t)> ~ o <q(t), E(t)> =0 pouri=1,...,n.

Considérons maintenant un systeme lagrangien sous contraintes : la vitesse des mou-
vements du systéme lagrangien appartient a un sous-ensemble A, de 7, M en tout point.
Pour simplifier, on suppose que A forme une distribution de rang m sur M. On distingue
alors deux cas.

— Si A est intégrable (c’est-a-dire involutive par le théoreme de Frobenius), on dit
que les contraintes sont holonomes. Dans ce cas, tout point ¢ € M est inclus dans
une unique sous-variété intégrale N, de dimension m avec TN, = Ay, et chaque
mouvement du systeme lagrangien reste dans une variété intégrale.
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— Si A n’est pas intégrable, on dit que les contraintes sont non-holonomes. Chaque
mouvement du systéme reste alors dans une orbite de la distribution (c¢’est-a-dire
une orbite de la famille Fa ), qui est une variété de dimension k > m.

Supposons de plus que Lie(Fa) soit une distribution (c’est-a-dire qu’elle est de rang
constant), ce qui est automatiquement vérifiée pour les contraintes holonomes. Nous
pouvons alors écrire les contraintes en coordonnées locales.

Soit k la dimension des orbites de Fa (cette dimension ne dépend pas de orbite
d’apres le théoreme 4.12) : k = m si les contraintes sont holonomes, m < k < n sinon.
Il existe alors (voir exercice A.1) un systéme local de coordonnées (x!,... z") et des
fonctions fr11, ..., fx € C°(R™™) tels que :

— le plan tangent a l'orbite T, Orb,(Fa) a pour équation

— la distribution A a localement pour équation :

Al _ 1 1 -
gt = fa(et o e gt ™)
ko 1 n .1 -m
= fr(at, oot ™)
P == g =0

Autrement dit, A, est paramétré par @', ..., ™.

Dans ces coordonnées, le principe de d’Alembert-Lagrange s’écrit : pour tout ¢ et pour

tout & = (&,...,&m),
5 42 (a0 1) - 25 (0. )]

: > [ (4, B0} 22 (400, 0] 10 =0

i=m+1

Quand les contraintes sont holonomes (m = k), ceci implique que les mouvements du
systemes satisfont

d OL dg oL dg B o
dt 9 (q(t)’ﬁ(t)) T oni ((J(t),%(t)) =0 pouri=1,...,m,

q(t) € Nyoy = {a™ ™ = - =2 = 0}.

Le principe de d’Alembert-Lagrange reste alors équivalent a I’équation d’Euler-Lagrange
sur chaque variété intégrale de la distribution des contraintes.

En revanche, pour les contraintes non-holonomes, 1’équation d’Euler-Lagrange n’est
plus valable.
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Chapitre 5

Systemes commandés affines

5.1 Introduction

Nous allons utiliser les outils de géométrie différentielle que nous avons introduits pour
analyser les systemes dynamiques commandés, et plus particulierement ceux provenant
de la robotique.

Nous nous limiterons dans ce cours aux systemes commandés dits affines.

Définition. Un systeme commandé affine, ou simplement systéme affine, est un systeme
commandé de la forme

¢ =Xo(q) +mX1(q) + -+ unXn(q), geM, uel, (5.1)

ou Xo,...,X,, sont des champs de vecteurs sur la variété M et U un sous-ensemble de
R™ (a priori quelconque). Le champ Xy est appelé la dérive du systeme.

Ces systemes représentent une classe tres générale de systemes commandés. En effet :

— on peut considérer un systeme de commandé comme une contrainte sur la vitesse du
type ¢ € V,, ou V, C T, M. Si les sous-ensembles V, forment une distribution (voir
§ 4.5), ou plus généralement un champ de sous-espaces affines, choisir des champs
de vecteurs engendrant V,, donne une caractérisation du type (5.1).

— Du point de vue de la mécanique classique, qui est généralement celui utilisé en
robotique, toute commande résulte de ’action d’une force ou d’un couple. Elle agit
donc linéairement sur 'accélération du systeme. Le systeme commandé doit alors
s’écrire dans l’espace des phases et prend la forme (5.1). Par exemple, le systeme
7 = u dans R se rééerit dans TR ~ R? sous la forme :

q= (;) = (Oy) +U(1O) = Xo(q) + uXi(q).

— Un autre point de vue, typique de la robotique, est de considérer que 1’on dispose de
m actionneurs, 'action de chacun d’eux sur le systéme étant décrite par ¢ = X;(q).
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En les combinant et en tenant compte de la vitesse X((q) du systéme, on obtient &
nouveau un systeme affine.

— Enfin, prenons un systeme commandé quelconque (dans R™ ou en coordonnée lo-
cales) & = f(z,u) utilisant des lois de commande dérivables. En posant v = u et
y = (x,u), on retrouve un systeme affine y = Xo(y) +vX1(y).

Dans tout le chapitre nous nous appuierons sur les conventions et notations intro-
duites dans la section 4.1. Ainsi, nous considérerons des lois de commande constantes par
morceaux. L’ensemble des points atteignables par le systeme a partir de p a I'aide de ces
lois de commande est noté A,. Notons cependant que cette hypothese sur la classe des
lois de commande n’est pas restrictive : pour un systeme affine, tout point atteignable
a partir de p au moyen de commandes mesurables ’est aussi au moyen de commandes
constantes par morceaux (nous ne montrerons pas ce résultat dans ce cours, sa preuve
sort du cadre de la géométrie différentielle étudié ici).

Définition. Un systeme commandé est dit commandable si A, = M quel que soit le
point p € M.

Le but de ce chapitre est d’étudier les ensembles atteignables des systemes affines et
d’en déduire des conditions de commandabilité.

5.2 Ensembles atteignables

Considérons donc un systeme affine de la forme (5.1). Ce systeme correspond a une
famille de champs de vecteurs

FU) = {XO + Xm:ux ue U}.

i=1

L’ensemble atteignable A, est alors un sous-ensemble de 'orbite de F(U) passant par p.

Dans ce chapitre nous supposerons toujours que F(U) est Lie-déterminée, c’est-a-dire
que l'algebre Lie, (]—" (U )) a une dimension constante sur M. D’apres le théoreme 4.12,
cette hypothese assure que toutes les orbites de la famille F(U) sont des sous-variétés
immergées de méme dimension dont I'espace tangent est Lie, (f (U ))

Quitte a se restreindre a une orbite Orb,(F) et a considérer la famille F(U)|owm, (5,
nous supposerons dorénavant que la dimension de Lie, (]-" (U )) est égale a la dimension
de M en tout point (I'orbite de tout point est donc la variété M tout entiere).

La propriété fondamentale du sous-ensemble A, de M est la suivante.

Théoréme 5.1. Soit un systéme affine tel que Lie,(F(U)) = T,M en tout point p € M.
Alors, Vp € M,
A, C intA,.

Autrement dit ’ensemble atteignable a un intérieur non vide. Il peut étre :
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— un ensemble ouvert, donc une variété de dimension n ;
— une variété a bord : int A, est une variété de dimension n et 0.4, une variété de
dimension n — 1;
— une variété de dimension n avec un bord ayant des singularités (coins, cusps).
En revanche A, ne peut pas étre :
— un sous-ensemble d’une variété de plus petite dimension ;
— un ensemble dont les points du bord sont isolés des points intérieurs.

Exercice 5.1. Quelle est la structure de I'ensemble atteignable Aq pour les systemes affines
dans R? définis par

Xo=ygz Xo =7 Xo= 4 _
{Xlzﬁ ) {X1:% ) X, %, avec U =[—1,1].

Preuve (du théoreme 5.1). Fixons p € M et notons F = F(U). Prenons un point ¢ € A,
et montrons qu’il appartient aussi a int.A4,,.

— Si dim M = dim Liey (F) # 0, il existe Y; € F tel que Yi(¢') # 0. Soit ¢! le flot
de Y7. La courbe s1 — ¢} (¢), s1 €]0, €[, est une variété de dimension 1 pour & > 0
suffisamment petit et est incluse dans A,,.

Si dimM = 1, alors ¢} (¢') € intA, pour s; > 0 suffisamment petit, d’ou le
théoreme.

— Si dim M = dim Liey (F) > 1, alors, arbitrairement pres de ¢/, on peut trouver un
point ¢; sur la courbe ¢! (¢') et un champ Y5 € F tels que Yz(g1) n’est pas tangent
a la courbe ¢} (¢') :

q1 = ¢ (q'), ti suffisamment petit,
1
Yi(q1) et Ya(q1) linéairement indépendants

(en effet, sinon tous les champs de F sont tangents a la courbe pour s; petit, donc
tous leurs crochets aussi, ce qui entrainerait dim Lie(F)|courbe = 1).
Il existe donc un voisinage V' (¢},0) de (¢},0) dans R? tel que I'application

R NV(t,0) — A,
(51,82) ¢§20¢;1(q’)

est une immersion. Son image est donc une surface (une sous-variété de dimension
2) de M. Si dim M = 2, la preuve est terminée.

— Si dim M > 2, par le méme raisonnement que précédemment, on peut trouver un
point gy = qﬁ% o qﬁtl% (¢") arbitrairement proche de ¢’ sur la surface et Y3 € F tels que

Y3(g2) ne soit pas tangent a la surface. L’application
(51,82,83) = 3,007, 005 (q)

est une immersion et son image une sous-variété de dimension 3.
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Ainsi, par récurrence, on construit une sous-variété de M de dimension n — c¢’est-a-
dire un ouvert — incluse dans A, et arbitrairement proche de ¢’. Ceci montre bien que
¢ € intA,. "

Remarque. Cette preuve montre également que, pour tout ouvert 2 C M et tout point
p € 2, A, N contient un ouvert.

Corollaire 5.2. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si Ip = M pour un point
p € M, alors A, = M.

Preuve. Fixons ¢y € M. Nous allons montrer qu’il appartient a 4,. Considérons pour
cela la famille de champs de vecteurs

-F={-X, X eF}

Comme —F satisfait les mémes propriétés que F, son ensemble atteignable vérifie, pour
tout ¢ € M,
A, (=F) C int A, (—F).

Prenons alors un point quelconque ¢ € int. A, (—F) et un voisinage de ce point V(q) C
Ay (—F). Comme A, est dense dans M, I'intersection de A, et de V(g) est non vide, ce
qui implique que celle de A, et de A, (—F) est non vide également. Il existe donc un
point ¢' dans cette intersection, qui peut s’écrire de deux facons différentes :

q, — ¢Z€ko...o¢l}?(p)7 Y,eF, t;>0,
s_lWlO---O(;ﬁs_lwl(qo), W, e F, s; > 0.

Comme ¢, "+ = ((;52/1')_1, cette égalité s'écrit

Y Yi
qoqug‘lllo...o¢?l/lo(bt:o...o¢t11(p)

ce qui implique gy € A,. L

Ce corollaire est important pour ’étude de la commandabilité, puisqu’il permet de
remplacer A, par son adhérence.

Enfin, nous allons expliciter la dépendance de .,Tp par rapport a la famille F. Enongons
d’abord un résultat sur ’approximation d’un flot.

Théoreme 5.3. Soient X et'Y deux champs de vecteurs sur une variété M, p un point
de M, X et ju des réels positifs et T > 0 tel que le flot ¢y(p) du champ NX + pY soit défini
sur lintervalle [0, T.

Alors il existe une suite v™(t) de trajectoires de la famille {X,Y}, avec ¥V (0) = p,
qui converge uniformément vers ¢y(p) sur [0,T] quand N — +o0.
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Nous admettrons ce résultat ici, sa preuve sort du cadre de ce cours (on peut la trouver
dans [1, 4]).

Ce théoreme implique que 1'on peut ajouter a F toute combinaison linéaire positive
de ses éléments sans changer la adhérence de A,.

Lemme 5.4. Pour un systéme affine Lie-déterminé,
AL (F) = A, (cone(F)),

ot cone(F) est le cone conveze positif engendré par F :

k
cone(F) = {ZA,-Xi, NECE(M), >0, X, € F, ke N} c X(M).

i=1

5.3 Systemes sans dérive

Un cas particulier important est celui des systemes affines sans dérive :
¢d=wX1(q)+ -+ unXn(q), ge M, wuel.

La famille associée & ce systeme est F(U) = {d ", u;X;, uw e U}.

5.3.1 Conditions suffisantes de commandabilité

Pour les systemes affines sans dérive, la commandabilité se déduit essentiellement du
théoreme suivant, qui est une conséquence directe du lemme 4.10.

Théoréme 5.5 (Théoreme de Chow). Soit F = {X,, u € U} une famille symétrique
telle que

dim Lie, 7 = dim M, pour tout ¢ € M. (5.2)

Alors, pour le systéme commandé correspondant, ’ensemble atteignable a partir d’un
point p est la composante connexe de son espace de configuration contenant p.

Remarque. Ce théoreme a été établi en 1938 indépendamment par Chow et Rashevsky.
Nous avons choisi de le présenter ici comme une conséquence du théoréeme de 'orbite (qui
date de 1973) mais il en serait plutdt le précurseur. La preuve originale du théoréeme de
I'orbite s’appuie d’ailleurs sur la preuve du théoreme de Chow.

La condition (5.2) est appelée condition du rang (ou condition de Chow). Notons
qu'une famille qui satisfait la condition du rang est Lie-déterminée. Inversement, on a
vu au § 5.2 que, quitte a se restreindre a une orbite, on peut toujours supposer qu’une
famille Lie-déterminée satisfait la condition du rang.

Le théoreme de Chow donne directement une condition de commandabilité pour les
systemes sans dérive quand U est R™ tout entier.
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Proposition 5.6. Soit un systeme affine sans dérive sur une variété M conneze et dont
’ensemble de commande est U = R™. Alors, si dim Lie,(Xy, ..., X,,) = dim M pour tout
p € M, le systéme est commandable.

Preuve. La famille associée au systeme est ici F(R™) = Vect(Xy, ..., X,,) et son algebre
de Lie est égale a I'algebre de Lie engendrée par X, ..., X,,. Ainsi F(R™) est symétrique
et satisfait la condition du rang, et on obtient la conclusion par le théoreme de Chow. =

Ce résultat reste valable avec des hypotheses beaucoup moins restrictives sur ’en-
semble de commande.

Théoreme 5.7. Soit un systeme affine sans dérive sur une variété connexe M. Supposons
que les deuz conditions suivantes sont vérifiées
— [’enveloppe convexe de [’ensemble de commande U contient un voisinage de [’origine
dans R™,
— dim Lie, (X7, ..., X,,) = dim M pour tout p € M.
Alors le systéme est commandable.

Preuve. Quitte a restreindre U, on peut supposer que U est une boule B(0,¢) dans R™.
La famille F(U) est alors symétrique et satisfait la condition du rang puisque les algebres
Lie(F(U)) et Lie(Xi,. .., X,,) sont égales. La commandabilité résulte alors du théoréme
de Chow. u

Ezemple. Reprenons 'exemple de la voiture (voir page 40), en autorisant maintenant
seulement 4 commandes, (+1,0) et (0,£1). L’enveloppe convexe de cet ensemble de
commande étant [—1,1]? et Lie(X;, X5) étant toujours de dimension 3, le systeme est
commandable.

5.3.2 Probleme de la sphere en roulement

Intéressons-nous a un probleme de manipulation d’objet (c’est une classe de problemes
classique en robotique). On pose une balle de tennis sur une table et on la fait rouler
entre la table et la paume de la main ouverte (on peut aussi imaginer une bille posée sur
la paume de la main que l'on fait rouler avec le pouce). On suppose que la balle roule
sans glisser ni pivoter. Peut-on amener la balle n’importe ou sur la table avec n’importe
quelle orientation ?

Commencons par formaliser cette question comme un probleme de commandabilité.
On considere la balle comme la sphere unité et la table comme un plan horizontal dans
I'espace euclidien E3. Soit O un point fixe quelconque du plan et C' le centre de la sphere.
On choisit deux reperes dans E3 :

— (O, €1, e9,€3) est un repere orthonormé fixe, ou (e, e5) sont horizontaux et ez est

dirigé vers le haut ;



5.3 Systemes sans dérive 69

— (C,ay,a9,a3) est un repére orthonormé mobile lié a la sphere.
Nous noterons en minuscule les coordonnées d'un point dans la base fixe (p € R?
représente donc les coordonnées du point P € E?).

Une configuration (position et orientation) de la sphere est caractérisée par :

— la matrice orthogonale R de transition entre la base fixe (e1, 2, €3) et la base mobile

(a1, as,as), c’est-a~-dire R = (ajasaz) dans la base (eq, ez, €3) ;

— le centre C de la spheére, appartenant & un plan horizontal E2.

L’espace des configurations est donc la variété de dimension 5

M =E? x SO(3).

Ecrivons maintenant les équations du mouvement. Soit P le point de contact de la
sphere et du plan a l'instant ¢. La condition du roulement sans glissement se traduit en
coordonnées fixes par p(t) = 0. Comme p = ¢ + @, on obtient

dCP

(t) = 0.

D’autre part, P étant un point de la sphere, @ (t) = R(t)po, et I'équation du mouvement
s’écrit
¢(t) = —R(t)po.

Avant de continuer le calcul, détaillons la structure de TM. Comme M est un produit
de variété, son espace tangent est le produit des espaces tangents : Tic M = ToE? x
TrSO(3), et, d’apres 'exercice 2.2,

TrSO(3) = {QR, 2 matrice anti-symétrique 3 x 3}.

Puisque R € TrSO(3), il existe une courbe Q(t) de matrices antisymétriques telle que
R(t) = Q(t)R(1).

L’équation du mouvement devient donc
&(t) = —Q(t) R(t)py = —Q(t)CP(2).

Enfin, ﬁ(t) = —eg puisque P est le point de contact a 'instant ¢, ce qui donne

Pour mettre cette équation sous la forme d’un systéme commandé, choisissons une
base (Ai, Ay, A3) de 'ensemble des matrices anti-symétriques :

00 O 0

Al - 0 0 —1 5 AQ = 0

0 1

01 0
0 0], As=|[1
0 -1 0 0 0
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Les champs de vecteurs AR, AR, A3R sur SO(3) forment une base de TrSO(3) en tout
point. Définissons maintenant des champs de vecteurs sur M :

Xl(C, R) = A1€3 D AlR = —ey D AlR
X2<C7 R) = A263 (S) AQR = €1 D AQR
Xg(C, R) = A3€3 (&) AgR =0 AgR

En notant ¢ = (¢, R) les points de M, on en déduit que tout mouvement de la sphere
satisfait la contrainte

G € Vect{X1(q), X>(q), X3(q) }

ou, de fagon équivalente,
¢ =u'Xi(q) +u*Xo(q) +u’X3(q), uweR’

On obtient ainsi un systeme commandé affine sans dérive.

Nous n’avons tenu compte pour le moment que de la contrainte de roulement sans
glissement. II faut rajouter celle de non pivotement qui s’écrit tout simplement u® = 0.
Le systeme commandé décrivant le roulement de la sphere sur un plan est donc :

G =u"'X1(q) +u*Xs(q), u€R? (5.3)

et la question initiale devient : est-ce que ce systeme est commandable ?
D’apres la proposition 5.6, si 'algebre de Lie engendrée par X; et X, est partout de
dimension 5, le systeme (5.3) sera commandable. C’est ce que nous allons montrer.
Commencons par calculer le crochet de Lie de X7 et X5 :

(X1, Xo]ar = —[ez, e1]me @ [A1R, A2 R]s0(3).-

Comme les champs e; et ey sont constants, leur crochet est nul : [es, e;] = 0. D’autre
part, pour le crochet dans SO(3) des champs §; = A; R,

d
[€1,62] = Le, & = £(¢£—lt*€2) }t:O'

Comme & = AR est linéaire, son flot ¢5 = exp(sA;)R est également lindaire. Sa
différentielle est d¢§! ,, - = exp(sA;)Q et donc

¢§_1t*€2 = exp(—tA;)Asexp(tA))R,
ce qui implique que
[AlR, AQR] - (—AlAQ + A2A1>R - —[Al, AQ]R

ou [A, B] = AB — BA désigne le commutateur des matrices (c’est en fait un résultat tres
général sur les groupes de Lie).
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Or les commutateurs des matrices A; sont :
[Ala AQ] = A37 [A?n Al] = A27 [AQa A3] = A17

ce qui donne finalement

(X1, Xo] =00 A3R = —X;.

Le méme calcul montre immédiatement que

[X17[X17X2]] = O@AQR
[X27[X17X2]] = 0@A1R

Il est clair que les champs X;, Xo, [X7, Xo], [Xi, [X1, Xo] et [Xo, [X7, Xo]] engendrent
toujours un espace de dimension 5, ce qui montre que dim Lie, (X, X5) = 5 pour tout
qe M.

Ainsi le systeme (5.3) est commandable : il est toujours possible d’amener la balle
dans une position donnée avec une orientation donnée.

5.3.3 Autres notions de commandabilité

Les systemes sans dérive ont des propriétés de commandabilité plus fortes que la
propriété habituelle A, = M.

Etant donné un systeme commandé sur M, un point p € M et un réel 7' > 0, on note
A, 1 'ensemble des points atteignables a partir de p en temps inférieur ou égal a 7. Le
systeme est dit fortement commandable si, pour tousp € M et T'> 0, on a A, = M.

Alors un systeme affine sans dérive

— est fortement commandable si 'enveloppe convexe de U est égale a R™ tout entier;

— n’est pas fortement commandable quand U est borné.

(La preuve des ces deux résultats est laissée en exercice).

Une autre propriété des systemes affines sans dérive est la commandabilité locale : on
peut joindre deux points d'un ouvert sans sortir de I'ouvert.

Lemme 5.8. Soit ¢ =Y ", u;X;, ¢ € M, u € U, un systéme affine sans dérive satisfai-
sant les hypotheses du théoreme 5.7.

Alors, pour tout ouvert connexe Q0 C M, deux points quelconques de ) peuvent étre
joints par une trajectoire du systéme qui reste dans 2.

Preuve. L’ouvert (2 est une sous-variété ouverte et connexe de M. Les restrictions X;|q
sont donc des champs de vecteurs sur 2 qui satisfont, pour tout p € €,

Lie,(X1|a, ... Xpmla) = Lie, (X1, ..., Xm).

Donc le systeme affine sans dérive ¢ = > u; Xilo, ¢ € Q, u € U vérifie les hypotheses
du théoreme 5.7 : il est donc commandable, ce qui montre le résultat. u
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Application a la planification des mouvements Imaginons un robot — par exemple
une voiture — évoluant au milieu d’obstacles, ou plus généralement un systeme localement
commandable placé dans un milieu encombré. On se demande a quelle condition sur
les obstacles le systeme reste commandable, et, le cas échéant, comment trouver une
trajectoire reliant deux configurations données.

On commence d’abord par représenter les obstacles comme des zones interdites de
'espace des configurations du robot, ¢’est-a-dire un fermé @ C M (fermé car on n’autorise
pas les configurations au contact des obstacles).

Puisque notre systeme est localement commandable, il suffit que M\O soit connexe
pour que deux configurations gy et ¢; € M\O quelconques soient joignables sans entrer
en collision avec un obstacle. Trouver une trajectoire reliant gy et ¢; se fait alors en deux
temps :

— trouver un arc dans M\O reliant ¢ & ¢; (ce n’est en général pas une trajectoire du

systeme) ;

— approcher cet arc par une trajectoire, c’est-a-dire trouver une trajectoire restant

dans un voisinage tubulaire de I’arc et joignant qq et q;.
Cette méthode est toujours réalisable. En effet, la premiere étape est possible des que
M\O est connexe (rappelons qu'un ouvert connexe est connexe par arcs). Pour la seconde
étape, comme M\O est ouvert, il existe un voisinage 2 de l'arc contenu dans M\O.
Comme le systeme est supposé localement commandable et que ) peut étre supposé
connexe (il contient 1'arc), g et ¢; sont joignables par une trajectoire restant dans €.

Remarque. Comparer avec le cas de la voiture de Dubins, page 75.

5.4 Systemes affines commandables

Revenons maintenant au cas général d’un systeme affine avec dérive :
qd=Xo(q) +nXi(q) + - + unXn(q), qge M, uel.

Nous allons voir différentes conditions de commandabilité pour ces systemes.

5.4.1 Commandes non bornées

Lemme 5.9. Soit un systéme affine sur une variété connexe M. Supposons que les deux
conditions suivantes sont vérifiées

— U =R" (pas de restriction sur les commandes),

— dim Lie, (X3, ..., X,,) = dim M pour tout p € M.
Alors le systéme est commandable (et méme fortement commandable).

Preuve. Commencgons par remarquer que, si F désigne 'adhérence d'une famille F de
champs de vecteurs, on a :

Ap(F) € A (F).
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Ce résultat est en fait la conséquence d’une version de la dépendance continue par rapport
aux parametres pour les équations différentielles : soit {X™V} une suite de champs de
vecteurs sur M qui converge vers X quand N — +oco et ¢X(p) le flot de X & partir de p
défini pour ¢ € [0, T ; alors les flots ¢X N(p) sont définis et convergent uniformément vers
;' (p) sur [0,T].

Revenons maintenant & F = F(U) = {Xo + >, 4, X;, v € R™}. Pour tout A > 0,
les champs de vecteurs AX,+ ) . Aw; X; appartiennent au cone cone(F), donc les champs
AXo + >, v;X; aussi : il suffit de prendre u; = v;/ A, ce qui est toujours possible puisque
les u; ne sont pas bornés. En faisant tendre \ vers 0, on obtient que les champs ), v; X;,
v € R™, appartiennent a cone(F).

Ainsi cone(F) est la famille associée a un systeme sans dérive dont 'algebre de Lie
est de dimension n = dim M partout. Ceci implique A, (cone(F)) = M (proposition 5.6).

Nous avons remarqué au début de cette preuve que A,(cone(F)) est inclus dans
A, (cone(F)), qui est lui-méme égal a A, (F) d’apres le lemme 5.4. On a donc A, (F) = M
ce qui implique la commandabilité par le corollaire 5.2.

La preuve de la commandabilité forte est laissée en exercice. u

Remarque. Le résultat n’est bien entendu plus valable si il y a des restrictions sur les
commandes. Considérons par exemple dans R le systeme commandé

r=xz+u, u>-—l1.
Dés que z > 1, on a £ > 0 et donc = ne fait qu'augmenter. Ce systeme n’est pas

commandable.

Ezemple (Sphére sur un plateau en rotation). Reprenons I’exemple de la sphere mais sup-

posons maintenant qu’elle est posée sur un plateau en mouvement. Prenons par exemple

le cas ou le plateau est en rotation autour d’un axe vertical avec une vitesse angulaire w.
En reprenant les équations du mouvement du § 5.3.2, on obtient

p(t) = wAszp(t).
Or Asp(t) = Asc(t) puisque p = ¢ — e3 et Ages = 0. Ainsi,
é(t) = wAsc(t) + Q(t)es.

On pose Xo(c, R) = wAzc @ 0 et on obtient le systéme commandé suivant, décrivant une
sphere roulant sans glisser ni pivoter sur un plateau en rotation :

i = Xo(q) +ui X1(q) + usXo(q), q€E*xS0O(3), wueR:L

Comme on a déja montré que X; et X, engendrent une algebre de Lie de dimension 5
partout, il résulte du lemme 5.9 que le systéeme est commandable, et ce indépendamment
de la vitesse de rotation w du plateau.
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5.4.2 Champs récurrents

D’apres la section précédente, la commandabilité dépend des tailles comparées de la
dérive et des champs commandés (penser a un bateau avancant dans le courant). Il arrive
cependant que, malgré une “forte dérive”, on arrive a commander le systeme.

L’idée est la suivante : pour obtenir la commandabilité il faut étre capable de “remon-
ter le flot” de la dérive, c’est-a-dire d’atteindre les points situés sur le flot de —Xj. Cela
peut se faire localement quand les commandes ne sont pas bornées (section précédente),
mais également par un détour. L’exemple le plus simple est le cas ou le flot de la dérive
est périodique, car on a alors ¢, °(p) = ¢¥Et(p).

Pour mettre en ceuvre cette idée, nous allons introduire quelques définitions.

Définition. Soit X un champ de vecteurs complet sur M. Un point p € M est dit
récurrent pour X si, pour tout ¢ > 0 et tout voisinage V(p) de p, il existe ¢ € V(p) et
t' >t tels que ¢ (q) € V.

Autrement dit, toutes les trajectoires de X ne peuvent quitter le voisinage d’un
point récurrent, certaines doivent revenir dans le voisinage pour des temps arbitraire-
ment grands. Bien entendu, si ¢;*(p) est périodique, p est récurrent pour X.

Définition. On dit qu'un champ de vecteurs complet X est récurrent si tous les points
de M sont récurrents pour X.

Bien que cette propriété paraisse restrictive, il y a en fait beaucoup de champs de
1

vecteurs récurrents dans les applications, en particulier en mécanique *.
Théoreme 5.10. Soit un systeme commandé affine sur une variété connexe M. Suppo-
sons que les conditions suivantes sont vérifiées

— lenveloppe conveze de l’ensemble de commande U contient un voisinage de l’origine

dans R™ ;

— dim Lie,(Xo, ..., X;,) = dim M pour tout p € M ;

— la famille F(U) contient un champ récurrent.
Alors le systeme est commandable.

Preuve. Notons F = F(U) = {Xo + >, u;X;, uw € U}. Soit X € F le champ récurrent.
Nous allons d’abord montrer que

A, (FU—-X) = Ay(F) (5.4)

Pour cela, il suffit de montrer que, Vp € M et t > 0, ¢;~ (p) est la limite d’une suite de
points atteignables a partir de p.

1. D’apres un théoreme de Poincaré, sur une variété orientée de volume borné, tous les champs de
vecteurs dont le flot préserve la forme volume sont récurrents (voir par exemple [1]).
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Choisissons un ouvert V' C int.A, arbitrairement proche de p. L'ouvert ¢, ~(V) est
donc arbitrairement proche de ¢, (p). Comme X est récurrent, il existe t' > t et ¢ €
¢ (V) tels que ¢ (¢') € ¢ (V).

Or ¢ = ¢;~(q), ot ¢ € V C intA,, donc ¢3% (¢') = ¢;¥_,(q) appartient & A, (rappelons
que t' —t > 0). Ainsi, dans tout voisinage de ¢; *(p) il y a un point atteignable, d’ot la
relation (5.4).

En appliquant maintenant le lemme 5.4 & F U —X, (5.4) devient

AL (F) = A, (cone(F U —X)).

Or X est de la forme Xy + >, 4,;X;, donc le cone cone(F U —X) contient toutes les
combinaisons linéaires des champs Xy, ..., X,,. Comme Vect{ Xy, ..., X,,} est une famille
symétrique qui satisfait la condition du rang, on a

A, (cone(FU—-X)) =M

et on conclut grace au corollaire 5.2. u

Ezemple (Voiture de Dubins). La voiture de Dubins est une voiture ne pouvant aller qu’en
marche avant, a une vitesse fixée v, et dont le rayon de braquage est borné par p > 0.
Ses mouvements sont donc gouvernés par le systeme affine

=X +uXs, q€R*x S |ul <v/p,

ol
0 ., 0 0
Xi(q) :vcosﬁﬁ—i—vsmﬁﬁ, Xa(q) = ETh
On a déja vu au Chapitre 4 que Liey(X;, X») est de dimension 3 en tout point. De plus
’ensemble de commande U = [—v/p,v/p| contient un voisinage de 'origine. Enfin les

champs de vecteurs
Xi= X+ X, € F(U)
p

sont récurrents car toutes leurs trajectoires sont des cercles de rayon p.
La voiture de Dubins est donc commandable.

5.4.3 Satellite a un rotor

On considere ici un satellite dont l'orbite est fixée et nous cherchons a commander
son orientation. Le systeme dynamique associé est donc celui d'un solide dont le centre
de gravité est fixé.

L’état du systeme est déterminé par sa position, une matrice de SO(3), et par sa
vitesse, un élément de T'SO(3). Seule la vitesse nous intéresse ici.
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Rappelons que, si on note so(3) I'ensemble des matrices symétriques 3 X 3, on a
TrSO3) ={RQ, Q€ so(3)} et TrSO(3) = so(3).

D’autre part, a toute matrice Q € so(3) on peut associer le vecteur de R* composé de ses
coordonnées dans la base (A, Ay, A3) :

0 —wd w? wl
Q=1 w? 0 —w'|ew=|w?
—w? Wl 0 w3

L’action de l'opérateur € sur un vecteur de z € R? s’écrit alors
Qr =wAx.

Le vecteur w associé a la vitesse Q = R™'R du satellite est appelé vitesse angulaire (le
mouvement correspond alors a une rotation autour de l'axe w a une vitesse angulaire

o[])-

En terme de vitesse angulaire, les équations du satellite sont données par les équations
d’Euler :
L' = (I, — I3)w?W?
IQ(,ZJ2 = ([3 — [1)(4.)3601
13w3 = (]1 — IQ)CL)lCL)Z
ou Iy, I, I3 sont les moments principaux d’inertie du satellite. Cette équation s’écrit de
fagon plus compacte en fonction du moment angulaire p = (!, p?, ), avec p' = Lw' :

L= pAw.

Rajoutons maintenant une action extérieure, exercée au moyen d’un moment Q).
L’équation sur le moment angulaire devient :

L=pAw+ Q.

Dans le cas du satellite, 'action se fait par le biais de 3 paires de réacteurs situés a
I'extérieur du satellite. Chaque paire exerce un moment d’amplitude constante que 1’on
peut diriger dans un sens ou dans I’autre ou bien annuler (commandes du type bang-bang).
Autrement dit, pour i =1, 2, 3,

Qi = Uibi, bl < RS, U; = —1,0 ou 1.
Le systeme commandé prend finalement la forme
fr=Xo(p) + wr Xy () + w2 Xo(pr) + usXs(p), peR’ wel,
ol
a i )
XO(M) = CLQMlMS ) XZ(,U) = bi7 U= {_17 Oa 1}3
azp' p@?
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N 4 — I—I3 — Iz3-1I — L-I
ou on a pose a; = Tols [ T3y az = Tl

Cas trivial : si le satellite est une sphere de densité uniforme, les constantes a; sont
toutes nulles. Le systeme est alors affine sans dérive, et tous les champs de vecteurs sont
constants. Il est commandable si et seulement si by, by, b3 sont linéairement indépendants.
Il faut donc au minimum 3 paires de réacteurs pour commander le satellite.

Dans le cas général, on cherche quel est le nombre minimal de paires de réacteurs
nécessaires pour rendre le systeme commandable.

Remarquons tout d’abord que la dérive est un champ de vecteurs récurrent de R?. En
effet, Xy a deux intégrales de mouvement :
— la norme du moment angulaire :

(1) + (") + (1°)* = cte;

— I"énergie cinétique

511+12+13

Une trajectoire u(t) de Xy est donc contenue dans l'intersection de la sphere ||u(t)]|* = cte
et de l'ellipsoide d’énergie constante. En tracant les trajectoires pour une énergie donnée,
on constate que par tout ouvert passe une trajectoire périodique, ce qui implique que X
est un champ récurrent.

1<(u1)2 (1)’ (“3>2>:cte.

I”

Pour montrer la commandabilité, il reste donc a montrer que I'algebre de Lie engendrée
par Xg et les champs commandés est de dimension 3.
Nous allons montrer qu’une seule paire de réacteurs suffit. On s’intéresse donc au
systeme :
ﬂ:Xo(ﬂ)+uX1, Xlzb

La preuve se déroule en deux étapes.

ler point Si le plan Vect (b, Xo(b)) est de dimension 2 et non invariant par X, alors
Lie, (Xo, X1) est de dimension 8 pour tout p.

En effet, puisque le plan est non invariant, il existe un vecteur ¢ = ab + SXo(b)
tel que Xo(c), b et Xo(b) sont linéairement indépendants. Or b = X; et Xo(b) =
+[X1, [X1, Xo]]. Le vecteur ¢ est donc un champ de vecteurs (constant) X, appar-
tenant & Lie(Xo, X1), et Xo(c) = 3[Xs, [X2, Xo]] aussi. Les 3 champs de vecteurs
constants b, Xo(b) et Xo(c) sont ainsi linéairement indépendants et appartiennent
a Lie(Xo, Xl)

2éme point Si au moins 2 coordonnées de a = (ay, as,az) sont non nulles, il existe b tel
que Lie(Xo, Xy) soit de dimension 3 partout.

En effet, si ¢ = ab+ 8X,(b), on a Xy(c) = a?Xo(b) + 5%(a1a2a3b1bab3)b + aBd ou d
est le vecteur
aq (agbgbl + (Zgblb%)
d= ag(a3b%b2 -+ albgbg)
ag(alb%bg, + agb%bg)
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La dimension de Lie(Xy, X1) est égale a 3 partout si b, X(b) et d sont des vecteurs
linéairement indépendants, c¢’est-a-dire si

A = det (b, Xo(b), d) # 0.
Il suffit alors de calculer A et de vérifier que si au moins deux a; sont non nuls, il

existe b tel que A # 0.

Finalement, si le satellite n’est pas une sphere, les moments d’inertie ne sont pas tous
égaux, donc au moins deux a; sont non nuls. Les deux points précédents montrent alors
que la vitesse du satellite est commandable avec une seule paire de réacteurs.



Annexe A

Exercices

A.1 Champs de coordonnées

Soient M une variété de dimension n, p un point de M et Xy,..., X, des champs de
vecteurs sur M dont les valeurs en p sont linéairement indépendantes. On note ¢! le flot
de X;, pourz=1,...,n.

Sur un voisinage Vy de 0 dans R", on définit I'application

(1 WCR* = M
r=(x',...,2") — ¢Lo-0dh(p)

Le but de ce probleme est d’étudier les relations entre deux familles de champs de
d

vecteurs sur M : les champs X; et les champs de coordonnées 5.
1. Rappeler pourquoi ¢p~! définit des coordonnées (c¢’est-a-dire une carte) sur un voi-
sinage U C M de p. On notera V = =1 (U) dans la suite.

2]

5,7 définis sur U vérifient :

2. Rappeler pourquoi les champ de vecteurs

0 0
()= S50 0), VaeU

3. Montrer que, pour tout x € V,

0y
S8 @) = X (4(2).

En déduire le résultat suivant :

Redressement d’un champ de vecteurs. Soit X un champ de vecteurs sur M.
Si X (p) # 0, il existe des coordonnées locales (z*, ..., xz™) autour de p telles que

0

X =—
ox!
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4. Montrer que, si [X7, X5| = 0, alors, pour tout z € V|

oy
S @) = Xa(0(a).

5. En utilisant la question 4, montrer le résultat suivant :

Redressement d’une famille de champs de vecteurs.

Soient Xq,..., Xy des champs de vecteurs sur la variété M dont les valeurs en p

sont linéairement indépendantes (k < n). Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes :

- [Xi, X;] = 0 pour tout i,5 € {1,...,k} sur un voisinage de p ;

— il existe des coordonnées locales (z', ..., x™) autour de p pour lesquelles les champs
Xy, ..., Xk sont des champs de coordonnées (c’est-a-dire X; = % pour v =
..., k).

On considére maintenant la famille de champs de vecteurs F = {X1,..., X,,}, m < n,

et on note Orb(q) l'orbite de F passant par un point ¢ € M. On suppose également que,
Vq € M, Lie,(F) est de dimension constante k > m et que

10.

Lie,(F) = Vect{X1(q), ..., Xx(q)}.
Montrer que, pour tout x € V,

o
oxt

ol ¢ est un difféomorphisme de M.

Montrer que, pouri=1,... ket x € V,

%w € Veet{X, (), .., Xp (1(x)) ).

Montrer que, pour q € U,

0 0
Veet{5—(a), -, 57(a)} = Veet{X1(g), ... Xu(9) }-
. Montrer que, dans les coordonnées locales (z',... z"), Dorbite Orb(p) a pour
équation
{aF = ... = 2" = 0}.

Soit A la distribution sur M définie par A, = Vect{X1(q), ..., Xm(q)}. Quelle est
I’équation de cette distribution en coordonnées locales ?
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A.2 Véhicule articulé

On considere un véhicule formé de 2 essieux reliés 'un a ’autre par une barre articulée.
On note d (resp. /) la distance entre l'articulation et le milieu de l'essieu avant (resp.
arriere). Le véhicule est une “traction-avant”, c’est-a-dire que 'on commande la vitesse
tangentielle vy et la vitesse angulaire wy de l'essieu avant. La vitesse et le rayon de
braquage de 'essieu avant sont bornés, ce qui s’écrit

P‘wo‘ < |U0’ < Umnaz-

Le véhicule se déplace dans un plan. Ses configurations sont donc déterminées par :
— (x,y) les coordonnées planaires du centre de I'essieu avant ;
— 0 I'angle entre 'axe des x et la direction de ’essieu avant ;
)
— ¢ l'angle entre les directions des essieux.
L’équation du mouvement pour ce véhicule est donnée par

T = vgcos b
7 = vp sin 6
9:(,&}0

¢ = —vpsing — wo(1 + 4 cosp)

Le but du probleme est de déterminer I’ensemble des configurations atteignables a
partir d’une configuration donnée en fonction des parametres d et £.

1. Déterminer 'espace des configurations M du probleme et montrer que c’est une
variété.
o o9 @

2. Donner un atlas de M. Montrer que les champs de vecteurs -, 5y 90

définis dans toutes les cartes de 'atlas.

et aﬁ sont
©

3. Ecrire I’équation du mouvement comme un systeme commandé dans M. Préciser
I’ensemble U de commande. Expliquer pourquoi les champs de vecteurs X; et X,
apparaissant dans ce systeme sont définis globalement sur M.

4. Montrer, que pour toute configuration ¢ € M, 'ensemble A, des configurations
atteignables a partir de ¢ est une variété. A quelle condition le systeme est-il com-
mandable ?

5. Calculez les crochets de Lie de X; et X, de longueur inférieure a 3 : [X7, X5],
(X1, [ X0, Xo] et [Xo, [ Xy, Xa].

6. En distinguant les cas d = ¢ et d # ¢, montrer que, en tout point ¢ € M,
Lie, (X7, X5) est égal a

Vect { X1(q), Xa(q), [X1, Xo](q), [ X1, [X1, Xo]](q), [Xa, [X1, Xo]](@)}

7. Déterminer les différents ensembles atteignables A4, selon les valeurs de d et ¢.

8. Le systeme est-il commandable ? Donnez une explication “mécanique” des résultats.
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A.3 Sphere roulant sur une sphere

L’objet de ce probleme est d’étudier I'ensemble des configurations atteignables par
une sphere roulant sur une autre sphere. Apres avoir établi un résultat théorique en
préliminaire (Partie I), nous étudierons le cas du roulement sans glissement dans la partie
IT puis celui du roulement sans glissement ni pivotement dans la partie III.

Partie I : Préliminaires

Soient N et N deux variétés différentiables de dimensions respectives n et n, n < n, et
F:N — N une application différentiable et surjective. On dit que des champs de vecteurs
X e X(N) et X € X(N) sont reliés par F si, pour tout ¢ € N et tout p € F'~(q) C N,
on a dF o X(p) = X(q)."

Soient X € X(N) et X € X(N) deux champs reliés par F, de flots respectifs ¢; et ¢;.

1°) Montrer que la courbe t — F (&e (p)) est solution de ’équation différentielle dans
N ¢ = X(q). En déduire ¢, o ' = F o ¢y.

Considérons maintenant les systemes commandés (X) et (X),

(X) : ¢=Xulq), g€ N, uelU et (E):p:)?u(p),peﬁ,ueU,

ou X, € X(N) et X, € X(N) sont des champs paramétrés par u € U. On suppose que,
pour tout u fixé, X, et X, sont reliés par F.
2°) Soit &(t), t € [0,7], une trajectoire de (3) correspondant & une loi de commande
u(t) (constante par morceaux). Montrer que F((t)) est une trajectoire de (X)
correspondant a la méme loi de commande u(t).

3°) Inversement, montrer que si ¢(t) est une trajectoire de (X), il existe une trajectoire

¢(t) de (X) correspondant & la méme loi de commande et telle que c(t) = F(¢(t)).

4°) Notons A, C N (resp. .ZP C N) les ensembles atteignables pour le systeme (X)
(resp. i) Soit ¢ € N. Montrer que, quel que soit p € F~'(q), A, = F(jp). En
déduire que, si le systeme () est commandable, alors (X) l'est aussi.

5°) Montrer que la réciproque de cette derniére implication est fausse (on donnera un
contre-exemple avec N=R3et N = R?). Donner 'exemple d’une propriété des
ensembles .Zp qui impliquerait la non commandabilité de (3).

Partie 11 : Spheére en roulement sans glissement sur une autre
sphere

Dans 'espace euclidien E?, on considere une sphere fixe de rayon p > 0 et de centre
O. Le choix d’un repere orthonormé fixe (O, ey, 5, e3) définit des coordonnées sur E3 : on
notera m (en minuscules) les coordonnées d'un point M.

1. Sin=mn et si F est un difféomorphisme, ceci implique X = F.X.
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Une sphere mobile de rayon 1 et de centre C' roule sur la sphere fixe. On choisit un
repere orthonormé mobile (C) ay, as, az) attaché a cette sphere.

Une configuration du systéme est un couple (z, R) ou

~zxe€eStax= ﬁc, ol ¢ désigne les coordonnées du centre C' de la sphere mobile ;

— R € SO(3) est la matrice de transition entre le repere fixe et le repere mobile.

On note M = S?xSO(3) I'espace des configurations et on identifie T, M, le sous-espace
tangent & M en ¢, avec un sous-espace vectoriel de R? x Mz(R).

Enfin, so(3) désigne I’ensemble des matrices antisymétriques 3 x 3 et (A, A, A3) est

la base de so(3) définie par

00 0 0 01 0 -1 0
Ai={0oo0 —-1], A,=[0 00|, A=[1 0 o0
01 0 ~10 0 0 0 0

On notera 2, la matrice de so(3) ayant pour coordonnées u = (u',u? u?), c’est-a-dire
Qu = ulAl + u2A2 + U3A3.

6°) Montrer que les mouvements de la sphere mobile roulant sans glisser sur la sphere
fixe sont solutions du systeme commandé

(i, R) = X,(z,R), uweR? (x,R)e M, (A.1)
avec X, (z, R) = (aqu,QuR) et a = ;ﬁ €]0,1].
Sur la variété M = SO(3) x SO(3), on considere le systéme commandé
(T,R) = X,(T,R), uweR® (T,R)eM, (A.2)
avec )zu(T, R) = (onuT, QUR).

7°) Montrer que, si le systeme (A.2) est commandable, alors le systéme (A.1) I'est aussi.

Indication : utiliser 'application T+ Tez de SO(3) dans S? et appliquer les
résultats de la partie I, question 4.

Intermede : Champs de vecteurs sur M

L’étude du systeme (A.2) requiert I'analyse de champs de vecteurs sur M dits “inva-
riants a droite”. - . -

Notons e = (I, ) l'identité de M. L’espace tangent a M en l'identité est T, M =
s0(3) x so(3). C’est une algebre de Lie pour le crochet de Lie

(A, B),(C, D)}Tﬁ = (AC — CA,BD — DB).
Pour ¢ = (P,Q) € ]\/\4/7 on définit la multiplication a droite r, : M — M (r pour

“right”) par
TQ(Ta R) = (TP, RQ)
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8°) Montrer que r, est un difffomorphisme. Expliciter T, L

On dit qu'un champ de vecteurs X sur M est invariant & droite si, pour tout q € M,
re, X = X.

9°) Montrer que si deux champs X,Y € X'(M) sont invariants a droite, leur crochet de
Lie [X, Y] l'est aussi.

10°) Montrer qu'un champ invariant a droite est déterminé de fagon unique par sa va-

leur en e. En déduire que 'application ¢ : X — X(e) est un isomorphisme entre

I’ensemble des champs de vecteurs invariants a droite et T, GM .
11°) Montrer a l'aide de la question précédente que, si X est un champ invariant & droite,
il existe (A, B) € T.M tel que
X(T,R) = (AT, BR).

12°) Calculer le crochet de Lie [X,Y] de deux champs X et Y invariants a droite et
montrer que

p([X,Y]) = =[o(X), o(Y)]7, 57

Considérons maintenant une famille & de champs invariants a droite.

13°) Montrer que Lie(F) est isomorphe & Lie(p(F)), la sous-algébre de Lie de T,M
engendrée par les éléments p(X), X € F.

14°) En conclure que Orb,(F) = M si et seulement si dim Lie(¢(F )) = 6.

Retour au probleme de la sphere (suite de la question 7).

15°) Montrer a laide de la question 14 que le systeme (A.2) est commandable si et
seulement si I’algebre de Lie

Lie(&1, &, &) € T.M (A.3)

engendrée par les éléments &; = (aA;, A;) de Te]T/[/ est de dimension 6.

16°) Calculer les crochets de Lie [§;, ;] 77 et donner une base de I'algebre de Lie (A.3).
Conclure pour le probleme de la sphere roulant sans glisser sur une autre sphere.

Partie 1II : Roulement sans glissement ni pivotement

Supposons maintenant que la sphere mobile roule sans glisser ni pivoter sur la sphere
fixe. La contrainte de non pivotement se traduit dans le systeme commandé (A.1) par
une condition sur la commande : u_lz. Les mouvements de la sphere mobile roulant sans
glissement ni pivotement sur la sphere fixe sont donc solution du systeme commandé :

(i, R) = X,(z,R), uec Rz)* cR3 (z,R)e M. (A.4)

Rappelons que X, (z, R) = (Ozqu, QuR) et que o = ﬁ €10, 1[.
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17°) Soit F! : SO(3) — S? I'application définie par F'}(T) = Tes. Montrer que, pour
tout u € (Rx)L, il existe v = v(u) € (Res)t tel que le champ Y, (T) = o1, sur
SO(3) et le champ Y, (z) = aQ,u sont reliés par F' (voir la partie A.3 pour la
définition de champs reliés).

Indication : on utilisera I’égalité Qp, = TQ, T~ que 'on démontrera.

18°) Soient F : M — M Vapplication définie par F(T, S) = (Tes, TS™') et X, le champ
de vecteurs sur M défini par

X,(T,S) = (aTQ,, (a —1)59,).
Montrer que, pour tout u € (Rz)*, il existe v € (Res)* tel que les champs X, (T, S)

et X, sont reliés par F' (v = v(u) est le méme que dans la question précédente).

19°) Montrer que, v étant fixé, X est un Champ invariant a gauche sur M ¢’est-a-dire
que, pour tout g € M on a l, X Xv, ou [, désigne la multiplication a gauche (!
pour “left”) :

lipo)(T,R) = (PT,QR).

Nous admettrons que le résultat de la question 13 est valable également pour les champs
invariants a gauche (la preuve est la réplique exacte de celle faite pour les champs inva-
riants a droite) : si F est une famille de champs invariants a gauche, Lie(F) est isomorphe

a Lie(¢(F)), la sous-algébre de Lie de T,M engendrée par les éléments p(X), X € F.

20°) En déduire que toutes les orbites de la famille F = {X, : v € (Res)t} sont des
variétés de méme dimension k, ou £ est la dimension de 1’algebre de Lie

L = Lie((y, () € T.M
engendrée par les éléments (; = (ozAi, (o — 1)Ai) de TeM )

Cas p # 1 : les deux spheres ont un rayon différent.

21°) Montrer que k = 6. En déduire que le systeme (A.4) est commandable.

Cas p =1 : les deux spheres ont méme rayon.

22°) Montrer que k = 3. En déduire que le systeme (A.4) n’est pas commandable (utiliser
les questions 4 et 5).

23°) Déterminer Orb(F) et montrer quelle est difféomorphe & SO(3).
24°) Donner la forme de I'ensemble atteignable A, gy du systeme (A.4). Interprétez.
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A.4 Transfert de population par laser
pour des systemes quantiques

Cet exercice est tiré de article “Optimal Control in laser-induced population
transfer for two- and three-level quantum systems”, de Ugo Boscain, Gregoire
Charlot, Jean-Paul Gauthier, Stephane Guerin et Hans—Rudolf Jauslin, Journal
of Mathematical Physics, n. 43, pp. 2107-2132 (2002). Cet article est disponible
sur la page personnelle de l'un des auteurs, a ’adresse hitp ://www.sissa.it/ bos-
cain/publications.html.

On s’intéresse a un systeme quantique a 3 niveaux d’énergie F;, E5, F5. La dyna-
mique du systeme est gouvernée par I’équation de Schrédinger suivante (dans un systeme
d'unités on h=1) :

dy

f—

dt

olt H est le hamiltonien du systéme. Le vecteur d’état 1(t) = (¢ (), ¥o(t), ¥3(t)) € C3

satisfait de plus |1 (£)|? 4 |v2(8)]? + [13(¢)|> = 1, |1s(¢)]? étant la probabilité de mesurer
I’énergie F; a l'instant ¢.

Ce systeme quantique est commandé au moyen de deux lasers, ¢’est-a-dire au moyen de
deux champs monochromatiques de fréquence wy = Fy — E; et wy = E3 — Ey commencant
a I'instant ty et finissant a 'instant ¢;. Le hamiltonien du systeme est alors

(t) = Hi(t), teR, ¢ e C3,

E1 U1<t)€iwlt 0
H = | uy(t)e ™t Es uo(t)e2!
0 U (t)@iiwﬁ FEs

ou les lois de commande ui(-) : R — R et us(:) : R — R sont des fonctions continues
par morceaux (u; et uy dépendent en fait des enveloppes des champs monochromatiques
et des coefficients de couplage entre les niveaux d’énergie dans le systéme quantique).
Les commandes wu; () et uq(t) sont nulles pour ¢t < ¢y et t > t;. En particulier, pour ces
valeurs de ¢, les probabilités |1;(t)|* sont constantes.

Le probleme du transfert de population est d’amener le systeme d’un niveau d’énergie

donné a un autre. Nous le formulons de la fagon suivante :
Supposons |11 (t)|*> =1 pour t < t.
Trouver ui(+) et ug(-) tels que |3(t)|*> =1 pourt > t;.

Préliminaire : élimination de la dérive

La dynamique que 'on vient de décrire apparait comme un systeme commandé affine
dépendant du temps. Nous allons commencer par le rendre autonome et sans dérive.
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1. Vérifier que la fonction ¢(t) = (e'Frih (t), eF2lhy(t), e'F3teh5(t)) est solution de

d _
iS00t = Hp(t), teR,

dt
o 0 U1 (t) 0

Remarquons que |p;(t)|> = [1;(t)|* est aussi la probabilité de mesurer I'énergie F;
a l'instant ¢.
2. En posant ¢y = 11 + 119, o = T3 + 114, 3 = Ty + 12, réécrire le systeme sous la

forme
T =u X1(z) + us Xo(x), r €S ueR. (A.5)

Probléeme réduit dans S°

Le probleme du transfert de population prend maintenant la forme suivante :
Partant d’une condition initiale quelconque dans le cercle
Sl ={xeS® : 2t +a5=1},
trouver une trajectoire du systéeme (A.5) atteignant le cercle
Sp.={recS® . xi+ai=1}

On s’intéresse surtout a l'existence d’une telle trajectoire. On va donc chercher a montrer
que lintersection A, NS}, est non-vide pour tout z € S}, (A, est Pensemble atteignable
a partir de x pour le systeme (A.5)). Pour cela, il faut commencer par déterminer les
ensembles A,

3. Déterminer Lie(X, X5).

4. Montrer que la dimension de Lie, (X7, X5) est donnée par

dim Lie, (X1, X)) =3 six € S°\Q
dim Lie, (X, X5) =2 sizeQ
ot Q={reS® : F(zx) =0}, avec

F(z) = (2426 + 1375, T126 — TaT5 , T1T3 + ToTy)

(ne pas détailler les calculs).
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Remarquons que S}, et Sj,, sont contenus dans ). Nous allons donc maintenant nous
intéresser plus particulierement a cet ensemble.

d.

L’application F' : S° — R? est-elle une submersion ? Peut-on en conclure quelque
chose sur Q) 7

Soit Uy = {x € S° : x; # 0}. Montrer qu’il existe une submersion ¢; : U; — R?
telle que Q N U, = g;(0).

Montrer, a I’aide de la question précédente, que () est une sous-variété de dimension
3 de S°.

Montrer que les restrictions X|g et Xa|g de X et Xy a @) sont des champs de
vecteurs sur ().

. Montrer que, pour tout z € S°, ensemble atteignable A, est une sous-variété

immergée de S° et préciser sa dimension selon que x appartient ou non a ). Peut-on
conclure sur la faisabilité du transfert de population ?

Considérons maintenant la sphere

10.
11.

Si={zeS® : al+a}+ai=1}

Montrer que les restrictions Xi|gz et Xo| sz sont des champs de vecteurs sur Sz.

En déduire que A, = Sg pour tout x € SZ, et que le probleme du transfert de
population a une solution si la condition initiale est dans S NS} . Quels sont les
vecteurs d’états que 'on peut atteindre avec de telles conditions initiales ?

Pour a € R, on définit 'application ¢, : S® — S° par

12.

13.

I
R, 0 0\ |™ .
oul)= | 0 R, 0 T3 oL R — ( cos v 51na)
@ . T4 @ —sina cosa )’
0 0 R, s
T

Montrer que {¢,,a € R} est un groupe de difféomorphismes a un parametre dont
on précisera le générateur infinitésimal.

Montrer que ¢, commute avec les flots de X; et de Xj.

14. Pour « fixé, on pose * = (cos a, sin«, 0,0, 0,0). Déduire de ce qui précede que

15.

Aza - ¢a (Amo ) .

Déterminer A, N S}, pour z € S},. En conclure que le probleme de transfert de
population a toujours une solution (en supposant | (¢)|*> = 1 pour ¢ < ty).
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Questions complémentaires

16. Supposons maintenant que, pour t < ty, la probabilité de mesurer ’énergie E; est
1 — €2, et celle de mesurer Fy est 2. Est-il toujours possible de transférer toute
la population sur le niveau d’énergie Fs3? Si non, a quelle condition sur ¢(ty) un
vecteur d’état particulier peut-il étre transféré sur le niveau d’énergie E3 7?7

17. Proposer une loi de commande constante par morceaux permettant de réaliser le
transfert de population (dans le cas o [11(t)]* = 1 pour t < tg).

18. Montrer que @ est localement difféomorphe & S x 5% (Q est ce que I'on appelle un
fibré en spheres de S').

A.5 Application du lemme de Gauss

Soit (M, g) une variété riemannienne, d la distance riemannienne associée et p un point
de M. Pour A > 0, on note Sy = S(p, \) la sphere de rayon A\ centrée en p, c’est-a-dire

Sx=1{qgeM : d(p,q) = \}.

1. Montrez que, pour A suffisamment petit, Sy est une sous-variété de dimension n — 1
de M (utiliser 'application exp,).

2. Soient ¢ € Sy et v la géodésique issue de p telle que (1) = ¢ (X est supposé
arbitrairement petit). Montrez que (1) est orthogonal a Sy, c¢’est-a-dire que

Vwg € TgSh, 9q(¥(1),w,4) = 0.

A.6 La sphere imaginaire
Dans R™™! on considere la forme bilinéaire (appelée métrique de Minkowski)
h(l’,y) — xlyl o xnyn _ xn+1yn+1

et I'espace
H" = {z € R"" : h(z,2) = -1},
appelé espace hyperbolique ou sphére imaginaire (c’est en quelque sorte la sphere de rayon

1. Montrez que H" est une sous-variété de R"*! de dimension n et montrer que 7, H"
est 'ensemble des vecteurs v tels que h(z,v) = 0.

2. Pour x € H" et u,v € T, H", on pose
gz(u,v) = h(u,v).

Montrez que g est une métrique riemannienne sur H".
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On se restreint maintenant au cas n = 2 et on ne considere que la composante connexe
supérieure de H?, c’est-a-dire

H={rcR® : hiz,r) = —1etz*>0}.

Le but du reste de 'exercice est de trouver les géodésiques de (H, g). On va procéder exac-
tement comme on I’a fait en cours pour la sphere S™ : montrer d’abord que la dérivée
covariante est une sorte de projection orthogonale de la dérivée usuelle sur I'espace tan-
gent, puis en déduire une équation des géodésiques facile a résoudre.

Fixons un point Z € H. On peut alors écrire R* = T;H®RZ. Dans cette décomposition,
tout w € R? s’écrit
w=v—h(z,w)z, ouv e T;H.

Enfin, on choisit une base orthonormée (v, vy) de T3;H (muni du produit scalaire g;) et
on appelle y les coordonnées de R? dans la base (vi, v, T), i.e.
w = y'vr + y’vs + L.

3. Montrez que I'application

w=(y', vy

T H
)
est un difféomorphisme local en Z.
L’application 7 définit donc des coordonnées (y!,y?) sur H.
4. Calculez les champs de coordonnées Biyl et 0%2 sur H.

5. Montrez que Ffj(f) =0 Vi, j,k, ou les Ffj sont les symboles de Christoffel associés
aux coordonnées (y*, y?).

6. Soit ¢ : I — H une courbe dans H et Y un champ le long de c. Montrez a I’aide des
questions précédentes que, pour tout t € I,

ay ay
V() = 2 ar .
VY (1) = S (1) + h(e(t), o (1) elt)
7. Ecrivez I'équation des géodésiques de H (sans coordonnées, comme on I'a fait pour
S™).
8. Soit (z,v) € TH. Montrez que la courbe

7u(t) = cosh([[o][t)z + sinh(]jol|t) =

est la géodésique issue de (x,v) (on suppose v # 0).

Commentaires.
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— Les géodésiques sont donc les intersections de H avec des plans passant par [’origine,
exactement comme le sont les grands cercles pour S?.
— La projection stéréographique

1 2
( 1f—$3 ’ 1—T—x3 )

m: H — D?
T

est une isométrie de (H, g) dans le disque hyperbolique (D?, W(-, ), qui est lui-
meme 1sométrique au demi-plan de Lobatchevski. Montrez-le si vous avez le temps
et donnez l’équation des géodésiques dans ID?.
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