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Introduction

Il pressait sa téte dans ses deux mains, comme pour en
faire jaillir la vérité. Préciser une telle situation n’était
pas facile ; simplifier le complexe, rien de plus malaisé; il
avait devant lui de redoutables chiffres dont il fallait faire
le total ; faire I’addition de la destinée, quel vertige! il
Iessayait ; il tachait de se rendre compte; il s’efforgait de
rassembler ses idées, de discipliner les résistances qu’il
sentait en lui, et de récapituler les faits.

Quatrevingt-treize
Victor Hugo

Propos

Ce cours s’adresse a des étudiants en derniere année d’école d’ingénieur. Il suppose que
I’étudiant a déja suivi un cours de Mécanique des Fluides et a déja été familiarisé a la
méthode des Eléments finis. Toutefois, des rappels sont effectués sur ces deux sujets dans
les chapitres [ et Bl L’objectif de ce cours est de mettre en exergue les spécificités lies
a l'utilisation de la méthode des éléments finis pour le calcul d’écoulements newtoniens
incompressibles décrits par les équations de Navier-Stokes.

L’approche adoptée essaie de faire comprendre “avec les mains” et par ’exemple quelles
sont les difficultés génériques et les points importants typiquement rencontrés lors de I'uti-
lisation d'un code de calcul de mécanique des fluides. C’est pourquoi on ne trouvera pas
de démonstration, mais plutot des exemples illustratifs pratiques. Pour une approche plus
complete et rigoureuse, on se référera, par exemple, au livre de A. Ern et J.-L. Guer-
mond [EG02].

On considérera chaque difficulté en partant d’un probleme modele, issu d’une simplifi-
cation des équations de Navier-Stokes incompressible, afin d’en identifier les causes et les
remedes. En téte de chaque chapitre, on encadre les termes des équations de Navier-Stokes
que 'on regarde plus spécifiquement.

Le programme utilisé pour les exemples de ce cours est le code de calcul par éléments fi-
nis CastzM, mais tout autre programme similaire utilisant les mémes méthodes (FreeFEM,
Comsol. . . ) pourrait convenir car les difficultés examinées sont génériques. Afin que I'étu-
diant puisse reproduire, voire expérimenter avec les exemples donnés, la partie significative
du fichier de données CastzM correspondant est reproduite. Les jeux de données complets
sont disponibles dans les exemples du site Internet : http://www-cast3m.cea.fr/.
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8 Introduction

Plan

Dans le chapitre [Il on dérive le systéeme d’équations que 'on va étudier (Navier-Stokes
incompressible) a partir d’équations générales de conservation de la masse, de la quantité
de mouvement et de I’énergie, en indiquant les lois de comportement et les simplifications
utilisées.

Le chapitre [ propose d’examiner deux problemes d’équilibre pour lesquels on a un
principe variationnel de minimisation : le probleme de Dirichlet (Thermique) et un pro-
bleme d’élasticité linéaire (Mécanique). On montrera que ces deux problemes se prétent,
de facon naturelle, a une discrétisation par la méthode des éléments finis.

En mécanique des fluides incompressibles, deux difficultés surgissent par rapport a ce
cadre :

— D’absence de principe variationnel sous-jacent pour certains termes (convectifs) ;

— la présence d’un principe variationnel, plus compliqué, qui n’est plus une minimisa-

tion mais une minimisation sous contrainte (probléme de Stokes).
Du fait de ces deux difficultés principales, ’application de la méthode des éléments finis a
la mécanique des fluides incompressibles est moins naturelle.

Au chapitre 3, on généralise la méthode des éléments finis a des classes d’équations aux
dérivées partielles plus générales que celles dérivant d’un principe variationnel, a ’aide de
la méthode des résidus pondérés. Les notions de convergence, de consistance et de stabilité
sont abordées.

Au chapitre ], on s’intéresse a la discrétisation des termes convectifs et on montre qu’il
faut parfois utiliser des méthodes dites de décentrement pour obtenir des solutions discretes
non oscillantes. On tentera d’expliquer les différentes origines possibles de la présence
d’oscillations : probléeme de stabilité du probleme discret se traduisant éventuellement
par I'apparition d’oscillations non bornées, probleme d’approximation de fonctions variant
rapidement (chocs) par des fonctions continues se traduisant généralement par I'apparition
d’oscillations bornées (phénomene de Gibbs).

Le chapitre A s’intéresse a la discrétisation en temps des problémes instationnaires. On
considérera essentiellement des discrétisations par différences finies implicites. L’impor-
tance du choix de la condition initiale sera également discuté.

Au chapitre [0 on s’attache a décrire les différentes fagons possible de résoudre des
équations aux dérivées partielles non linéaires, telles que Navier-Stokes. Les méthodes
abordées sont les méthodes de Newton et de point fixe.

Au chapitre [, on montre comment les non linéarités présentes dans les équations
peuvent étre a l'origine de phénomenes intéressants dans le comportement des solutions,
tels 'apparition de discontinuités (choc). Un résumé de mi-parcours est effectuée a la fin
de ce chapitre.

Le chapitre 8 s’attaque a la deuxieme difficulté évoquée plus haut : le probleme de
minimisation sous contraintes dans le cas du probleme modele de Stokes. De cette difficulté
s’ensuit que le choix des espaces d’éléments finis pour la variable principale (la vitesse) et
pour la variable chargée d’assurer la contrainte d’incompressibilité (la pression) n’est pas
libre et doit étre effectué soigneusement pour que le probléme discret soit bien posé.

Le chapitre [@ est un peu technique mais important : il s’attache a décrire en détail
les conditions aux limites associées a la méthode des éléments finis et ses propriétés de
conservation. En effet, la méthode des éléments finis permet de faire apparaitre, sans
artifice, la notion de conditions aux limites essentielles et naturelles. Il s’agit 1a d’un atout
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Introduction 9

important par rapport a d’autres méthodes. De maniere liée aux conditions aux limites,
on peut dériver d’importantes propriétés de conservation de la méthode des éléments finis.

Enfin, le chapitre [I0] est un chapitre applicatif, rassemblant les méthode décrites dans
les chapitres précédents : on décrit un algorithme simple de point fixe relaxé, utilisé apres
discrétisation spatiale par la méthode des éléments finis pour approcher la solution de
problemes non linéaires et instationnaires de mécanique des fluides incompressibles. Son
implémentation pratique dans le code de calcul Castz=M est abordée : il s’agit de la procé-
dure EXEC que vous utiliserez pour vos projets. Les différents parametres de 1’algorithme
(pas de temps, coefficient de relaxation...) et la maniére de les ajuster sont également
décrits dans ce chapitre.

Remerciements
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tentive du manuscrit et leurs utiles suggestions. Elles ont été prises en compte. Frédéric
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Chapitre 1

Rappels de mécanique des fluides

On rappelle dans ce chapitre les différentes expressions des équations de conservation
que nous allons considérer. Ce chapitre est en partie repris du livre de Bird et al. [BAHST].
Toutefois, on utilise les notations et les conventions de signe plus usuelles en mécanique
des milieux continus, reprises du livre de Gurtin [Gur81].

1.1 Equations de conservation

Le mouvement d'un fluide est décrit par les équations de conservation de la masse, de
la quantité de mouvement et de I'énergie.

1.1.1 Conservation de la masse

Considérons tout d’abord la conservation de la masse sous forme intégrale. Pour cela, on
choisit un volume arbitraire fize €2 de frontiere 6¢2 et n, la normale sortante a la frontiere.
On a alors :

d
—/de = — [ pu-ndiQ (1.1)
dt Ja 5Q

Vitesse de variation de la Flux de masse entrant par la

masse a 'intérieur de 2 frontiere 62

ol p est la masse volumique du fluide et u sa vitesse. En faisant rentrer la dérivée en temps
sous le signe intégral! dans le terme de gauche et en utilisant le théoréme de la divergence
sur le terme de droite, on obtient :

9 B
/Q a5 (divpu) dQ2 =0 (1.2)

Finalement, en utilisant le théoréme de localisation [Gur81], vu que Q est un volume
arbitraire, on en déduit :

dp
- _d 1.
T div pu (1.3)

Ceci est ’équation de conservation de la masse encore appelée équation de continuité.

LCeci est licite car Q est fixe.
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12 1.1. Equations de conservation

1.1.2 Conservation de la quantité de mouvement

Sous forme intégrale :

d

——/pudQ - —/ p(u@u)n doQ)

dt Ja 50

—_———
Vitesse de variation de la Flux de quantité de mouve-
quantité de mouvement a ment entrant di au trans-
I'intérieur de 2 port par le fluide & la fron-

tiere 62 (1 4)
Aﬁ/anMQ +/pmm
6Q Q

Flux de quantité de mouve- Force volumique exercée par
ment entrant di aux interac- la gravité sur le fluide
tions moléculaires a la fron-

tiere 62

ol o est le tenseur des contraintes et pg la force par unité de volume due a la gravité.
En utilisant les théoremes de la divergence et de localisation comme précédemment, on
obtient :

(‘95;;1, = —divp(u®u) + dive + pg (1.5)

Ceci est I'équation de conservation de la quantité de mouvement et traduit le bilan des
forces par unité de volume.

En prenant le produit scalaire du bilan des forces par le vecteur vitesse, on obtient la
bilan d’énergie cinétique :

oL pu?
ot

1
:—divipu2u+diva-u+pg-u (1.6)

Cette équation n’apporte pas d’information supplémentaire par rapport a (LH) mais est
utile car c’est un bilan de puissance (travail des différentes forces par unité de temps)
par unité de volume. Il permet également de dériver des formes alternatives des bilans
d’énergie.

1.1.3 Conservation de I’énergie totale

Sous forme intégrale :

d 1, 1
- az:—/ 2 o ndsQ —/ - ndsQ
aéﬁm+” oGPt pejundo 0 d md

Vitesse de variation de Flux d’énergie totale entrant Flux d’énergie entrant du
I’énergie totale & l’intérieur dl au transport par le fluide aux interactions molécu-
de Q a la frontiere Q2 laires a la frontiere 62

— [ ou-ndiQ +/pg'udQ (1.7)
50 Q

Flux d’énergie di au travail Puissance dG au travail
du tenseur des contraintes a exercé par la gravité sur le

la frontiere 692 fluide
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1. Rappels de mécanique des fluides 13

oll e est I'énergie interne par unité de masse du fluide et q le flux de chaleur? di a la
conduction thermique. En utilisant les théoremes de divergence et de localisation comme
précédemment, on obtient :

d(zpu* + pe)

1
5 = — div(§pu2 + pe)u —divg +diveu+ pg - u (1.8)

qui est l'expression locale (par unité de volume et par unité de temps) de la conservation
de I'énergie totale. En soustrayant le bilan d’énergie cinétique et en supposant le tenseur
des contraintes symétriques, on peut obtenir le bilan d’énergie interne (qui n’est plus une
équation de conservation) :

%:—divpeu—divq—l—a:Vu (1.9)

1.1.4 Forme non conservative des équations de bilan

Nous venons d’écrire les équations de bilan sous deux formes :

— une forme intégrale (LT], [L4] et [L7) qui est assez générale;

— une forme locale, dite conservative® (3] et [LY) plus pratique & manipuler mais
qui est moins générale : en effet, nous avons utilisé le théoreme de localisation qui
suppose la continuité de 'argument contenu a l'intérieur du signe intégral.

Une troisieme forme, locale, dite non conservative, est également pratique a utiliser car
concise. Elle s’obtient en définissant 'opérateur de dérivée matérielle :

D Js
ES = E—F’UJ'VS (110)
D ov

Physiquement, il s’agit de la dérivée en temps d’une quantité vue par un observateur se
déplacant avec le fluide (a la vitesse w). En partant des équations sous forme conservative,
en développant les dérivées de produits et en utilisant 1’équation de conservation de la
masse, on peut obtenir :

D

i = —pdivu (1.12a)
Do~ dive+ (1.12b)
pp = dive+pg :
D
PP = —divg+o:Vu (1.12¢)

Ces trois formes des équations de bilan sont équivalentes (i.e. nous n’avons pas fait
d’approximations pour les obtenir) sous les hypotheses de continuité déja évoquées. De
nombreuses autres formes des équations de bilan sont possibles, voir par exemple le livre

de Candel [Can01].

20n devrait plutét nommer g : la densité surfacique de flux de chaleur mais ce n’est pas trés concis.

. , . , . , . o tité 3/ 3
30n appelle forme conservative d'une équation, une équation écrite sous la forme : 2(auant %fonservee) +

div(flux de la quantité) = 0
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14 1.2. Lois de comportement

1.2 Lois de comportement

Les équations de conservation que nous venons d’écrire sont valables pour tout fluide.
Nous allons maintenant nous restreindre a la classe des fluides Newtoniens incompressibles.

1.2.1 Loi de comportement pour la masse volumique

En général, la masse volumique p d’un fluide dépend des variables d’état thermodyna-
miques, telles que la pression p et la température T'. Pour les liquides, p peut souvent étre
considérée comme constante :

p=py=C"* (1.13)

On parle de fluide incompressible. Ceci permet de simplifier I’équation locale de conserva-

tion de la masse en :
(1.14)

La relation (LI4)) est également utilisée pour simplifier certains termes des autres équations

de bilan.

1.2.2 Loi de comportement pour le tenseur des contraintes
Pour un fluide Newtonien isotrope, on écrit le tenseur des contraintes sous la forme :
o = —pl+71 (1.15)
—pl+ 1 (Vu + V'u) + (m— %u) div ul (1.16)

ou p est la pression thermodynamique, | le tenseur unité, 7 le tenseur des contraintes
visqueuses, v la viscosité dynamique et x la viscosité dilatationnelle.

Généralement, p est déterminée a 1’aide d'une équation d’état thermodynamique : p =
p(p,T). Dans le cas du fluide incompressible, cette équation d’état se réduit a p = C*°
qui ne dépend plus de la pression p. La pression p est donc indéterminée et devient une
inconnue du probléme?.

La viscosité dilatationnelle x est nulle dans le cas du gaz idéal, monoatomique et, pour
les fluides incompressibles, le terme (/{ — % u) div ul contenant x est nul.

Nous pouvons alors simplifier ’expression du tenseur des contraintes en :

o = —pl+p(Vu+ Vi) (1.17)
= —pl+pu¥ (1.18)

ol 4 = Vu + V'u est appelé tenseur des taux de déformation.

1.2.3 Loi de comportement pour le flux de chaleur

Pour les fluides purs ou les mélanges non diffusifs, on considére que le flux de chaleur

q suit la loi de Fourier :
q=—kVT (1.19)

ou k est la conductivité thermique.

4Nous verrons au chapitre B que, dans le cas du fluide incompressible, p peut s’interpréter comme le
multiplicateur de Lagrange permettant d’assurer la conservation de la masse (L.14]).
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1. Rappels de mécanique des fluides 15

1.2.4 Loi de comportement pour 1’énergie interne massique

Pour un fluide incompressible, on utilise plutot I'enthalpie massique h que 1’énergie
interne massique e :
h=e+? (1.20)
p
En effet, on choisit comme variables d’état (p,T'), plutét que (p,7T), vu que la masse
volumique est considérée comme constante. On exprime alors h en fonction de ces variables

d’étatd :
oh oh
dh = (—) dT + <—> dp (1.21)
oT » op ) 1
dT L T 8% d 1.22
= Gdl + , lar P (1.22)
p

ol ¢, est la capacité calorifique a pression constante. Cette expression générale se sim-
1

91

plifie pour un fluide incompressible car (a—qﬂ) = 0. On peut écrire une équation de bilan
P

pour 'enthalpie, en utilisant le bilan d’énergie interne (L12d) et la conservation de la masse

(T3 :

D D
pﬁh: —divq+0':Vu+Ep (1.23)

1.3 Simplification des équations

En utilisant les équations de bilan de masse (L14)), de quantité de mouvement (LI2h])
et d’enthalpie (L23)), les lois de comportement (LI3)), (L17), (LI9) et (L2I]), en supposant
les coefficients apparaissant dans ces lois (p, k, ¢,) constants, et en utilisant des identités
vectorielles et tensorielles données dans [BAHST7], on arrive & la forme suivante des équa-
tions de bilan :

divu = 0 (1.24a)
D
PO = —Vp + nAu + pg (1.24b)
Do pars L) (1.24¢)
Pl = h (7 24c

Cette forme est attractive car il ne reste plus que les trois variables w, p, T" et trois équations.
La forme que l'on retient finalement est obtenue en divisant (L24D) (resp. (L24d)) par la
masse volumique p (resp. pc,) et en négligeant la production de chaleur par dissipation

visqueuse 3 (%:7) :

%—? +(Vu) ‘u = —Vp +vAu+s, (1.25a)
V-u = 0 (1.25b)

oT
o Tu VT = aAT +s1 (1.25¢)

°On a supposé que h dépend uniquement de ces deux variables (et pas de I'état de contrainte du systéme
par exemple).
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16 1.3. Simplification des équations

*

ot on a défini : p* = p/p, v = p/p la viscosité cinématique, a = k/(pc,) la diffusivité
thermique, s, un terme source pour I’équation sur la vitesse et sy un terme source pour
I’équation sur la température.

C’est cette forme simplifiée au maximum des équations de bilan que nous allons essayer
de résoudre. Malgré les simplifications effectuées, I'interdépendance des différents termes
de ces équations est source de nombreux comportements physiques et de difficultés de
modélisation numérique.

Dans la suite de ce cours, nous étudierons le systéeme ([[25]) par petits bouts en en
sélectionnant uniquement quelques termes (chapitres 2 a[]), le chapitre [@s’intéressera aux
conditions aux limites associées au systeme ([L20), ainsi que les propriétés de conservation
des méthodes de discrétisation éléments finis utilisées. Un algorithme pour la résolution du
systeme global (L20) et son implémentation sera donnée au chapitre

En téte de chaque chapitre, on rappelle I'expression du systeme (L25) en encadrant les
termes qui font 'objet du chapitre.
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Chapitre 2

Construction naturelle d’une
méthode des éléments finis

0
a—?—l—(Vu)-u — —Vp" +|vAu]+s,
Vou = 0

%_?f+u-VT _ [aAT]+ sz

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux termes diffusifs des équations. Nous illus-
trons le caractere fondamental de I'opérateur Laplacien en considérant le probleme de
Dirichlet (section 1) sous la forme d’un probléme d’optimisation d’une fonction (forme
variationnelle). Nous montrons que cette forme variationnelle se préte particulierement
bien a une résolution par ordinateur, apres discrétisation, pour donner la méthode des
Eléments Finis.

Nous donnons des exemples de solutions du probleme de Dirichlet en section et
discutons de leur régularité.

Nous parlons finalement du probleme de I'élasticité linéaire en section 23] qui fait
également apparaitre un Laplacien, vectoriel cette fois-ci.

2.1 Probleme de Dirichlet

2.1.1 Le probléeme de Dirichlet continu
Probléeme de prolongement

Intéressons-nous au probleme suivant, illustré sur la figure 211 de gauche : soit un
domaine fermé ) de bord €2 et une fonction Ty définie sur 6€2. On cherche une fonction
T, définie sur tout le domaine €2, qui prolonge Ty, c¢’est-a-dire telle que :

T\so ="To (2.1)

Il existe évidemment une infinité de telles fonctions, c¢’est pourquoi nous allons demander
a cette fonction d’étre telle que son gradient VT, qui caractérise ses variations spatiales,
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18 2.1. Probléme de Dirichlet

177

Fia. 2.1: Probleme de prolongement. Gauche : en dimension 2. Droite : en dimension 1.

soit le plus petit possible, en un certain sens. Afin de prendre en compte VT sur I’ensemble
du domaine €2, il convient de faire intervenir une intégrale sur €2, c¢’est-a-dire de considérer
une moyenne du gradient.

La variation totale

Regardons comment formaliser mathématiquement le probleme précédent en une di-
mension d’espace (figure de droite). Une premiere idée peut étre de considérer le pro-
bleme d’optimisation suivant. Il s’agit de trouver une fonction 7' telle que le réel J(T'),
appelé variation totale, soit minimum :

or

e dz (2.2)

b
min J(7)= min /
TeLL () TeLL(Q) Ja

Ici, T'(x) € L£}(9) signifie que T est une fonction définie sur {2 appartenant a £'(€2), c’est-
a~dire dont la valeur absolue de la dérivée est intégrable (afin que J(T') soit calculable),
et dont la valeur est donnée sur le bord du domaine : T'|,_ , = T,5. J est appelée une
fonctionnelle a valeurs réelles, c’est-a-dire qu’il s’agit d’une fonction de fonction.

En fait, il est facile de voir quelles vont étre les solutions du probléme (2.2)) : en calculant
séparément l'intégrale sur les domaines ou g—z > 0 et g—z < 0, on voit que J(T) est la
somme des dénivellés montants et des dénivellés descendants (figure 221 de gauche). J(T')

a donc pour valeur minimum |7}, — T, | et cette valeur est atteinte pour toutes les fonctions

monotones sur ) = [a,b]. Ces fonctions ne sont pas forcéments continues et elles sont
forcément comprises dans le rectangle défini par les conditions aux limites (figure de
droite).

Par rapport au probleme de prolongement de départ, le critéere de minimisation (2.2I)
a permis de sélectionner un ensemble de solutions vérifiant une propriété de monotonie,
mais pas de trouver une solution unique.
Fonctionnelle de Dirichlet

C’est pourquoi nous allons choisir une autre norme pour mesurer le gradient qui, cette

fois-ci, va nous permettre d’exhiber une solution unique. On considere donc maintenant le
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T(x) T(x)

T, 1 . T,

S ATy
. AT;’
AT,

The— T,

J(T) = |AT1| + |ATs| + |AT]
a I b v a I b .

F1a. 2.2: Gauche : la variation totale J(7') est la somme des dénivellés en valeur absolue.
Droite : exemples de fonctions 7" telles que T'| T, et minimisant la variation totale

J(T).

r=a,b —

probléme d’optimisation suivant : il s’agit de trouver une fonction 7" telle que le réel 1(T")

soit minimum :
min I(T)= min / Sl v aRL) (2.3)
TeHL(Q) TeHL (@) Ja 2
Ici, T(x) € HL(Q) signifie que T est une fonction définie sur  appartenant a H!(<),
c’est-a-dire dont le gradient est de carré intégrable (afin que I(7T") soit calculable), et dont
la valeur est donnée sur le bord du domaine :

Tlsq = To (2.4)

Ici, a est un coefficient scalaire positif constant. Il ne joue pas de role dans ce chapitre
sinon celui d’avoir les bonnes unités physiques. Le fait que ce probleme d’optimisation,
appelé probléeme de Dirichlet, soit bien posé (voir section pour cette notion), c’est-a-
dire, en particulier, qu’il admette une solution unique, est d’une importance fondamentale.
La démonstration sortant du cadre de ce cours, nous nous contenterons de caractériser
cette solution.

Notion de dérivée fonctionnelle

Sous des hypotheses de régularité de I, une condition nécessaire pour que [ soit mini-
mum est d’écrire que sa dérivée s’annule.

La notion de dérivée utilisée ici est la notion de dérivée fonctionnelle. De méme que
pour une fonction 7" dépendant d’un vecteur x, on utilise la dérivée directionnelle suivant
une direction y :

D, T (x) = lim e tey) - T()

e—0 €

(2.5)

Pour une fonctionnelle I dépendant d’une fonction 7', on utilise la dérivée fonctionnelle
suivant une “direction” U, qui est une fonction :

_d
Sul(T) = lim —I(T + eU) (2.6)
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20 2.1. Probléme de Dirichlet

Ga+e€ c—€e ¢ c+e Ib a b

Fic. 2.3: Gauche : exemples de fonctions test U, appelée fonctions “chapeau” Droite :

solution T" du probléme de Dirichlet (Z3)—(2.4]) en 1D.

ce qui se lit : la dérivée de la fonctionnelle I au “point” T, dans la “direction” de U égale. . .
Lorsqu’on effectue la dérivation par rapport a e, T et U sont fixées.

La dérivée fonctionnelle est également une fonctionnelle, qui, aux deux fonctions T et
U, associe une valeur réelle 6y1(T).

Condition de minimisation

La condition de minimisation du probleme (2Z.3]) s’écrit donc :
Sul(T) =0 YU € Hy() (2.7)
comme, d’apres la définition de la dérivée fonctionnelle (Z0) :

d
5uI(T) = lim < </ SIVTIE a0 +e [ avT - vUdR+ e [ g||VU||2dQ> (2.8)
e—0de \Jo 2 Q 02

finalement :

Sul(T) = /Q VT -VUdQ =0 YU € HL(Q) (2.9)

Ici, U(x) € H(Q) signifie que U, de méme que T, est une fonction dont le gradient est de
carré intégrable. Par contre, sa restriction au bord du domaine est nulle : Ulg, = 0. Ceci
vient du fait que I'on veut que T + €U soit, de méme que T', dans H () pour tout e.

Interprétation de la condition de minimisation en 1D

Afin d’interpréter la condition de minimisation (Z9) sur notre probléeme de Dirichlet
en 1D, choisissons une fonction “test” U particuliere, centrée en ¢ €|a, b[, d’extension e
et linéaire par morceaux, notée U, (voir figure de gauche). Il s’agit d’une fonction
chapeau.
On a: .
ou. I(T) = / o1y, +/ P P (2.10)

dz €
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Ceci signifie que les moyennes de oL sur [c — €, ¢] et [c,c + €] sont égales. En considérant

tous les points ¢ € [a + €,b — €] et en passant a la limite ¢ — 07, on en déduit :

aj—ij =C*" sur Ja,b| (2.11)
ott C** est une constante arbitraire. La condition (ZII) nous permet de déduire que la
solution du probleme de Dirichlet en 1D est la droite reliant les points correspondant aux
conditions aux limites de Dirichlet T'|,_, , = Ty (figure 23 de droite).

Regardons également la fonction U, .. On ne peut pas la choisir pour le probleme de
Dirichlet car elle ne s’annule pas au bord et ne fait donc pas partie de H} (€2). Néanmoins,
si on écrit tout de méme la condition de minimisation, on obtient :

a+e
Su, I(T) = / o dr =0 (2.12)

Ceci signifie que la moyenne de % sur [a,a + €] est nulle. En passant a la limite e — 07,

on en déduit :
dT

——

- 2.13
7| =0 (2.13)

a
Ceci est un deuxieme type de condition a la limite possible, qui apparait lorsque T n’est
plus imposée au bord. Elle est appelée condition de Neumann ou condition naturelle.

Equation aux dérivées partielles équivalente

En dimension quelconque, la généralisation de l'interprétation effectuée en sous-section
précédente fait intervenir 1'intégration par parties qui permet, a partir de I’équation (2.9),
de se ramener a une équation auz dérivées partielles (EDP) correspondante. Le but est de
se ramener a une équation de la forme suivante :

/ EDP x UdQ =0 YU (2.14)
Q

D’ou l'on déduira : EDP = 0 par le théoreme de localisation (également appelé Lemme
fondamental du calcul des variations, voir [Gur81]).
Appliquons la méthode en intégrant (2.9) par parties, on obtient :

/—aATdeQ+ aVT -n x UddQ =0 (2.15)
Q 00

Le deuxieme terme de (2I5) s’annule car U est nulle au bord du fait que 7" est connue
au bord (condition de Dirichlet ou essentielle). Toutefois, la forme de ce deuxieme terme
permet de faire apparaitre 'expression aVT - n qui est un flur de la variable T a travers
le bord. L’annulation de ce flux est un deuxiéme type de condition a la limite possible pour
le probleme que nous sommes en train d’étudier : elle se nomme condition de Neumann ou
condition naturelle.

Nous reviendrons en détail sur 'expression des conditions aux limites dans le chapitre [l

Le premier terme de (ZI5) nous permet d’exprimer 'EDP dont nous cherchons la
solution :

—aAT =0 sur Q)\0Q (2.16)
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22 2.1. Probléme de Dirichlet

Intérét de la méthode

Pourquoi avoir effectué toutes ces circonvolutions et introduit des outils en apparence
complexe pour aboutir & 'EDP (ZI€]) des plus simples? On peut donner les raisons sui-
vantes :

1. La concision du principe (23]) dont on peut déduire, non seulement 'EDP (216,
mais également les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann licites.

2. L’apparition naturelle de I'espace de fonction H!'(Q) dans lequel on cherche la solu-
tion. Cet espace est plus étendu que celui qui apparait a la seule lecture de 'EDP
(ZI6) et qui parait requérir des fonctions deux fois dérivables. Le principe ([23]) est
en ce sens plus général.

3. Le principe (Z3), dont la solution 7" est un élément d’un espace de fonctions continu,
s’étend tres simplement lorsqu’on cherche une solution approchée Tj, discrete, c¢’est-
a-dire dépendant d’un nombre fini de parametres, comme nous allons le voir dans la
section suivante.

On voit également que résoudre un Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet
peut s’interpréter comme la réponse a la question suivante : Quelle est la fonction la plus
“régulicre™ possible vérifiant les conditions aux limites ?

Cette interprétation est importante car elle met en évidence le fait que 'opérateur La-
placien est un opérateur régularisant. Ce role régularisant apparaitra de maniere récurrente
dans les prochains chapitres :

— Dans le chapitre ] nous verrons qu'un schéma instable et un schéma stable pour
I’équation de convection-diffusion different uniquement par un terme de type Lapla-
cien discrétisé.

— Dans le chapitre[H], nous verrons quune équation de diffusion instationnaire (équation
de la chaleur) ayant une condition initiale (¢ = 0) non réguliere, admet une solution
réguliere des que ¢t > 0 dans le cas continu et apres quelques pas de temps dans le
cas discret.

— Dans le chapitre [ nous verrons que l'on a besoin d’'un petit terme de diffusion
pour obtenir la solution physique d’un probléme autrement mal posé (équation de
Burgers). . .

2.1.2 Le probleme de Dirichlet discret
Espaces de fonctions discrets

L’espace de fonctions HL(2) dans lequel on cherche la solution 7" du probléeme de
Dirichlet (Z3)) est un espace de dimension infini. Il est donc trop grand pour pouvoir étre
représenté par un ordinateur! C’est pourquoi on va plutdt chercher une solution approchée
T}, dans un espace de fonctions fini, sous-espace de H(Q) : H5 () de dimension N. Si N;
est une base de cet espace de fonctions, on pourra écrire :

Ti(z) = Y. TiNi(x) (2.17)

Yici régularité signifie : ayant le gradient le plus petit possible au sens de la norme £2(£2), i.e. la fonction

la plus “constante” possible.
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La méthode des éléments finis consiste a construire la base des N; d'une certaine maniere
et a appliquer le principe de minimisation (23) en cherchant une solution dans I’espace
HL(Q).

Pour construire la base des IV;, on s’appuie sur un découpage du domaine 2 (maillage)
en sous-domaine simples €, (triangles, carrés, tétraedres) et on construit les NN; de telle
maniere qu’elles s’expriment simplement sur chaque sous-domaine €2y,.

Les inconnues du probleme a résoudre sont désormais les inconnues 7;. Souvent, en
élément finis, les T; correspondent au valeur de 7}, aux noeuds du maillage pour peu que
N; soit une base nodale de H5(€2). Un base nodale vérifie les propriétés suivantes :

— Au noeud P; de coordonnées xp, : Nij(xp,) =1;

— Aux autres nceuds j # ¢ de coordonnées x; : Ni(xp,) = 0.

Nous donnerons des exemples d'une telle base dans le chapitre

Condition de minimisation discréte

Le principe (Z3]) exprimé dans 'espace de fonctions discret consiste a trouver la fonction
T}, minimisant le réel 1(7}) :

min I{T}) = min /%vafd@ (2.18)
Q

Ty, €HL (Q) TeHl (Q)

On aura forcément que : ming, ey () £(7h) > mingesq ) 1(T) puisque HL(Q) € HL(Q)
mais on peut montrer, pour le probleme de Dirichlet (théoreme de Lax-Milgram, cf.
[EG02]), que T}, tend vers T lorsqu’on augmente la dimension N de H}) (), c’est-a-dire
lorsqu’on raffine le maillage.

La condition de minimisation (Z9) s’écrit alors pour le probléme discret :

o I(Ty) = /QonTh LUN,dQ=0 VN, €HY(Q) ie VieQ\dQ (2.19)

Et, en développant 7T}, sur la base des [V;, on obtient le systéme linéaire d’inconnues T}
suivant :

/aVTh-VNidQ:ZTj(/ VN, - VN, d€)

(2.20)
J

ou I est le vecteur des inconnues 7. La matrice R;; est souvent appelée matrice de rigidité
du fait que la méthode des éléments finis a été historiquement appliquée a des problémes
de mécanique (voir section 2.3]).

Pour le probléeme de Dirichlet, on voit donc que I'on s’est ramené tres simplement a
un systeme linéaire qui se préte bien a une résolution par ordinateur, en appliquant un
principe de minimisation et en discrétisant un espace de fonction.

Le processus de discrétisation effectué est résumé au tableau 2.1

Un point important est, qu'une fois la discrétisation effectuée, on ne peut généralement
plus utiliser 'intégration par parties dans la condition de minimisation discrete (ZI9) car
les fonctions de base N; ne sont pas suffisamment réguliere (pas deux fois dérivable). C’est
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2.2. Exemples de

solutions discrétes

Continu

Discret

Systeme
matriciel

T € HL(Q)

T, = >, TN

ming fp, £[|VT|* dQ

!

ming; fo §[|VTh[|* A2

4

JqaVT -VUdQ =0 YU

!
—aAT =0

JoaVT, VN;d2=0 VN, = RT =0

TAB. 2.1: Discrétisation du probléeme de Dirichlet : suivre les doubles fleches =. Du pro-
bleme de Dirichlet a I’équation de Laplace : suivre les simples fleches —.

WVAVAVANav y.
AR
SEERRSIRRED
N avatsS g, ravavavay iy, SVA)
1 R
NSO SOEOONE
AVNAVAYAVAS Sy Uiy 4| OATATATAATAAvay Y,
KNRRRISIRABAOSA, NAAAAVLY, A ViVA Vv 4
VN NN v avazava DRI
RERSSNSRESASOSISA N AVAVAVAYAy v oo AVARS
N NS 52 (AL
RIS DO VO e A vy e ATA YW T4
S s
N KNSR Val KRS KRS AN
SRR RS SRS S S SR A AHKIAAIRIAAIL]
KRR X A A ARSI AIAANA K]
P RN NS A OGO A TSRS SIIA RIS KR
5 R PRI R A O A A e DR KSR oD A
DRI OO SO A ARSI NG
N T A A s e A e ATV
R AL A DA A A SRR O OK]
A O S A VATAY S TAT A S M v avarawy
AR RRAIAN DO A A SRRSO AA
D R A A A KA AR
S RN OL A A A SIS AT
RS A OO T DO RS ARSI KL
NSRS RGN A A NS ALITIIRIATAL
AT A S AN S g g AT AN Za VAVAVAVATATA TS NS VAT S A
S\ VAN e NAVA Y P SSINISISE, vAVATA S o, vAT SO Raw S
VA NETAN 2 AV, NAVAY 2 r vavaAVAVAVAYAT SIS Sy, vATA S S A S SOs
SRR NI AA A AT I ESIATISK
TEEREANIKION, FAVAVAYAYATATS SONSL A VA NI )
N 0 g AVAY v N Za VAV S S A O,
S AN A YAAVAV AV Vi Pl ATATA) A'Q'é'é%’?i ok
AT

0

F1G. 2.4: Gauche : représentation de 0€) avec des points de contrdle. Droite : maillage en
triangle du domaine (2.

pourquoi on dit souvent que T}, est une solution faible* du probléme de Dirichlet discret.
Nous reviendrons sur ce point important dans le chapitre @ consacré aux conditions aux
limites car on verra que les conditions de Neumann sont également imposées de maniere

faible.

2.2 Exemples de solutions discretes

2.2.1 Solutions régulieres

Pour illustrer le comportement des solutions du probleme [23)-([2.4]) en 2D, on trace
des solutions discrétes obtenues en résolvant le systéme linéaire (Z20). La figure 2.4l illustre
le contour, ainsi que le maillage de domaine €2 choisi.

Choisissons tout d’abord comme condition a la limite une courbe Gaussienne dépendant

de I'abscisse curviligne s et centrée au point P; :
_ 2
Tilsa(s) = exp—(—s SPI) (2.21)

2Ce terme de “solution faible” n’est pas péjoratif. Il signifie juste que la formulation faible [Z3) du
probléme de Dirichlet, plus générale, admet plus de solutions que sa formulation forte (ZIG).
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F1a. 2.5: Solution numérique 7}, du probleme (ZI8)-(221)). Gauche : représentation des
isovaleurs de Tj,. Droite : représentation en 3D de T}, ; z = Ty, (z, y).
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F1a. 2.6: Solution numérique 7}, du probleme (ZI8)-([222). Gauche : représentation des
isovaleurs de Tj,. Droite : représentation en 3D de T}, ; z = Ty (z, y).

On obtient la solution numérique de la figure 5. On observe que la solution T}, est réguliere
et s’atténue rapidement lorsqu’on s’éloigne du point P; de telle maniere que ||VT||2 est
effectivement tres faible dans ’essentiel de €2.

Si on choisit maintenant comme condition a la limite une courbe Gaussienne centrée
au point Pj :

s —sp,\?
Tilsals) = exp— (2% ) (2.22)

On obtient la solution numérique de la figure 2.6l Cette fois-ci, on observe que la solution
T}, s’atténue un peu moins rapidement lorsqu’on s’éloigne du point Pj : ceci est dii au fait
que Pj est situé dans une partie concave de 0f2.

2.2.2 Solutions singulieres

On a dit que les solutions du probleme de Dirichlet, du fait qu’elles sont de gradient
minimum, sont généralement tres régulieres. Il y a néanmoins des cas d’intérét ou ces
solutions peuvent exhiber des singularités. Citons en trois :

1. La fonction donnée au bord Ty, est singuliére;

2. Le bord 6€2 présente des coins rentrants;
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F1G. 2.7: Gauche : schéma représentant la géométrie €2 et les conditions aux limites du cas
du paratonnerre. Droite : maillage en triangle du domaine 2.

3. Les conditions aux limites changent de nature (passage Dirichlet—Neumann) sur le

bord €.

ans ces trois cas, la singularité “vient du bor ce qui est normal car les solutions du
D t 1 larité “ t du bord”, t | 1 lut d
probleme de Dirichlet sont entierement déterminées par ce que I'on impose au bord.

Singularité de pointe : le paratonnerre

Considérons donc le deuxieme cas avec le domaine € de la figure 2.7 Son bord 412
présente une pointe “trés concave” (a — 0). Imaginons maintenant que le bord bas re-
présente un paratonnerre posé au sol au potentiel V' = 0 et que le bord haut représente
un nuage a un potentiel différent V' = 1. On suppose que le potentiel électrique V' vérifie
I’équation de I’électrostatique AV = 0, c¢’est-a-dire que V' est solution du probleme de
Dirichlet ([23)—(2.4).

Lorsque 'on calcule une solution discrete (figure 2.8]), on s’apercoit que les isovaleurs
de V sont tres resserrées pres de la pointe, signe d'un gradient, donc d’un champ électrique
élevé. C’est Veffet de pointe. 11 permet d’expliquer que la foudre va préférentiellement
tomber sur le paratonnerre : 'ionisation de ’air va se produire pres de la pointe et ainsi
générer une zone de conductivité électrique élevée qui va canaliser la foudre.

Singularité Dirichlet-Neumann

Considérons maintenant le cas du paratonnerre lorsque : @ = 0. On note que la géo-
métrie et les conditions aux limites sont symétriques par rapport a 'axe x = 0. On peut
donc se limiter au demi-domaine montré sur la figure [2.91

Le bord rectiligne gauche AD du domaine présente maintenant un changement de
conditions aux limites au point E :

— Condition de Dirichlet homogene V' = 0 correspondant au paratonnerre sur AE;

— Condition de Neumann homogene Z—Z = 0 sur ED. Cette condition traduit le fait que

le flux de I'inconnue V' a travers ED est nul du fait de la symétrie.

Les solutions présentent, de méme que pour le paratonnerre, une singularité au point E.
On peut montrer [SE88| que la solution pres du point E se comporte comme /7 sing our
est la distance au point E. La figure de droite illustre ce comportement sur le profil
de potentiel électrique V' selon les segments AD et EF.

La solution V' est continue mais pas dérivable au point E. Par contre, son gradient

VV reste malgré tout de carré intégrable sur 2! En effet, en passant en coordonnées
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F1G. 2.8: Isovaleurs de la solution discrete V}, du cas du paratonnerre.

D V=1

oV

8—:()

7 v
E+v L ___
A M~ Al

V=0

B

O O OO0 O 0O O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOoOOoOOoOOoOoOo

.98
.92
.88
.83
.77
.73
.67
.63
.58
.52
.47
.43
.38
.32
.28
.22
.18
.13
.08
.03

F1G. 2.9: Schéma représentant un demi-domaine €2 et les conditions aux limites associées

au cas du paratonnerre, figure 2.7, lorsque o = 0.
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A

Fi1G. 2.10: Gauche : Isovaleurs de la solution discrete V}, du probleme du paratonnerre avec
a = 0. Droite : profils de la solution discrete V}, en fonction de ’abscisse curviligne s. X :
suivant le segment AD. O : suivant le segment EF.

cylindriques (r, ) centrées en E, la norme H'(€2) de la solution est de la forme :

a0 — [ (VY 4 (LY
/QHVV(T‘,@)H a0 = /Q<ar> +<T ae) rdrdd (2.23)

- /Q (c(e)%fju (D(9)$>2rdrd0 (2.24)

qui est bien calculable.

La singularité du gradient de I'inconnue au changement de condition a la limite peut
également se voir de maniere qualitative sur les isovaleurs de I'inconnue, comme le montre
la figure de gauche :

— Au-dessus du point E, les isovaleurs sont perpendiculaires a la frontiere AD, du fait

de la condition de symétrie g—z =0;

— En-dessous du point E, les isovaleurs ont tendance a étre paralleles a la frontiere AD,

le morceau de frontiere AE étant lui-méme l'isovaleur V =0 .

Influence des singularités

Comme vous pourrez le voir dans le cadre de vos projets, dans la plupart des cas
pratiques, une ou plusieurs singularités seront souvent présentes. Il est important de savoir
les localiser car les ordres de convergence et la précision des méthodes de discrétisation
sont en général moindres en leur présence. Un premier remede généralement adopté est
de raffiner le maillage a proximité des singularités comme nous ’avons fait pour le cas du
paratonnerre (figure 2.7 de droite).

Pour une étude plus compléte de 'influence des singularités sur la méthode des éléments
finis, on pourra consulter le chapitre 8 de Strang et Fix [SESS].
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2. Construction naturelle d’une méthode des éléments finis 29

2.3 Probleme d’élasticité linéaire

Comme autre exemple, plus complexe et historiquement important, d’application d’un
principe de minimisation, on peut donner le principe suivant utilisé en mécanique dans le
cadre de I'élasticité linéaire en petites déformations :

: 1 Vu+ Viu
min _[(u) = min —/ p||—————
ue(HL(©)° ue(Hh @) 2 /2 2

2

+ AV - u)? — fudQ (2.25)

ou A et u sont les coefficients de Lamé. f sont les forces volumiques appliquées sur le solide
(par exemple la gravité) et u sont les déplacements du solide par rapport a la configuration
de référence choisie. La quantité que 1’on veut minimiser, I(u), est appelée énergie élastique.
On a pris comme conditions aux limites des déplacements imposés sur la frontiere 6€). Les
coefficients de Lamé sont reliés au module d’Young E' et au coefficient de Poisson v :

3\ + 2u 1A
_ A 2.26

La condition de minimisation s’écrit alors :
Gol () = /Q,uV'u,:V'v FAH VUV e - fod2=0 Yue (HYQ)  (227)

Cette condition est souvent évoquée sous le nom de principe des travauz virtuels.
De cette condition découlent les équations de Navier de I’élasticité linéaire :

pAu+ A+ p)VV-u+ f=0 (2.28)

que l'on peut écrire sous la forme, dite mixte, plus conventionnelle, suivante, en introduisant
le tenseur des contraintes o :

Vot+rf =0 (2.29)
o = MV u)l+p(Vu+ V) (2.30)

L’équation (Z29) exprime 1'équilibre des forces et 1’équation (Z30) donnant I’expression
de o, est la loi de comportement.

Le probleme d’élasticité linéaire nous servira en mécanique des fluides. En effet, nous
verrons au chapitre [§ que, lorsque le premier coefficient de Lamé A — oo, le systeme de
I’élasticité linéaire tend vers les équations de Stokes incompressible, approximation des
équations de Navier-Stokes a petit nombre de Reynolds.

2.4 Résumé

Nous avons insisté dans ce chapitre sur la dérivation de la méthode des éléments finis
par un principe variationnel du fait de son caractere “naturel”. Nous reviendrons sur le
point important des conditions aux limites au chapitre @ Il est connu que les principes
variationnels jouent un role tres important en physique et il nous a paru utile de relier
ces principes plutét théoriques a des applications concretes : méthode des éléments finis et
calcul de solutions approchées par ordinateur.
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On pourrait également donner d’autres exemples de phénomenes physiques s’appuyant
sur un principe variationnel et trouvant des applications en mécanique des fluides. Citons,
par exemple, les phénomenes de tension superficielle qui produisent des forces tendant a
minimiser des surfaces. ..

En mécanique des fluides incompressibles, au moins deux problemes surgissent par
rapport au cadre variationnel que nous venons d’examiner :

— certains termes des équations ne dérivent pas simplement d’un principe variationnel :
notamment dans ’équation de convection-diffusion u - VI — AT = 0, le premier
terme ne dérive pas simplement d’un principe variationnel ;

— des principes d’optimisation plus complexes que la simple minimisation, tels que la
minimisation sous contraintes, peuvent étre mis en jeu comme c’est le cas pour le
probleme de Stokes incompressible.

Du fait de ces deux points, la méthode des Eléments Finis s’applique moins “naturellement”
a la mécanique des fluides incompressibles et on doit user d’astuces pour I'appliquer.

Au chapitre Bl on généralise la méthode des éléments finis a des classes d’équations
aux dérivées partielles plus générales que celles qui découlent d'un principe variationnel.
Au chapitre [ on examine les difficultés liées au terme de convection sur une équation
de convection-diffusion stationnaire d’un scalaire. Enfin, au chapitre 8, on examine les
difficultés liées a la contrainte sur la divergence pour le probleme de Stokes incompressible.
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Chapitre 3

Méthode des éléments finis

s,
a—,':Jr(Vu) ‘u = —Vp'+rvAu+s,

V-u = 0

S +[VT) = [aAT+ s

Dans ce chapitre, nous décrivons comment dériver une méthode de discrétisation pour
des équations aux dérivées partielles plus générales que celles vues au chapitre précédent. Il
s’agit de la méthode des résidus pondérés (section B.1]). Nous I'appliquons, a titre d’exemple,
a I'équation de convection-diffusion d’un scalaire qui servira de probleme modeéle au cha-
pitre @

Nous introduisons ensuite les notions de convergence et de stabilité en section car,
contrairement au chapitre 2] la convergence des solutions discretes obtenues par la méthode
des résidus pondérés n’est pas acquise.

Enfin, en spécialisant la méthode des résidus pondérés a une base de fonctions particu-
lieres, nous obtenons la méthode des éléments finis et nous rappelons brievement les outils
mathématiques utilisés pour une implémentation pratique dans un code de calcul (sections
et suivantes).

3.1 Méthode des résidus pondérés

On applique la méthode du chapitre précédent “a I'envers” : on part de I’équation aux
dérivées partielles pour parvenir a la formulation faible. Prenons I'exemple de ’équation
de convection-diffusion stationnaire comme modele, ot u est un champ de vecteurs donné :

u- VT —aAT =0 (3.1)

L’expression a gauche du signe égal se nomme le résidu R. C’est un opérateur : a une
fonction T, il associe une fonction w - VI — aAT.

Résoudre le probléme revient a trouver la fonction 7" qui annule le résidu. Comme il a
été noté au chapitre précédent, avec un ordinateur, on est, en général, obligé de chercher
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32 3.1. Méthode des résidus pondérés

une fonction 7}, approchant 7" dans un espace de fonctions de dimension finie Fp,;. Soit N;
(i € [1, N]), une base de cet espace Fpy; sur laquelle on peut décomposer 7, :

Th(x) = ;TiNi(:c) (3.2)

Les inconnues du probleme deviennent les N coefficients T; qui sont appelés degrés de
liberté. En général, on aura :

R(Th) =Uu- VTh — OzATh # 0 (33)

car T}, ne représentera généralement qu’'une approximation de la solution exacte T du
probleme (3.1]).
Afin de déterminer les T;, plusieurs méthodes sont possibles. On peut, par exemple,
demander :
— que le résidu R(T},) s’annule en N points bien choisis : il s’agit d’'une méthode de
collocation ;
— que le résidu R(7},) soit minimum selon une certaine norme. Dans le cas de la norme
L£2(Q), on aboutit a des méthode dites de moindres carrés;
— que le résidu R(T},) soit orthogonal a un espace de fonctions Fqyu,. Pour cela, il faut se
placer dans des espaces de fonctions munis d’un produit scalaire (espace de Hilbert).
Ceci constitue la méthode des résidus pondérés.
En général, on applique cette derniere méthode avec des espaces de fonctions qui sont des
sous-espaces de L£2(€) et avec le produit scalaire associé a la norme £2(1Q) :

(u,v) = / uv dQ (3.4)
Q
Si on choisit Fp;; = Fqua, on obtient une méthode de Galerkin qui s’écrit :
Vjel[l,N] (R(Tp),N;) =0 (3.5)

soit en exprimant R et T}, en utilisant la linéarité de I'intégrale et 'intégration par parties
sur le Laplacien :

vieLN] ST </Qu VNN, 4+ aVNTN; A2~ [ aVN; - nd, d5§2> —0  (3.6)
=1

1=

et apres calcul des intégrales de volume (celle de bord est nulle si 'on suppose que les T;
sont fixées au bord) :

Vj e [1,N] (C+R),T; =0 (3.7)

ou C est la matrice de convection et R est la méme matrice de rigidité qu’au chapitre
précédent (équation (2:20)). La encore, on s’est ramené a un systéme linéaire susceptible
d’étre résolu par ordinateur. Le processus de discrétisation effectué est résumé sur le tableau
B.1, & comparer avec le tableau 211

Par rapport a la méthode vue au chapitre précédent, la méthode des résidus pondérés
parait plus générale, puisqu’elle peut s’appliquer, a priori, a n’importe quelle équation aux
dérivées partielles. Néanmoins, elle semble présenter également quelques inconvénients :
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Systeme
Continu Discret matriciel
T € HL(Q) T, = >N, T;N;
‘Pas de principe de minimisation‘
Jou - VTUdQ Jou - VI,N,;dQ
+ JoaVT -VUdQ =0 YU = + [aVT, - VN;dQ=0 VN; = (C+R)IT'=0
fr

w- VT —aAT =0

TAB. 3.1: Discrétisation de I’équation de convection-diffusion par une méthode de Galer-
kin : suivre les doubles fleches =. A comparer avec le tableau 2.11

1. elle nous dit peu de choses sur les espaces primaux de fonctions dans lesquels chercher
la fonction T et son approchée T}, et sur les espaces duaux pour les résidus continus
et discrets ;

2. les conditions aux limites licites pour résoudre le probleme ne sont également pas
précisées ;

3. l'utilisation de l'intégration par parties sur le Laplacien, pour “diminuer la régularité
exigée sur les fonctions N;”, parait assez artificielle.

En outre, le fait que l'on puisse appliquer la méthode ne nous garantit pas que le
systeme discret obtenu soit inversible et, s’il I'est, que la solution 7}, obtenue approchera
correctement T'. Pour s’en assurer, il faut examiner la convergence de la méthode.

3.2 Equivalence convergence-stabilité

On écrit le théoreme d’équivalence de Laz qui est le théoreme fondamental de ’analyse
numérique, il s'énonce ([Str07]) :

Théoréme 1 (Lax) La stabilité est équivalente d la convergence, pour une approximation
consistante d’un probléme linéaire bien posé.

Notons Lu = f, le probleme linéaire considéré ou L représente 'opérateur linéaire associé
au probleme, f les données du probleme (y compris les conditions aux limites) et u les
inconnues du probleme. Notons également LU, = f, le probléme issu de la discrétisation.
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Consistance f;, — f et Lyu — Lu pour des fonctions régulieres @ quand h — 0.
Ceci signifie que l'on approche correctement les données du probleme f et le
probleme L.

Probléme bien posé L’inverse de L est borné : ||u]| = ||[L7Lf]| < C||f]. Ici, on a
supposé que l'inverse de L existe, c’est-a-dire qu’il existe une solution unique u
du probléeme pour chaque f.

Stabilité Les inverses discrets L, sont uniformément bornés : ||U|| = HL,:1 th <
C'||fnll, Yh. Grossierement, ceci signifie que le module de la plus petite valeur
propre des Ly, A\1p, est supérieur a une constante strictement positive indépen-

dante de h.

Convergence u — U, — 0 quand h — 0.

On voit que la stabilité du probleme discret est similaire au caractere bien posé du probleme
continu avec une difficulté supplémentaire due a la discrétisation h : le probleme discret
doit étre uniformément bien posé.

Une idée de la preuve du théoréme consiste a additionner et retrancher L; ' Lu = L; ' f
au—Uy,:

u—U, =Ly (Lyu— Lu) + L,  (f — i) — 0 (3.8)

La consistance contrdle les termes entre parentheses (ils tendent vers zéro). La stabilité
controle les L; ' qui agissent dessus. Le caractére bien posé contrdle I'approximation des
solutions u par des fonctions régulieres .

On note que I’énoncé du théoreme de Lax est tres général : en particulier, nous n’avons
pas précisé le choix des espaces de fonctions et des normes. Nous verrons plus loin que
ces choix sont importants (section [£.5.2]). Des résultats plus forts que le théoréeme de Lax
peuvent étre obtenus dans des cas particuliers : par exemple, sur les ordres de convergence
des méthodes.

En pratique, pour des problemes linéaires bien posés, comme 1’équation de convection-
diffusion et le probleme de Stokes avec des conditions aux limites adéquates, la méthode
des résidus pondérés est consistante. Par contre, la stabilité n’est pas toujours acquise, ce
que montreront les exemples numériques de la suite du cours : au chapitre [l pour I’équation
de convection-diffusion et au chapitre [8 pour le probleme de Stokes.

Lorsque le probleme a approcher est non linéaire, les choses peuvent se compliquer
singulierement. Nous en verrons un exemple simple sur 1’équation de Burgers au chapitre
[[ En ce qui concerne les équations de Navier-Stokes incompressible en 3D, il n’existe pas de
théoreme général d’existence de solutions : on ne sait pas, en général, si le probléme continu
est bien posé. Cela ne nous empéche pas d’en chercher des solutions numériquement! Se
posent toutefois des questions, notamment concernant I’apparition de la turbulence et sa
modélisation (qui donne peut-étre un probléme mieux posé). Ces sujets sont d’actualité
et des réponses partielles a ces questions font I'objet d’un prix (1000000$) proposé par le
Clay Mathematics Institute.

A notre modeste niveau, il faut toujours se poser des questions en présence d’un résultat
de simulation numérique en mécanique des fluides et, en général, la confrontation a des
données expérimentales est requise.
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3.3 Fonctions de base

Une fois écrit le probleme discret (Z20) ou (B.), il reste a choisir une base N; par-
ticuliere. En une dimension d’espace, de nombreux choix sont possibles : décomposition
en série de Fourier, base de polynomes orthogonaux (Legendre, Chebychev)... En dimen-
sion d’espace plus grande, on peut étendre facilement les bases précédentes en maillage
cartésien, mais cela est plus difficile en maillage quelconque.

La méthode des éléments finis, elle, construit cette base N; de la facon suivante :

Maillage Le domaine a modéliser €2 est partitionné en éléments de forme géométrique
simple : € = U ;

Base nodale Les degrés de liberté T; sont les valeurs de la fonction 7}, en certains noeuds
du maillage P; : T),(FP;) = T;;

Base polynémiale par élément. La restriction d’une fonction de base N; a un élément
Q. est polynomiale en les coordonnées d’espace.

Plutot que de détailler le calcul des fonctions de base (voir [DT84] ou [DP00Q]), on se
contente de tracer une fonction de base N; des espaces discrets les plus simples en une et
deux dimensions d’espace, ainsi qu’'un interpolé T} d’une fonction arbitraire 7" dans cet
espace discret.

Du fait du choix de fonctions polynomiales par élément, les sous-espaces V de L2(9)
(fonctions de carré intégrables) seront continus par élément, mais peuvent étre discontinus
aux frontieres des éléments. Par contre, les sous-espaces W de H!'(2) (fonctions dont le
gradient est de carré intégrable) devront étre continus a la frontiére entre éléments, sinon
on ne peut pas évaluer leur gradient.

L’espace discret Vo C L£2(2) le plus simple est Pespace des fonctions constantes par
¢lément. Une base de cet espace sont les fonctions indicatrices des éléments (voir figures
B et B2).

L’espace discret W, C H'(€) le plus simple est I'espace des fonctions linéaires par
élément. Une base de cet espace sont les fonctions “chapeaux” associées aux noeuds sommets
des éléments (voir figures B3] et [3.4]).

Le choix des trois propriétés de la base N; effectué par la méthode des éléments finis a
des conséquences intéressantes. La deuxiéme propriété (base nodale) conduit a :

Ni(P)) = 8, (3.9)

ou 0;; est le symbole de Kronecker valant 1 si ¢ = j et 0 sinon. Ensuite, a 'aide de la
troisiéme propriété (base polyndmiale par élément), on en déduit que les fonctions N;
sont identiquement nulles sur tous les éléments qui ne contiennent pas le point P;. Cette
propriété de localité est trés avantageuse pour le traitement subséquent par ordinateur :
les termes A;; de la matrice totale A d'un probleme discrétisé (qui sont des intégrales
impliquant les fonctions N; et N; et leurs dérivées) seront nuls si P; et P; n’appartiennent
pas a un méme élément €);. La matrice A aura donc un grand nombre de termes nuls : elle
est dite creuse. On pourra ne stocker que les termes non nuls afin d’économiser la mémoire
de l'ordinateur.

Par contre, on peut noter que la base des N; choisie pour I'espace W; n’est pas ortho-
gonale :

My = (N, Nj) = [ NiN; A€ # 6 (3.10)
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Ns(x) T(x)
1.2 ; 1.8
1.6
1.0
1.4
0.8 1.2
1.0
0.6
0.8
0.4
0.6
0.2 0.4
0.2 | 3
0.0 A—a—A A——A A A A E
0.0 L a a a a a a
-0.2 Il Il Il Il Il Il -0.2 L
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
T T

Fic. 3.1: Exemples de fonctions de 'espace V en 1D. Gauche : la fonction de base Nj,
fonction indicatrice du 3° élément. Droite : une fonction 7' (—) et son interpolé T}, € Vj
(D).

FiG. 3.2: Exemples de fonctions de I'espace V; en 2D. Gauche : une fonction de base N;,
fonction indicatrice du ¢ élément. Droite : une fonction 7}, € Vj.
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Ny(x) T'(z)
1.2 . 1.8
1.6
1.0
1.4
0.8 12
1.0
0.6
0.8
0.4
0.6
0.2 0.4
0.2
0.0
0.0
-0.2 -0.2
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
X X

Fic. 3.3: Exemples de fonctions de l'espace W; en 1D. Gauche : la fonction de base Ny,
fonction chapeau associé au 4° noeud du maillage. Droite : une fonction 7' (—) et son
interpolé Ty, € Wy (A).

F1G. 3.4: Exemples de fonctions de I'espace W; en 2D. Gauche : une fonction de base N,
fonction indicatrice du j° nceud. Droite : une fonction Tj, € Wj.

Cours ENSTA B2-1



38 3.4. Eléments de référence

F1G. 3.5: Passage de I’élément de référence Q) & un élément réel O, par la transformation
géométrique Gy,

La matrice de masse M n’est donc pas diagonale, ce qui a quelques inconvénients : par
exemple, méme avec une discrétisation en temps explicite, il y aura un systeme linéaire
impliquant la matrice masse a résoudre a chaque pas de temps (cf. chapitre [l). On utilise
alors quelquefois des techniques de diagonalisation de la matrice masse (a utiliser avec
précaution), qui sortent du cadre de ce cours.

3.4 Eléments de référence

Prenons comme exemple d’intégrale a calculer, celle associée a [, u - V1), dS2 :

Q

/ w-VNN;dQ =3 [ w- VNN, dQ, (3.11)
& k

On s’apercoit vite qu’il est plus facile de calculer les N;, ainsi que les intégrales, sur chaque
élément (), sur un domaine de référence ou le systeme de coordonnées est fixe, orthogo-
nal, et ou les éléments sont réguliers (bord droits). Pour se ramener a un tel élément de
référence Q, on utilise une transformation géométrique Gy, qui fait correspondre les points
de O aux points de ), comme sur la figure :

G, & —wx (3.12)

En supposant G, bijective (au moins sur I'intérieur de €2), on peut associer a toute fonction
a valeurs scalaires f, définie sur ’élément réel €1, une fonction “chapeau” correspondante
f, définie sur I’élément de référence 2 :

f(@) = f(Gi(2)) (3.13)

En particulier, pour les fonctions de base :
Ni(&) = Ni(Gr(%)) (3.14)
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Les transformations géométriques G peuvent étre choisies simplement, en les définis-
sant a partir des fonctions de base de référence :

Gi(&) = Z xp N; (&) (3.15)

ou N est le nombre de points de €2 et ou les & p, sont les coordonnées des points F;. Ceci
est dii au fait que, comme pour les fonctions de base de I'espace réel N;, les fonctions de
base de I'espace de référence N; vérifient :

Ni(&p) = 6 (3.16)

J

La transformation des gradients fait intervenir la matrice jacobienne G de la transfor-
mation géométrique Gy. En effet :

of _ 501 0(Gw), _ of

Gy (3.17)
i
ou écrit plus succintement :

Vf=G'Vf (3.18)

Ceci est une généralisation de la formule de dérivation composée : (fog) = ffogx g’
Finalement, I'intégrale ramenée sur 1’élément de référence devient :

w- VN;N; dQy, = / @ - (G'VN,)N; det GdQ) (3.19)
Q Q

On voit que l'on a bien séparé les informations qui peuvent étre calculées une fois pour
toutes (les fonctions de base de référence N;) et celles qui vont changer pour chaque élément
2 (la matrice jacobienne G).

3.5 Formules de quadrature

Une fois les intégrales exprimées sur 1’élément de référence, il s’agit de les évaluer. Ceci
peut se faire de maniere analytique exacte dans les cas simples, mais le plus souvent, on
utilise des formules de quadrature pour calculer les intégrales :

/Q F(@) A0 ~ > wif(@g) (3.20)

Ici, Ql sont des points d’évaluation de la fonction sur ’élément de référence (points d’in-
tégration), Zy, leurs coordonnées et w; sont les poids associés.

Vous connaissez sans doute de telles formules de quadrature pour approcher des inté-
grales en une dimension d’espace : méthode des rectangles, des trapezes ou méthode dite
de Simpson.

Toutefois, les formules de quadrature les plus utilisées sont celles dites de Gauss',
qui permettent d’avoir la meilleure précision possible (elles intégrent exactement tous les
polynémes jusqu’a un certain ordre sur le domaine considéré) avec le nombre minimum de
points d’intégration?.

'Les points d’intégration de ces formules sont alors appelés points de Gauss.
2Déterminer de telles formules est un probléme ouvert en dimension d’espace plus grande que 1.
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3.6 Résumé

On vient de présenter un résumé rapide de la construction d’une discrétisation d’un
probleme par les méthodes des éléments finis. On voit que la construction elle-méme de la
méthode ne fait intervenir que des outils de base tres simple : interpolation linéaire (ou
polynéme de Lagrange pour des éléments finis d’ordre plus élevé), formules de changement
de variable, intégration par parties, dérivation des fonctions composées et formules de
quadrature.

Les difficultés arrivent ensuite du fait que le probleme continu, comme discret, n’est
pas forcément bien posé. L’étude rigoureuse du caractére bien posé des problémes continus
est le domaine privilégié de [’analyse fonctionnelle. En ce qui concerne les problémes dis-
crets, 'analyse fonctionnelle est également utile, ainsi que des techniques plus algébriques :
analyse en modes propres. .. Pour notre part, nous allons nous contenter de montrer dans
les chapitres suivants, sur des exemples pratiques, 'apparition des problemes, ainsi que les
manieres les plus courantes de les circonvenir.
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Chapitre 4

Convection-diffusion et décentrement

M [(Vu) u] = v+ [pAu] s

V-u =

0
S +eVT] = [0AT]4 s

Nous avons vu au chapitre précédent comment discrétiser une EDP quelconque par la
méthode des éléments finis. Nous allons maintenant regarder ce qu’il en est de la conver-
gence de cette méthode sur ’équation de convection-diffusion. On montrera qu’il y a né-
cessité de décentrer le schéma éléments finis pour obtenir la convergence sur une équation
de convection pure et pour limiter les oscillations de la solution discrete sur une équation
de convection-diffusion lorsque la convection est dominante.

4.1 Probleme modeéle

Reprenons notre probleme modele de convection-diffusion (B1), cette fois-ci en dimen-
sion 1 sur le segment [0, L] avec conditions aux limites de Dirichlet :

or o*T 0
U— — O—F =
2
T?f:o = Oax (4'1)
T|:1::L =1

La solution exacte de ce probleme est une exponentielle croissante :

_ l—exp¥"

T(z) (4.2)

B 1—exp%

On reconnait au dénominateur le nombre de Péclet basé sur la longueur du domaine :
Pe;, = % Lorsque le nombre de Péclet est petit, la solution est quasiment une droite.
Lorsque le nombre de Péclet est grand, la solution est quasiment nulle, sauf prés du bord
droit ou la pente est tres forte afin de satisfaire la condition a la limite T'|,_, = 1 (voir

figure [4.1]).
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——— Pe=100

—H&—— Pe=10

—+—— Pe=1

—>%—— Pe=0.1

F1aG. 4.1: Solution exacte T'(z) du probleme (4.I]) en fonction du nombre de Péclet Pey,.

4.2 Discrétisation spatiale centrée

4.2.1 Equivalence des discrétisations DF centrées et EF
Méthode des différences finies (DF') centrées

Pour discrétiser le probleme (4.1), utilisons une méthode de différences finies centrées
d’ordre 2 a pas constant en espace Ax. En un certain point ¢, la discrétisation du probleme
modele donne :

Tiv1—Ti Tiv1— 2T + T
_ =0 4.3
YTTOAL @ A (43)

Nous savons que cette discrétisation centrée du probleme peut produire des solutions os-

cillantes (cf. [DPO0]).

Exemple a 3 points

Pour s’en convaincre, regardons ce qui se passe si nous restreignons la discrétisation a
deux éléments (Az = L/2). On a alors :

20 1 — Pen, (4.4)

{ 1% =1 et YH =0
Ty—T — —— (Ts — 2T, +T1) =0 = T =
3 1 qu(s 5+ T11) 2 5

ou Pena, est le nombre de Péclet de maille, calculé avec la taille de maille locale. On voit
que, lorsque Pea, — 00, alors T, — —oo. En particulier, des que Pea, > 1, T < 0, hors
des bornes imposées par les conditions aux limites, soit [0, 1].
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Nz_l Ni Nz—i—l
/ \
/ \
/ \
/ \
N(z) - -
Q; Qi1
Ti ' T; " Tipa
—Ax 0 +Ax

F1G. 4.2: Fonctions de base autour du point ¢

On reconnait 'importante condition (suffisante) pour ne pas avoir d’oscillations :

2
Pepn, <1= Az < = (4.5)
U

Méthode des éléments finis (EF)

Malheureusement, la méthode des éléments finis appliquée a ce méme probleme modele
conduit a un schéma identique a celui obtenu par différences finies centrées.
Montrons-le sur le terme convectif. Au neeud ¢, les intégrales a calculer sont de la forme :

/ (Z ) N, dQ = I, (4.6)

Cette intégrale a des contributions non nulles pour j = {i — 1,4,7 + 1} sur les éléments €,

et Q1 (cf. schéma [L.2)) :

8N, 1 1\1
L +/ uT N dQ; = ul; <+E> éAl’ T T
+/ NN, = T <——) I ae
7,+1 aN All‘ %
’ / T N = i (45 ) 30

Ce terme convectif est bien identique a celui obtenu en différences finies a 1’équation (4.3)
au facteur Az pres qui provient de I'intégration.

Exercice 1 Montrer que la discrétisation par éléments finis du terme diffusif est identique
a celle obtenue en différences finies centrées en 1D sur maillage régulier.

Exercice 2 Refaire 'exemple a 3 points en discrétisant l'intervalle [0, L] avec un seul
élément fini quadratique.
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Peclet = 10. ;
typdec = ’CENTREE’ ;
typdec = ’SUPG’ ;

*

rv = ’EQEX’

’0PTI’ ’EF’ ’IMPL’ typdec
>ZONE’> $mt °0OPER’> °KONV’ 1. °UN’ ’ALF’ ’INCO’ ’TN’
’0PTI’ °’EF’ °’IMPL’ °CENTREE’
’>ZONE’> $mt °0PER’> °LAPN’ ’ALF’ °>INCO’ ’TN’
’CLIM’ gau ’TN’ ’TIMP’ O.
’CLIM’ dro TN’ °’TIMP’ 1. ;
*
rv . ’INCO’ = °TABLE’ ’INCO’ ;
rv . ’>INCO’ . °UN’ ’KCHT’> $mt ’VECT’ ’SOMMET’ (1. 0.) ;
rv . ’*INCO’ . ’ALF’ ’KCHT’> $mt ’>SCAL’> ’CENTRE’ (°/’ 0.5 Peclet) ;
rv . ’INCO’ . °TN’ ’KCHT’> $mt ’SCAL’> ’SOMMET’ 0. ;
*
EXEC rv ;

Listing 4.1: Jeu de donnée convdifid.dgibi correspondant au probleme (4.3))

4.2.2 Résultats numériques

Montrons sur le probleme modele les comportements typiquement rencontrés. La partie
significative du jeu de donnée en langage Gibiane, compris par CastzM, traduisant le
probléme (A1) est donnée sur le listing 1.1l Nous avons choisi comme parameétres :

L=1
u=1 = Per, =10 (4.8)
a=0.05

En choisissant de discrétiser spatialement avec un maillage régulier de 6 mailles, on ob-
tient le résultat illustré sur la figure .3l La solution exacte est en trait plein, la solution
numérique, en pointillés, est oscillante. Notons que dans ce cas, le Péclet de maille vaut :
Pepn, = Per/6 =~ 1.7 > 1. La figure suivante [4.4] montre ce qui se passe si on raffine le
maillage a 10 (resp. 40) mailles correspondant a un Péclet de maille Pea, de 1 (resp. 0.25).
La solution discrete se rapproche de la solution exacte et n’oscille plus. En pratique, sur
des cas réalistes, la condition sur le Péclet de maille (L3) Pea, < 1 est trés restrictive.
Par exemple, pour de l'air 4 300 K, a = 2.25 - 107> m?.s~ !, en choississant comme échelle
caractéristique v = 1m.s™! et L = 1m, on obtient Pe; ~ 2-10* Il n’est pas encore
possible de mettre un tel nombre de mailles par direction d’espace avec nos ordinateurs.

Notons toutefois que la condition ([LH) est une condition suffisante mais nullement
nécessaire : la figure 3] (gauche) montre qu’il est possible, avec 6 mailles, ¢’est-a-dire en
ne respectant pas la condition (&3]) d’avoir une solution numérique convenable. Ici, nous
avons adapté le maillage a la solution cherchée. Les méthodes d’adaptation de maillage sont
une alternative intéressante pour tenter de limiter les cotits de calcul, elles ont toutefois
pour princial inconvénient d’augmenter considérablement la complexité du probleme a
résoudre puisque le maillage devient, lui aussi, une inconnue du probléme.

Avec un maillage “mal” adapté, nous avons la situation représentée figure [4.3] (droite),
qui est aussi mauvaise que sans adaptation.
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F1G. 4.3: Probleme ([4.1))-(48) avec Pey, = 10. Maillage régulier de 6 mailles. — : solution
exacte T'(x). x : solution numérique T} (x).

T(x) T(x)
1.0 . T T T 1.0 T T T T
0.8 L
0.8 L
0.6 |
0.6 [ &
0.4 |
0.4 [ -
0.2
0.2 | u
0.0
-0.2 1 1 1 1 0.0 @
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T T

F1G. 4.4: Probleme (4.1)-([L8) avec Pe;, = 10. Gauche : maillage régulier de 10 mailles.
Droite : maillage régulier de 40 mailles. — : solution exacte T'(z). X : solution numérique

Th(ZL‘)
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F1G. 4.5: Probleme (EI)-(£8) avec Pe;, = 10. Maillage de 6 mailles raffiné dans la zone
de forte variation de la solution. Gauche : correctement raffiné. Droite : “trop” raffiné. — :
solution exacte. X : solution numérique T} (x). + : points du maillage.

En pratique, on préfere souvent utiliser des méthodes qui ont des contraintes de sta-
bilité moins strictes, bien qu’ayant un ordre de précision moins élevé : les méthodes dites
décentrées.

4.3 Discrétisation spatiale décentrée

Reprenons la discrétisation du probléme modele (41]) par la méthode des différences
finies a pas constant en espace Ax. Cette fois-ci, nous gardons la discrétisation centrée
d’ordre 2 pour le terme diffusif mais, pour le terme convectif, nous utilisons une discréti-
sation décentrée amont, qui est d’ordre 1 (nous supposons u > 0) :

uTz‘ —Ti B aTiJrl =21 + T
Ax Az?
Cette discrétisation du probléme ne produit pas d’oscillation. Pour s’en convaincre, restrei-
gnons la discrétisation a deux éléments (Ax = L/2). On a alors :

T3:1 et T1:0
TQ—Tl—ﬁ(Tg—QTQ—i—Tl):O:}TQ:

—0 (4.9)

1 (4.10)
2 (1 + Pe A:v)
Cette fois-ci, lorsque Pea, — oo, To — 0 et, pour tout Péclet, on a : 0 < T3 < 1, ce qui
est satisfaisant.

Si on regarde de plus pres la différence entre la discrétisation centrée et la discrétisation
décentrée amont du terme de convection, avec u de signe quelconque, on observe :
l or aT] Azxlu| Ty — 2T + Ti 4
U—— U—— — 5

O O centrée 2 Az
B [A:c |u| °T

] décentrée amont [

(4.11)

2 Ox?

‘| centrée
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Fi1G. 4.6: Probleme (4LI)-[8) avec Pe;, = 10. Méthode des éléments finis + diffusion
artificielle & (A11]). Gauche : maillage régulier de 6 éléments; Droite : maillage régulier de
10 éléments. — : solution exacte. X : solution numérique.

Ceci signifie que la discrétisation décentrée du terme convectif est égale a la discrétisation
centrée du terme convectif auquel on a ajouté un terme de diffusion numérique, dont le
coefficient de diffusivité est égal a : & = MTW. On remarque que ce coefficient tend vers 0
lorsque Ax — 0 : les discrétisations centrées et décentrées sont consistantes.

Cette idée est tres importante et est a la base des méthodes de diffusion artificielle
utilisées en éléments finis. Observons les résultats obtenus avec cette méthode de diffusion
artificielle sur notre probleme modele, pour un maillage de 6 et 10 mailles, sur la figure
1.0l Comparés au résultats précédents (figures [4.3] et [L.4] (gauche)), on observe 'absence
d’oscillations, méme si, pour le cas a 10 éléments, la solution avec diffusion artificielle est
moins précise (gradient a la paroi droite plus faible).

4.4 Extension multidimensionnelle

4.4.1 Probléeme modeéle convectif 2D

Essayons maintenant d’étendre 'idée de diffusion artificielle au cas multidimensionnel.
Nous nous intéressons au probleme 2D de transport pur suivant :
u-VT=0 sur Q=10,L] x]0, L]
T|y:0 = f(x) (4.12)
T|;)3:O = f(O)
ol u est un vecteur constant donné. Ceci correspond au schéma [£7 En choisissant les
parametres :
L=15
2
[ul” =1
0 =10°

anh((z—0.5)/—0.
f(l’) __ (tanh(( 052)/ 0.15))+1

(4.13)
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Y
L x \ T|y:0,z:0 = f(l‘)

F1G. 4.7: Probléeme modele convectif 2D (4.12]).

Ce probleme est strictement hyperbolique, on s’attend a ce que la fonction définie sur les
bords ou la vitesse est rentrante soit simplement transportée dans la direction définie par
u sur 'ensemble du domaine. En effet, u - VT = 0 signifie que la dérivée de T est nulle (T
ne varie pas) dans la direction de wu.

La traduction en Gibiane du probleme (4.12) est donnée sur le listing [4.21

Avec la méthode des éléments finis standard, on obtient le résultat de la figure [£.8 ou
la solution présente des oscillations de tres grande amplitude.

Ceci traduit le fait que le probleme discret est mal posé et que la matrice associée n’est
pas inversible. Toutefois, en arithmétique a virgule flottante, la matrice associée n’est en
général pas eractement singuliere, a cause de la précision limitée de la représentation des
nombres réels. Mais comme elle en est tres proche, on obtient ces oscillations tres grandes
de la solution.

4.4.2 WMéthode de diffusion artificielle

La premiére idée consiste a faire comme en une dimension d’espace : on rajoute le terme
de diffusion artificielle a notre équation. L’équation que 'on discrétise devient :

ho |u|

u: VT — div = =VT =0 (4.14)

ou h, est une taille de maille locale selon la direction u et & = hulul ot Te coefficient de

diffusivité numérique. Le résultat obtenu est illustré & la figure .91 Sur la partie gauche,
on observe 'absence d’oscillations. Par contre, en comparant les profils de la fonction
transportée en entrée et en sortie, a droite de la figure, on observe que la méthode a
notablement diffusé le profil au lieu de seulement le transporter. Cela n’est pas satisfaisant.
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10

20

angle = 10. ;
typdec = ’CENTREE’ ; difart = 1.D-6 ; niter = 1 ; omeg =1. ;
* alfa = U dx / 2 Pem avec Peclet critique de maille = 1
typdec = ’CENTREE’ ; difart = 1. ’/’ (2 ’%’ nmail) ; niter=1 ; omeg=1.
typdec = ’SUPG’ ; difart = 0. ; niter =1 ; omeg =1. ;
typdec = ’SUPGDC’ ; difart = 0. ; niter = 15 ; omeg = 0.7 ;
*
rv = ’EQEX’ °NITER’ niter ’OMEGA’ omeg

’OPTI’ ’EF’ ’IMPL’ typdec

>ZONE’> $mt ’OPER’> KONV’ 1. ’UN’ ’ALF’ ’INCO’ ’TN’

’OPTI’ ’EF’ ’IMPL’ ’CENTREE’

’ZONE’> $mt ’OPER’ ’LAPN’ ’ALF’ ’INCO’ TN’

’CLIM’ mclim ’TN’ °TIMP’ cclim
rv . ’INCO’ = °TABLE’ ’INCO’ ;
rv . ’INCO’ ’UN’ = ’KCHT’ $mt °VECT’ ’SOMMET’

((°SIN’ angle) (°C0S’ angle)) ;

rv . ’INCO’ ’ALF’ = °KCHT’ $mt ’SCAL’ °’CENTRE’ difart ;
rv . ’INCO’ TN’ = °KCHT’ $mt ’SCAL’ ’SOMMET’ 0. ;
*
EXEC rv ;

Listing 4.2: Jeu de donnée conv2d.dgibi correspondant au probleme (4I12)).

F1G. 4.8: Probleme (AI12)-(413). Méthode des éléments finis standard (CENTREE).

SN
AR
A —-—
Y X \;4/\\55:5;;#:_5:.5:;;5::
T A Y- !-: =. =

)
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FiG. 4.9: Probleme (ALI2)-(413). Méthode des éléments finis standard + diffusion arti-
ficielle (£14). Gauche : T'(z,y). Droite : profils de T' en entrée y = 0 (—) et en sortie

y = 1(x).

4.4.3 Méthode de décentrement amont (SUPG)

La deuziéeme idée consiste a n’introduire de la diffusion numérique que dans la direction
de la vitesse u, le coefficient de diffusivité numérique & devient un tenseur d’ordre 2, noté
A. Le probleme que 'on discrétise devient :

hy |ulu ® u

w- VT —divAVT =u - VT — div 5
2 |y

VT =0 (4.15)

Pourquoi la diffusion ne va-t-elle se faire que dans la direction de u? Cela se voit facile-

ment en examinant les éléments principaux du tenseur Tﬁ;‘ En développant suivant les

composantes d'une base cartésienne en dimension 2, on a :
uURu 1 ud o uguy (4.16)
2 = 2 2 :
|ul ™ \ Uyla Uy

On vérifie aisément que ce tenseur a une seule valeur propre non nulle égale a 1 associée

a u comme vecteur propre. Le produit Tj’%‘ VT ne va donc retenir que la partie de VT

parallele a w.

Ceci est la généralisation correcte de la méthode décentrée amont (Streamline Upwind
ou SU en anglais) en dimension d’espace supérieure a 1. Ces méthodes ont été popularisées
par Hughes et al. au début des années 1980 sous le nom SUPG (Streamline Upwind
Petrov Galerkin, c’est également le nom utilisé dans CastzM) qui est une variante de la
méthode SU. Un nombre impressionnant de publications ont été faites et continuent de se
faire sur le sujet depuis.

Le résultat obtenu avec la méthode de décentrement amont est illustré en figure 101 A
gauche, on observe I'absence d’oscillations et a droite que les profils en entrée et en sortie
sont quasiment identiques.
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F1G. 4.10: Probleme ([(ALI2)-(413). Méthode des éléments finis standard + décentrement
amont SUPG (ALI6). Gauche : T'(x,y). Droite : profils de T en entrée y = 0 (—) et en sortie

y=1(x).

4.4.4 Préservation asymptotique de ’ordre de la méthode
Lorsqu’on s’intéresse au probleme de convection-diffusion complet :
u VT —divaVT =0 (4.17)

dont le probléme de convection pure (£I2) est un cas particulier, un ultime raffinement de
la méthode SUPG est le suivant : il consiste a multiplier le tenseur de diffusion numérique
A par un coefficient J dépendant du Péclet de maille Pe;, = % En effet, nous avons vu
que le décentrement amont permet de gagner en stabilité au détriment de la précision :
la discrétisation décentrée amont du terme convectif est d’ordre 1 en espace alors que la
discrétisation centrée est d’ordre 2. L’idée est alors d’utiliser plutot la méthode centrée si
la condition de stabilité Pe;, < 1 est vérifiée et la méthode décentrée amont sinon. Le
probléeme que l'on discrétise devient :

ac J(Pehu)%VT
u

u - VT —divB(Pey,)VT — divaVT = u - VT — div (4.18)

—divaVT =0

ou : J(Pe) — 1 quand Pe > 1 et J(Pe) — 0 quand Pe — 0. La figure [L11] illustre
différents choix possibles de la fonction J effectués par différents auteurs.

4.5 Oscillations résiduelles

4.5.1 Phénomene de Gibbs

La méthode SUPG est-elle alors la panacée pour discrétiser les problemes de convection-
diffusion en éléments finis? Pas tout & fait, comme on peut le voir sur la figure [4.12 qui
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4.5. Oscillations résiduelles

J(Pe)

MAXIMUM :
MINIMUM :

.00
.00

—%—— Hughes-Brooks

—H—— Critical approx.

——— Doubly asymptotic

—Vv—— Johnson

—2A—— Mizukami

F1a. 4.11: Choix de la fonction J(Pe) (coefficient multiplicateur du terme de diffusivité
numérique dans ([£I])) par différents auteurs.

F1G. 4.12: Probléme (4.12)—(4.19). Condition & la limite discontinue. Méthode des éléments

finis standard + décentrement amont SUPG ({.1H).
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présente des oscillations résiduelles. Ici, le probléme résolu est identique a (4.12) mais avec
une condition a la limite moins réguliere présentant un saut :

f=10° (4.19)
=1 si 2<0.5
flz)=0 si z>05

En fait, il ne s’agit pas d'une déficience propre a la méthode SUPG (nous verrons apparaitre
ces oscillations dans d’autres cas, par exemple aux sections [L.5.2 et B.2]) mais d'un probléeme
d’approximation : nous essayons d’approcher une solution discontinue avec des fonctions
continues. Cette approximation est oscillante : c¢’est le phénomene de Gibbs. Vous 'avez
peut-étre déja rencontré : I'approximation d’une fonction créneau par des séries de Fourier
oscille.

Des lors, pourquoi ne pas abandonner la continuité pour approcher les solutions? En
éléments finis standard, nous ne pouvons pas abandonner la continuité car nous avons
besoin de chercher les solutions dans H'(€2) pour pouvoir discrétiser le Laplacien'.

L’abandon de la continuité est 'approche choisie par les méthodes de Volumes Finis ou
les solutions sont généralement approchées de maniere constante par maille (on calcule des
moyennes des inconnues sur les mailles) ou par les méthodes des éléments finis Galerkin
Discontinues (approximation polynoémiale par maille non continue entre mailles). Toutefois,
dans ces méthodes, des que I'on a besoin du gradient des inconnues, par exemple, lorsque
I’on a des termes diffusifs, se pose la question de I'approximation du gradient d'une fonction
discontinue. . .

4.5.2 Approximation d’un choc

Nous allons regarder maintenant plus précisément le probléme de I’approximation d’une
fonction choc, présentant un saut. Nous avons vu que le théoreme de Lax (section 3.2]) nous
laissait beaucoup de choix : celui des espaces de fonction, mais aussi celui des normes.
Dans cette sous-section, nous allons garder le choix d’un espace de fonctions continues
pour 'espace de discrétisation dans lequel on cherche une solution et regarder 'influence
de la norme choisie pour approcher un choc.

Meilleure approximation d’une fonction donnée

Regardons tout d’abord le probleme général de la recherche dune meilleure approxi-
mation d’une fonction g donnée, en norme £ :

1
min A(T) = min /§|]T—9H2dQ (4.20)
Q

TEL2(Q) TeL2(Q)

A priori, étant donnée la forme de la fonctionnelle A, il est légitime de requérir que T et
g soient dans £2. Comme au chapitre 2, on écrit la condition de minimisation :

SuA(T) = /QTU _gUdQ =0 YU e £2(Q) (4.21)

Le Laplacien n’est pas présent dans le probléme (£I2) mais I'est dans son approximation par la
méthode SUPG (L.1H)!
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La solution de ce probleme est : T" = ¢! Toutefois, lorsqu’on choisit 7" dans un espace
discret de fonctions continues, alors que g est discontinue, cela n’est plus le cas car T et ¢
vivent dans des espaces différents.

Une fois (A.21]) discrétisée :

/ThNi—gNidQ:ZTj(/ NjNidQ) —/gNZ-dQ

(4.22)
J

On retrouve la matrice de masse Mj; dans le probleme a résoudre. T} est le meilleur
représentant discret de g au sens de la norme £2.

Meilleure approximation d’un choc par une fonction continue

Spécifions maintenant le probleme d’approximation au cas du choc. Pour cela, on consi-
dere le probleme suivant : soit g(x) la fonction choc que 1'on cherche a approcher :

glx)=1 si z>1
{ 0 si <1 (4.23)

On cherche a approcher g(x) par une fonction f continue la plus simple possible. On choisit
donc fi(x) a un parametre ¢, définie sur l'intervalle 2 = [0, 1], linéaire par morceaux et
passant par les points (0,0), (0.5,¢) et (1,0.5)%. On a :

{ fi(z) r si x€][0,0.5]

— 2t
filw) = (1 -2tz + (2t —05) si x€[05,1] (4.24)

Le schéma [L.13illustre le probléme posé. Résolvons tout d’abord le probléme de meilleure
approximation en norme £? :

. . N2
min /(t) = min /Q (fe —9)"dQ (4.25)
Nous avons effectué la résolution de maniere graphique en tragant I(t) sur la figure .14
Le minimum de I est atteint pour ¢ = —0.25, c’est-a-dire pour une fonction f_ (o5 qui est
oscillante. Résolvons ensuite le probléme de meilleure approximation en norme £!(Q) :

min J(1) = min [ |f = g| 49 (4.26)
J(t) est également tracée sur la figure .14 Le minimum de J est atteint pour ¢ = 0,
c’est-a-dire pour une fonction fy qui est monotone. Ces résultats sont également valables
si on discrétise le probléme d’approximation avec plus de mailles (voir figure [4.15]).

Une chose tres importante a noter est que la fonctionnelle J(#) atteint son minimum en
un point ou elle n’est pas dérivable. On ne pourra donc pas appliquer les techniques vues au
chapitre [ utilisant la dérivation fonctionnelle, pour trouver les minima de fonctionnelles
utilisant la norme £!' : on entre 1a dans le domaine de 1'optimisation non différentiable.
La norme £!' n’admet pas de produit scalaire simple et on ne va pas pouvoir formuler de

2Ce dernier point est choisi pour raison de symétrie.
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f(x)
1.1 _ _ _9
e
/

/

5
: = T

0 1

(0.5,t)

F1G. 4.13: Probleme d’approximation d’une fonction choc g par une fonction continue f;
a un parametre t.

I(t) MAXIMUM : 0.750
MINIMUM : 0.147
T T T

FIG. 4.14: Tracé des fonctionnelles I(t) = [, (fi — ¢)*dQ (Norme £2 : V) et J(t) =
Jo lfi — g dQ (Norme L£L1(Q2) : A).
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fn(x) MINDMOM | -0 134

F1G. 4.15: Meilleure approximation d’un choc par une fonction discréte, continue, linéaire
par morceaux, au sens des normes L' (V) et £? (A).

méthode des résidus pondérés menant a un systeme linéaire a résoudre : le probleme posé
en norme L' est non linéaire.

On peut néanmoins se ramener a un probléeme d’optimisation différentiable en régula-
risant la norme £! a Paide d'un “petit” parametre € :

min K (t) = min/Q Vfi —g)* +edQ (4.27)

teR teR

On peut a nouveau utiliser les techniques de 'optimisation différentiable mais le probléeme
reste non linéaire.

Exercice 3 Reprendre le probléme d’approzimation du choc avec f; en mnorme L! et re-
garder linfluence du paramétre e.

4.5.3 Théoréme de Godunov

Les résultats trouvés pour le petit exemple précédent sont, en fait, assez généraux. On
peut citer le théoreme suivant, dii a Godunov :

Théoréme 2 (Godunov) Les schémas numériques linéaires pour résoudre les équations
auz dérivées partielles, ayant la propriété de ne pas générer de nouveaux extrema (mono-
tonie), ne sont au mieuxr que d’ordre 1.

Dans notre exemple, nous utilisons des fonctions linéaires par morceaux, qui peuvent ap-
procher les solutions a l'ordre 2, et la solution trouvée par un schéma linéaire (avec la
norme £?) n’est pas monotone.

Nous avons tenu a évoquer ces problemes d’approximation car il est des domaines
ou l'utilisation de la norme £ s’impose et il faut absolument que les solutions trouvées
n’oscillent pas hors des bornes : c’est notamment le cas en traitement d’image.
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En mécanique des fluides, ces méthodes trouvent leur utilité dans certains problémes,
par exemple, pour 'approximation et le transport de front (méthodes de lignes de niveaux,
en anglais [evel set, pour capturer des interfaces entre deux phases liquides immiscibles. . . ).
Pour les méthodes dites de capture de choc, on va souvent requérir une propriété liée a
la monotonie : la propriété T'VD (Total Variation Diminishing). La variation totale d’une
fonction f différentiable est définie comme la norme £! du gradient :

TV(f) = /Q IV f] dO (4.28)

Nous avons déja vu cette notion de variation totale en section .11l et montré qu’en 1D,
elle permettait de sélectionner les fonctions monotones allant d’un point a un autre.

En ce qui nous concerne, nous resterons dans le cadre de la norme £2(Q2) pour des
raisons pratiques : si les solutions obtenues peuvent osciller, elles sont simples a obtenir
(résolution de systémes linéaires) et vérifient de maniere naturelle des conditions a la limite
et des propriétés de conservation que nous décrirons amplement au chapitre [0

Pour en savoir plus sur ces principes d’optimisation en norme £', on pourra se reporter

a Strang [Str(07].

4.6 Capture de choc : méthode SUPGDC

Pour tenter d’améliorer la méthode SUPG dans le cas ot il y a présence de chocs (fortes
variations de la solution, comme sur la figure 1.12)), Hughes et al. proposent de
rajouter un terme dit de capture de choc (DC : discontinuity capturing). C’est un terme de
diffusion numérique qui agit dans la direction du gradient de la solution. On définit w, la
projection de la vitesse transportante sur le gradient de la solution :

w(T) = (%) VT (4.29)

Le probleme que l'on discrétise devient alors, avec la méthode SUPGDC :

w- VT —divBVT —divCVT —divaVT =u - VT

o
— div 2|u|J(Pehu)u|®2uVT
4.30)
U
div 1 ”‘J(P GGy
™
—divaVT =0

La solution obtenue sur le probleme modele (£12)), ou le coefficient de diffusion physique
a = 0, est montrée figure .16l On note qu’il n’y a quasiment plus d’oscillations. Par contre,
le choc est notablement diffusé en sortie (sur 6 mailles).

Il est également important de noter que le terme diffusif de capture de choc est non
linéaire en T puisque T intervient par le biais de w)(7") dans le coefficient. Ceci est com-
patible avec le théoreme de Godunov que nous venons de voir puisque nous cherchons a
avoir une méthode formellement d’ordre 2, qui ne crée pas d’oscillations : il s’agit donc
forcément d’une méthode non linéaire.
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F1G. 4.16: Probléme (4.12)—(4.19). Condition a la limite discontinue. Méthode des éléments
finis standard + décentrement SUPGDC (4.30).

4.7 Résumé

Le tableau suivant résume les propriétés des différentes méthodes de discrétisation du
terme linéaire de convection u - VT' que nous avons vues dans ce chapitre.

Méthode Ordre de précision Absence d’oscillations numériques  Linéarité

CENTREE 2 oscillations possibles si Pe, < 1 oui
SUPG 281 Pep <1 si solution sans choc ouli
1si Pey, > 1
SUPGDC 281 Pep <1 oui non linéaire
1si Pey, > 1

A ce jour, la méthode par défaut utilisée dans Cast=M est la méthode SUPGDC mais on
conseille plutot a 'utilisateur d’essayer les méthodes dans 'ordre de complexité croissante :
CENTREE, puis SUPG et enfin SUPGDC.

On conseille aussi a 'utilisateur d’évaluer son Péclet de maille Pej, tout en se rappelant
que la condition Pej, < 1 n’est nullement nécessaire : il est parfaitement possible d’avoir
une solution sans oscillations numériques méme si Pej, > 1.
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Chapitre 5

Discrétisation en temps

0
8_1: +(Vu) ‘u = —Vp' +[vAu]+ s,
V-u = 0

O\ vu-vr = [0BT)+

Prediction is very difficult, especially
about the future.

Niels Bohr

Pour I'instant, nous n’avons parlé que de problemes stationnaires, sans terme de dérivée
0

en temps 7;. Dans ce chapitre, nous examinons ce qui se passe lorsque nous rajoutons ce
terme et que nous le discrétisons. Nous nous limiterons a des discrétisations en temps
implicites (section [5.0) en choisissant comme probleme modele une équation de diffusion
instationnaire (également appelée équation de la chaleur).

Le fait d’avoir un terme de dérivée en temps est caractéristique d’'un probléme d’évo-
lution, qui nécessite de spécifier une condition initiale. Nous discutons du choix de cette

condition en section

5.1 Discrétisation en temps

5.1.1 Choix du type de discrétisation en temps

Les discrétisations en temps explicites (voir pour une introduction) sont plus
simples a mettre en oeuvre dans un code de calcul car il n'y a pas de systeme linéaire a
résoudre a chaque pas de temps. Par contre, elles sont en général soumises a des criteres
de stabilité sur le pas de temps.

En mécanique des fluides incompressibles, on choisit souvent une discrétisation en temps
implicite du systeme des équations de Navier-Stokes pour les raisons suivantes :
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— L’équation de conservation de la masse V - u = 0, n’a pas de terme instationnaire
en %. Elle agit donc comme une contrainte (voir chapitre §) et a donc, par nature,
un caracteére implicite!.

— Lorsque les termes diffusifs sont importants, les critéeres de stabilité sur le pas de
temps des méthodes explicites sont tres restrictifs.

— Du fait de 'utilisation de la méthode des éléments finis, méme avec une discrétisation

explicite en temps, il reste une matrice de masse a inverser?.

5.1.2 Discrétisation en temps implicite

En ce qui nous concerne, nous choisirons donc toujours, par simplicité, une discréti-
sation en temps implicite par différences finies d’ordre 1 (Euler implicite) ou une formule
de différences finies amont d’ordre 2 (BDF2, en anglais Backward Difference Formula of
order 2) :

T T k+1 o T k
aa—t —S(T)~ ——~" _ 5(T,*"') Euler implicite 5.1)
5.1
8T 3Thk+1 o 4Thk + Thkfl L
— —S(T) ~ — S(T,,*"') BDF2
5 5D SAL S(T,")

ou S(T) correspond a la partie stationnaire (sans dérivées en temps) du probléme considéré.
La matrice du schéma discrétisé en temps et en espace est alors la somme de la partie
stationnaire et d’'une matrice masse pondérée par 1/At :
T k+1 T, k
/ SN = S N) A = 0 W, (5.2)
Q

soit en développant Tj,**! et T),* (ce dernier est connu, c’est la valeur de I'inconnue trouvée
au pas de temps précédent ou la condition initiale si k = 0) :

1 1
T+ (/ —_N;N, — §"(N;, N, dQ) YT (/ NN, dQ) 0 ¥N, (53
; J QAt J ( 20 ) ; J QAt J ( )
D’ou le systéme linéaire en T" ! & résoudre :

M M
— T — Tk 4
<At * S) At (5.4)

avec la matrice de masse M;; = [ N;N; d€) et S la matrice du probleéme stationnaire.
Cette matrice T = %—1—5 a, en général, de meilleures propriétés que la partie stationnaire
S seule, du fait d'une plus grande dominance de la partie diagonale.
Dit autrement, si la discrétisation est stable pour le probleme stationnaire, elle le sera
pour le probleme instationnaire correspondant, avec discrétisation en temps par différences
finies implicite.

1On peut s’affranchir partiellement de ce caractére implicite en découplant les équations de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement dans le cadre des méthodes dites de projection [EG02]. Nous
n’aborderons pas ces méthodes ici.

?Des techniques de diagonalisation de la matrice de masse existent, afin que son inversion soit triviale,
mais ces techniques sont d’un usage délicat.
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5. Discrétisation en temps 61

5.2 Influence de la condition initiale

Nous allons juste évoquer ici un cas ou la condition initiale donnée est une condition
fortement variable (type choc), voire méme une condition qui ne vérifie pas les conditions
auzx limites ou les autres contraintes (par exemple, la contrainte V - w = 0 du probléme de
Stokes ou de Navier-Stokes). Ce deuxiéme cas se présente en fait assez souvent, lorsqu’on
ne fait pas assez attention ou lorsqu’il n’est pas facile de construire une condition initiale
qui vérifie toutes les contraintes.

Pour cela, nous allons considérer le probleme suivant de diffusion instationnaire, avec
« constant égal a 1 et des conditions de Dirichlet au bord :

T
%—t —divaVT =0 sur [07 1]
T|x:0 :1 (5.5)
T|:v:1 =0

Ce probleme est un probleme “facile” au sens ot 'opérateur Laplacien, comme nous ’avons
vu au chapitre 2, est un opérateur régularisant.
Une fois discrétisé en temps et en espace, on obtient le probleme discret :

Thk+1 o Thk
/ N, +aVI VN AQ =0 YN, € Q) 60 (5.6)
Q

Dot le systéme linéaire en T"™ & résoudre :

M M

— 4 aR | T = =Tk 5.7

(At T ) At (5.7)

avec la matrice de masse M;; = [, N;N; dQ2 et la matrice de rigidité R;; = [ VN;VN; dS).
Prenons tout d’abord comme condition initiale :

T,’=0 sur [0,1] (5.8)

Cette condition ne vérifie pas les conditions aux limites du probleme (5.5]).

La traduction en Gibiane du probleme (5.5]) est donnée sur le listing [5.11

La figure 5.l montre le résultat obtenu avec un “grand” pas de temps & gauche (At =
1071) et un “petit” pas de temps (At = 10~*) & droite. On observe I’absence d’oscillations
avec le pas de temps élevé mais la solution obtenue n’est pas tres précise en temps. Par
contre, avec un pas de temps faible, la solution obtenue oscille deés le premier pas, puis
s’amortit grace a l'effet régularisant du Laplacien.

En fait, il est facile de comprendre ce qui se passe car, quand At — 0, le probleme sous
forme faible au premier pas de temps s’écrit :

/ (' - TY) N;dQ =0 VN, € Q\ 62

Q

Th|w:0 =1 (59)
Tl =0

Comme 73,° = 0, on retrouve exactement le probléme de I’approximation du choc de la
section4.5.2] Les oscillations obtenues sont dues au fait que le schéma éléments finis cherche
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62 5.2. Influence de la condition initiale

1 dt = 1.D-1 ; dt = 1.D-4 ;

’EQEX’ ’NITER’ 1 °OMEGA’ 1. ’ITMA’ nitma

’0PTI’ ’EF’ ’IMPL’ ’CENTREE’

’ZONE’ $mt ’0OPER’> °DFDT’> 1. ’CNM1’ dt ’INCO’ ’CN’
’0PTI’ ’EF’ ’IMPL’ ’CENTREE’

’ZONE’ $mt ’0OPER’> ’LAPN’ 1. °INCO’ ’CN’

10 ’CLIM’ gau ’CN’ ’TIMP’ 1.

’CLIM’ dro ’CN’ ’TIMP’ 0. ;

rv

rv . ’INCO’ = °TABLE’ ’INCO’ ;
rv . ’INCO’ . °CN’ = ’KCHT’ $mt ’SCAL’ ’SOMMET’ cini ;
rv . ’INCO’ . °CNM1’ = ’KCHT’ $mt ’SCAL’ ’SOMMET’ cini ;

Listing 5.1: Jeu de donnée diff1d.dgibi correspondant au probleme (G5

=
5

i

F1G. 5.1: Probleme (B3) avec condition initiale impropre (B.8). Gauche : At = 1071,
Droite : At = 1074
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L,

F1a. 5.2: Probleme (&3] avec condition initiale compatible avec les conditions aux limites

(EI0). Gauche : At = 10"!. Droite : At = 107,

a approcher une solution choc avec des fonctions continues. La meilleure solution au sens
de la norme £? est une fonction oscillante.
Si, maintenant, on prend une condition initiale vérifiant les conditions aux limites :

Az

T =1-— L [0, Az] (5.10)
T,'’=0 sur [Az,1] .

ou Az est la taille du premier élément, on obtient les solutions de la figure B.2l Avec un
pas de temps “grand”, la solution obtenue est quasiment identique a la précédente car le
Laplacien a déja eu le temps de régulariser la discontinuité, c¢’est-a-dire de 'oublier.

Pour le pas de temps “petit”, on obtient beaucoup moins d’oscillations avec la condition
initiale compatible avec les conditions aux limites car celle-ci est plus réguliere que la
condition initiale “choc” et mieux approchée par les fonctions continues en norme £2.

Dans le cas d’un probleme plus complexe, ou la diffusion n’est plus dominante, ou si
le probléme est non linéaire, les erreurs commises sur la condition initiale peuvent étre
beaucoup plus longue a s’amortir, voire méme fausser completement la solution numérique
trouvée.

5.3 Résumé

L’opérateur de dérivée en temps discrétisé par une méthode de différences finies im-
plicite fait apparaitre une matrice de masse divisée par At qui se rajoute a la matrice du
probleme stationnaire, ainsi qu’'un second membre.

Lorsque la condition initiale est impropre (ne vérifie pas les contraintes et /ou les condi-
tions aux limites) ou peu réguliere (mal approchée par les fonctions de discrétisations
choisies), il peut y avoir des oscillations.
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Chapitre 6

Solution des EDP non linéaires

0 (V) u] = v+ ]+ s
V-u = 0

oT
E—l—u-VT = aAT + sy

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution d’un probleme non-linéaire. Pour
résoudre ce probleme, nous étudions deux méthodes : la méthode de Newton et la méthode
de point fixe. Ces deux méthodes consistent a linéariser le probleme non linéaire autour
d’un état donné, puis de résoudre le probleme linéaire résultant en vue de se rapprocher,
par itérations successives, de la solution du probleme non linéaire de départ. Pour linéariser
une équation aux dérivées partielles, nous utilisons la dérivée au sens des opérateurs.

6.1 Meéthode de Newton : zéro d’une fonction

On rappelle le principe de la méthode de Newton pour trouver le zéro d’une fonction
f a valeurs réelles d’une variable réelle x. Soit a résoudre :

f(z) =0 (6.1)

L’idée de la méthode de Newton est de se ramener du probléme non linéaire (G1]), que 'on
ne sait a priori par résoudre exactement, a une suite de problemes linéaires que 'on sait
résoudre. Une itération de la méthode de Newton repose sur les étapes suivantes :

1. une estimation de départ de la solution cherchée xg ;

2. une linéarisation g de la fonction f autour de I'état de départ xy : g est la droite
tangente a la fonction f au point d’abscisse xg :

g(x) = f'(zo)(x — z0) + f(20) (6.2)

3. la résolution du probleme tangent
g(z1) =0 (6.3)

qui permet d’obtenir un nouvel état x1, que I'on espére plus proche de la solution de

©1) que .

Cours ENSTA B2-1



66 6.2. Méthode de Newton : zéro d’une EDP non linéaire

FiG. 6.1: Une itération de la méthode de Newton. zq : estimation initiale de la solution.
1 : nouvelle estimation de la solution.

Une itération de la méthode de Newton est montrée sur la figure 6.1

On iteére ensuite la méthode de Newton n fois jusqu’a ce que f(z,) soit suffisamment
proche de 0. La résolution du probleme tangent (G.3]) peut s’écrire sous deux formes algé-
briquement équivalentes :

— une forme incrémentale ou I'inconnue Az est 'incrément de la variable x :

1
f/(x(]) X _f(x(J);
2. 11 = x9+ Ax.

1. Az =

— une forme non incrémentale ou I'inconnue est directement 1’état cherché x :

~ f(zo)
A

1. 1 =

6.2 Meéthode de Newton : zéro d’une EDP non li-
néaire

La méthode vue en sous-section précédente s’étend également aux équations aux déri-
vées partielles non linéaires et plus généralement a tout probléme non linéaire pour lequel
on peut définir une notion de dérivée pertinente, permettant d’exprimer un probleme li-
néaire tangent que l'on sait résoudre.

Cours ENSTA B2-1



6. Solution des EDP non linéaires 67

—H8—— Pe=45

1 ———— Ppe=10

—A—— Pe=1

—V—— Pe=0.1

F1G. 6.2: Solution exacte u(x) du probleme (G.4]) en fonction du nombre de Péclet Pe.

6.2.1 Probléme modeéle

On définit le probleme de convection-diffusion non linéaire suivant en 1D sur le segment
[—1, 1] avec conditions aux limites de Dirichlet :

ou 1 9%u
Uu— — —— =
2
T o4
ul,_, =—1

Ce probléme est I’équivalent non linéaire du probléme de convection-diffusion (4.1]). Sa
solution exacte ressemble a une tangente hyperbolique dont la pente en x = 0 augmente
avec le nombre de Péclet Pe, comme le montre la figure [6.2

6.2.2 Dérivée au sens des opérateurs

Le probleme modele peut s’écrire formellement :
R(u)=0 (6.5)

ou R est un opérateur, c’est-a-dire un objet qui, a une fonction, associe une autre fonction.
Ici, R associe a la fonction inconnue u(z), la fonction u% — ﬁ%. R est souvent appelé
lopérateur résidu, il donne une fonction uniformément nulle lorsqu’on a trouvé la solu-
tion uw du probleme. En mécanique des milieux continus, R est également souvent appelé

déséquilibre.
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Au chapitre ] on avait défini la notion de dérivée fonctionnelle. On définit ici, de la
méme maniere, la dérivée au sens des opérateurs :

0pR(u) = lim iR(u + ev) (6.6)
e—0 de

ce qui se lit : la dérivée de I'opérateur R au “point” u, dans la “direction” de v, égale. ..
La dérivée au sens des opérateurs est également un opérateur qui, aux deux fonctions

u et v associe une fonction §,R(u). Un point important est que 6, R(u) est linéaire en v.
Si on applique la définition (G.6) & notre probléeme modele (6.4]), on trouve :

od [ Ou du v , Ov 1 0% 1 0%

ou v 1 0%
OpR(u) = [ v— — | - == 6.8
() (v Ox * u@x) Pe 0x? (68)
Le troisieme terme de I'expression ne dépend pas du “point” de dérivation u. Ceci carac-

s . LB_Q / ]
térise le fait que — Pe 9,2 st un opérateur linéaire.

6.2.3 Itération de Newton

On peut maintenant écrire une itération de la méthode de Newton pour la résolution
du probléme non linéaire (6.5)) :

1. estimation de départ de la solution cherchée uq ;

2. linéarisation S du résidu R autour de I'état de départ ug :
S(u) = Su—ug) R (o) + R(up) (6.9)
3. résolution du probleme tangent
S(uy) =0 (6.10)

qui permet d’obtenir un nouvel état u;, que I'on espéere plus proche de la solution de
([E3) que wuo.

On itere ensuite la méthode de Newton n fois jusqu’a ce que R(u,,) soit suffisamment
proche de la fonction nulle. La résolution du probléme tangent (6.I0) peut s’écrire sous
deux formes algébriquement équivalentes :

— une forme incrémentale ot I'inconnue du est 'incrément de la fonction w :

1. Résoudre 65, R(ug) = —R(up) ;
2. uy = ug + ou.

— une forme non incrémentale ou 'inconnue est directement 1’état cherché wu, :
1. Résoudre 6, R(ug) = —R(ug) + duy R(uo).

Remarque 1 Pour passer de la forme incrémentale a la forme non incrémentale, on
utilise le fait que §,R(u) est linéaire en v.

Remarque 2 FEn forme incrémentale, on voit que, dans le cas scalaire, la résolution du
probléme tangent correspondait a la division par f'(x¢) du second membre — f(xy). Dans le
cas des EDP, la résolution du probleme tangent correspond a trouver la solution de 'EDP
linéaire avec second membre 05, R(ug) = —R(up).
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6.2.4 Application au probleme modele

Appliquons la méthode de Newton qui vient d’étre décrite au probleme modele (6.4]).
Sous forme incrémentale, la premiere itération s’écrit :

1. étant donné uyg;

2. résoudre 'EDP linéaire en 'inconnue du :

5u% . dou L825u _ Oug i@ZUO

or o Pe 022 Y0x  Pe Ox2 (6.11)
5u|m:fl = 1 - uo‘xzfl )
5u|a}:1 - _1 - u0|$:1

3. nouvelle estimation : u; = ug + ou.

Sous forme non incrémentale, la premiere itération s’écrit :
1. étant donné uyg;
2. résoudre 'EDP linéaire en I'inconnue wu; :

8’&0 i 0u1 1 82’U1 8u0
U —=— + Up—— — — = tUy—=—
Y ox “9r  Pe 0x? O 9 (6.12)
U‘1|:13:1 =-1

Les formes incrémentales et non incrémentales sont algébriquement équivalentes mais, en
pratique, elles ont chacune leurs avantages :

Forme non incrémentale : en général, il y a moins de termes a calculer et on économise
I’étape d’incrémentation de I'inconnue ;

Forme incrémentale : cette forme fait apparaitre explicitement 'incrément du et le
résidu R. La norme de ces quantités permet d’estimer respectivement l’erreur sur
I'inconnue (primale) et 'erreur sur ’équation (duale), ce qui est tres utile.

Dans CastzM, en mécanique du solide, on utilise plutot la forme incrémentale (procédure
PASAPAS) et en mécanique des fluides, la forme non incrémentale (procédure EXEC, voir

chapitre [I0).

6.3 Méthode de point fixe

La méthode de Newton que nous venons de décrire a I'avantage de converger en général
rapidement vers la solution cherchée lorsque l'estimation de départ est “proche” de la
solution cherchée. Dans le cas contraire, on est souvent obligé d’utiliser d’autres variantes
de la méthode de Newton, plus “robustes”.

C’est le cas de la méthode de point fize, également appelée méthode de Picard. Celle-ci
peut étre vue comme une méthode de Newton ou 1'on remplace la dérivée exacte (f'(xo)
ou dR(up)) par une expression approchée. Par exemple, dans le cas du probleme modele
(6.4), & la place de I'expression exacte (6.8]), on peut utiliser :

~ ov 1 0%

olt on n’a gardé que le deuxieéme terme! de la linéarisation de 'opérateur u2%

ox”

Le choix des termes & garder est souvent effectué de maniére heuristique (par expérience) ou dicté par
d’autres considérations (nombre de termes a calculer. . .)
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6.3.1 Forme incrémentale

Sous forme incrémentale, une itération de la méthode de point fixe s’écrit :
1. Résoudre 85, R(ug) = —R(ug) ;
2. up = ug + ou.

A noter que lon n’a modifié que le membre de gauche de Pétape 1 : si la méthode de
point fixe converge, elle converge vers une solution u telle que R(u) = 0, de méme que la
méthode de Newton !

6.3.2 Forme non incrémentale

Sous forme non incrémentale, pour le probléeme modele ([6.4)), la premiere itération de
la méthode de point fixe s’écrira :

1. étant donné wuy ;

2. résoudre 'EDP linéaire en 'inconnue wu; :

u 3u1 1 82U1 —0
0—=— — — =
Or  Pe 0x?
U1|x:1 = -1

On voit qu'une itération de la méthode de point fixe est équivalente a résoudre le probleme
(6.4) pour lequel on a juste changé u% en uo% : la vitesse de convection est “fixée” a la
valeur estimée ug, d’ott le nom de méthode de point fixe.

La méthode de point fixe sous forme non incrémentale est la méthode utilisée par la
procédure EXEC pour résoudre les équations non linéaires. On donne plus de détails dans

le chapitre

6.4 Exemple numérique

On illustre ce qui vient d’étre dit en résolvant le probléeme modele ([G.4]) par les méthodes
de Newton et de point fixe en choisissant :

— maillage régulier de 100 mailles;

— discrétisation par éléments finis linéaires ;

— Pe =10 ou Pe =45,

— estimation initiale : ug(x) = —=.

Une fois le probleme discrétisé, et si on utilise, par exemple, la méthode de Newton
sous forme incrémentale (6.10]), la premiere itération sous forme matricielle s’écrit :

1. étant donné ug;

2. résoudre le systeme linéaire en 'inconnue du :
Ny, 0u = b(uy) (6.15)
3. nouvelle estimation : u; = ug + Juw.
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6. Solution des EDP non linéaires 71

F1G. 6.3: Solution u; du probleme (G.4) pour Pe = 10 obtenue & l'itération i. Gauche :
méthode de Newton. Droite : méthode de point fixe. Haut : ¢ < 3. Bas ¢ > 2

La matrice N,,, varie a chaque itération car elle dépend de uy.

Sur la figure [63] on trace la solution obtenue wu; par chaque méthode en fonction du
nombre d’itérations effectuées i, dans le cas Pe = 10. On observe la convergence des deux
méthodes vers la solution, mais on observe une différence de comportement aux pemieres
itérations ou la méthode de Newton passe par des états oscillant hors des bornes —1 et 1.

Sur la figure [6.4] on trace l'erreur max |u; — uo| en fonction de i pour la méthode de
Newton et la méthode de point fixe avec Pe = 10. On observe la convergence rapide de
la méthode de Newton une fois que I'on s’est suffisamment rapproché de la solution (pour
i =2 et plus).

Sur la figure [6.3] on trace également 'erreur pour Pe = 45 : on observe que la méthode
de Newton ne converge plus, contrairement a la méthode de point fixe, plus robuste. Les
comportements observés dans cet exemple particulier se retrouvent dans la plupart des cas
pour d’autres problemes.
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72 6.4. Exemple numérique

F1G. 6.4: Graphe de lerreur F' = max |u; — us| en fonction de 7 pour le probleme modele
(6.4) avec Pe = 10. O : méthode de point fixe. A : méthode de Newton.

.E6
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.E2
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.E-10
LE-11
.E-12
.E-13
.E-14
E-15
.E-16
LE-17
.E-18
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F1G. 6.5: Graphe de l'erreur £ = max |u; — us| en fonction de i pour le probléeme modele
(6.4) avec Pe = 45. O : méthode de point fixe. A : méthode de Newton.

Cours ENSTA B2-1



6. Solution des EDP non linéaires 73

6.5 Résumé

Pour résoudre un probleme non linéaire, on se donne une estimation de la solution du
probléme, on linéarise le probleme autour de cette estimation et on résoud le probleme
linéaire ainsi posé pour obtenir une nouvelle estimation de la solution.

Linéariser implique une notion de dérivée : pour les EDP, nous avons vu qu’il s’agit de
la dérivée au sens des opérateurs.

Lorsque la linéarisation est exacte, la méthode que nous venons de décrire s’appelle
méthode de Newton. Elle se caractérise par sa convergence rapide lorsqu’on s’approche de
la solution du probléme.

Lorsque la linéarisation est approchée, on obtient des méthodes dérivées telles la mé-
thode de point fixe. Elles se caractérisent souvent par une meilleure robustesse et un
moindre colt que la méthode de Newton au prix d'une vitesse de convergence souvent
plus faible.
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Chapitre 7

Formation de choc

V-u = 0
%—f—l—u-VT = aAT + sy

7.1 Equation de Burgers

Examinons maintenant un probleme non linéaire et instationnaire, le plus simple pos-
sible, il s’agit de I’équation de Burgers instationnaire. Celle-ci peut s’écrire sous plusieurs
formes, en particulier, une forme dite conservative :

Ju u?  Ou
afLV 2_8t+v f(u)=0 (7.1)
ou f(u) est appelé le flux. Il dépend de la quantité extensive inconnue u dont on écrit
la conservation. Le fait que I’équation % + V- f(u) = 0 exprime la conservation de la
quantité u se verra mieux sous la forme intégrale faible ({7.4]).

L’équation de Burgers peut également s’écrire sous une forme non conservative, équi-
valente au niveau de 'EDP. En 1D, elle s’écrit :

ou ou

Le terme de convection non linéaire 42% montre que l'inconnue u joue deux roles :

ox
R . . ., Ju]
— un roéle “passif” d’inconnue transportée ua— ;
x

ou
— un role “actif” de vitesse transportante 8_
x

Ce double role est a 'origine de propriétés intéressantes.
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F1a. 7.1: Solution exacte u(x,t) du probleme ([Z.2)) (équation de Burgers) avec la condition
initiale (Z.3]). Formation d’un choc.

7.2 Formation d’un choc

Considérons par exemple la condition initiale continue suivante :
wWz)=1 si <0
Wr)=1—2z si 0<z<1 (7.3)
wW(x)=0 si z>1

La solution exacte de I'équation de Burgers 1D instationnaire que 'on obtient est repré-
sentée en espace-temps sur la figure [.I1 On comprend assez bien ce qui se passe :

— la partie de la solution, a gauche, qui est a u = 1 va vouloir avancer vers la droite

avec cette méme vitesse unité;

— la partie de la solution, a droite, qui est a u = 0 va vouloir rester sur place.
A Dinstant ot les parties gauche et droite de la solution se rejoignent, il y a formation d’un
choc.

Ce choc pose un probléme car la solution devient alors discontinue et on ne peut plus
donner de sens aux dérivées spatiales % dans 'EDP (.2)). Autour du choc, il faut alors
revenir a la forme faible, plus générale, de ’équation de conservation. Celle-ci s’exprime en

intégrant 'EDP (1)) en temps et en espace' pour donner :

AL rr+Az Oy
[ st wrsese
t xT

ou encore :

~r+Ax "+ AL
/ u(t + At) — u(t)de + /t Flu(z + Az)) — flu(@)dt =0 Vt,z,At, Az (7.5)

xT

'En fait, comme dans la méthode des résidus pondérés du chapitre[3] on fait le chemin & I’envers. C’est
bien la forme faible qui est le principe physique fondamental exprimant la conservation. La forme EDP
s’en déduit sous des hypotheses de régularité, ici non vérifiées au choc. La forme EDP présente par contre
I’avantage de s’écrire de maniere plus concise et d’étre plus facile a manipuler algébriquement.
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7. Formation de choc 77

u(t + At)

fu(z)) fu(z + Ax))

F1a. 7.2: Bilan de la quantité extensive u sur la maille [x,z + Ax] x [t,t + At] (équation

3)

ce qui se lit : 'augmentation de la quantité extensive wu, contenue dans tout intervalle
d’espace [z, r + Ax], pendant tout intervalle de temps [¢,t + At], est égale & la quantité de
u (le flux de u) entrant par les bords, en x et en x + Ax, pendant ce méme intervalle de
temps. Ceci est dessiné sur la figure

La forme faible de la conservation nous permet de préciser ce qui se passe en présence
d’un choc et, en particulier, d’écrire des relations de saut reliant les états a gauche et a
droite du choc a la vitesse de ce choc : on les appellent conditions de Rankine-Hugoniot.
Pour cela, exprimons la conservation sur une maille espace-temps [z, z + dx] X [t,t + dt]
contenant un choc, qui fait passer la solution de uy, a ug, et avancant a la vitesse s, comme
sur la figure [Z.3] :

T+Az t+At
/ u(t + At) — u(t)de + /t Flu(z + Ax)) — f(u(z))dt =0 Vit z, At, Az

= dt(s(ur, —ug)) + dt(f(ur) — f(ur)) =0 (7.6)
= g = f(uL)_f(uR) _ Uur, + ur
Uy — UR 2

Le choc, une fois formé, avance donc a la moyenne des deux vitesses, en amont et en aval
du choc. En pratique, on peut utiliser 'EDP dans les zones ou la solution est réguliere et,
en présence d’un choc, identifié par sa position, caractériser sa vitesse a ’aide des relations
de Rankine-Hugoniot.
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UL, e u(t + At)

i

UR —— = = = =

Z T+ Az

F1G. 7.3: Variation de la quantité extensive u sur un intervalle [z, 2+ Ax] en présence d’'un
choc (équation ([7.4)).

7.3 Onde de raréfaction

Toutefois, nos ennuis ne s’arrétent pas la. Considérons en effet la condition initiale
suivante, qui est un choc “a 'envers” :

{ u®(x) :(1) siox<0 (7.7)

si x>0

On peut vérifier que les deux solutions tracées sur la figure [Z.4] sont solutions du probléme
de Burgers, c’est-a-dire de 'EDP ([Z.2]) 1& ot la solution est continue et, dans le cas du choc
non physique, qu’elles vérifient les relations de Rankine-Hugoniot. Ceci est caractéristique
d’un probleme mal posé car il admet plusieurs solutions. Heuristiquement, “il manque de
la physique” dans le probleme de Burgers tel qu’il est posé.

Pour rendre le probleme de Burgers mieux posé et, en particulier, pour avoir une solu-
tion unique, une maniere de faire est d’ajouter des conditions d’entropie supplémentaires
[Lev02] et de considérer la limite du probléme bien posé :

ou u?
1. : :
lim ( ; +V 5 eAu 0) (7.8)

Lorsqu’on considére ce probléme, on obtient la solution tracée sur la figure[Z.4] & droite qui
s’appelle une onde de raréfaction.
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F1a. 7.4: Deux solutions exactes u(z,t) du probleme (1)) (équation de Burgers) avec la

typdec
typdec
nmail
nitma
*

= YEQEX’
’OPTI’
»ZONE’
»ZONE’
)0PTI’
»ZONE’
’0PTI’
»ZONE’
»CLIM’
»CLIM’

rv

’NITER’

7EF7
$mt
$mt
7EF7
$mt
7EF7
$mt
gau
dro

condition initiale (Z.7)). Gauche : choc non physique. Droite : onde de raréfaction.

’CENTREE’ ;
’SUPG’
10 ; cfl = 0.5 ; dt = ’/’ cfl nmail ; tfinal = 2. ;
ENTIER’

(’/’ tfinal dt) ;

niter ’OMEGA’ ’>ITMA’ nitma
>IMPL’> ’CENTREE’
’0PER’ °’DFDT’ 1.
’OPER’ MAJUN
’IMPL’ typdec
’OPER’ ’KONV’ 1.
’IMPL’ °’CENTREE’
’OPER’ ’LAPN’ ’ALF’
’CN’ °TIMP’ cgau
’CN’ ’TIMP’ cdro ;

omeg

’CNM1’ dt ’INCO’ °CN’ ;

’UN’ ?ALF’ ’INCO’ °CN’

>INCO’ ’CN’

Listing 7.1: Jeu de donnée burgersid.dgibi correspondant au probléme (Z.2))

7.4 Résultats numériques

Considérons maintenant les solutions du probleme de Burgers obtenues en discrétisant
I'EDP (Z.2)) par la méthode des éléments finis?®.
La traduction en Gibiane du probleme (7.2)) est donnée sur le listing [T.1]

Choc Considérons tout d’abord le cas de la formation du choc, obtenu avec la condition
initiale (7.3). La figure montre les résultats obtenus avec une discrétisation centrée (&
gauche) et une discrétisation décentrée SUPG (a droite) du terme convectif. La discrétisation
centrée conduit a une solution qui se met a osciller des la formation du choc. Le point im-
portant est que ces oscillations s’amplifient a cause de la non linéarité, jusqu’a contaminer
tout le domaine de calcul, rendant la solution numérique inexploitable. En utilisant une

2 Avant d’appliquer la méthode des résidus pondérés, il y a besoin de discrétiser en temps (chapitre [
et de linéariser le terme de convection non linéaire (chapitre [6). Nous décrivons 1’algorithme complet au

chapitre
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FiG. 7.5: Solution numérique uy(z,t) du probléme (T2) (équation de Burgers) pour
la condition initiale (Z.3) conduisant & la formation d’un choc. Gauche : discrétisation
CENTREE du terme convectif. Droite : discrétisation SUPG du terme convectif.

F1a. 7.6: Solution numérique uy(z,t) du probleme (7.2) (équation de Burgers) pour la
condition initiale (Z.7]) conduisant & une onde de détente. Gauche : discrétisation CENTREE
du terme convectif. Droite : discrétisation SUPG du terme convectif.

discrétisation décentrée SUPG, des oscillations persistent a cause du phénomene de Gibbs,
vu en section L0 mais ces derniéres restent cantonnées aux abords du choc.

Onde de raréfaction Considérons maintenant la condition initiale (7). Les résultats
numériques obtenus sont tracés sur la figure [L.6l Ici, on obtient bien I'onde de raréfaction.
Dans le cas de la discrétisation SUPG, ceci peut s’expliquer par le fait que le schéma numé-
rique sélectionne la “bonne” solution (I'onde de raréfaction) grace a la diffusion numérique
ajoutée. Dans le cas de la discrétisation centrée, on remarque le transport d’une petite
oscillation, ne s’atténuant pas avec le temps, la ou le choc “a I'envers” initial était présent.
Ceci rejoint la remarque faite en fin de la section sur I'importance des erreurs commises
sur la condition initiale, particulierement pour les problemes non linéaires.

Il y aurait beaucoup a dire sur la résolution des EDP et des systemes d’EDP issues
de l'expression des lois de conservation. En particulier, un systeme important est celui
des équations d’Fuler qui correspond aux équations de Navier-Stokes sans termes diffusifs.
Pour les lecteurs intéressés, nous renvoyons a 'ouvrage de Leveque [Lev02].

Le point important a retenir est que la non linéarité rend possible 'apparition de
solutions non régulieres, comme des chocs, méme avec une condition initiale réguliere.

7.5 Résumé

Résumons certains points importants évoqués dans ce chapitre et les précédents :
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1. 'approximation d’un probleme convectif pur par éléments finis n’est, en général, pas
stable, il y a nécessité de décentrer c’est-a-dire d’ajouter une diffusion numérique
pour rendre le probleme discret bien posé;

2. la méthode des éléments finis utilisant des éléments finis continus approche les so-
lutions au mieux au sens de la norme £2? : les solutions discrétes oscillent pres des
endroits ou la vraie solution varie fortement, méme pour un probléme discret bien
posé ;

3. l'opérateur Laplacien est régularisant : il permet de rendre le probleme discret de
convection pur bien posé, il permet de lisser un choc sur une certaine échelle de
temps en diffusion instationnaire ;

4. les non linéarités des équations peuvent produire des solutions chocs, méme a partir
de conditions initiales régulieres.

Nous avons donc rencontré, en pratique, deux types de difficultés avec la méthode des
éléments finis pour les problemes modeles regardés jusqu’a maintenant :

1. la stabilité du probleme discret. Si on ne I’a pas, on obtient généralement des oscil-
lations non bornées des solutions discretes ;

2. 'approximation des fonctions non réguliéres (choc) par des fonctions régulieres (conti-
nues). La notion de choc dépend en fait de la discrétisation utilisée. Une fois le
maillage fixé, est un choc toutes les solutions qui ne peuvent pas étre interpolées cor-
rectement par le maillage utilisé. En ce cas, on obtient des oscillations de la solution
numérique mais celles-ci restent généralement bornées.

Les deux difficultés évoquées sont indépendantes : il est indispensable d’avoir la sta-
bilité du probleme discret pour pouvoir espérer converger vers une solution, la deuxieme
difficulté nous renseigne sur le fait que le maillage utilisé ne nous permet pas d’approcher
correctement la solution exacte si elle existe.

On voit également 'importance de regarder les échelles caractéristiques de chaque phé-
nomene et la facon dont ils vont s’équilibrer :

— les effects convectifs vont plutot jouer sur les grandes échelles de longueur et les

petites échelles de temps, ils vont pouvoir “raidir” les solutions en non linéaire ;

— les effets diffusifs vont plutdt jouer sur les petites échelles de longueur et les grandes

échelles de temps, ils ont un effet régularisant sur les solutions trouvées.

Lorsque les échelles caractéristiques des phénomenes sont tres différentes, on parle de
probléeme multi-échelles : en mécanique des fluides, les formations de choc, les problémes
de couches limites et la turbulence en fournissent des exemples. La discrétisation ajoute
des échelles en plus de celles du probleme étudié : une échelle de longueur due a la taille
des mailles et une échelle de temps due a la taille des pas de temps. Ceci va faire que 'on
ne va peut-étre pas toujours pouvoir capturer toutes les échelles, donc tous les phénomenes
du probleme étudié : il faudra peut-étre modéliser certains phénomenes si I'on n’est pas
capable de les capturer, compte tenu de la discrétisation effectuée.

C’est ce caractere multi-échelles qui fait tout l'intérét de la mécanique des fluides et
toute la difficulté de sa modélisation physique et numérique.
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Chapitre 8

Probleme de Stokes

0

a—?Jr(Vu)'u = ‘—Vp*JrVAu + 84
=0

%—fJFU'VT = oAT + sr

Dans ce chapitre, on regarde comment discrétiser le probleme de Stokes. De méme que
le probleme de Dirichlet au chapitre 2], le probleme de Stokes peut s’interpréter comme un
probleme d’optimisation mais, cette fois-ci, il s’agit d’une minimisation sous contraintes
au lieu d’'une minimisation sans contraintes. Ceci a des répercussions sur la stabilité du
probleme de Stokes, une fois discrétisé.

Ce chapitre suit donc globalement le méme plan que celui du chapitre Pl mais avec une
sous-section consacrée a la stabilité.

8.1 Le probleme continu

8.1.1 Fonctionnelle de Stokes

Le probleme de Stokes est lié aux équations de Navier (2:29))-(2:30), dont nous rappelons
I’expression :

Veo+f =0
o = MV u)l+p(Vu+ V) (8.2)

Lorsque le premier coefficient de Lamé : A — oo, du fait de la forme de la fonctionnelle
de Navier (Z20), il s’ensuit que : V-« — 0. En introduisant une nouvelle inconnue :
p = AV - u, qui peut étre identifiée a une pression, on obtient I’expression suivante pour
le tenseur des contraintes :

o = pl+u (Vu + Vtu) (8.3)

A noter que u a changé de signification : en élasticité linéaire, il représentait des dépla-
cements (supposés petits par rapport a une configuration de référence), en mécanique des
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fluides u représente désormais la vitesse locale du fluide. Un solide se déforme, un fluide
s’écoule.

Le principe d’optimisation que 'on va écrire fait désormais intervenir la fonctionnelle
suivante, qui dépend des deux fonctions d’espace u et p :

Iw,p) = [ ZIVul’ =p¥ ud2 (8.4)

La fonctionnelle qui vient d’étre écrite est la fonctionnelle associée au probleme de Stokes.
Elle n’admet pas de minimum du fait de sa forme (il ne s’agit plus d’une somme de carrés)
mais admet un point-selle. Ceci est caractéristique d’un probléme de minimisation sous
contraintes. En fait, la solution (u,p) cherchée minimise Jo, %[ Vau|* dQ sous la contrainte
V -u = 0. p est le multiplicateur de Lagrange qui permet d’imposer cette contrainte.

8.1.2 Condition de point-selle

Une condition suffisante pour que (u,p) soit un point-selle est d’écrire que la dérivée
fonctionnelle de I est nulle en ce point :

Owal(u,p) =0 VY(v,q) (8.5)

comme, par définition de la dérivée fonctionnelle :

e—0 de

+e/QuVu:V'v—qV-u—pV-'de (8.6)

d
Soal(wp) =lim [ [ EIVul’ - pV - udo

—|—62/ HHV'UHQ —qV - vdQ |
Q2
finalement :

O(w.q) L (w, p) = /QuVu:V'v —pV-v—qV-udQ=0 Y(v,q) (8.7)

8.1.3 Equation aux dérivées partielles équivalente

Afin d’expliciter la signification de I’équation (8.7)), on peut se ramener a 1’équation aux
dérivées partielles (EDP) correspondante. Pour ce faire, on utilise 'intégration par parties
pour se ramener a un systeme d’équations de la forme suivante :

/ EDP, x v + EDP, x ¢d2 =0 ¥(v,q) (8.8)
Q
D’ou I'on déduira : EDP,, = 0 et EDP, = 0.

Utilisons donc 'intégration par parties sur les termes [, uVu: Vo dQ et [ —pV - vdQ
dans I'équation (8.1), on obtient :

/—/,LAu-'de—l—/ (uVu - n) -vd59+/vp-vd9—/ v - n.dsQ
Q e Q 0

(8.9)
—/QqV-udQ —0
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8. Probléme de Stokes 85

Pour simplifier, on va supposer que l'on a imposé des conditions de Dirichlet pour w sur
I’ensemble de d€2 : ceci a pour effet d’annuler les termes de bord dans ’expression ci-dessus
car v s’annule alors sur (2.
Nous reviendrons sur les conditions aux limites pour le probléme de Stokes au chapitre[dl
On obtient finalement le systeme d’EDP dont nous cherchons la solution :

o — 0 (8.10)

{ —pAu+Vp = 0
La premiere ligne du systéme est ’équation de conservation de la quantité de mouvement.
La deuxiéme ligne du systéme est I’équation de conservation de la masse.

8.2 Le probleme discret

8.2.1 Espaces de fonctions discrets

Afin de discrétiser le probleme de Stokes, nous allons choisir des espaces de fonctions
discrets éléments finis pour w et p. Nous n’avons pas trop parlé des espaces de fonctions
a choisir pour le probléme de Stokes, mais vu la forme de la fonctionnelle (8.4), il parait
naturel de chercher u dans un sous-espace discret de (H4(€2))? (a cause du terme || Vu|?)
et p dans un sous-espace discret de £2(€2) (a cause du terme pV - u). Si N; est une base
de l'espace de fonction pour u, de dimension n, et P, une base de l’espace de fonction
pour p, on pourra écrire :

up(w) = i_u;uzNz(w) (8.11)
pn(x) = gkak(:v) (8.12)

8.2.2 Condition de point-selle discrete

La condition de point-selle discrete équivalente a (89]) est :
S,y L (s pr) = /Q,LLVuh:VNj VN, — PV -u,dQ=0 Y(N,,B) (8.13)

Et, en développant u, et p, sur la base de leurs fonctions test, on obtient un systéme
linéaire impliquant les degrés de liberté u; et py :

Syl (wnpn) = S, /Q UV N;:VN,; — PV - N,;dQ
+ Zpk/ PV -N,;d2=0 Y(N,,R) (8.14)
. Q
ou, plus succintement, en posant Rj; = [ VIN;:VIN,;dQ et B;; = [ —FV - N;dQ :

SEHIRRG
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86 8.2. Le probleme discret

A, est la matrice totale associée au probleme de Stokes, R est la matrice de rigidité et B
la matrice de divergence. On note la structure symétrique de la matrice A : le bloc (1,2)
correspondant au gradient de pression dans 1’équation de quantité de mouvement est le
transposé du bloc (2,1) correspondant a la contrainte de divergence nulle et le bloc (2, 2)
est nul. Cette structure de Aj, est caractéristique d'un systeme associé a un probleme de
point-selle : le bloc diagonal correspondant aux multiplicateurs de Lagrange (ici p) est nul.
Dans le cas d'un probléeme de minimisation, la matrice du systeme discret était symétrique
définie positive avec toutes ses valeurs propres positives. Dans le cas du systeme de point-
selle, la matrice A, est symétrique mais indéfinie, avec n,, valeurs propres positives et n,
valeurs propres négatives.

8.2.3 Stabilité du probleme discret

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax (section B.2]), nous devons d’abord nous
assurer que le probleme de Stokes continu (83) est bien posé et que son expression dis-
crete (BI0) est stable, c’est-a-dire que A, est inversible et que sa valeur propre de plus
petite valeur absolue est uniformément bornée par une constante 3 > 0 indépendante du
parametre de discrétisation h.

Nous n’effectuons pas la démonstration du caractere bien posé du probleme de Stokes
continu, qui est donnée, par exemple, dans [EG02] et qui conduit a devoir vérifier une
condition inf-sup, encore appelée condition LBB (Ladyzhenskaya—Brezzi-Babuska) de la
forme :

inf sup _av-v dQ? > g (8.16)
1L e iy 7 IVl Nl 2

La stabilité du probleme discret conduit a devoir vérifier des conditions inf-sup discrétes
de la méme forme que celles ci-dessus avec uy, et p,. En pratique, cela se traduit par le fait
que 'on ne peut pas choisir comme on veut les espaces d’éléments finis pour uy et py, : il
faut qu’ils soient compatibles.

8.2.4 Eléments finis compatibles
Elément fini le plus simple

L’élément fini conforme le plus simple que 'on peut considérer fait intervenir les espaces
d’éléments finis que nous avons vus en section :

u, € Wy C Hl(Q) (817)

pn € Vo C L2(Q) (8.18)

Cet élément fini est représenté figure Il présente un intérét particulier, non seulement
du fait de sa simplicité, mais également parce qu’il permet d’exprimer une conservation

locale de la masse. En effet, si on regarde la k¢ ligne de la matrice de divergence B, elle
s’exprime comme :

Or P, est la fonction indicatrice de 1’élément €2, I'intégrale précédente devient donc, en
utilisant l'intégration par parties :

O 5,
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FIG. 8.1: Elément fini le plus simple pour le probleme de Stokes. o : nceuds pour la vitesse.
X : neeud pour la pression.

Cette derniere égalité exprime le fait que la solution discrete u; trouvée, si elle existe,
vérifiera la conservation locale de la masse!.

Malheureusement, cet élément fini n’est pas stable. Ceci se traduit ici par le fait que la
matrice complete Ay, n’est pas inversible. Nous verrons ce que cela donne en pratique sur
un exemple numérique en section

Eléments finis de Cast=M

Les principaux éléments finis de CastzM utilisés en mécanique des fluides sont montrés
dans le tableau 8.1l La famille d’éléments que 'on conseille d'utiliser est : QUAF/CENTREP1.
Ces éléments sont, en effet, stables, précis spatialement (ordre 3 en vitesse et 2 en pression),
comprennent toutes les formes géométriques simples en 2D et en 3D et permettent d’avoir
une expression de la conservation locale de la masse par élément comme 1’élément simple
vu ci-dessus. La contrepartie est que ces éléments sont cotliteux : les matrices sont longues
a calculer et résoudre le systeme linéaire impliquant A, est difficile.

8.2.5 Exemples numériques
On considére le probleme de Stokes suivant sur le domaine = [0, 1] x [0,1] :

{ —pAu+Vp = 0

o — 0 (8.19)

avec les conditions aux limites de Dirichlet pour w sur le bord du domaine :

ulso = < 4x(10_ 2y ) (8.20)

On impose également la pression en un point quelconque du domaine. En effet, la pression
est définie & une constante pres car nous sommes en domaine fermé. Nous explicitons cette
indétermination en section [9.4.4]

La partie significative du jeu de donnée en langage Gibiane, compris par CastzM,
traduisant le probleme (8JI9)-(820) est donnée sur le listing Bl Si on utilise 1’élément

'Nous reviendrons en détail dans le chapitre [ sur les propriétés de conservation de la méthode des
éléments finis.
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88 8.2. Le probleme discret

Elément Interpolation wy, /py, Nom CastzM Stable

P, /Py LINE/CENTRE non

Q1/Py LINE/CENTRE non

@ 4P, /P, MACRO/CENTREPO  oui

4Q, /P, MACRO/CENTREPO  oui

AP, /Pdisc MACRO/CENTREP1  non

4Q, /Pgise MACRO/CENTREP1  oui

O

O
O O
O O
O O
Q

£

Py /Pdise QUAF/CENTREP1  oui

Qy/Pise QUAF/CENTREP1  oui

TAB. 8.1: Principaux éléments finis en 2D pour le probleme de Stokes utilisés dans Cast=M.
o : points d’interpolation pour la vitesse w;,. X : points d’interpolation pour la pression py,.
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10

20

* kvit = ’LINE’ ;
kvit = ’QUAF’ ; kpre

*

kpre = ’CENTRE’ ;
= ’CENTREP1’ ;

$mt = °MODE’ _mt ’NAVIER_STOKES’ kvit ;

*

mclim = bas ’ET’
’COORDONNEE”
’NOMC’ °UX’ (xm ’*’ (°=2 xm 1.) ’%’ ym ’x’ -4.) ;

Xm ym
cux

dro ’ET’ hau ’ET’ gau ;

mclim ;

mpl = ’POIN’ (’DOMA’ $mt kpre) 1 ;

*

rv = ’EQEX’
’0PTI’
?ZONE’
’0PTI?
?ZONE’
’CLIM’
’CLIM’
’CLIM’

*

rv . ’INCO’

rv . ’INCO’

rv . ’INCO’

*

EXEC rv ;

’NITER’

$mt °OPER’

1

’OMEGA’ 1.DO ’ITMA’ 1
’EF’ °IMPL’ °’CENTREE’ kpre

’KBBT’ 1. ’INCO’

’EF’ °IMPL’ °’CENTREE’

$mt °OPER’

’LAPN’ 1. ’INCO’

UN’ °UIMP’ mclim cux
UN’ °VIMP’ mclim O.
PN’ ’TIMP’ mpl 0. ;

= ’TABLE’

)UN)
7PN7

>INCO’
’KCHT’> $mt ’VECT’

= ’KCHT’> $mt ’SCAL’

7UN7 7PN7

7UN7

>SOMMET’
kpre O.

I

(0. 0.)

b

Listing 8.1: Jeu de donnée infsup.dgibi correspondant au probleme (I9)-(E20]).
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>-4.4E+12
< 0.0E+00

\/
\/
\/

-1.4E+11

-4.1E+11

-6.9E+11

-9.6E+11

-1.2E+12

-1.5E+12

-1.8E+12

-2.1E+12

-2.3E+12

—2.6E+12

-2.9E+12

-3.2E+12

—3.4E+12

=3.7E+12

—4.0E+12

-4.3E+12

F1G. 8.2: Solution numérique du probléme de Stokes (BI9)-(820) avec des éléments finis
carrés de la famille LINE/CENTRE. Gauche : vitesse uy,. Droite : pression py,.
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F1a. 8.3: Solution numérique du probleéme de Stokes (8I9)-(820) avec des éléments finis
carrés de la famille QUAF/CENTREP1. Gauche : vitesse uy,. Droite : pression py,.

instable Q; /Py, on obtient le résultat montré figureB2l Le champ de vitesses a l'air correct
malgré la présence de vitesses parasite, visibles dans le coin en bas a gauche. Par contre,
I’examen du champ de pression montre que celle-ci n’est pas correcte, les valeurs aux coins
obtenues étant de l'ordre de 10'2. Ceci est le signe d'une explosion de 'algorithme de
résolution du systeme linéaire : en arithmétique a virgule flottante, la matrice A; n’est
pas exactement singuliere, a cause de la précision limitée de la représentation des nombres
réels. Mais comme elle en est tres proche, on obtient ces valeurs tres grandes pour les
inconnues pression.

Si on utilise I'élément stable Q, /P3¢ on obtient le résultat montré figure B3, qui est
correct en vitesse et en pression.

Exercice 4 Vérifier numériquement qu’en raffinant le maillage, on tend vers une solution
avec les bons ordres de convergence.
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8. Probléme de Stokes 91

8.3 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons montré la formulation du probleme de Stokes comme
probléeme de minimisation sous contraintes (ou point-selle), faisant apparaitre 1'inconnue
p, qui est le multiplicateur de Lagrange permettant d’imposer la conservation de la masse,
vue comme une contrainte V - u = 0.

D’un point de vue matriciel, le systeme obtenu a une structure caractéristique A, =

R B! . N :
( des problemes d’optimisation sous contraintes.

B 0
La condition de stabilité pour le probleme discret induit des contraintes sur le choix
des éléments finis pour la vitesse w; et la pression py,.
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Chapitre 9

Conditions aux limites et
conservation

ou

E+(Vu) u = =Vp'+rvAu+ s,
V-u = 0
T
%—t+u-VT = aAT + sy

| Conditions aux limites ? |

Nous consacrons ce chapitre a I’étude des conditions aux limites pour les différents
probléemes modeles que nous avons examinés jusqu’ici.

Nous commencgons par une variante du probleme de Dirichlet vu au chapitre [ : le
probleme de Neumann, en section Ce dernier nous permet d’exhiber une propriété tres
importante du probléme continu, qui est préservée par la méthode des Eléments Finis :
la notion de conservation globale d’'une quantité. De maniere liée a la conservation, on
fait apparaitre une condition de compatibilité sur les flux que I'on impose aux bords du
domaine.

En section@.2] on montre comment la notion de conservation globale peut étre exprimée
pour un probleme de diffusion stationnaire avec des conditions aux limites plus générales
que celles du probleme de Neumann en introduisant la notion de multiplicateur de Lagrange
pour I'imposition des conditions aux limites de Dirichlet.

En section 0.3 consacrée a I’équation de convection-diffusion stationnaire, on montre
que l'intégration par parties ou non du terme convectif donne lieu a deux types de condi-
tions aux limites naturelles différentes.

En section [0.4] les conditions aux limites essentielles, naturelles et mixtes pour le pro-
bleme de Stokes sont mises en évidence, ainsi que les conditions de compatibilité éventuelle-
ment associées. Le terme visqueux peut s’écrire de plusieurs manieres, qui sont équivalentes
pour le probléme continu mais qui donnent lieu a des conditions aux limites naturelles dif-
férentes pour le probleme discret.

Enfin, en section 0.5 nous donnons un exemple numérique sur les équations de Navier-
Stokes stationnaires illustrant les différents conditions aux limites naturelles obtenues en
variant les formulations des termes convectifs et diffusifs.
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94 9.1. Probléme de Neumann avec termes sources

9.1 Probleme de Neumann avec termes sources

9.1.1 Le probleme de Neumann continu

Reprenons le probleme de Dirichlet (2.3]) sous la forme suivante :

min_ I(T) = min / LTI - sTdQ —/ gT 46 (9.1)
TeHL(Q) TeH(Q) Jo 2 50
Cette fois-ci, T'(x) € H*(Q) au lieu de T'(x) € HL(2) pour le probléme (23] : nous n’avons
pas imposé de conditions aux limites de Dirichlet pour 7" sur le bord du domaine 6€2. s
est une fonction définie sur 2 qui représente un terme source volumique : ceci se verra
mieux sur ’équation aux dérivées partielles équivalente. ¢ est une fonction définie sur 6€2
qui représente un terme source surfacique.
Une condition de minimisation pour [ s’écrit :

SuI(T) = / avT - VU dS —/ sUAQ — [ qUds =0 YU € H'(Q) (9.2)
Q Q 50
En supposant que T, la solution du probleme continu, est suffisament réguliere, on
utilise I'intégration par parties pour obtenir :

/Q(—QAT—S)deQ+/m(onT'n—q)><Ud5Q:0 (9.3)

Choisissons U dans I’ensemble des fonctions définies sur € qui s’annulent sur 6€2 : la
deuxieme intégrale de ([@.3]) est nulle du fait du choix de U, ce qui implique que la premiere
intégrale s’annule également. La seule maniere pour que la premiere intégrale soit nulle
quelle que soit U est d’avoir :

—aAT —s=0 sur € (9.4)

Choisissons maintenant U dans I’ensemble des fonctions définies sur €2 qui s’annulent
partout sauf sur 0€2 : la premiere intégrale de (@3] est nulle du fait du choix de U, ce
qui implique que la deuxieme intégrale s’annule également. La seule maniere pour que la
deuxieme intégrale soit nulle quelle que soit U est d’avoir :

aVT n—q=0 sur 69 (9.5)

q représente donc une condition de flux entrant sur 6€2. En effet, le flux thermique est
défini comme : ¢ = —aVT), la condition a la limite (@.3) correspond donc a : g - n = —q.
n étant définie comme la normale sortante, ¢ est donc un flux entrant.

La condition aux limites sur le flux (@.3) est appelée condition de Neumann ou condition
naturelle du probleme de Dirichlet, par opposition a la condition aux limites sur I'inconnue
T traitée au chapitre 2| appelée condition de Dirichlet ou condition essentielle.

9.1.2 Le probleme de Neumann discret

Le probleme de Neumann discret s’écrit :

min /(7)) = min /Q%HVT;LW — 5T}, dS2 — /59 qT}, doS2 (9.6)

TheH (Q) T,€H(2)
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La condition de minimisation pour le probleme discret s’écrit :
S I(Tp) = / aVT, - VN, — sN; d) — / gN;dsQ =0 YN, €H'(Q) ie. VieQ (9.7)
Q 50

A noter qu’ici, contrairement au cas du probléeme continu, on ne peut pas utiliser
I'intégration par parties car T} n’est pas suffisament réguliere : en effet, le gradient de T},
n’est en général pas continu a l'interface entre deux éléments (se rappeler la figure par
exemple) et on ne pourrait pas donner un sens a l'intégrale [, (—aAT},) x N; dQ.

La deuxiéme intégrale de (@.3]) semble avoir un sens, méme pour le probleme discret,
puisque : [5o (VT 1 —q) x N;ddQ2 = 0 est calculable mais, en fait, ceci ne peut pas
nous servir a déduire aVT), - n—qg=0 sur 6 car N;, méme si ¢ est un point du bord,
n’est pas nulle sur Q \ 69 : ¢’est une fonction chapeau. Répétons-le :

aVT,-n—qg#0 sur 6 (9.8)

Des lors, peut-on vraiment dire que ¢ est un flux entrant imposé une fois que 1’on a discrétisé
le probleme? La réponse est heureusement oui. Le fait que 1'on ne puisse plus utiliser
I'intégration par parties dans le probleme discret n’empéche pas que, si le probleme discret
est stable, nous allons avoir la convergence de T}, vers la solution du probléme continu
@2) : T. Et, si T est suffisament réguliere pour que 'on puisse appliquer 'intégration par
parties, on a l'interprétation de ¢ comme flux de T" entrant.

On dit que la condition de Neumann aVT - n — ¢ = 0 est imposée de maniere faible
lorsque la formulation (Q.7) est utilisée. Par opposition, la condition de Dirichlet T" = Tj,
est imposée de maniere forte dans la formulation discrete correspondante a (ZI9) : on a
exactement T = Tj sur les nceuds de discrétisation qui sont sur §€.

Nous tentons d’expliciter ce point sur un exemple simple en section Pour des
détails supplémentaires, on pourra consulter 'ouvrage classique de Strang et Fix [SF8S].

Finalement, en développant T}, sur la base des NN;, on obtient le systéme linéaire avec
second membre b sur les inconnues 7 :

/ aVT, - VN, — sN; dQ —/ gN; doQ = ZTj(/ VN, - VN, dQ) — bi(s, q)
Q )9 j Q

= _TjRji — bi(s,q) (9.9)
J
=0 Vi
soit encore, sous forme matricielle :
RT'—s—q=0 (9.10)

ou R est la matrice de rigidité R;; = [, VN; - VN;dQQ, s est la contribution au second
membre du terme source volumique s; = [, sN;d) et g est la contribution au second
membre du terme source surfacique (flux entrant) g, = [, ¢/NV; d0S2.

9.1.3 Indétermination de I'inconnue et condition de compatibi-
lité

Reprenons le probleme (@.]). Celui-ci est souvent appelé probléme de Neumann pour

insister sur le fait qu’il n’y a pas de conditions imposées sur la valeur de I'inconnue 7' au
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96 9.1. Probléme de Neumann avec termes sources

bord. Du fait que 7" n’est pas imposée au bord et que seul VT apparait dans la fonctionnelle,
on en déduit que, si T" est une solution du probléme, T+ ¢ ou ¢ est un constante quelconque
est également une solution. T' est indéterminée a une constante pres.

De maniere duale a cette indétermination de T, il existe une condition de compatibilité
sur les termes sources qu’il faut vérifier. Pour la faire apparaitre, écrivons la condition de
minimisation (@2)) pour une variation U particuliere, constante sur €2, il vient :

[sao+ [ qas0 =0 (9.11)
Q 1]

Ceci est 'expression d'une conservation globale : la quantité de chaleur sortant par le bord
0€) est égale a la quantité de chaleur produite dans le domaine €.

Ce qui vient d’étre dit s’applique également directement au probleme discret lorsque
T}, est dans un espace d’éléments finis car les fonctions constantes sur {2 font partie de
cet espace. En effet, la somme de toutes les fonctions de base vaut 1 sur chaque nceud P;
d’apres la propriété de base nodale :

()

et comme les IV; sont polyndmiales sur chaque élément, on en déduit :

=1 Vj (9.12)
z=P;

(2@: Ni(:c)> =1 Vz e (9.13)

En sommant sur i les conditions de minimisation du probleme discret ([Q.7)), on obtient a
nouveau la condition de compatibilité ([O.IT)) car :

Z(/QaVTh-VNi—sNidQ—/(SQqudéQ)

i

_ /QWTh-v@jNi) —S(Xi:Ni) dQ—/mq<zi:Ni> 460

S (/Qsdsz+/qum>

= 0 (9.14)

soit encore, sous forme matricielle :

>sit > @ =0 (9.15)

Remarque 3 La solution discréte Ty, obtenue vérifie donc la conservation globale de la
chaleur. Ceci est une propriété trés importante de la méthode des éléments finis.

Remarque 4 Par contre, la solution discréte T), obtenue ne vérifie pas de conservation
locale, sur un élément ., de la chaleur. Ceci est di au fait que les fonctions indicatrices
des éléments 1y (valant 1 sur €y et 0 ailleurs) ne font pas partie de l’espace de fonctions
de Ty, : H'(Q). Toutefois, la i° équation du systéme discret (I’expression Y- ; TjR;; — by = 0
de ’équation (@9)) est une expression de la conservation locale de la chaleur “autour” du
neeud 1.
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Au niveau du systeme linéaire ([@9) a résoudre, l'indétermination fait que la matrice
Rij = Jo VN; - VN, dQ a une valeur propre nulle associée au vecteur propre 1 ne contenant
que des 1. Dit autrement, R1 = 0 - 1, la somme des termes de chaque ligne de R est donc
nulle. La condition de compatibilité impose que le second membre b soit orthogonal a 1
c’est-a-dire : >, b; = 0 ([@I0) pour que le systeme admette des solutions.

Enfin, une fois la condition de compatibilité vérifiée, il faut lever I'indétermination, par
exemple en imposant la valeur de 7} en un point, pour que le systeme ait une solution
unique.

9.2 Probleme de diffusion général

9.2.1 Variations sur les conditions aux limites

En général, dans les problemes de diffusion que l'on veut résoudre, on va avoir des
conditions aux limites de Dirichlet sur une partie de 62 et des conditions aux limites de
Neumann sur une autre. On partitionne donc 69 en : Q2 = 6Qp Uy avec 6Qp NN = 0.

Au niveau discret, le probleme devient :

S 1(Tp) = / aVT, - VN, — sN;dQ — [ gN;ddQx =0 VN, € HL(Q)

Q 5N
ie. Vie(Q-o0p) (916)

Dans CastsM, c’est la directive CLIM’ de l'opérateur ’EQEX’ qui va permettre de
préciser les conditions aux limites de Dirichlet. Elles seront imposées par le solveur de
systemes linéaires appelé par EXEC. Les termes sources surfaciques [5o  ¢N; do€2y et volu-
miques [, sN; dS) peuvent étre calculés par 'opérateur *FIMP’ (Flux IMPosé).

Qu’en est-il maintenant de la propriété de conservation globale de la méthode des
éléments finis 7 Dés que nous avons des conditions aux limites de Dirichlet, nous n’avons
plus >°; N; = 1 sur le domaine car nous avons imposé a la variation d’étre nulle sur le bord
du domaine d’ou (3-; NV;) (P;) =0 Vi € 6Qp. De facon heureuse, nous pouvons retrouver
la propriété de conservation globale de la méthode. La fagon la plus élégante est de ne plus
contraindre la variation a étre nulle au bord mais d’imposer les conditions de Dirichlet a
I’aide de multiplicateurs de Lagrange.

Nous avons déja rencontré cette notion de multiplicateur lorsque nous avons parlé du
probleme de Stokes au chapitre 8 Le multiplicateur p servait a imposer la contrainte
V - u = 0 et avait la signification physique d’une pression.

Ici, les multiplicateurs de Lagrange A serviront a imposer les contraintes de Dirichlet
T; = To(P;) et auront une signification physique de fluz. Comprendre cette notion de
dualité entre les conditions aux limites essentielles (valeur imposée) et naturelles (flux) est
fondamental. C’est pourquoi nous allons maintenant traiter en détail un exemple simple et
concret, avant de décrire de maniere plus abstraite et générale I'utilisation de la méthode
des multiplicateurs de Lagrange pour 'imposition des conditions aux limites de Dirichlet.

9.2.2 Un exemple simple traité en détail

Dans cette sous-section, nous regardons un probléme simple de diffusion 1D stationnaire
avec terme source constant et condition a la limite de Dirichlet a gauche et de Neumann
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98 9.2. Probléme de diffusion général

a droite. La solution exacte de ce probleme est connue. On regarde le résultat obtenu par
la méthode des éléments finis sur un maillage de deux éléments en détaillant différentes
manieres d’imposer la condition a la limite de Dirichlet.

Probléme continu

Le probleme que 'on regarde s’écrit donc :

—aAT = s

T,y =T
by . (9.17)
e o oo

ou le terme source s, ainsi que le coefficient «, sont constants en espace.

Solution exacte Le probleme (Q.I7) admet une solution exacte parabolique en z qui

s’exprime comme :
T(x) = az® + br +c

S

a = —%
_s= Fimp (9.18)

a

¢ = Timp

Probléeme discret

La discrétisation du probleéme (Q.17) conduit a écrire :

[aVTVNAQ = [ = funpNiddQ + [ sN:dQ Vi
Q 59 Q (9.19)
Th|$:0 = ﬂmp
avec 1}, cherché sous la forme :
To
Désormais, | 717 | est le vecteur des inconnues recherchées.
15
En calculant les intégrales, on est conduit a la formulation matricielle du probleme (@.19))
suivante :
o [ 1 -1 0 Ty 0 5
s -1 2 -1 T | = 0 +sAz | 1 (9.21)
Lo -1 1 Ty — finp !

ol nous n’avons pas encore imposé la condition de Dirichlet T = Tiy,,. On vérifie bien que
la matrice du systeme sans avoir imposé cette condition a une valeur propre nulle, puisque
la somme des termes de chaque ligne est nul.
On remarque également, en regardant la derniere ligne, que :
T2 — T1 Az

+s— (9.22)

Jimp = = Ax 2
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De plus, on a :

oTy, T — T
—a— — 9.23
o o Ax ( )
On voit bien que, dans le discret, conformément a la discussion de la section @.1.2
oTy,
" - 9.24
a ax s % f p ( )

Ceci est di au fait que la condition de flux est imposée de maniere faible par la méthode

des éléments finis. Par contre, quand Az — 0, —a 2k

ox -

r=1

imp-

Imposition des conditions aux limites
Regardons maintenant quelques méthodes pour imposer la condition de Dirichlet T =

ﬂmp .

Calcul incomplet des intégrales La premiere méthode est en fait celle que nous avons
utilisée jusqu’a présent : elle consiste a ne pas calculer les intégrales impliquant les N; pour
lesquels 7; est imposé, dans la formulation (@I9). Ceci se traduit dans notre cas sur le
systeme matriciel par :

To

« -1 2 -1 0 1

E(o 5 1> h :<—fimp>““<;> (6.25)
15

La matrice du systeme obtenue est rectangulaire. En utilisant la valeur de la condition de
Dirichlet Ty = T}y, on se ramene a un systeme carré sur les inconnues non imposées :

« 2 —1 T1 _Oé ﬂmp 0 A
Az \ -1 1 T, ) Az \ 0 +—fimp Tear

La solution discrete obtenue est, en utilisant Az = 0.5 :

) (9.26)

N = =

Tl - ﬂmp - fimp -+ E
Jga Sa (9.27)

Ty = Ty — —2 4 —

2 P « + 2c0

Une propriété remarquable est que, dans le cas particulier du probleme (Q.17), la solution
discréte coincide avec la solution exacte aux neuds du maillage. En effet : Ty = T'|_, 5 et
T="T|,_,.

La méthode de calcul incomplet des intégrales n’est toutefois pas tres pratique a utili-
ser dans un code de calcul car tous les opérateurs de discrétisation doivent connaitre les
conditions aux limites de Dirichlet.

Méthode d’élimination La deuxiéme méthode est quasiment la méme que la précé-
dente mais sa mise en ceuvre est différente : on calcule toutes les intégrales, y compris
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100 9.2. Probléme de diffusion général

celle impliquant les N; pour lesquels T; est imposé. Une fois toutes les contributions calcu-
lées (systeme de départ (@.21])), on change les lignes de la matrice et les seconds membres
correspondant aux conditions de Dirichlet :

o 10 0 T o Timp 0 0
Vo -1 1 T, T\ oo — fimp 1
Puis, on symétrise la matrice en utilisant les valeurs connues des conditions de Dirichlet :
1 0 0 T Timp 0 0
Q@ a
T\o -1 1 T T\ 0 — fimp 1

Cette méthode est tres similaire a la premiere méthode et donne exactement la méme
solution. Il est toutefois dommage que 'on ait calculé tous les termes de la premiere ligne
du systeme pour ensuite ne plus les prendre en compte. Or ceux-ci peuvent nous fournir
des informations utiles.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange Dans cette troisieme méthode, la condi-
tion a la limite de Dirichlet Ty = Tin, est imposée, non en modifiant la premiere ligne
du systeme, mais en introduisant une inconnue supplémentaire p, le multiplicateur de La-
grange, chargée d’imposer la condition de Dirichlet. Sur la ligne correspondant a i, on écrit
To = Timp- La colonne agissant sur  est prise comme la transposée de la ligne', on obtient

To
. . - - L . T
ainsi un systeme matriciel symétrique augmenté a quatre inconnues T
2
1
o a 1
PE e e o0 [ : :
YA Azr Az 1 _
@ z @ = + + sAx (9.30)
_15 Az 0 T2 0 _fimp %
1 0 0 0 I Timp 0 0
Cette méthode fournit exactement la méme solution que les deux méthodes précédentes
To
pour les inconnues | T |. Elle est algébriquement équivalente : en effet, on obtient Ty =
15

Timp avec la quatrieme ligne du systeme (@.30), puis 77, 75 sont obtenus avec les lignes 2 et
3 qui n’ont pas été modifiées par rapport aux méthodes précédentes. Enfin, p est obtenu
a partir de la premiere ligne connaissant les 7; :

TQ — T1 i Az
= —« s—
a Ax 2
Cette équation est tres similaire a I'équation ([@.22) impliquant le flux imposé fin, & droite.
Et c’est exactement l'interprétation que 'on donne a p : p est le flux qui, imposé a la place
de la condition de Dirichlet Ty = T}y, aurait fourni la méme solution T2

(9.31)

1La raison pour laquelle on prend la transposée de la ligne est due au probleme d’optimisation sous
contrainte sous-jacent : cf. section B2
2Ici, T}, serait identique & une constante prés car on n’aurait plus que des conditions de Neumann.
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o _fimp
(0]

=H

=0

F1G. 9.1: Probléme de diffusion 1D & 3 points (9.17).

O

Ce flux p est également un flux “faible”, en effet u # —ozaa% . Dans notre cas
=0
particulier, u est, par contre, égal au flux de la solution exacte! En effet : y = —ag—z .

En sommant les trois premiere lignes du systeme (@.30), on retrouve une expression de
la conservation globale de la chaleur :

/QsdQ =5 = fimp + 1t (9.32)

On voit donc I'importance de la méthode des multiplicateurs de Lagrange : algébriquement,
elle est équivalente aux autres méthodes et fournit donc la méme solution, par contre, elle
nous fournit de 'information supplémentaire : la valeur du flux faible p aux points ou 'on
a imposé la température. Ce flux p est tres important puisque c’est lui qui nous permet
d’exprimer a nouveau la propriété de conservation globale de la méthode des éléments finis
en présence de conditions de Dirichlet.

Propriétés de la solution discrete La figure illustre les propriétés de la solution
discrete au probleme ([9.17). La solution discréte obtenue par la méthode des éléments finis
est exacte aux nceuds du maillage. Les flux faibles sont également exacts, contrairement
aux flux forts.

Exercice 5 Vérifier que les propriétés d’exactitude évoquées pour le probléme (Q.17) sont
également vérifiées lorsque le maillage a plus de deux éléments et lorsque le maillage n’est
pas régulier.

Exercice 6 Tracer la valeur de la fonctionnelle ([q %HVThH2 — T, dQ2) en fonction de
la position du point milieu, pour un maillage de deux éléments. En déduire le maillage
optimal, qui minimise cette valeur, pour ce cas.
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102 9.2. Probleme de diffusion général

Les résultats obtenus par la méthode des éléments finis sur le probleme ([Q.17) sont tout
a fait remarquables, plus difficiles a obtenir simultanément avec d’autres méthodes de
discrétisation :

— avec une méthode de Différences Finies, il sera difficile d’imposer la condition de
Neumann. On le fait généralement de maniere forte (par exemple avec : —aTZ;gl =
fimp) mais ceci a pour effet de dégrader 'ordre de convergence au bord car on a ici
une différence finie d’ordre 1, alors que l'ordre est en général de 2 sur le Laplacien
dans le domaine ;

— avec une méthode de Volumes Finis centrés sur les mailles, on aura la propriété de
conservation locale, par maille, de la chaleur. Par contre, il sera difficile d’imposer
les conditions de Dirichlet car les inconnues ne sont pas définies au bord de facon
naturelle.

En outre, la méthode des multiplicateurs de Lagrange et la propriété de conservation
globale se généralisent en plusieurs dimensions d’espace, et pour d’autres équations de

conservation, ce que nous allons voir maintenant.

9.2.3 Méthode des multiplicateurs de Lagrange pour les condi-
tions de Dirichlet

Méthode des multiplicateurs de Lagrange continue

Nous reformulons maintenant le probléme de diffusion ([@.I€]) avec termes sources, condi-
tions de Dirichlet sur 6Q2p et conditions de Neumann sur §{2x sous la forme d’un probleme
de minimisation sous contraintes ou de point-selle mettant en jeu la fonctionnelle :

1T = [ %]\VT]\Q—sTdQ+/ finT A6 + [ NT=Ty)do0p  (9.33)
(9] 6QN 6QD

ou nous avons introduit le multiplicateur de Lagrange A, défini sur 6Q)p, pour imposer les
conditions de Dirichlet T" = Tj,.
La condition pour que (7', \) soit un point-selle de I s’écrit :

/ AT - VU — sUdQ + / FonpU 0
“ o (9.34)
+/m AU oS +/59 W(T = Ty)d6Qn =0 W(U, )

Sous des conditions de régularité sur 7', on peut utiliser une intégration par parties
pour obtenir :

/(—aAT—s)UdQ+/ aVT-nUd59+/ FrunnlU A0S
Q 9] 00N

(9.35)
+/ AU Ao, +/ W(T = To) A6 =0 W(U, 1)
(SQD 6QD
Ce qui nous donne 'EDP avec les conditions aux limites :
—aAT = s
—aVT nlsq = fimp (9.36)
150, = To
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On en déduit également le sens physique de A :
A=—aVT nlsx (9.37)

Il s’agit d'un flux sortant sur le bord du domaine d0{2p ott on a imposé les conditions de
Dirichlet. On a l'expression de la dualité entre les deux types de conditions aux limites :
la ot T est fixé, on calcule le flux \; 1a ou finp est fixé, T est calculé.

On retrouve également 'expression de la conservation globale en choisissant comme
variation particuliere dans (9.34)) : (U, ) = (1,0). On obtient :

[sd2= [ fupdoon+ [ Ado
Q 00N 0Qp

La méthode des multiplicateurs de Lagrange continue, que nous venons d’exposer, pré-

sente toutefois quelques inconvénients :

— le choix de 'espace de fonctions dans lequel choisir A n’est pas évident. En regardant
la fonctionnelle, on peut choisir un espace présentant une régularité moindre que
celui pour T' (puisque A n’est pas dérivé spatialement) et défini uniquement sur 6<Q)p ;

— le choix de cet espace devra étre tel que le probleme continu soit bien posé;

— il faudra trouver un sous-espace discret, élément fini, de cet espace tel que le probleme
discret soit stable.

En fait, trouver un espace qui vérifie ces conditions n’est pas facile, particulierement si la
frontiere 0§2 n’est pas réguliere, c¢’est pourquoi nous allons procéder autrement.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange discrete

Nous avons vu, en traitant le probléeme 1D simple (Q.17), que la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange que nous avions introduite, apres discrétisation spatiale du probleme,
était algébriquement équivalente a la méthode d’élimination des inconnues soumises aux
conditions de Dirichlet.

C’est pourquoi nous formulons a nouveau le probleme de diffusion (@I sous la forme
d’un probleme de point-selle discret mettant en jeu la fonctionnelle :

(6%
I(Ty, \p) = /Q SIVT? = sTh o + /59 FupT A0 + S0 M(T = Tp))  (9.38)
N

1€6QDp

ou nous avons introduit les multiplicateurs de Lagrange discret )\, pour imposer les condi-
tions de Dirichlet T p = To| p, aux neeuds P, supports de 7}, appartenant a la frontiere
0p.

La condition de point-selle s’écrit alors :

/ aVT;, - VN; — sN; dQ) +/ fin’lei doQy
Q QN

+ N+ (T = Toi)llicsop, =0 V(2 )

(9.39)

On retrouve également 'expression de la conservation globale, en sommant sur i les
équations (@.39), en utilisant Y-, N; = 1 et en choisissant p; = 0 :

s A5 )\i:/ a0
/Sﬂf P _'_ Z QS

1€0Qp
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104 9.2. Probleme de diffusion général

A noter qu’ici, Uinterprétation physique de \; est un peu différente : il s’agit maintenant
dun flux intégré.

Ceci est une conséquence du fait suivant (cf. la section B]) : on utilise une méthode
des résidus pondérés pour résoudre 'EDP sur 2 et imposer les flux sur 6{2y. Par contre, on
utilise une méthode de collocation pour imposer, aux nceuds de discrétisation, les conditions
de Dirichlet T}, — T = 0.

On peut montrer, de la méme facon que pour 'exemple simple traité en section [@.2.2]
que la méthode des multiplicateurs de Lagrange discrete est algébriquement équivalente a
la méthode d’élimination pour imposer les conditions de Dirichlet : elle fournit exactement
la méme solution discrete Tj,. En particulier, la stabilité du probleme discret concernant
I'inconnue T}, est la méme pour les deux méthodes, ce qui est primordial?.

Retour sur le probleme de Neumann

Revenons sur le probleme de Neumann sous forme variationnelle (@2 :

/aVT-VU—sUdQ— QU =0 YU € H'(Q)
Q 60

Nous avions vu que, pour ce probléme, il y avait indétermination de 7" & une constante pres et
que les termes sources donnés devait vérifier la condition de compatibilité (@IT)) :

/ sdQ+ [ gdso =0
Q N

pour que le probléme continu admette des solutions.

Que se passe-t-il si les données s et ¢ ne vérifient pas la condition de compatibilité (@IT]) ?
La méthode des multiplicateurs de Lagrange peut nous aider a comprendre. Par exemple, nous
pouvons lever I'indétermination sur 7" en imposant sa valeur a Tj en un point quelconque Py avec
un multiplicateur de Lagrange \. Le probléme (@.2)) devient :

/aVT-VU—sUdQ—/ QU S+ AU, + 1 (Tlp, ~Tp) =0 ¥(U.p) € HYQ) x R
Q o0

La conservation de la chaleur globale s’obtient en choisissant la variation particuliere (U, p) =
(1,0), d’ou :

/ sdQ+ [ qdsa =2
Q N

A a la signification d’un terme source intégré appliqué au point Fy. Si s et ¢ vérifient la condition
de compatibilité (QII]), on aura A = 0 sinon A = ([, sdQ + [5q ¢ do€2) contrebalance exactement
I’écart a la condition de compatibilité. Il va sans dire que la solution obtenue autour du point Fy
avec le terme source A non nul ne sera sans doute pas celle attendue.

Imposer la température en un point pour lever l'indétermination n’est pas la seule fagon
possible. On peut, par exemple, imposer plutét la moyenne de T sur 2. Pour plus de détails
sur la meilleure facon de résoudre le probléme de Neumann numériquement, on peut consulter
larticle de synthese [BLO5)].

3Par contre, nous fermons les yeux sur une éventuelle convergence des )\; ... Celle-ci n’est d’ailleurs
pas facile a définir puisque, lorsque le parameétre de discrétisation h varie, le nombre de multiplicateurs A;
varie également.
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Prescription simultanée des conditions essentielles et naturelles

Regardons maintenant ce qui se passe si on se trompe sur les conditions aux limites, par
exemple, si on impose simultanément des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann sur
0€2. En utilisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange continue (pour simplifier), on a le
probleme de minimisation suivant :

I(T,\) = / gHVTH2 —sTdOQ + / JimpT A6 + AT — Tp) doQ (9.40)
Q2 50 5Q

La condition pour que (7, ) soit un point-selle de I s’écrit :

/aVT‘VU—sUdQ%—/ FunpUl 4592

@ o0 (9.41)

+/ >\Ud5§2+/ W(T —Ty)dsQ =0 Y(U, )
9] 9]

On voit ce qui va se passer :
— la condition de Dirichlet (forte) sera vérifiée sur 6€;
— la condition de Neumann (faible) fimp ne sera donc pas vérifiée et le multiplicateur A va
“absorber” le flux fimp que 'on a ajouté dans la formulation : A = — finp.

Imposition des conditions aux limites dans CastzM

En mécanique des fluides, c’est la méthode d’élimination qui est utilisée par défaut
pour imposer les conditions de Dirichlet, lorsqu’on utilise la directive *CLIM’ de 'opérateur
’EQEX’. Il ne vous sera donc moins évident de vérifier vos bilans car les flux faibles \; ne
sont pas exhibés.

En général dans CastzM (mécanique du solide, thermique...), c’est la méthode des
multiplicateurs de Lagrange discréte qui est utilisée pour imposer les conditions de Dirichlet
via les opérateurs *BLOQ’ pour BLOQuer un degré de liberté et DEPI’ (DEPlacement
Imposé) pour préciser la valeur du blocage. Ces mémes opérateurs peuvent étre utilisés en
mécanique des fluides.

A noter que la méthode des multiplicateurs de Lagrange ne sert pas qu’a imposer des
conditions aux limites de Dirichlet. Nous avons déja vu qu’elle pouvait servir a imposer
d’autres types de contraintes, comme par exemple V - u = 0 dans le cadre du probleme
de Stokes. L’opérateur *RELA’ (RELAtion) de CastzsM permet d’imposer des contraintes
assez générales. Quelques exemples possibles : contraintes de périodicité sur les inconnues,
blocage de la vitesse dans une direction quelconque au bord. ..

Généralisation aux autres problemes

Dans toute la suite du chapitre, il est possible d'utiliser la méthode des multiplicateurs
pour imposer des conditions essentielles. La signification du multiplicateur correspondra a
celle de la condition naturelle (intégrée sur la surface dans le cas de la méthode discrete)
pour le probléme considéré. Cette dualité est bien connue en mécanique, par exemple, ou
lorsqu’on impose des conditions sur le déplacement, le multiplicateur correspond a une
force de réaction. Cette dualité est toute aussi importante en mécanique des fluides, méme
si elle est moins souvent utilisée. En particulier, comme nous venons de le voir, elle permet
d’exprimer simplement les propriétés de conservation globale de la méthode des éléments
finis.
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9.2.4 Conditions aux limites mixtes

Outre les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann, un troisieme type de
condition a la limite est souvent utilisée en thermique, la condition a la limite d’échange,
dite de Robin :

—aVT n=h(T—Th) (9.42)

ou h est un coefficient d’échange et T,, une température caractéristique du milieu en-
vironnant, extérieure au domaine que I’on modélise. La condition de Robin est souvent
appelée condition a la limite mizte car elle fait intervenir a la fois I'inconnue T" et son flux
—aV'T - n sur le bord.

Un probleme de Robin sans terme source volumique peut s’exprimer en modifiant le
probléme de Dirichlet (@) de la maniére suivante :

T2
min I(T) = min / T2 d0 + / h — hTT. 460 (9.43)
TeH(Q) TeH(Q) JQ 2 s 2

et la condition de minimisation s’écrit alors :

SuI(T) = /QWT VU A + /m W(T —T)UdsQ =0 VU € H(Q) (9.44)
Une fois la discrétisation effectuée :

/QonTh VN O + /m h (T}, — Too) N, d6Q)

- ZTJ-(/Q VN, - VN;dQ) + 3 T,g(/(SQ hNGN; d0Q) — by(Ta) = 0 Vi (9.45)

=0 kesQ

soit, sous forme matricielle :

(R+hM) T = hMT, (9.46)

On voit que la condition de Robin fait apparaitre une matrice de masse sur le bord du
domaine : hM = Js0 hNEN; d6€2.

Dans CastzM, le terme de masse surfacique [;q hN;V; do€2 et le terme source surfacique
[50 hToo N; A5 peuvent étre calculés par Popérateur *ECHI’ (ECHange Imposé)?.

Formellement, la condition a la limite de Robin s’apparente a la condition de Neumann
car elle est imposée de maniere faible. Par contre, dans le probleme de Robin, on n’a pas
d’indétermination de I'inconnue (ni de condition de compatibilité & vérifier) car T" apparait
dans la formulation du probleme, par opposition au probleme de Neumann ou seul VT
apparaissait. Au niveau de la matrice du systeme linéaire associée au probléme de Robin,
la matrice masse de surface ajoutée a la matrice de rigidité fait que la matrice totale est
inversible (pas de valeur propre nulle).

La solution approchée T},, de méme que la solution exacte T', vérifient la propriété de
conservation de la chaleur, qui s’écrit, pour le probleme de Robin considéré :

/m h(Th — To) d6Q =0 (9.47)

4L opérateur >CONV’ (condition d’échange CONVectif) peut également étre utilisé.
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9.2.5 Cas de la diffusion instationnaire

Ecrivons I'équation de la diffusion instationnaire avec conditions de Neumann semi-
discrétisée en temps par une méthode de différences finies (Euler implicite) :

T-T
At

—aAT =0 (9.48)
avec les conditions aux limites :
—aVT n=—q sur 69 (9.49)

T est la température que 1’on cherche a l'instant courant, T est la température a l'instant
précédent et At est le pas de temps entre les deux instants.
Un tel probleme peut étre interprété comme la solution du probléeme de Neumann
instationnaire suivant :
™ 1T « )
min I[(T)= min | —— — ~— + 2|VT dQ—/ T 460 9.50
TeHL(Q) (T) Ter (@) Jo 2At At 2 | | 5Q q ( )

dont la condition de minimisation s’écrit :

T-T
SuI(T) = /Q —U+aVT - VUdQ - [ qUdie=0 WU eH'(Q) (9.51)

Une fois la discrétisation effectuée :

A

T, —T
o At

1 .
= ZT]‘(/Q R NN+ VN, - VNAQ) — bi(T) =0 Vi (9.52)
j€Q

Ni +aVT, - VN, dQ — / N doS)
1]

soit, sous forme matricielle :

M M .
<At+R>T—AtT+q (9.53)

On voit que la discrétisation en temps Euler implicite a fait apparaitre une matrice de
masse sur le domaine : % = o ﬁNjNi ds.

Dans CastzM, le terme de masse volumique [ ﬁNjNi dQ2 et le terme source volu-
mique [ —%i dQ peuvent étre calculés par I'opérateur *DFDT’ (Dérivée d'une Fonction
par rapport au Temps)®.

Pour le probleme de Neumann instationnaire, on n’a pas d’indétermination de I'in-
connue (non plus que de condition de compatibilité a vérifier) car T apparait dans la
formulation du probleme, par opposition au probléeme de Neumann stationnaire ou seul
VT apparaissait. Au niveau de la matrice du systéme linéaire associée au probleme de
Neumann instationnaire, la matrice de masse ajoutée a la matrice de rigidité fait que la
matrice totale est inversible (pas de valeur propre nulle).

SL’opérateur >CAPA’> (CAPAcité) peut également étre utilisé.
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108 9.3. Probléme de convection-diffusion

La solution approchée T}, de méme que la solution exacte T', vérifie la propriété de
conservation globale de la chaleur, qui s’écrit, pour le probleme de Neumann instationnaire
considéré :

/ T, — Td0 = At/ ¢ doQ (9.54)
Q 1]

ce qui se lit : I'augmentation de la quantité de chaleur contenue dans le domaine entre
I'instant ¢ et 'instant ¢ + At est égale a I'intégrale du flux de chaleur entrant par les bords
du domaine.

On voit également sur cette expression que, si on désire que le probleme considéré
admette une solution stationnaire ou 7}, n’évolue plus (7, = T), on va retomber sur une
condition de compatibilité ressemblant a (O.17]) :

/m ¢ dsQ) = 0 (9.55)

9.3 Probleme de convection-diffusion

Le but de cette section est de montrer qu’il y a différentes fagons de discrétiser le
terme convectif (il ne découle pas naturellement d'un principe de minimisation) et que
ces différentes facons conduisent a des conditions aux limites naturelles différentes. Cette
souplesse dans le choix des conditions aux limites est un atout de la méthode des éléments
finis.

9.3.1 Formulations du probleme
Formulation non conservative

Intéressons-nous maintenant au cas de I’équation de convection-diffusion stationnaire

sans terme source, écrite tout d’abord sous forme non conservative et sans conditions de
Dirichlet :
u VT —divaVT =0 (9.56)

En appliquant la méthode des résidus pondérés et en intégrant par parties, on obtient la
formulation continue suivante :

/Qu'VTU+aVT-VUdQ—/maVT'nUd5(2:0 VU (9.57)

On voit que la condition a la limite naturelle qui apparait dans le terme de bord est la
méme que celle du probleme de Neumann en diffusion pure, a savoir une condition sur le

flux diffusif -
—aVT n=0 (9.58)

Ici ce flux diffusif est nul car nous n’avons pas ajouté de terme source surfacique dans
Formulation conservative

Ecrivons maintenant 1’équation de convection-diffusion stationnaire avec terme source
sous forme conservative (toujours sans conditions de Dirichlet) :

divuT —divaVT =0 (9.59)
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L

F1G. 9.2: Probleme de convection-diffusion stationnaire 2D (9.63).

ou :
div(uT —aVT) =0 (9.60)

Cette formulation est équivalente a la précédente au niveau de 'EDP lorsque divu = 0.
En appliquant la méthode des résidus pondérés et en intégrant par parties, on obtient la
formulation continue suivante :

/Q(—uT+aVT) -VUdQ+/m (Tu n—aVT -n)UdSQ =0 VU (9.61)

Cette fois-ci, nous avons également intégré par parties le terme convectif. La condition a
la limite naturelle qui apparait est différente de la précédente : il s’agit d’une condition de
flux total nul :

Tu-n—aVT -n=0 (9.62)

Tu est le flux convectif et —aVT le flux diffusif.
Cette liberté d’utiliser ou non l'intégration par parties sur le terme convectif permet
une souplesse dans le choix des conditions aux limites naturelles.
Exemple numérique
Pour cette exemple, on considere le probleme modele suivant :
u- VT —divaVT =0

u:<gy(1—y)>

La figure illustre ce probleme. On note que 'on a bien : divu = 0.
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110 9.3. Probléme de convection-diffusion

> 1.0E+00 > 1.0E+00
< 1.0E+00 < 1.4E+00
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F1a. 9.3: Solution numérique 7}, (éléments finis linéaires LINE) du probleme de convection-
diffusion 2D stationnaire (Q.G3) avec aw = 1 et conditions aux limites naturelles en sortie.
Gauche : condition naturelle de flux diffusif nul (9.64]). Droite : condition naturelle de flux

total nul (9.63]).

Pour discrétiser le terme convectif, on utilise 'opérateur *KONV’ avec les options > NOCONS’
(par défaut) et >CONS’. Ces options correspondent respectivement aux formulations conser-
vatives (Q.57) et non conservatives ([Q.61) du terme convectif, soit respectivement a deux
conditions a la limite naturelles différentes :

1. option *NOCONS’ : condition a la limite de flux diffusif nul
—aVT n|,_, =0 (9.64)
2. option ’CONS’ : condition a la limite de flux total nul
Tu-n—aVT - n|,_, =0 (9.65)

Les résultats numériques obtenus sont montrés sur la figure Avec la condition de flux
diffusif nul, la solution obtenue est constante égale a 1, alors qu’avec la condition de flux
total, il y a apparition d’un flux diffusif entrant qui vient contrebalancer exactement le flux
convectif sortant.

9.3.2 Indétermination de 7' et condition de compatibilité

Reprenons ’équation de convection-diffusion sous forme conservative (0.59)) et intégrons-
la sur 2. On obtient 1’équation suivante :

/Qdiv(uT—aVT) dQ:/mTu-n—aVT-ndéQ:O (9.66)

Ceci est 'expression de la conservation globale de T : le flux total sortant de € est égal au
flux total entrant dans €). Cette condition ne dépend pas de la fagcon dont on discrétise,
elle est propre a I’équation de conservation que l'on est en train de résoudre.

Au niveau discret, la situation est claire en formulation conservative, c’est la méme que
pour le probleme de Neumann : on a indétermination de 7" du fait que seule ses dérivées
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9. Conditions aux limites et conservation 111

apparaissent dans la formulation. D’autre part, en choisissant une variation U valant 1 sur
Q2 dans I’équation (@.61]), on obtient exactement I'expression (Q.60). Ceci signifie que, si
on impose des flux totaux non nuls sur 'ensemble du bord 692 (toujours avec I'opérateur
"FIMP’ dans CastzM) :

Tu -n—aVT n=q (9.67)

IIs devront vérifier :
/ ¢ddQ =0 (9.68)
50

pour que le probleme discret admette une solution.

Pour la formulation non-conservative, c’est un peu plus compliqué : on a également
I'indétermination de 7. Par contre, comme les flux que 'on impose sont uniquement les
flux diffusifs, il n’y a pas de conditions sur ces derniers. La solution discrete obtenue
vérifiera néanmoins une expression de la conservation globale de T'. Celle-ci s’exprime,
comme toujours en choisissant une variation unité U dans ([Q.57). Si on impose les flux
diffusifs :

—aVT n=q (9.69)

On aura :

/u-VTdQ— gdsQ =0 (9.70)
Q N

En utilisant des intégrations par parties®, cette expression devient :
/Tv-u+v-(Tu)dQ+/ gdo =0 (9.71)
Q 50

Et, dans le casou: [TV - udQ) =0 (si V - u = 0 par exemple), on obtient une expression
similaire a (@.60) en utilisant le théoreme de la divergence sur I'intégrale volumique.

9.3.3 Influence du décentrement

L’utilisation du décentrement par la méthode SUPG vue en section [L.4.3] peut modifier
la condition a la limite naturelle car il s’agit d'un terme diffusif que 'on ajoute a la
discrétisation de 1’équation de départ. Plus précisément, si on considere le probleme de
convection-diffusion ([@.56) discrétisé en formulation non-conservative et que I'on applique
la méthode de décentrement SUPG, on obtient :

u- VT —divA'VT =0
A, — Oél —+ huTMJ<P€hu)u®u

jul?

(9.72)

La condition a la limite naturelle qui apparait lorsqu’on effectue la formulation variation-
nelle est une condition de Neumann similaire a celle obtenue en diffusion pure mais avec
une diffusion modifiée, tensorielle qui plus est :

(-=A"-VT) n=0 (9.73)
Cette condition se ramene a la condition de Neumann scalaire :
—aVT n=20 (9.74)

dans deux cas :

61ci, contrairement au cas du Laplacien vu plus haut, il est possible d’utiliser Iintégration par parties
dans la formulation discrete, lorsque T est remplacée par T}, car les fonctions de base N; ont une régularité
qui le permet.
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112 9.4. Probléme de Stokes

1. lorsque J(Pey,) = 0 c’est-a-dire lorsque le décentrement n’agit pas;

2. lorsque u - m = 0 au bord. En effet, nous avons vu en section [.4.3] que 'on ajoute de
la diffusion uniquement dans la direction de w et pas dans les directions orthogonales
au.

Exercice 7 Démontrer que l'on a bien (Q.74) dans le cas 2 (u -m =0).

9.3.4 Résumé

Les conditions aux limites naturelles dépendent de la fagon dont on écrit le terme de
convection dans I’équation de convection-diffusion, par exemple sous forme non conserva-
tive u - VT ou sous forme conservative div (u7"). On a une certaine liberté car le terme de
convection ne découle pas d'une formulation variationnelle. L utilisation du décentrement
peut également modifier la condition naturelle.

9.4 Probléeme de Stokes

9.4.1 Conditions aux limites essentielles et naturelles

Comme nous avons étudié précisément la question des conditions aux limites sur 1’équa-
tion de convection-diffusion, nous allons passer un peu plus vite sur les problemes de Stokes
et Navier-Stokes en soulignant surtout les différences par rapport au cas précédent. Rap-
pelons I'expression du probleme de Stokes :

—pAu+Vp = 0
{ V-ou = 0 (9.75)
et sa formulation faible :
/—/,LAu-'de—l—/ (1Vu - n) -vd59+/vp-vd9—/ oo - n.dsQ

—/qv-udQ=0
Q

Les termes de bord que nous avions annulés dans la formulation faible en supposant que
I’'on avait imposé des conditions de Dirichlet pour w sur 'ensemble de 6€) sont :

/ (uVu-n) -vdéQ — / pv - 1 dif) (9.77)
B 5

ou encore :

/5 vu—pl) - n] v dsQ (9.78)

Le premier terme (uVu — pl) - m, appelé traction et que nous noterons f, a la dimension
d’une force par unité de surface, il comprend une partie visqueuse et une partie pression.
C’est ce terme qui va étre la condition naturelle imposée de maniere faible. Le deuxieme
terme v s’annule lorsque on impose des conditions de Dirichlet sur w : w = uqg. Les deux
types de condition a la limite, que ’on va pouvoir appliquer a la frontiere sont donc :

Dirichlet v =0 w = ug ’CLIM’ essentielle
Neumann v varie f = fo °’TOIM’ naturelle
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F1G. 9.4: Repere local en un point P de f).

Les conditions de Dirichlet sont prescrites, dans CastzM, a 'aide de la directive >CLIM’
de lopérateur *EQEX’, tandis que 'opérateur >TOIM’ (7 IMposé) permet de discrétiser les
termes sources de bord apparaissant pour 'imposition faible des conditions aux limites
naturelles.

Cette situation est similaire a la situation en mécanique du solide linéaire isotrope ou
I'on impose, soit un déplacement (ici, remplacé par une vitesse), soit une force surfacique.
Noter qu’ici, la traction f n’est pas la force surfacique au sens de la composante normale du
tenseur des contraintes o - n car nous avons simplifié les équations aux dérivées partielles
du probleme de Stokes pour obtenir pAw au lieu de V - o en utilisant V-u = 0. La
formulation en V - o donne une condition a la limite naturelle différente, en force et non
plus en traction, ce que nous verrons plus loin (section [9.4.9]).

9.4.2 Conditions aux limites par direction

En fait, les conditions aux limites que I'on impose sont sur des quantités vectorielles et
non plus scalaires, comme dans le cas de la convection-diffusion. Il est donc possible d’im-
poser des conditions de Dirichlet selon une ou des directions et des conditions de Neumann
dans les directions complémentaires, orthogonales a celles de Dirichlet. Explicitons ceci en
introduisant un repére local sur le bord du domaine, comme sur la figure [@.4. On peut
décomposer u et f dans ce repere local :

U = UpM + Ut t1+ut t2
! 2 9.79
{ J=Ian+ [t + fi,t2 (9.79)

avec :
fa=p(Vu-n) n—p
fo=p(Vu-n) t (9.80)
fto =1 (Vu-n) -ty

Considérons maintenant deux cas qui se présentent fréquemment :

Cours ENSTA B2-1



114 9.4. Probléme de Stokes

1. Conditions a la limite a la sortie d'un tube en régime établi, on va imposer par
exemple :

Dirichlet — us, =0 ’CLIM’
Dirichlet — uy, =0 ’CLIM’
Neumann f, =pu(Vu-n) n—p=0 ’TOIM’

Si on suppose qu’on est dans un cas tel que : 4 (Vu - n) - n est négligeable devant
p, c’est-a-dire, soit p petit, soit Vu - n ne variant plus dans la direction normale
a la surface de sortie (on parle de régime établi), alors la condition a la limite de
Neumann s’apparente a une condition de pression imposée en sortie.

2. Conditions a la limite de type traction sur une paroi, on imposera par exemple :
Dirichlet u,, =0 ’CLIM’
Neumann f;, = for, °*TOIM’
Neumann f, = for, °*TOIM’

9.4.3 Conditions aux limites mixtes

Comme dans le cas de la convection-diffusion, vu en [9.2.4] on peut rencontrer un troi-
sieme type de conditions a la limite, dites mixtes ou de Robin, de la forme :

f=-k(u—ux) (9.81)

Ce type de conditions a la limite permet de modéliser des pertes de charge dues a un
frottement en paroi. Ce type de conditions est discrétisé, dans CastzM, par 'opérateur
’FROT’ (FROTtement en paroi). On peut l'utiliser, par exemple, de la méme fagon que
pour la traction sur une paroi :

Dirichlet — u, =0 ’CLIM’
Neumann f;, = —k (uy, —uy, ) ’FROT’
Neumann f, = —k (uy, — uy,,) ’*FROT’

9.4.4 Conditions de compatibilité

Dans le cas des problemes de Stokes et de Navier-Stokes, nous avons deux conditions
de compatibilité que 'on peut étre amené a vérifier, qui correspondent aux deux équations
de conservation : celle de la quantité de mouvement et celle de la masse.

Conditions de compatibilité sur I’équation de quantité de mouvement

Si on n’impose aucune condition de Dirichlet sur la vitesse pour le probleme de Stokes
stationnaire (Q.70]) sans terme source, mais uniquement des conditions de Neumann : f =
fo sur 0Q2. Alors, on doit avoir :

/5 Fodd2=0 (9.82)

pour que le probleme admette des solutions. De maniere duale a cette condition, on a que
I'inconnue w est indéterminée a un vecteur constant pres car seule ses dérivées apparaissent
alors dans la formulation faible ([Q.76). On retrouve une condition bien connue en mécanique
du point : un systeme soumis a des forces dont la résultante est nulle a un mouvement
rectiligne uniforme : w = constante.
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Conditions de compatibilité sur I’équation de la masse

Cette condition est en pratique plus importante que la précédente car elle se rencontre
beaucoup plus souvent. La conservation globale de la masse impose en effet :

/QV'udQ:/mu-ndéﬁzo (9.83)

En particulier, des que l'on impose u,, sur 62 complet, cette condition doit étre vérifiée
pour que l'on puisse avoir des solutions au probleme. C’est le cas en écoulement fermé, ou
I'on a u,, = 0 sur 6¢2.

Cette condition est de nature légerement différente des conditions de compatibilité
rencontrées jusqu’a maintenant car elle concerne les inconnues soumises aux conditions de
Dirichlet, et non pas les flux correspondants.

De maniere duale a cette condition, on a que l'inconnue p est indéterminée a une
constante preés car seul son gradient apparait alors dans la formulation faible (9.76). 11
convient alors de lever cette indétermination, par exemple en imposant la valeur de p en
un point, pour sélectionner une solution unique.

9.4.5 Formulations différentes du probleme de Stokes

En fait, il existe plusieurs manieres de formuler le terme visqueux des équations de
Navier-Stokes. Pour l'instant, nous avons utilisé la formulation en Laplacien de vitesse :
nAu. Cette formulation est souvent utilisée car elle est pratique : en particulier, en coor-
données cartésiennes, 'opérateur Laplacien vectoriel se raméne a un Laplacien scalaire sur
chaque composante de la vitesse.

Forme en rotationnel Il est toutefois possible d’utiliser d’autres formulations. Par
exemple, en utilisant 1identité vectorielle :

Au =rotrotu — Vdivu (9.84)

et en annulant le deuxieme terme du fait que : divu = 0, en obtient une formulation en
rotationnel. Le point important est que, bien qu’au niveau de 'EDP nous n’ayons rien
changé, au niveau de la formulation variationnelle, les conditions aux limites naturelles
obtenues sont différentes. Ici, par exemple, 'intégrale de bord prend la forme :

/59 (n Arotu) - vdif (9.85)

Forme en tenseur des contraintes visqueuses Une autre expression, plus impor-
tante, fait intervenir la forme complete du tenseur des contraintes visqueuses pour un
fluide Newtonien :

T =4 (Vu - Vtu) — %,u (V- -u)l (9.86)

Lorsque p est constant et que V - u = 0, il est facile de voir que la divergence du tenseur
des contraintes visqueuses se ramene a un Laplacien vectoriel car on a les identités :

. t,, :
{V Viu=Vdivu (0.87)

V- (V- u)l)=Vdivu
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Condition naturelle

/

\ 0
L U= = ( day )

F1c. 9.5: Probleme de Navier-Stokes stationnaire 2D (9.89).

En intégrant par parties la divergence du tenseur des contraintes visqueuses et en négligeant
le terme en divw, on obtient :

—/QV'T’UdQ = /Qu(Vu:V’v—l—Vtu:V'v) ds2
—/m,u((Vu—i—Vtu) n) -0 doQ (9.88)

Le terme p (Vu + Vtu) ‘n = T - nest la force visqueuse s’exercant sur 6. En y ajoutant
la force de pression —pm, on obtient la force totale s’exercant sur 62, qui est la condition
a la limite naturelle pour cette formulation.

9.5 Probleme de Navier-Stokes

Dans cette section, on se contente de montrer un exemple numérique sur un probleme
de Navier-Stokes stationnaire, pour lequel on utilise les formulations conservatives et non
conservatives du terme convectif, et les formulations en Laplacien vectoriel ou tenseur des
contraintes du terme visqueux. Ceci correspond respectivement aux options >NOCONS’ (par
défaut) et >CONS’ de 'opérateur KONV’ et aux options *MUCONS’ (par défaut) et *FTAU’
de 'opérateur *LAPN’. Le probléme est défini comme suit :

(Vu) ~u=—-Vp"+ +Au
Viu=0 . (9.89)
Ul 50\ (y=1) = < dzy )

La figure illustre ce probléme.
On laisse le soin au lecteur de déterminer quelles sont les conditions aux limites natu-
relles pour chaque formulation différente du probleme, ce qui permettra d’interpréter les
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résultats numériques de la figure 0.0, en particulier les différences de profils de vitesse en
y=1.

9.6 Résumé

Ce chapitre a été consacré aux conditions aux limites que l'on peut imposer lorsque l'on
utilise la méthode des éléments finis pour discrétiser les différents termes des équations de
Navier-Stokes. Les notions de conservation et de conditions de compatibilité ont également
été abordées.

Quelques points d’importance pratique sur lequels on peut insister :

1.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est une méthode intéressante pour im-
poser les conditions aux limites de Dirichlet car le multiplicateur a une signification
physique de flux (c’est l'expression de la dualité entre condition de Dirichlet et de
Neumann).

C’est ce flux qui permet d’exprimer le plus simplement la conservation globale d'une
quantité lorsqu’on a discrétisé une équation de conservation par la méthode des
éléments finis.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange discrets étant algébriquement équiva-
lente a la méthode d’élimination pour I'imposition des conditions de Dirichlet, les
solutions trouvées sont les mémes et vérifient le méme type de conservation.

Pour les équations de conservation stationnaires écrites sous forme conservative, pour
lesquelles on prescrit des conditions naturelles sur 'intégralité du bord du domaine,
il existe une condition de compatibilité a vérifier. La condition de ce type qui se
rencontre le plus fréquemment est celle associée a 1’équation de conservation de la
masse : si on impose u - n sur l'intégralité de 4€2, on doit avoir [5ou - dé€2 = 0.

. Associée par dualité a cette condition de compatibilité est I'indétermination d’une in-

connue (ici, la pression p). Pour lever I'indétermination, il faut, par exemple, imposer
la valeur en un point de I'inconnue concernée.

Il existe plusieurs manieres d’écrire les termes de convection w - VT, (Vu) - u et le
terme visqueux pAwu qui sont toutes équivalentes pour le probléeme continu mais qui
donnent lieu a des conditions aux limites naturelles différentes une fois le probleme
discrétisé.
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F1a. 9.6: Solution numérique wy, (éléments finis QUAF/CENTREP1) du probleme de Navier-

Stokes 2D (@.89) avec Re = 15. Haut : formulation en Laplacien vectoriel du terme visqueux

(*’MUCONS’). Bas

: formulation en tenseur des contraintes du terme visqueux (’FTAU’).

Gauche : formulation non conservative du terme convectif (?’NOCONS” ). Droite : formulation

conservative du terme convectif (>CONS”).
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Chapitre 10

Résolution pratique d’un probleme
transitoire non-linéaire

%—?Jr(v'u,) ‘u = —Vp'+rvAu+s,
Veu = 0
%—eru-VT = oAT + sr

Dans les chapitres précédents, nous avons listé la partie significative des jeux de données
CastzM. Dans ce chapitre, nous décrivons plus en détail le fonctionnement des opérateurs
de discrétisation qui permettent de calculer les matrices et seconds membres obtenus par
le processus de discrétisation spatiale par éléments finis.

La description du probléme & résoudre (systeme d’équations aux dérivées partielles,
conditions aux limites et conditions initiales) se fait principalement a 1’aide de 'opérateur
’EQEX’, décrit en section IO 11

La résolution du probleme proprement dite fait appel a la procédure EXEC. Cette der-
niére est I'implémentation d’un algorithme de point fixe relaxé qui permet de résoudre des
problemes transitoires non linéaires. L’algorithme utilisé est décrit en section T0.2L

10.1 Description en langage Gibiane d’un probleme

10.1.1 Syntaxe des opérateurs de discrétisation spatiale

Les opérateurs de discrétisation de Castz=M en mécanique des fluides (dont une liste est
fournie dans le tableau [[0.2) ont une syntaxe unifiée :

chpo matk = OPER RVX ;

ou OPER est le nom de 'opérateur, RVX est un objet de type TABLE contenant toutes les
entrées nécessaires a ’opérateur, matk est un objet de type MATRIK et chpo est un objet de
type CHPOINT contenant respectivement la matrice et le second membre créé par 'opérateur
de discrétisation. Un des deux objets en sortie (ou les deux) peut étre vide si 'opérateur
n’est censé créé qu'une matrice ou qu'un second membre.
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10.1.2 Création des tables d’entrée

La structure de la table d’entrée RVX pour chaque opérateur de discrétisation spatiale est
un peu compliquée, c’est pourquoi on utilise généralement un opérateur utilitaire, nommé
’EQEX’, qui va permettre de créer, entre autres, les tables RVX. En fait, 'opérateur *EQEX’
va permettre de décrire I'ensemble des parametres d’un probleme de mécanique des fluides.
Sa syntaxe est :

RV = ’EQEX’ MOT1 vall MOT2 val2 ...
’OPTI’ motoptll motoptl2 ....
’ZONE’ modl ’OPER’ operl argll argl2 ... ’INCO’ nomincol
’OPTI’ motopt2l1 motopt22 ....
>ZONE’ mod2 ’OPER’ oper2 arg2l arg22 ... ’INCO’ nominco2
’CLIM’ nomincol typcliml maill chcliml
’CLIM’ nominco2 typclim2 mail2 chclim2

RV . ’INCO’ = °TABLE’ ’INCO’ ;

RV . ’INCO’ . nomincol = ’KCHT’ modl typincol disincol valincol ;

RV . ’INCO’ . nominco2 = ’KCHT’ mod2 typinco2 disinco2 valinco2 ;

ici RV est un objet de type TABLE contenant toutes les informations données en entrée,
structurées d'une certaine fagon. Les données d’entrées sont :

1. des options globales pour le calcul données sous la forme de couples (MOT-clé valeur).
Le tableau [I0.1l donne les principales options globales.

2. des opérateurs de discrétisation operl, oper2... L’opérateur operl va agir sur le
domaine mod1, va porter sur I'inconnue de nom nomincol et a besoin des arguments
argli. motoptls sont des mots-clés décrivant les options de discrétisation pour operl.
Le tableau donne la liste des principaux opérateurs de discrétisation.

3. des conditions de valeur imposée (Dirichlet) qui seront imposées sur les inconnues
(directives >CLIM’);

4. des wvaleurs initiales pour les inconnues. Ces dernieres ne sont pas créées par *EQEX’
et doivent étre mises “a la main” dans la table RV . ?INCQ’. Cette table est indispen-
sable méme si ’on résoud un probléme stationnaire, qui n’a pas besoin de conditions
initiales, car elle donne aussi des informations sur les espaces de discrétisation des
inconnues.

Remarque 5 Pour chaque opérateur de discrétisation opert, il est recommandé de préci-
ser les options de discrétisation *EF° (Eléments Finis), >IMPL’ (IMPLicite) et * CENTREE’
(discrétisation spatiale CENTREE) afin de surcharger d’éventuelles options par défaut.
Pour l’opérateur *KONV’ uniquement, on pourra préciser les options de décentrement ’ SUPG’
ou de décentrement avec capture de choc >SUPGDC d la place de *CENTREE’ (cf. section[{.7).

Remarque 6 On peut se référer a la notice en ligne (en tapant : >INFO’ oper ;) pour
connaitre les options disponibles et les arguments a donner auz opérateurs de discrétisation.
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Mot-clé Valeur Signification
ITMA nmma  Nombre de pas de temps
NITER nymer Nombre d’itérations non linéaires
OMEGA w Coefficient de relaxation pour les itérations non linéaires

TAB. 10.1: Principales options globales de calcul en mécanique des fluides.

Pour chaque opérateur de discrétisation oper: (donné apres le mot-clé *OPER’ ), *EQEX’
va créer une table RVX stockée a l'indice RV . joper:.

Cette table a la structure suivante :

— RVX . ’EQEX’ pointe sur la table RV ;

— RVX . ’DOMZ’ pointe sur le modele mods ;

— RVX . ’ARGj’ contient le jeme argument de operi;

— RVX . ’LISTINCQ’ contient le nom de I'inconnue nomincos.

10.2 Algorithme transitoire non linéaire

On rappelle tout d’abord, par ordre de difficulté croissante, les types de probleme
modele que nous avons rencontrés avant de décrire I'algorithme de résolution complet.

10.2.1 Probléme linéaire stationnaire

Dans ce type de probléme, le temps n’intervient pas (pas d’opérateur de dérivée par-

tielle en temps %). En outre, tous les opérateurs de ’équation aux dérivées partielles
sont linéaires par rapport a l'inconnue considérée. Un exemple de probleme de ce type est

I’équation de convection-diffusion vue au chapitre [ :
u VT —aAT =0 (10.1)

Ici w est un champ vectoriel donné et 7" est I'inconnue considérée. Une fois (I0.]) discrétisée
spatialement par la méthode des Eléments finis, le probleme prend la forme suivante :

L = b (10.2)

Ici, o représente le vecteur des inconnues (ici, cela correspondrait a ’ensemble des valeurs
T; aux noeuds ¢ € [1,n] du maillage). L est une matrice carrée n x n, indépendante de
I'inconnue @, issue de la discrétisation spatiale des opérateurs u -V et —aA. b est un
second membre qui contient la contribution des termes connus (terme source, égal a 0 dans
(I0T), et conditions aux limites).

Résoudre le probleme (I0.1]) apres discrétisation revient a résoudre un systeme linéaire
(I02) en les inconnues « impliquant la matrice carrée L. Dans CastzM, cette résolution se
fait a l'aide de I'opérateur *KRES’ ou de l'opérateur RESQ’.

10.2.2 Probléme linéaire transitoire

Dans ce type de probléme, on a un opérateur de dérivée partielle en temps % et tous

les opérateurs de I'équation aux dérivées partielles sont linéaires par rapport a 'inconnue
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Opérateur Nom Options  Données Matrice Second Membre
Termes volumiques
—anT LAPN - o Jo aVN;VN; -
aVT - n|5QN
_VVA'f” | LAPN  MUCONS v JovVN;:VN; -
vrvu n 6QN
{ -V .|T LAPN  FTAU [, Jo WV N;: VN Jo—pV.N;: Viu
T'n 5Oy
pu - VT KONV CENTREE 0, U Jo pu - VN, N, -
VT
puV KONV SUPG p,U, + i, VN,;B(p, u, @) VN, -
BVT * ns0,
{pu VI KONV SUPGDC  p,u,a, T + [ VN,;C(p,u, o, T)VN; —
(B+O)VT " nlsq
pu - VT KONV ~ NOCONS Py Jopu - VN;N; -
- puT
{V pu KONV~ CONS Py Jo —puN;VN; -
—Tu * n|6QN
p(Vu) "u KONV ~ NOCONS X Jap(VN;) -uN, —
Vo pudu KONV CONS p.u Jo—p(u®N;)V N, -
—p(ugu) " nlsq
V- u KMAB - - fQ -V NJNZ -
{Vp KMBT - - Jo =N,V - N, -
*P"|5QN
0 Vp
(—V ‘w0 ) KBBT - - Jo =V " NjNi=N;V * N; -
Tk+1 R Tk
VI DFDT CENTREE p, Tk At Jo ZN;N; Jo £TFN;
kT ok
p% DFDT CENTREE p,uf, At Jo ZN:N; Jo ZuFN;
—ST FIMP - ST - fQ STNi
pcu VT
CAAT—e TSCA - pC, U, A, ST Jo pcu * VN;Ni+AVN; VN; Jo s N;
plVe) * u NS — Py W, [Ly Sy Jo P(VN;) " uNi+uV N, VN Jo 8ulN;
—UAU— Sy,
Termes surfaciques
4 FIMP - q - Jsq alN;
h(T —Ty) ECHI - h, Ty J50 RN; N; Jsa P Too N;
—Jfo TOIM - Jo - Jsa JoIN;

TAB. 10.2: Principaux opérateurs de discrétisation de CastzM en mécanique des fluides.
Les options soulignées sont les options par défaut.

Cours ENSTA B2-1



10. Résolution pratique d’un probléme transitoire non-linéaire 123

considérée. Un exemple de probléme de ce type est I’équation de la chaleur vue en section

b1 o7
S — AT =0 (10.3)

On commence généralement par discrétiser en temps cette équation par une méthode de
différences finies. Pour cela, on discrétise I'intervalle de temps [0, ] sur lequel on veut
résoudre le probléme en un nombre fini de points : {0, At, ..., kAL, (k+1)At, ..., nima At}
L’équation (I0.3) discrétisée en temps par une méthode d’Euler implicite prend alors la
forme :
Th+1 _ Tk
At

ou T* est 'inconnue au temps kAt.

On se ramene donc a nyma problemes “linéaires stationnaires” a résoudre séquentiel-
lement. 7°, la condition initiale est une donnée qui permet de résoudre 7. Puis, par
récurrence, T* est connu, ce qui permet d’obtenir 7%+, Apres discrétisation spatiale par
la méthode des Eléments finis, le probleme (I04) prend la forme suivante :

— O[ATk+1 =0 Vk € [lanTMA] (104)

M Mz
gt =
(7 + Lz A7

At \V/k: € [lanTMA] (105)

Résoudre le probleme (I0.3]) apres discrétisation revient a résoudre nipy, systeémes li-
néaires (IL0) séquentiellement en les inconnues ¥ impliquant la matrice carrée (3 +L),
indépendante de .

10.2.3 Probléme non linéaire stationnaire

Dans ce type de probléeme, le temps n’intervient pas (pas d’opérateur de dérivée partielle

en temps %) mais au moins un des opérateurs de ’équation aux dérivées partielles n’est
pas linéaire par rapport a l'inconnue considérée. Un exemple de probleme de ce type est

I’équation de Burgers, dont la version instationnaire a été vue au chapitre [ :

(Vu) " u=0 (10.6)

Méthode de point fixe

Une maniere de résoudre ce probleme et de se ramener au cas du probleme linéaire
stationnaire est de le linéariser. Nous avons examiné ce point en détail au chapitre [Gl
Ici, nous utilisons la méthode de point fixe. Pour cela, on introduit un état initial w
autour duquel on rend linéaire 'opérateur traité. Dans notre cas particulier, on suppose
que la vitesse transportante est donnée par wujy et I'inconnue cherchée devient la vitesse
transportée w :

(Vup) g =0 (10.7)

L’opérateur est maintenant linéaire en I'inconnue w;) et on peut le discrétiser spatialement,
puis résoudre le probleme. Une fois up;; connue, on itére le processus nyrrer fois :

(VU[H-H) “up =0 Vi€ [1, nyrres] (10.8)

1On a choisi ici, par simplicité, de discrétiser [0,¢] en (nimy + 1) points équidistants
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On a convergence lorsque les itérations permettent de tendre vers un point fize : uy; e

U] En pratique, on effectue un nombre fini nyrer d’itérations non linéaires et on vérifie
14 14
que Hu[nNITER] - u[nNITEnfl]H est “petit”.

On s’est donc ramené a nyrrer problémes “linéaires stationnaires” a résoudre séquentiel-
lement. Cette méthode de résolution d’équations non linéaires s’appelle itération de point
fixe ou de Picard.

Apres discrétisation spatiale par la méthode des Eléments finis, les problemes (I0.8)
prennent la forme suivante :

[N(:I:M)} :E[i+1] =b Vie [lanNITER] (109)

Résoudre le probleme (IL0), apres discrétisation, revient a résoudre nyrrer Systémes
linéaires (I0.9) séquentiellement sur les inconnues @}; 14 impliquant la matrice carrée N,
qui varie a chaque itération non linéaire ¢ puisqu’elle dépend de ;).

Relaxation de la méthode de point fixe

A noter que l'on n’a généralement pas de garantie que le processus itératif défini par
([I039) converge : cela va dépendre des propriétés spectrales de la matrice N. Comme cette
matrice dépend de l'inconnue cherchée, le point de départ initial xy va également étre
important : il est souvent préférable qu’il ne soit pas trop éloigné de la solution cherchée.

Afin d’augmenter le rayon de convergence de l'itération de point fixe (I0.9]), on introduit
souvent un parametre de relazation 0 < w < 1 et on effectue une mise a jour relaxée de
I'inconnue :

N(m[i])@[iJ’,l} =b (10.10)
m[i_i_l} = (Udé[i+1] + (1 — W)mm Vi € [lanNITER] (]_01]_)

L’inconvénient de cette méthode de relaxation est qu’elle peut ralentir la convergence vers
T[] lorsque cette convergence a lieu.

10.2.4 Probléme non linéaire transitoire

En rassemblant les méthodes vues dans les sections précédentes, on peut finalement
écrire un algorithme de Picard relaxé pour un probleme transitoire. Une itération de 1’al-
gorithme sous forme discrétisée en temps et en espace s’écrira :

M k1)) ok Mat
wﬁilﬂ = w:i'ﬁ-fl] +(1— w)wﬁ]ﬂ V(k,7) € [1, ngna) X [1, nyrres] (10.13)
Ici, M est associée a l'opérateur %, L aux opérateurs linéaires et N a la linéarisation des

opérateurs non linéaires. Au total, on aura a résoudre nimy X nyrrer Systeémes linéaires.
L’algorithme complet est donnée dans le tableau [T0.3l

La traduction en langage Gibiane dans CastzM découle directement de 1’algorithme
Elle est effectuée dans la procédure EXEC dont la partie significative est donnée sur
le listing [T0.11
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10

20

30

40

’DEBPROC’ EXEC ;
>ARGUMENT’ rv*’TABLE 7
omeg = rv . ’OMEGA’ ;
itma = rv . ’ITMA’ ;
*
* Itérations en temps
*
’REPETER’ blocl itma ;
*
* Itérations internes (non-linéarités)
*
’REPETER’ bloci (rv . ’NITER’) ;
sf mau = ’KOPS’ ’MATRIK’ ;

*
* Construction de la matrice et du second membre au pas de temps &blocl
* a 1’itération interne &bloci
*
’REPETER’ bloc2 (’DIME’ (rv . ’LISTOPER’)) ;
nomper = ’EXTRAIRE’ &bloc2 (rv . ’LISTOPER’) ;
notable= ’CHAINE’ &bloc2 nomper ;
msi mai= (’TEXTE’ nomper) (rv . notable) ;
mau = mau ’ET’ mai ;
sf = sf ’ET’ msi ;
’FIN’ bloc2 ;
sl =zrv . °CLIM’ ;
* Résolution du systéme lineaire

res = ’KRES’ mal °TYPI’ (rv . ’METHINV’)
’CLIM’ s1 ’SMBR’ s2 ;

*

Calcul de 1l’erreur

eps = ’TCRR’ res omeg (rv . ’INCO’) ;
’FIN’ bloci ;

*

Mise a jour des inconnues

irt = TCNM’ rv ;

’SI’ (PEGA’ irt 1) ;
'MESSAGE’ ’ Temps final atteint : ’ (rv . ’PASDETPS’ . ’TPS’) ;
'QUITTER’ blocl ;
PFINSI’ ;
'FIN’ blocl ;
3k 3k 3k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk oskosk ok k E X E C skskskokkoksksksk sk sk sk sk sk ok sk ok ok 5k ok ok ok ok ok >k >k >k %k ok ok >k %k >k 5k 5k 5k
'FINPROC® ;

Listing 10.1: Partie significative de la procédure exec.procedur correspondant a l'algo-

rithme [T0.3.
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Condition initiale : x°

for k = 0,nrm — 1 do {Boucle en temps}
o
for i = 0, nyrrer — 1 do {Boucle de point fixe (non-linéarité)}
A—0 b0
for j = 1, ngper do {Boucle sur les opérateurs}
A—A+A (mfg#, mk)

b—b+b, (mfg#, mk)

end for
a1y = A~'b {Résolution du systeme linéaire}
azﬁih = mﬁrl +w (:Eﬁih — mﬁrl) {Mise a jour relaxée}
end for
ot
R A AV
end for

TAB. 10.3: Algorithme de Picard relaxé pour la résolution de problemes transitoires non
linéaires en mécanique des fluides.

Type de probleme At nrimma MyrTEr w
Linéaire Stationnaire — 1 1 1.0
Linéaire Instationnaire o o 1 1.0
Non-Linéaire Stationnaire — 1 o 0.l <o<1.
Non-Linéaire Instationnaire o o o 04 <o<1.

TAB. 10.4: Choix des parametres importants de la procédure EXEC pour la résolution d’un
probleme de mécanique des fluides. — : non applicable. o : & choisir.

10.2.5 Gestion des parametres importants

En pratique, la procédure EXEC permet de résoudre tous les types de probleme, linéaires
ou non, stationnaires ou transitoires, dont nous avons parlé dans cette section. Le tableau
[[0.4] résume les choix possibles pour les quatre paramétres importants de l'algorithme :
At, nitma, NurtEr, W-

Le cas le plus courant et le plus complexe est celui du probléeme non linéaire instation-
naire ou il faut choisir convenablement quatre parametres. En pratique, il faut s’assurer
qu’a chaque pas de temps, l'itération de Picard relaxé converge, c’est-a-dire que la non
linéarité du probleme est effectivement résolue. Lorsque ce n’est pas le cas (par exemple,
lorsque ||u41) — u)|| ne diminue pas), deux solutions sont possibles :

1. diminuer w (c¢’est ce que nous avons vu en section [[0.2.3]) mais, alors, il faut augmenter
nyrrer dans des proportions inverses. En pratique, on recommande de ne pas avoir
w < 0.4 et, dans le cas ou w = 0.4, une valeur typique pour nyrrer est 5.
2. diminuer At. Dans ce cas, c’est nim qui va augmenter pour atteindre un méme
temps final t..
En général, diminuer le pas de temps At est plus efficace que de diminuer w car, non
seulement diminuer At améliore la convergence de l'itération non linéaire (meilleures pro-
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priétés spectrales de la matrice du systéme linéaire et solution initiale :BFOJ]’l plus proche de

k+1

la solution cherchée x|

obtenues.

Choisir un bon pas de temps fait encore partie de I'art de 'ingénieur. Il existe des
méthodes automatiques mais qui ne sont pas satisfaisantes dans tous les cas. Le choix d’un
bon pas de temps fait généralement intervenir une analyse physique préalable du probleme
(adimensionnement. .. ) ou peut se faire a posteriori en analysant le comportement des
solutions numériques obtenues (varie-t-elle beaucoup d'un pas de temps au suivant, la
convergence des itérations non linéaires est-elle difficile 7).

Si 'on ne parvient toujours pas a obtenir la convergence des itérations non linéaires,
il faudra également intervenir sur des parametres qui ne sont pas directement impliqués
dans I'algorithme de résolution mais dont I'importance n’est pas moindre :

) mais, de plus, on augmente la précision temporelle des solutions

1. les options de décentrement éventuelles des termes convectifs (voir le chapitre [ et
l'opérateur KONV’ dans le tableau [0.2) ;

2. le maillage : il faut qu’il puisse approcher spatialement les solutions cherchées de
maniere correcte.

10.3 Résumé

Dans ce chapitre, on a décrit la maniere de résoudre un probléeme de mécanique des
fluides avec CastzM. Ceci s’effectue en quatre étapes :

1. création du maillage sur lequel s’appuie la discrétisation spatiale;
2. description du probleme a l'aide de l'opérateur *EQEX’ ;

3. résolution du probléme a 'aide de la procédure EXEC;

4. post-traitement et analyse des résultats.

Seules les étapes 2 et 3 ont été vues ici, les deux autres seront vues en Travaux Dirigés.
On peut se référer aux jeux de donnée utilisée dans ce cours comme exemples complets.
Ils sont disponibles sur le site Web CastzM [Cag].

L’algorithme de résolution implanté dans la procédure EXEC est un algorithme de point
fixe relaxé. Les parametres importants, fournis par 1'utilisateur et gouvernant la résolution,
sont le pas de temps At, le nombre de pas de temps nimm, le nombre d’itérations non
linéaires nyrrer et le coefficient de relaxation w. Le choix correct du pas de temps est en
particulier important.
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