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Chapitre 1

Espérance conditionnelle

Nous présentons dans ce chapitre utilitaire un memento sur I’espérance conditionnelle
dont on admettra I'existence avant d’en détailler les propriétés. Dans tout ce chapitre,
on fixe un espace probabilisé (2, F, P).

1.1 Espérance conditionnelle dans L!, L2 ou L

Définition 1.1 (espérance conditionnelle d'une v.a. L'). Soit Z un élément de L} (Q, F, P)
et G une sous-tribu de F. On appelle espérance conditionnelle de Z sachant G, l'unique
élément Y de L1 (Q, G, P) tel que

VX € L¥(Q,6,P), E(XZ)=E(XY). (1.1)

On notera cet élément Y = E(Z | G). Dans le cas particulier ou la tribu G est engendrée
par une variable aléatoire ou un vecteur aléatoire V(G = o(V')), on notera E(Z | V)
comme abbréviation de B(Z | o(V)).

Quitte a enfoncer une porte ouverte, notons que dans la définition ci-dessus, on ne
peut généralement pas prendre Y = Z puisque Z n’est pas supposée G-mesurable. Il
importe aussi de remarquer que, contrairement a l’espérance classique EZ, 'espérance
conditionnelle n’est pas une constante, mais une variable aléatoire G-mesurable et in-
tégrable (plus précisément la classe d’équivalence modulo 1'égalité P — p.s. d'une telle
variable). Avec la notation E(Z | §), on peut réécrire (1.1) sous la forme :

VX € L®(Q,6,P), E(XZ)=E(XE(Z]|9)). (1.2)

L’existence et 'unicité de Y ne sont pas évidentes et il faut un peu de travail préli-
minaire pour les établir. Une des facons de faire est de commencer par le cas particulier
oll Z est de carré intégrable!. On définit alors 'espérance conditionnelle de Z sachant
G comme la projection orthogonale (dans l'espace de Hilbert L2(Q,F, P)) de Z sur le

1. Rappelons que L?(Q,JF, P) est un sous-espace vectoriel de L(£, F, P), mais pas un sous-espace
vectoriel topologique, puisque la topologie L?(Q, F, P) est strictement plus forte que celle de L(Q, F, P).



Chapitre 1. Espérance conditionnelle

sous-espace fermé L2(Q, G, P). Cette espérance conditionnelle notée encore E(Z | §)
vérifie alors :

VX € L*(Q,G6,P), E(XZ)=E(XE(Z]|9)). (1.3)
Et comme les (classes de) variables aléatoires (modulo ’égalité p.s.) bornées et G-
mesurables sont aussi dans L2(2, G, P), (1.2) est vérifiée, ce qui montre que les deux
espérances conditionnelles au sens L! et L? coincident pour des variables de carré inté-
grable.

Comme d’habitude, le cas des variables aléatoires positives bénéficie d'un régime
de faveur. On note L*(£2, §) 'ensemble des (classes de) variables aléatoires positives et
G-mesurables. Ces variables prennent leur valeurs dans R, . Si Z € LT(Q, ), on peut
montrer Pexistence d'un unique élément de L1 (€2, G), noté encore E(Z | §) tel que

VX € LY(Q,9), E(XZ)=E(XE(Z|9)). (1.4)

Notons que les espérances (au sens classique) ci-dessus peuvent prendre la valeur +oc.
Lorsque E|Z| < +o00, E(Z | §) ainsi définie coincide avec l'espérance conditionnelle de la
définition 1.1, comme on peut le voir en prenant X € L>*(Q2, G, P) et en appliquant (1.4)
aXtet X,

Une propriété découlant immédiatement des trois définitions ci-dessus est qu’une
variable aléatoire et son espérance conditionnelle ont méme espérance.

Proposition 1.2 (Conservation de l'espérance). Si Z € LY(Q,F, P) ou Z € LT(Q, F),
pour toute sous-tribu G de F :

E(E(Z|9) = EZ. (1.5)

Dans le cas L', E|E(Z | §)| < 400 et dans le cas L*, l’égalité d’espérances ci-dessus a
liew dans R

Preuve. Prendre X = 1 dans (1.2) ou (1.4). O

La plus petite sous-tribu de JF est la tribu triviale o = {0, Q}. Toute variable aléatoire
Y Go-mesurable est constante?. D’aprés (1.5), cette constante ne peut étre que EZ.

Si ZelYQ,F,P)ouZecl™(Q,F), E(Z|{0,Q})=EZ (1.6)

1.2 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Nous noterons Eg I'application
Eq: Z+— E(Z|9).

Selon le contexte, 'ensemble de départ de cette application sera LY(Q, F, P), L3(Q, F, P)
ou LT(Q,F). Dans ce qui suit, lorsque cet ensemble de départ n’est pas précisé, la
propriété énoncée est valable pour chacun des trois.

2. Puisque pour tout ¢ € R, Y ~({c}) est soit () soit Q et cette derniere éventualité n’a lieu que pour
une seule valeur de c.
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Proposition 1.3 (Linéarité). L’espérance conditionnelle Eg est un opérateur linéaire
sur LY(Q,F, P) (et donc aussi sur L2(2,F,P)) : Va,b € R, VZ,,Zy € LP(Q,F, P) (p =
1,2),

E(aZy + b2, | §) = aE(Z, | §) + bE(Z; | §); (1.7)

Pour Uespérance conditionnelle sur LT (Q,F), (1.7) est valide pour tous a,b > 0.

Proposition 1.4 (Positivité). Pour toute Z € LY(Q,F, P) positive, E(Z | §) > 0.
Pour lespérance conditionnelle sur LT (Q,F), la positivité est vraie par construction. La

.....

I <Zy = E(Z1|9) <E(Z,]9), (1.8)
dans tous les cas o0 E(Z1 | G) et B(Zy | G) sont définies.
Corollaire 1.5. Pour toute Z € L1(Q,F, P) et toute sous-tribu G de F,
EE(Z | 5)| < B|Z| (19)

Ainsi Uapplication linéaire Eg : LY(Q, F, P) — LY(Q,G, P) est continue, de norme opé-
rateur bornée par 1.

Proposition 1.6. Si H et G sont deux sous-tribus de F vérifiant H C G,

Notons que 1'égalité Eg o Eg¢ = Eg¢ découle immédiatement de la définition de
I’espérance conditionnelle puisque toute v.a. H mesurable est G mesurable.

Preuve. On écrit la vérification avec L', 'adaptation aux cas L? et Lt étant immédiate.
Pour tous Z € LY(Q,F, P) et X € L>*(Q,H, P), on a par définition de Eg :

E(XEy(Eg(2))) = BE(XEg(2)).

Mais comme H est une sous-tribu de G, X est aussi §-mesurable, donc X € L>*(Q, H, P)
et en appliquant la définition de Eg, on voit que :

E(XE4(2)) = E(X2).

Ainsi, pour tous tous Z € L' (Q, F, P) et X € L>*(Q,H, P), E(XZ) = E(XEy(Eg(2))),
ce qui établit (1.10). O

Proposition 1.7. Si Z est indépendante de la tribu G,

E(Z|S) = EZ (1.11)

Ch. SUQUET, Martingales, Agrégation 2010 7



Chapitre 1. Espérance conditionnelle

Preuve. On écrit la vérification avec L!, 'adaptation aux cas L? et L™ étant immédiate.
Toute v.a. X € L>®(Q, G, P) est § mesurable, donc indépendante de Z, d’ou

E(XZ) = (EX)(EZ) = E(X(EZ)).

Or la constante EZ est mesurable par rapport a n’importe quelle tribu, en particu-
lier par rapport a §. En raison de 'unicité de (la classe de) Y vérifiant (1.1) dans la
définition (1.1), on en déduit que E(Z | §) = EZ p.s. O

Proposition 1.8 (Inégalité de Jensen). Soit ¢ : R — R une fonction conveze et Z une
variable aléatoire telles que Z et p(Z) soient intégrables. Pour toute sous-tribu G de F,

#(E(Z19)) <E((2)]9). (1.12)
St @ est concave on a l'inégalité inverse.

Pour finir ce rappel, il convient de mentionner que les théoremes classiques de conver-
gence pour des espérances se généralisent aux espérances conditionnelles. Ces résultats
ne seront pas utilisés dans la suite de ce polycopié.

Théoréme 1.9 (de convergence monotone ou Beppo Levi). Soit (Z,)nen une suite p.s.
croissante dans LT (Q, F, P), de limite Z. Pour toute sous-tribu G de F, (E(Z, | G))nen
est p.s. croissante et convergente vers E(Z | G).

Lemme 1.10 (de Fatou). Pour toute suite (Z,)nen dans LT (Q, F, P) et toute sous-tribu
G de&,

E(liminf Z, | 9) < liminfB(Z, | 9)

Théoréme 1.11 (de convergence dominée). Si (Z,)nen converge p.s. vers Z et si pour
tout n |Z,| <Y p.s. avec Y € LY(Q, F, P), alors pour toute sous-tribu G de F,

lim E(Z,|G)=E(Z|9G), p.s etausensL'.

n—-4oo
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Chapitre 2

Martingales

2.1 Définitions et exemples

Dans tout ce chapitre, on fixe un espace probabilisé (Q2, F, P) et toutes les variables et
vecteurs aléatoires considérés sont réputés étre définis sur €2 et (au moins) F mesurables.

Définition 2.1 (Filtration).
On appelle filtration toute suite (F,)nen de sous-tribus de F qui est croissante pour
linclusion.

On peut interpréter &, comme la tribu des éveénements qui sont observables jusqu’a
instant n. A toute suite (Xn)nen de variables aléatoires, on peut associer la filtration
donnée par F,, = o(Xy, k < n), appelée filtration naturelle de la suite (X,,),en. Dans
ce cas, chaque X, est F, mesurable (et aussi F; mesurable pour tout k& > n). Plus
généralement, étant donnée une filtration (F,),en, la suite de variables aléatoires (X, )nen
est dite adaptée a cette filtration si pour tout n € N, X,, est F, mesurable.

Définition 2.2 (Martingale).
La suite de variables aléatoires (M, )nen est une martingale pour la filtration (F,)nen,
en abrégé une (F,)-martingale, si pour tout n € N,

1. E|M,| < +o0;
2. M, est F, mesurable;
3. pour tout m < n, E(M, | F,,) = My, p-s.

En raison de la proposition 1.6, la condition 3 ci-dessus équivaut a
VneN, E(M,]|F,) =M, ps. (2.1)

La notion de martingale a une interprétation intuitive en terme de jeu. Dans ce
contexte, la tribu F,, représente I'information accessible a un joueur « honnéte » a l'ins-
tant n (par exemple aprés observation des n premieres parties); M, est la fortune du
joueur a l'issue de la n® partie. La propriété (2.1) signifie alors que le jeu est équitable.
Bien siir la portée de la théorie des martingales va bien au-dela de cette modélisation.



Chapitre 2. Martingales

Remarque 2.3. Si (M,),en est une martingale, la suite (EM,),cn est constante. En
effet, pour tout n € N, E(M,, | F9) = My d'ou EM,, = E(E(M,, | F9)) = EM,.

Remarque 2.4. On peut généraliser la notion de filtration (F;);c; et de martingale
pour cette filtration & n’importe quel ensemble ordonné® I. Ceci permet notamment de
définir les martingales a temps continu. Un exemple plus simple est celui des martingales
finies indexées par I’ensemble fini {0,...,n} ou {1,...,n}. En dehors des théoremes
de convergence, tous les résultats de ce chapitre ont une adaptation immédiate aux
martingales finies.

Regardons quelques exemples de martingales.

Exemple 2.5. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables
et centrées (pas forcément de méme loi). On pose

S() = 0, et VHZ 1, Sn = ZXk,
k=1

Fo:=1{0,Q} et F,:=0(Xp, k<n).
Alors (S, )nen est une martingale pour la filtration (F,)nen.

Vérification. La suite (S,,),>1 hérite de I'intégrabilité des X et est clairement adaptée
a la filtration (F,),en. Pour tous entiers m < n, on a par additivité de l'espérance
conditionnelle :

E(S, | Fn) =E(S, — S | Fn) + E(Sn | Fn)- (2.2)
La variable aléatoire S,, étant F,,, mesurable, E(S,, | F,,) = S,,. D’autre part, la tribu
F,, et la v.a. S, — S, sont indépendantes ?, d’oul

E(S, — Sm | F) =E(S, — S) = > EX, =0,

m<k<n

en utilisant la proposition 1.7 et le centrage des Xj. En revenant a (2.2), on obtient

E(S, | Fm) = 0+ Sy = Sp. 0

Exemple 2.6. Soient Z € L'(Q,F, P), (F,)nen une filtration et définissons pour tout
neN, M, :=E(Z|F,). Alors (M,),en est une martingale pour la filtration (F,)nen.

Vérification. D’abord, chaque M, est &F,, mesurable par construction. Pour vérifier I'in-
tégrabilité de M, en utilisant la conservation de l’espérance et le corollaire 1.5, on
obtient :

E[M,| =E[E(Z | F,)| < E|Z| < +oo.

Enfin, pour 0 < m < n,
E(M, | ,,) =E(E(Z | 5,) | ) = (Bg,, 0 Es,)(Z) = Eg, (Z) = M,,

en utilisant 'inclusion &,, C &,, cf. proposition 1.6. O

1. Pour cette généralisation, la condition 3 est préférable a (2.1).
2. Y compris dans le cas n = m puisqu’alors S,, — S,, est la constante 0 qui est indépendante de
toute tribu.

10 Ch. SUQUET, Martingales, Agrégation 2010



2.2. Temps d’arrét

Définition 2.7. On dit que la martingale (M, )nen pour la filtration (F,)nen est fermée
par la variable aléatoire Z si

Z el Q,F,P) et WneN, M,=E(Z|F,) ps (2.3)
Si (M) nen vérifie (2.3) pour une certaine Z, on dit qu’elle est fermable ou réguliére.

Exercice 2.1. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires positives, i.i.d., intégrables
d’espérance 1. On pose

Ry =1, R, = HXZ-, (n>1).
i=1

Vérifiez que (R,)nen est une martingale pour la filtration naturelle de (X,,)nen- <

Exercice 2.2. Si (M,),en est une martingale pour la filtration (F,),en et Y une v.a.
Fo mesurable, alors (M,, — Y'),en est une martingale pour la méme filtration. Ceci est
valable notamment pour (M,, — M) et pour (M, — ¢) avec ¢ constante. N

Exercice 2.3. Soit (M,,)nen une (F,)nen martingale et (G,)nen une autre filtration a
laquelle (M, )nen est aussi adaptée et telle que pour tout n, G, C F,. Montrez que
(M,,)nen est aussi une (G, )nen martingale. En particulier, toute martingale est aussi une
martingale pour sa filtration naturelle. <

2.2 Temps d’arrét

Les temps d’arrét sont les instants aléatoires ou se produit un certain évenement
(par exemple numéro du lancer ot ’'on obtient pile pour la premieére fois a pile ou face).
En termes de jeu, le temps d’arrét est une regle que se donne le joueur « honnéte »
pour arréter de miser : il décide d’arréter a l'instant n au vu de 'information apportée
par les n premieres parties®. L’'importance des temps d’arrét en théorie des martingales
apparaitra dans la suite de ce chapitre. Commencons par formaliser leur définition. On
note N := N U {+oc}. Une variable aléatoire définie sur (Q,F) et a valeurs dans N est
une application @ — N, mesurable F-P(N), o P(N) désigne la tribu de toutes les parties
de N.

Définition 2.8 (Temps d’arrét). Une variable aléatoire T sur (Q,F) d valeurs dans N

est appelée temps d’arrét pour la filtration (F,)nen si pour tout n € N, {T < n} € F,.

Remarque 2.9. La variable aléatoire T sur (2, F) & valeurs dans N est un temps d’arrét
si et seulement si pour tout n € N, {T' = n} € F,. Pour le voir, il suffit de noter que

{T=n}y={T<n}\{T'<n—-1}et que {T <n}=U_{T =k}.

3. Un tricheur, ou en termes boursiers un « initié », pourrait disposer a I'instant n d’informations
sur les parties suivantes.

Ch. SUQUET, Martingales, Agrégation 2010 11



Chapitre 2. Martingales

Un exemple trivial de temps d’arrét est 7' constante (finie ou infinie) car alors

T‘l(iP(N)> = {0,Q} C F,, pour tout entier n. L’exemple suivant est plus intéressant et
assez typique.

Exemple 2.10. Soit (F;);en une filtration et (Z;);en+ une suite de variables aléatoires
adaptée a cette filtration (pour tout i € N*, Z; est F; mesurable). Notons B un borélien
fixé de R. Définissons

T :=inf{i € N*; Z; € B},

avec la convention habituelle inf () := +o00. Alors T est un temps d’arrét. Pour le vérifier,
il suffit d’écrire pour tout n € N* :

{T<n}=U (ﬂ{Zj¢B}ﬂ{Zi€B})7

i<n \j<t

avec la convention NjepA; = Q. En utilisant la J; mesurabilité de chaque Z; et I'emboi-
tement des tribus F;, cette décomposition montre que {I" < n} est bien membre de F,.
Le cas n = 0 est trivial.

Exercice 2.4. Vérifiez que si S et T sont des temps d’arrét pour la méme filtration
(Fn)nez et ¢ € N* est une constante, min(S,7"), max(S,T’) et ¢I' sont aussi des temps
d’arrét. <

Définition 2.11. Soient (Z;);en une suite de variables aléatoires (F mesurables), (F;)ien
une filtration, et T un temps d’arrét pour cette filtration qui est fini, ¢’est-a-dire {T =
+oo} = (. Alors on peut définir une nouvelle variable aléatoire Z en posant :

Vwe Q, Zp(w) = Zrw(w ZZ w)Lr=ip(w).

ieN

Remarquez que I'écriture Zr = >-,cy Z;17—; ne pose aucun probleme de conver-
gence, car pour chaque w € 2, il y a au plus un terme non nul dans la série ci-dessus.
Zr apparait ainsi comme la somme d’une série de variables aléatoires convergente sur
tout €2, donc est elle-méme une variable aléatoire (F-mesurable).

Y

Proposition 2.12. Soient (F,)nen une filtration, (M,)nen+ une martingale adaptée a
cette filtration et'T" un temps d’arrét pour cette filtration, borné par une constante ¢ € N.
Alors My est intégrable et

EM; = EM,.

Preuve. Dire que T est borné par c signifie que {T < ¢} = ) et par conséquent

Mr =" Mylir—p.
k=0

Ceci justifie en particulier 'intégrabilité de Mr qui apparait ainsi comme une somme
d’'un nombre fini de variables aléatoires intégrables (E|M;1ip—py| < E|M;| < +00). La

12 Ch. SUQUET, Martingales, Agrégation 2010



2.2. Temps d’arrét

propriété de martingale n’est pas utilisée pour cette intégrabilité (a part l'intégrabilité
de chaque My).

La propriété de martingale nous donne My = E(M. | F) pour tout k£ < ¢, ce qui
nous permet d’écrire :

EMp = > E(1i7— M)
k=0

= ZE(l{T E(M. | fﬂ))

= Z E(E(M1(r—y | F1)) (par F) mesurabilité de 1(r—y))

= Z E(M:1r—s))

—E (Mc 3 1{T:k}> = E(M.1q) = EM, = EM,.
k=0

]
Exercice 2.5. Soient (M,,),en une martingale et 7' un temps d’arrét pour la méme filtra-
tion (F, )nen. Vérifiez que (M, a1)nen est aussi une (&, )-martingale (n AT := min(n,T)).

Généralisez ce résultat au cas ot (M, ),en est une sous-martingale, ou une surmartingale,
cf. définition 2.17, p. 15. N

Définition 2.13. Soit T un temps d’arrét pour la filtration (F,)nen. On appelle tribu
antérieure a T la tribu :

Fri={A€F; VneN, An{T <n} € F,}. (2.4)

Exercice 2.6. Justifiez cette définition en vérifiant que Fr est une sous-tribu de F. <«

Proposition 2.14. 57 S et T sont des temps d’arrét pour la méme filtration F,, tels que
S <T, alors Fg C Frp.

Preuve. L’inégalité S < T signifie ici que S(w) < T'(w) pour tout w € Q. Elle implique
en particulier que pour tout n € N, {T'<n} C {S <n}.

Soit A un événement quelconque de la tribu Fg et montrons que A appartient aussi
a Fr, autrement dit que pour tout n € N, AN {T < n} appartient & F,. Puisque
{T"<n} C{S <n},

An{T <n}=An({T <n}n{S<n})=(An{S<n})n{T <n}.

cFp eF,

Donc AN{T < n} appartient bien a F, et ceci étant vrai pour tout entier n, A appartient
a JIp. O

Ch. SUQUET, Martingales, Agrégation 2010 13



Chapitre 2. Martingales

Une fonctionnalité remarquable des temps d’arrét est que la propriété de martin-
gale s’étend aux temps d’arrét. La formalisation s’appuie sur le résultat de mesurabilité
suivant.

Proposition 2.15. Soit (F,)neny une filtration, (Z,)nen une suite de v.a. adaptée a
(Fr)nen et T un temps d’arrét fini pour (F,)nen. Alors Zp est Fp mesurable.

Preuve. 1l nous faut vérifier 'appartenance a Fr de 1'événement {Zr € B} pour B
borélien quelconque de R, ce qui revient a vérifier que {Zr € B} N{T < n} € ¥, pour
tout entier n. Ceci résulte immédiatement de la décomposition suivante :

n

{Zr e Byn{T <n} = J ({Z € B}n{T =1i}).

i=0

m
Théoréme 2.16 (Théoreme d’arrét de Doob). Pour la méme filtration (F,)nen, soient
(M,)nen une martingale, S et T deux temps d’arrét bornés par une constante ¢ € N et

tels que S < T'. Alors
E(MT | Sts) = Ms, P-.S.

Preuve. Mg est Fg mesurable et intégrable d’apres les propositions 2.15 et 2.12. Comme
M est elle aussi intégrable, il nous faut seulement vérifier que

VY € L®(Q,%s, P), E(MpY) =E(MgY).

Il suffit de faire cette vérification pour ¥ = 14, A € Fg. Fixons donc un A € Fyg
quelconque et définissons

La variable aléatoire entiere R est un temps d’arrét (borné par ¢) car pour tout n entier,
{R<n}=(An{S<n})u (A N{T <n})

et dans cette décomposition AN {S < n} € F, en raison de de la définition de Fg et
pour le second terme de la réunion, A¢ € Fg C Fr et la définition de Fr donnent aussi
I’appartenance a F,,.

Grace a la proposition 2.12, on a donc EMz = EMy = EMy. Or

EMyp = E(Mpl4 + Mrlye);
EMg = E(Ms]_A + MT]-AC)'

En soustrayant membre & membre ces deux égalités, on obtient E(M714) = E(Mgl,),
ce qu’il fallait vérifier. O

Exercice 2.7. Soit (Z,),en une suite de v.a. intégrables adaptée a la filtration (F,),en-
Montrez que si pour tout temps d’arrét fini 7" pour cette filtration, EZr = EZy, (Z,,)nen
est une (&, ),eny martingale. <

Indication. Pour 0 < m <n, et A fixé dans F,,,, considérer T := m1 4. + nl,4 et utiliser
T pour vérifier que E(X,14) = E(X,,14).
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2.3 Surmartingales et sous-martingales

Définition 2.17 (Sous-martingale, surmartingale).
La suite de variables aléatoires (Z,)nen est une sous-martingale ou une surmartingale
pour la filtration (F,)nen st pour tout n € N,

1. E|Z,| < +00;
2. Z, estF, mesurable;

3. pour tout m < n, presque-sturement

> Zym  (sous-martingale),
E(Z,|Fn) < Z, (surmartingale).

En terme de jeu, une sous-martingale modélise un jeu favorable au joueur (sa fortune
aura tendance a croitre), une surmartingale un jeu défavorable.

Toute martingale est évidemment & la fois sous- et surmartingale. (Z,),en est une
(F)nen martingale si et seulement si elle est a la fois sous- et surmartingale pour (F,)en.

Remarque 2.18. Si (Z,),en est une sous-martingale, (EZ,,),cn est une suite croissante.
Pour le voir, il suffit de prendre I'espérance des deux membres de E(Z, | F,,,) > Z,,. De
méme si (7, )nen est une surmartingale, la suite des espérances décroit.

Exemple 2.19. Toute suite croissante (Z,),en de variables aléatoires intégrables adap-
tée a la filtration (&F,)n,en est une sous-martingale pour cette filtration. Pour le voir,
il suffit d’utiliser la croissance de l'opérateur Eg : pour n > m, Z, > Z,, implique
E(Z,|Fn) > E(Zy | Fn) = Zm-

La proposition suivante permet de construire une riche famille de sous-martingales
en prenant 'image d’une martingale par une fonction convexe.

Proposition 2.20. Si (M,),en est une martingale pour la filtration (F)nen et si @ :
R — R est une fonction convexe telle que pour tout n € N, E|p(M,)| < +oo, alors

(cp(Mn)) oy €5t une sous-martingale pour (Fy,)nen.

Sous les mémes hypothéses, mais avec ¢ concave, ((p(Mn)) . est une surmartingale.
n

Corollaire 2.21. Si (M, )nen est une martingale, (|M,|)nen €St une sous-martingale.

Preuve de la proposition 2.20. Puisque (M,,) est une martingale, pour tous entiers n >
m, E(M,, | F.) = M, p.s., dot o(E(M, | F)) = ¢(M,,) p.s., ce qui montre au passage
I'intégrabilité de p(E(M, | F,,)). 11 suffit maintenant d’appliquer 'inégalité de Jensen
pour obtenir :

E(o(M,) | Fn) > o(B(M, | F1n)) = (M) ps.

Si @ est concave, 'inégalité de Jensen ci-dessus est inversée et on voit que p(M,) est
une surmartingale. O]
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Exercice 2.8. Soit (Z,),en une sous-martingale et ¢ : R — R une fonction convexe

croissante telle que pour tout n € N, E|¢(Z,,)| < +00. Montrez qu’alors (ap(Zn)) o oSt

une sous-martingale. <

Remarque 2.22. Comme cas particulier intéressant de I'exercice 2.8, en prenant comme
fonction convexe croissante ¢ : x — max(0,2) =z, on voit que si (Z,),en est une sous-

martingale, (Z7),en l'est aussi.

Théoréme 2.23 (Théoreme d’arrét de Doob pour les sous-martingales). Si (Z,)nen est
une sous-martingale pour la filtration (Fy)nen, S et T' deux temps d’arrét pour la méme
filtration, bornés par ¢ € N et si S < T, alors E(Zr | Fs) > Zs et en particulier,
EZs <EZr <EZ.

Preuve. La preuve de EZ;r < EZ, est la méme que pour la proposition 2.12 en changeant
les égalités en < dans le calcul de EMyr. Le reste est laissé en exercice. O

La décomposition de Doob permet d’écrire I'accroissement depuis l'origine d’une
sous-martingale comme la somme d’un processus croissant (lui-méme une sous-martingale
d’apres 'exemple 2.19) et d'une martingale d’espérance nulle, laquelle apparait ainsi
comme une fluctuation autour du processus croissant.

Théoréme 2.24 (Décomposition de Doob). Soit (Z,)nen une sous-martingale pour la
filtration (F,)nen. 1l existe une (F,)nen martingale (My,)nen avec My = 0 et un processus
croissant (Ap)nen (pour tout n, A, < A,y p.s.) avec Ag = 0, chaque variable aléatoire
A1 étant F,, mesurable tels que

Zy, =2y + M, + A,. (2.5)
Cette décomposition est p.s. unique.

Preuve. Définissons A,, par Ay := 0 et

Vn Z 1, An == Z E(Zk - Zk—l | ka_l).
k=1

Puisque (Zy) est une sous-martingale, E(Z, — Z;_1 | Fx_1) est positif pour tout k > 1
et (A,) est donc bien un processus croissant. D’autre part, A, est F,_; mesurable par
construction pour tout n > 1 et hérite de 'intégrabilité des Z.

Il nous reste a vérifier qu’en posant M, := Z, — Zy — A,, on obtient bien une
martingale. Il suffit de le vérifier pour M) = Z,, — A,, puisque Z; est F,, mesurable pour
tout n (cf exercice 2.2). Remarquons que M est intégrable comme combinaison linéaire
de Z, et A,. D’apres la définition de A, E(Z, — Z,.1 | F._1) = A, — A,_1, d’ou par
F,_1 mesurabilité de Z,,_; et de A,,, E(Z,, — A, | F._1) = Z,_1 — A1 p-s. Ceci étant
vrai pour tout entier n > 1, (M) est bien une (¥F,) martingale. Il en va de méme pour
M, = M — Zy. De plus, My = Zy — Zy — Ay = 0.
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Pour établir 'unicité, supposons qu’il existe deux décompositions :

Zn=Jy+ M, + A,, Vn € N,
Zn = Zy+ N, + By, Vn € N,

ayant les propriétés ci-dessus. Par soustraction, on a
M, — N, =B, —A,.

Comme B, et A, sont F,,_; mesurables, M, — N,, I'est aussi, d’ou p.s.

Mn_Nn:E(Mn_Nn ‘ 351171):Mnfl_anlz"':MO_NOIBO_AOZO-
Ainsi pour tout n, M,, = N,, p.s. et donc A, = B, p.s., ce qui prouve l'unicité de la
décomposition de Doob. O

Remarque 2.25. Si (Z,)nen est un processus croissant adapté a (F,),en, c’est une
sous-martingale pour cette filtration, cf. exemple 2.19. Mais sa décomposition de Doob
n’est pas forcément donnée par A, = Z,, et M,, = 0. Il faudrait pour cela que Z,, soit
F,_1 mesurable.

Corollaire 2.26. Toute surmartingale (Z,)nen admet une décomposition
Zn=2Zy+ M, —A,,
ot (M,) et (A,) sont comme dans la décomposition de Doob.
Il suffit pour le voir d’appliquer la décomposition de Doob a la sous-martingale (—Z,,).

Exercice 2.9. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, intégrables
et de méme espérance p. On pose

S(] = 0, et Vn > 1, Sn = ZXk’
k=1

Fo:=10,Q} et F,:=0(Xp, k<n).

Montrez que selon que p est négatif, nul ou positif, (S, ),en est une surmartingale, une
martingale ou une sous-martingale pour la filtration (&, ),en. Explicitez complétement
sa décomposition de Doob. N

2.4 Inégalités

Les martingales vérifient des inégalités tres utiles notamment dans I’étude des conver-
gences. Nous commengons par 'inégalité maximale de Doob. Pour ’apprécier a sa juste
valeur, rappelons que si 71, ..., Z, sont des v.a. positives intégrables, tout ce que I'on
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peut faire en général pour contréler en probabilité leur maximum tient dans la ligne
sulvante :

P<m<aXZj2t>:P(U{Zj2t}) <> P(Z;>t) <
j=sn =1

Jjsn

n
Z iz
pour tout ¢ > 0.

Théoréme 2.27 (Inégalité maximale de Doob). Si (Z,)nen une sous-martingale,

E(ZF
Vn € N, V¢ > 0, P(maxzjzt)g 29) (2.6)
j<n t
Si (My)nen est une martingale,
E|M,,
Vn e N, Vi > 0, P(m<ax|Mj| > 1) < ’t‘ (2.7)
]_n

La deuxieme inégalité est une conséquence immédiate de la premiere puisque, si
(M,)nen est une martingale, (|M,|)nen est une sous-martingale (cor. 2.21). Nous pro-
posons deux démonstrations de (2.6), & vous d’adopter la variante qui vous convient le
mieux.

Premiére preuve de (2.6). Fixons n et ¢ > 0 et posons A := {max;<, Z; > t}. On
découpe A en une partition de n + 1 événements A, définis par :

Ay = {le seuil ¢ est atteint ou dépassé pour la 17 fois a 'instant & }

Puisque (Z,),en une sous-martingale pour une certaine filtration (F,),en, on a I'inclu-
sion de tribus o(Z;,j < k) C Fj. Comme A; est membre de o(Z;,j < k), il est aussi
dans Fj et donc 14, € L>(€, Fy, P). En utilisant le découpage en union disjointe finie
A = Up<, Ag, on peut alors écrire :

Z,dP = Z,dP

I
M=

E(14,7Z,)

i
o

E(lAk (Zn | F1))

||M: ||M: i™M=1T iNgE

v

(14,Zk) ((Z,) sous-martingale)

B
/A tdP = tP(A) (Z >t sur Ay).
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Relue en partant de la fin, cette suite d’inégalités nous donne :
1 1
P(A) < f/ Z,dP < f/ Z+dP < / Z+dP = E(Z7),
tJa tJa Q

ce qui établit (2.6). Notez que 'on est vraiment obligé d’introduire Z quand on veut
majorer [, par [, car Z, n’est pas forcément positive sur tout 2. ]

Deuzieme preuve de (2.6). Fixons n € N et ¢ > 0, définissons le temps d’arrét
T :=inf{j e N; Z; > t},
avec la convention habituelle inf () := +o00 et notons que

{max z; >t} = {T <n}. (2.8)
j<n

Sur {T <n}, Zp >t,dou Zr > 0 et Zy = ZF. Par conséquent, {T' < n} C {Z} > t},
dou {T <n}={T <n}n{Zf >t} et

P(T'<n)=E (1{T§n}m{z;zt}) =E (1{Tén}1{z;zt}) :

On utilise maintenant 'inégalité élémentaire

y+
Vit > 07 ]-{th} < Ta

vérifiée par toute variable aléatoire réelle Y (notez que si Y peut prendre des valeurs

strictement négatives, on ne peut pas remplacer Y par Y au second membre), pour en

déduire que

1

Arrivés ici, on aimerait pouvoir écrire : E (1{T§n}Z;5) < EZ} < EZ . La premitre
inégalité est évidente, la deuxieéme serait vraie si 1" était un temps d’arrét borné par n,
en vertu du théoreme 2.23 en utilisant le fait que (Z) est aussi une sous-martingale
(remarque 2.22). Pour rendre l'argument correct, nous allons donc remplacer 7' par le
temps d’arrét borné T An = min(T,n) en remarquant que sur {T" < n}, Zy = Zrp,,
d’ou
E(LrenZi) = B (Liren Zin,) -

Finalement,

1 1 1
P(T <n) < <E (Lgen Zih,) < BZin, < B2

ce qui compte-tenu de (2.8), acheve la preuve. ]

Corollaire 2.28 (Inégalité de Kolmogorov). Si les variables aléatoires X; sont indépen-
dantes, centrées, de carré intégrable, en posant S; := Zle X, on a

1
Vn eN, Vt >0, P(%l?gxn S| > t) < tEVarSn. (2.9)
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Preuve. On sait que (S,) forme une martingale pour la filtration donnée par JF, =
o(X;,7 < n). En prenant son image par la fonction convexe x + z?, on obtient une
sous-martingale, donc d’apres(2.6),

1 1
P( max S]2 > 1?) < t—ZESZ = t—zVar S

1<j<n

2
I ne reste plus qu’a noter que si les réels y; sont positifs, maxi<;<, yjz = (maxlgjgn yj> ,
d’ou )
2 2 2
P 552 0= P((a 91) 2 #) = (12 ),

pour en déduire (2.9). O

L’inégalité maximale de Doob permet notamment de démontrer une inégalité de
moments. Avant de le voir, on « rappelle » un résultat classique* permettant de calculer
les moments d’une variable aléatoire a ’aide de sa fonction de survie.

Lemme 2.29. Soient X une variable aléatoire positive et g une application continue
strictement croissante Ry — R, de classe C* sur R%.. Alors

+o0
Eg(X) = g(0) +/ P(X > s)d'(s) ds. (2.10)
0
En particulier, si Y est une variable aléatoire réelle quelconque, on a
“+oo
vpeR:, E[Y]= / psPLP(|Y] > s) ds. (2.11)
0

Preuve. On écrit que

9(X) = 90) + [ g () ds = [ To(s)g'(s)ds,

on reporte ceci dans Eg(X) = [, g(X)dP et on applique le théoreme de Fubini ... en
vous laissant le soin d'une rédaction détaillée. ]

Théoréme 2.30 (Inégalité de moments de Doob). Soit (M, ),en une sous-martingale
positive ou une martingale. Pour tout 1 < p < 400, il existe une constante universelle
cp telle qu’en notant
M; = max [ M),
Jj<n

on ait
Vn € N, E(M;:)p < cpE]Mn|p. (2.12)

La valeur optimale de ¢, est (;57)7, d’o

Vi e, BIMl, < E Ml (2.13)

4. Vous l'avez probablement vu un jour en exercice.
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Preuve de (2.12). Remarquons d’abord que (|M,|)nen) est une sous-martingale : parce
que |M,| = M, dans le premier cas, par le corollaire 2.21 dans le deuxiéme. Fixons ¢ > 0
et n € N arbitraires et définissons :

Xo = [MalLgpgoey, ot Zp=E(Xa|J;), 0<j<n

Alors (Z;)o<j<n est une martingale finie (et positive) par une adaptation immédiate de
Iexemple 2.6. On peut donc lui appliquer I'inégalité maximale de Doob (avec n fixé).
Avant cela, remarquons que puisque (|V/;]);<y,) est une sous-martingale :

Vj<n M| <E(M]| %)
— E(Xn + | M | L s, <t/23 | gjj)

=7+ E(|Mn|1{\Mn\§t/2} | ?ﬂ')

t
< Z,+ —-.
< g+2

En notant Z} := max,<, Z;, on en déduit que M} < Z* +t/2, d’on
P(M; >1t) < P(Zn+ 3> t) = P(Zn > 2).

Par I'inégalité maximale de Doob appliquée & la martingale finie (Z;)o<;<n, on obtient :

2 2

2
P(M;; > 1) < “BZ, = “EX, = “E[Mu[Ln, 52

~

Comme t > 0 était arbitraire, on peut utiliser cette inégalité dans la formule (2.11)
appliquée a Y = M pour obtenir :

+o0
E(M:;)p < 2/0 ptp_2E|Mn|1{‘Mn‘>t/2} dt.

En intervertissant les intégrations (grace au théoreme de Tonelli), il vient :

AMal %)
E(M:) < 2E |Mn|/ pr ) = B[,
0 p—

Ceci démontre (2.12) avec la constante ¢, = 2”p/(p — 1). Pour la valeur optimale de c,,
voir [1, Th. 3.6, p. 29]. O

Pour terminer cette section, nous allons établir « I'inégalité des montées » de Doob,
qui sera un outil pour démontrer le théoréme de convergence des martingales. Soit Z =
(Z)nen une suite de variables aléatoires (autrement dit, un processus stochastique indexé
par N). Fixons deux réels a < b. Le nombre U,, de montées de a a b entre I'instant 0 et
I'instant n est le nombre de fois ol le processus monte dun point en dessous de a jusqu’a
un point au dessus de b (chaque « montée » peut comporter des redescentes partielles,
on appelle montée le morceau de trajectoire de Z indexé par un premier instant (apres
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la montée précédente) ou Z est en dessous de a jusqu’au premier instant suivant ou
Z passe au dessus de b). On peut formaliser ceci en utilisant des temps d’arrét définis
comme suit :

puis par récurrence sur j :

Sjy1 =min{k > T}; Z), < a}, Tj41 = min{k > S;1; Z;, > b},

avec les conventions min ) = +o0o et max ) = 0 (ces temps d’arrét sont a valeurs dans
N). Les T; et les S; sont des temps d’arrét pour la filtration naturelle® de (Z,),en. Par
construction, on a 0 = Ty < 5; < T < Sy < Ty < S3 < --- et pour tout 7 > 1,
Zs, <a< b < Zr;. Avec ces notations, on a

U, =max{j <n;T; <n}.

Théoreme 2.31 (Inégalité des montées de Doob). Soit Z = (Z,,)nen une sous-martingale.
Pour a < b, le nombre U,, de montées de Z de a a b entre les instants O et n > 1 vérifie :

L Bz, — )t < L (BIZ,] + |a)). (2.14)

EU, <
U_b—a b—a

Preuve. Posons Yy := (Z, — a)™ = max(Z; — a,0). La fonction ¢ : z — (z — a)t est
convexe et croissante, (Y )ren est une sous-martingale (cf. exercice 2.8, en notant que
lp(z)| < |z| + |a|, donc chaque Y}, hérite de Uintégrabilité de Zy).

La configuration qui maximise le nombre de montées entre 0 et n, est celle ou Sy =
2k — 2, T), = 2k — 1 pour 0 < 2k — 1 < n. Donc clairement, Sg,q > 2k > k pour k > 1
et en particulier S, 1 > n. Ceci légitime la décomposition téléscopique suivante :

n

Yn = Yn/\Sl + Z (Yn/\SH_l - Yn/\&-)

i=1

— InASy + i (Yn/\Ti - Yn/\Si) + i (Yn/\Si+1 - Yn/\Tl) . (215)
i i=1

=1

Pour tout 7 € N*, Zg, < a, donc
Vie N, Y5 =0. (2.16)
De méme, Zy, > b, dou Zr, —a>b—a>0et Y = (Zy, —a)t = Zr, —a > b—a, donc
Vie N, Yr >b—a. (2.17)
Si U,, n’est pas nul, pour chaque i entre 1 et U,, 0 <nAS; =5, <T; =nAT;, <n,dou

si1<i< U, Yurr — Yons, > (b—a). (2.18)

5. Vérifiez le en exercice.
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Sii > U,, alors T; > n et ou bien S; < n et Y,ns, = Ys, = 0 d’apres (2.16), auquel cas
Yorr, — Yons, = Y, > 0, ou bien S; > n et alors Y, 1, — Yons, =Y, — Y, = 0. Ainsi,

Gréce aux inégalités (2.18) et (2.19), il est clair que

n

> (Yant, = Yans,) = (b= a)U,. (2.20)

=1

Cette inégalité reste vraie si U, = 0 puisque le premier membre est toujours positif. En
combinant (2.20) avec (2.15) et en notant que Y, 55, > 0, il vient :

(b - CL i ( nASi+1 n/\T)

et comme toutes les v.a. intervenant dans cette inégalité sont intégrables,

n

(b—a)BU, <EBY, =" (EYos,, — EYuur,).

i=1

Comme n A T; et n A S;y1 sont deux temps d’arrét bornés par n et n AT; < n A Siy1,
le théoreme d’arrét de Doob pour les sous-martingales (th. 2.23) nous donne 'inégalité
EY, 1, < EYuas,.,. Donc tous les termes de la somme indexée par 4 ci-dessus sont
positifs, d’ou

(b —a)EU, < EY,,

ce qui établit la premiere inégalité dans (2.14). La deuxiéme est évidente. O

2.5 Théorémes de convergence

En analyse réelle élémentaire, il est bien connu que toute suite croissante et bornée
de nombres réels converge dans R. Le premier théoréeme limite de cette section peut étre
vu comme une extension aux sous-martingales de cette propriété®.

Théoréme 2.32 (de convergence des sous-martingales). Soit (Z,)nen une sous-martingale
telle que sup, oy EZ < 400. Alors Z,, converge p.s. quand n tend vers l'infini vers une
variable aléatoire intégrable Z.

Il importe de noter que I’énoncé affirme seulement que Z € L!, pas que la convergence
a lieu au sens L. On ne peut donc pas déduire de ce théoréme la convergence de EZ,,
vers EZ.

6. Avec un peu d’imagination. .. D’ailleurs si on considéere la sous-martingale dégénérée Z,, = c¢,,, ou
(cn) est une suite croissante de réels, le théoréme 2.32 redonne ce résultat d’analyse élémentaire.
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Preuve. Pour montrer la convergence presque siire, considérons pour a < b rationnels
quelconques, les événements

Aup = {lim inf Z,, < a et limsup Z,, > b}

n—+0o0 n——+o0

Notons U, (a,b) le nombres de montées de a a b entre les instants 0 et n. La suite de
variables aléatoires entieres (U, (a,b))nen est croissante, donc converge vers une variable
aléatoire U(a,b) a valeurs dans N qui est le nombre total (éventuellement infini) de
montées de a a b pour le processus (Z,)nen. Par le théoreme de Beppo Levi (convergence
croissante), on a

11111 EU,(a,b) = EU(a,b) € R,.
D’autre part, I'inégalité des montées de Doob nous donne :

1 1
vn €N, EU.(a,b) < —B(Z, — )" < —(EZ +|a)).
—Qa — Qa

On en déduit que
EU(a,b) <

sup(EZ; + |a|) < +o0.

— @ neN
Par conséquent, la variable aléatoire positive U(a, b) est intégrable, donc en particulier
finie presque-stirement. Ceci signifie qu’avec probabilité 1, le processus (Z,,)n,en n'a qu'un
nombre fini de montées de a a b. Or sur A,;, le nombre de ces montées est infini, donc

P (Aa7b) = 0.
Posons maintenant

n—-400 n—-—4o00

A= {lim inf Z,, < lim sup Zn}

et notons que le complémentaire de A est exactement I’événement « Z,, converge dans
R ». Parce que A s’écrit comme union dénombrable

A= U Ay
a,beQ
a<b
d’évenements de probabilité nulle, P(A) = 0. Ceci établit la convergence presque stire
de Z,, vers une variable aléatoire Z & valeurs dans R.
A ce stade, on ne peut affirmer que P(|Z| = 4+00) = 0, mais la question se résoudra
d’elle-méme quand on aura montré I'intégrabilité de Z. Par le lemme de Fatou,

E|Z|=E lim |Z,|=Eliminf|Z,| <liminf E|Z,|,
n—-+00 n—+-00 n—-+o0o
le probleme se réduit a I'obtention d’une majoration uniforme de E|Z,|. Pour cela on

remarque que
Zl = Zy + Z, = Z) +(Zy — Zn) = 22, — Zn,
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d’ou
E|Z,| = 2EZ" — EZ, < 2EZ} — EZ, (2.21)
puisque, (Z,) étant une sous-martingale, EZy; < EZ,,. Finalement,

E|Z| <liminfE|Z,| < supE|Z,| < 2supEZ —EZ; < 400,
n—+00 neN neN

ce qui acheve la preuve. O

Remarque 2.33. Comme sous-produit de la démonstration ci-dessus, 'inégalité (2.21)
a l'intéressante conséquence suivante.

a) Pour une sous-martingale (Z,,), sup, ey E|Z,| < 400 équivaut a sup,,.y EZ;" < +o0.

b) Pour une surmartingale (Z,,), sup,,cy E|Z,| < 400 équivaut a sup, .y EZ, < +o0.

Du théoreme 2.32 on déduit immédiatement le résultat symétrique pour les surmar-
tingales.

Théoréme 2.34 (de convergence des surmartingales). Soit (Z,)nen une surmartingale
telle que sup,cy EZ,, < 400. Alors Z,, converge p.s. quand n tend vers l'infini vers une
variable aléatoire intégrable Z.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le théoreme 2.32 a la sous-martingale (—Z,),en en notant
que (—Z,)" =max(—7,,0) = Z, . O

Corollaire 2.35. La suite (Z,)nen converge p.s. vers une v.a. intégrable Z dans chacun
des cas sutvants :

a) (Zp)nen est une martingale, une surmartingale ou une sous-martingale bornée dans
L', autrement dit sup,,.y E|Z,| < 400 ;

b) (Zn)nen est une sous-martingale majorée par une v.a. intégrable X (Vn € N, Z, < X
p.s.);

¢) (Zn)nen est une surmartingale minorée par une v.a. intégrable ;

d) (Zn

e) (Zn

Preuve. Dans le cas a), il suffit de remarquer que sup,,cy E|Z,| majore sup, .y EZ} et
sup,eny EZ,, et d’appliquer I'un des théoremes 2.32 ou 2.34. Dans le cas b), grace a la
croissance de la fonction =z — %, Z, < X entraine ZT < Xt puis EZT < EX™T et
sup,ey EZ7 < EX' < +o00. En fait on n’a méme pas besoin que X soit intégrable,
il suffit que X le soit. Le cas ¢) se rameéne au b) en considérant la sous-martingale
(—Zn)nen. Les cas d) et e) sont évidemment des cas particuliers respectifs de b) et
c). O

Exercice 2.10. Soit (Z,)n,en une sous-martingale de décomposition de Doob Z, =
M, + A, + Zy, (A,) étant le processus croissant. On note A, la limite p.s. (dans R
de A,. Montrez que sup,.yEZ < 400 si et seulement si sup,.yE|M,| < 400 et
EA, < +4o0. N

neN €st une sous-martingale négative ;

~— —

neN €st une surmartingale positive.

Pour obtenir des convergences de martingales au sens L!, nous aurons besoin de la
propriété suivante.
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Définition 2.36 (équi-intégrabilité). Soit J une partie de L*(Q, F, P). Elle est dite équi-
intégrable ou uniformément intégrable si

sup E (1X11(x150) —= 0. (2.22)
€

c——+00

Remarque 2.37. Listons quelques propriétés immédiates de 1’équi-intégrabilité.

1. SiJ = {Xo} (famille singleton), elle est équi-intégrable (par un argument simple de
convergence dominée).

2. Si J; et Jy sont équi-intégrables, leur réunion 1’est aussi.

3. Si J est une partie finie de L*(Q2, F, P), elle est équi-intégrable.

4. L’équi-intégabilité passe aux sous-familles : si J est équi-intégrable, toute sous-famille
J # 0 Vest aussi.

5. Toute famille équi-intégrable J est bornée dans L' : sup vy E|X| < +00. Pour le voir,
on prend par exemple € = 1 et par (2.22), il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout

X €3, E (IX[1(x)5) < 1 et donc E|[X| < c+1.

Exercice 2.11. Donnez un exemple de famille J bornée dans L! qui n’est pas pas équi-
intégrable. <

Voici deux conditions suffisantes classiques d’équi-intégrabilité.

Proposition 2.38. La famille J dans L*(Q,F, P) est équi-intégrable dans chacun des
cas suvants.

a) J est bornée dans LP pour unp > 1 : supyq E|X|P < 400.
b) J est dominée par une v.a. intégrable Y : VX € J, | X| <Y p.s.

Preuve. Pour le a), on utilise la croissance de x +— 2P~! pour voir que sur I'événement
{IX] > c}, on a|X/c|P™' > 1, dou | X| < |X||X/c[P~! = | X|Pc!P. En prenant Pespé-
rance, il vient :

E (IX[1x5q) < ¢ PEIXPP < me'

avec m = supy g E|Y|P < 400 par hypothese. On a donc bien convergence uniforme sur
J de E(|X|1{x|>¢) vers 0 quand c tend vers I'infini. Notez que les inégalités ci-dessus
restent vraies si p = 1 mais ne permettent pas de conclure a cette convergence.

Dans le cas b), pour tout X € J, | X| <Y, d’ou l'inclusion {|X| > ¢} C {|Y| > ¢} et
l’inégalité 1{|X\>c} S 1{|Y|>c}' On en déduit :

VX eJ, E (|X|1{\X|>c}) <E (|Y|1{|Y|>c}) )

d’ott la conclusion, puisque Y étant dans L', la famille singleton {Y} est équi-intégrable.
m

Voici maintenant un exemple important de famille équi-intégrable.
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Proposition 2.39. Soit Z € L'(Q,F, P). Alors la famille
J= {E(Z | 9); G sous-tribu de .’f}

est équi-intégrable.

Remarque 2.40. Comme ’équi-intégrabilité passe aux sous-familles, on en déduit
que pour toute filtration F,, la martingale (E(Z | F,))nen, cf. exemple 2.6, est équi-
intégrable.

Preuve. Pour alléger les écritures, notons
Zg=E(Z|G), Ag.:=1{|Zg|>c}.

Comme Zg est G mesurable, Ag . est dans G et son indicatrice est § mesurable. Avec ces
notations, il s’agit de vérifier que E(|Zg|14, ) tend vers 0 quand c tend vers I'infini, uni-
formément en G. Par G mesurabilité de 1 Ag. €6 croissance de 'espérance conditionnelle
et de 'espérance, on a :

E(|Zs[14,.) = EIE(Z | §)14, | = E[E(Z14,, | §)| < EE(|Z[14,, | ) = E(|Z]14,,).
Ensuite on écrit que pour tout b > 0,
B(1Z[1ag.) = E(|Z[1as Lgz12n) + B(1 2145, 1y250)
< bP(Age) + E<|Z|1{|Z|>b})
b

< “E|Zg| + E(1Z11z1)-

Notons enfin que
E|Zs| = E[E(Z | §)| < EE(|Z] | §) = E|Z|.

En résumé, nous disposons maintenant de la majoration

b
E(|Zg|14, ) < EE|Z| +E<|Z|1{\Z\>b})a

J,¢

valable pour tous réels b, c > 0.
Fixons € > 0 arbitraire. Par équi-intégrabilité de la famille singleton {Z}, il existe
un b(e) > 0 tel que

E(|Z!1{|Z\>b<s>}) <&
Le réel b étant ainsi choisi, nous pouvons trouver ¢, tel que pour tout ¢ > c,,
b(e
QE|Z | <e.
c
Et finalement, pour tout ¢ > ¢., E(|Zg|14, ) < 2e. Comme ¢ > 0 était quelconque et ¢,
ne dépend pas de la tribu G, on a bien établi la convergence uniforme annoncée. n
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Avant d’étudier l'utilisation de 1'équi-intégrabilité pour établir la convergence L!,
voici un théoreme « préparatoire ». En dépit du caractere assez élémentaire de sa preuve,
ce théoréeme contient entre autres le théoreme de convergence dominée.

Théoréme 2.41. Si la suite de variables aléatoires (Z,)nen converge en probabilité vers

une v.a. intégrable Z et vérifie :

+o0
sup P(|Z,] > t)dt = 0, (2.23)

neN Jc¢
alors Z, converge vers Z au sens L' et en particulier, lim,_. . EZ, = EZ.

Preuve. La condition (2.23) implique la convergence de chacune des intégrales de Rie-
mann généralisées [, P(|Z,| > t)dt = E|Z,| et donc l'intégabilité des Z,. D’autre
part puisque E|Z| < 400, l'intégrale [,;F> P(|Z| > t) dt converge, d’ott

/m P(|Z| > t)dt —— 0. (2.24)

c——+00

Fixons € > 0 arbitraire. Dans la représentation intégrale
+oo
E|Z, — 7| = / P(|Z, — Z| > t) dt
0

effectuons le découpage [, = [5 + [+ [, ot le choix de ¢ > € sera précisé dans un
instant. Pour cela, on effectue la majoration suivante :

+

/ (|Z—Z|>tdt</ |Z\+|Z|>t)dt
</ |Z|> dt+/ |Z|> )dt
_2/ |Z|>sds+2/ P(|Z] > 5)ds

En raison de (2.23) et (2.24), on peut trouver un ¢ = ¢(e) > ¢ indépendant de n tel que
cette somme soit majorée par €.

Ayant ainsi choisi ¢, on utilise la décroissance de la fonction t — P(|Z, — Z| > t)
pour obtenir :

/CP(|Zn _Zl>dt < /CP(|Zn 2| > e)dt < cP(|Z — 7| > ¢).

Comme par hypothese Z,, converge en probabilité vers Z, on peut trouver un ng = ng(¢)
tel que

Vi > no, / P(|Zy — Z| > t)dt < cP(|Z, — Z| > ) < &

Compte-tenu de la majoration évidente [5 P(|Z, — Z| > t)dt < e, on voit finalement
que :

+o0
Vi >no, E|Z,— Z| :/ P(|Z, — Z| > t)dt < 3e.
0
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Comme ¢ était quelconque, ceci établit la convergence L de Z,, vers Z.
L’interversion limite espérance est une conséquence immédiate de la convergence L!
puisque |[EZ, — EZ| < E|Z, — Z|. O

Exercice 2.12. 1) Montrez que dans le théoreme 2.41, I'hypotheése d’intégrabilité de
Z est superflue. Indications : vérifiez d’abord que (2.23) implique sup,,cy E|Z,| < +o0
puis utilisez le lemme de Fatou.

2) Justifiez l'affirmation « ce théoreme contient le théoréme de convergence dominée
(pour les suites de v.a. sur (Q,F, P)) ». q

La condition (2.23) ressemble a I’équi-intégrabilité. Cette ressemblance n’est pas
fortuite.

Lemme 2.42. La condition (2.23) équivaut a ['équi-intégrabilité de la suite (Z,)nen.
Dans la suite nous n’aurons besoin que de 'implication équi-intégrabilité = (2.23).

Preuve. Pour montrer que 1’équi-intégrabilité de la suite (Z,),en implique (2.23), on
écrit
+oo
E(|Za/10z2,5) = /0 P(1Za 1z, 5 > t) dt
et on essaie de se débarasser de l'indicatrice dans l'intégrale. Pour cela, notons que :

V> 0,¥e >0, {|Zul1gz. 50 >t} = {|Za] > max(c,t)}

et par conséquent, pour tout n € N et tout ¢ > 0,
E(1Zu10z.50) = / P(1Z,] > max(c, 1)) dt
cP(|Z0] > ©) +/ P(|Z,] > 1) dt (2.25)
Comme cP(|Z,| > ¢) est positif, on en déduit que pour tout n € N
¥n €N, / P(1Z,] > t)dt < E(|Zu|1qz,50).

L’équi-intégrabilité de (Z,)nen implique donc bien (2.23).
Pour la réciproque, au vu de la décomposition (2.25), obtenue sans hypothese parti-
culiere sur la suite (Z,), il suffit de vérifier que (2.23) implique la convergence uniforme :

supcP(|Z | > ¢) = 0. (2.26)

Pour cela on utilise la minoration :
+
/ P(|Z,] > ) dt >/ (1Za] > £)dt > (2¢ — &) P(|Z0] > 2¢),
d’ou

sup cP(|Z,] > 2¢) —— 0
neN —+oo

ce qui équivaut a (2.26). ]
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Le lemme 2.42 nous permet de reformuler le théoreme 2.41 sous la forme plus classique
sulvante.

Théoréme 2.43. Si la suite de variables aléatoires (Z,)nen converge en probabilité vers
une v.a. intégrable Z et est équi-intégrable, elle converge aussi au sens L' vers Z et en
particulier, lim, ., EZ, = EZ.

La aussi 'hypothese d’intégrabilité de Z est superflue (cf. exercice 2.12).

Exercice 2.13. Soit (X;);ey une suite i.i.d. de variables aléatoires de Bernoulli de pa-
rametre p €]0, 1[. Vérifiez qu’elle est équi-intégrable mais ne contient aucune sous-suite
convergente dans L. <q

Exercice 2.14. Equi-intégrabilité et relative compacité dans L.

1) Pour ¢ > 0, on note f. la fonction définie par f.(t) =0sit <c—1,1sit >c
et t —c+ 1 sur |c — 1, c]. Montrez que 'équi-intégrabilité d’une famille J de L}(Q, &, P)
équivaut a :

c——+400

sup E (|X[/e(|X1)) —— 0.
Xel

2) Montrez que si J est une partie relativement compacte de L1(Q, F, P), elle est équi-
intégrable. Indications. On ne perd pas de généralité en supposant que J est compacte
(pourquoi 7). On pourra montrer que pour € > 0 fixé, F, = {z € J; E(|X|f.(|X])) > ¢}
est un fermé de L! et que NesoFL = 0.

3) En déduire la réciproque du th. 2.43. q

Exercice 2.15. Une caractérisation de la relative compacité dans L.

On dit qu'une famille J de L}(Q, F, P) est séquentiellement relativement compacte
pour la convergence en probabilité (SRCCP) si de toute suite de variables aléatoires de
J on peut extraire une sous-suite convergente en probabilité.

1) Montrez que J est relativement compacte dans L'(Q, F, P) si et seulement si elle
est SRCCP et équi-intégrable.

2) Montrez que des deux conditions SRCCP et équi-intégrabilité, aucune n’implique
I'autre. <

Théoréme 2.44 (de convergence des martingales). Soit (M, )nen une martingale pour la
filtration (F,,)nen- Si elle est équi-intégrable, elle converge presque sirement et au sens L
vers une variable aléatoire M. De plus (M, )nen est fermée par My, : M,, = E(My, | F,)
pour tout n.

Preuve. En raison de son équi-intégrabilité, la suite (M, )nen est bornée dans L', cf.
remarque 2.37. Par le corollaire 2.35, elle converge p.s. (et a fortiori en probabilité) vers
une v.a. intégrable que nous notons M,,. Par le théoreme 2.43, cette convergence a lieu
aussi au sens L.
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Pour vérifier que (M, ),en est fermée par M, fixons un entier n et rappelons que
lopérateur E5, : X — E(X | 5,) est continu sur L'(2,F, P). Par la propriété de
martingale on a :

VJ Z n, Mn = Egn(M])
Quand j tend vers l'infini M; tend vers M, au sens L' et par continuité de Es,, on

obtient :
M, =Eg (My) =E(My | F,).

Comme n était quelconque dans N, la martingale est fermée par M. O

Proposition 2.45 (caractérisation des martingales fermables).

a) Une martingale est fermable (ou réguliére) si et seulement si elle est équi-intégrable.

b) Une martingale est fermable (ou réguliere) si et seulement si elle converge au sens
L.

Preuve. La caractérisation a) s’obtient en combinant le théoréme 2.44 avec la propo-

sition 2.39 (plus précisément avec la remarque 2.40). La caractérisation b) découle du
théoremee 2.44 et de l'exercice 2.14 (réciproque du th. 2.43). O

En se rappelant la proposition 2.38 a), on obtient le corollaire suivant du théoréme
de convergence des martingales.

Corollaire 2.46. Si la martingale (M,)nen est bornée dans LP pour un p > 1, elle
converge p.s. et au sens L1 vers une v.a. My et est fermée par M.

Exercice 2.16. Soit (a;);en une suite de réels et (€;);en une suite de variables aléatoires
indépendantes, centrées et de carré intégrable. On note 0? = Var ¢;. Montrez que la série

% aje; converge p.s. et au sens L dés que Y% a?0? < +oo. Q

La partie convergence L! dans le théoréme 2.44 s’étend immédiatement aux sous-
martingales et surmartingales.

Théoréme 2.47 (convergence L' des sous- et surmartingales). Si (Z,)nen est une sous-
ou surmartingale équi-intégrable, elle converge p.s. et au sens L.

Preuve. Dans le cas sous-martingale, il suffit de reprendre la preuve de la convergence
L! dans le th. 2.44. Si (Z,,)nen est une surmartingale, (—Z, ) en €st une sous-martingale
et ’équi-intégrabilité de (Z,)nen équivaut a celle de (—Z,)nen- O

N, qui converge

Exercice 2.17. Soit (Z,,)nen une sous-martingale pour la filtration (F,,) e
)2 a

au sens L! vers une v.a. Z. Montrez que pour tout n € N, E(Z | &

Exercice 2.18. Montrez que si (Z,)nen €st une sous- ou surmartingale bornée dans L?
pour un p > 1, elle converge au sens L” pour tout 1 < r < p. <

Suite a cet exercice, il est naturel de se demander si une martingale bornée dans L?
converge au sens L?. La réponse est positive, cf. Neveu [5, prop. IV-2-7 p. 67]. Nous nous
contenterons de la preuve du cas p = 2 qui est particuliérement simple”.

7. En fait on aurait pu la donner en exercice dés le début de ce chapitre pour la partie convergence
L? qui ne requiert que la définition des martingales.
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Théoréme 2.48 (convergence L? des martingales). Si (M, ),en est une martingale bor-
née dans L2, elle converge p.s. et au sens L2.

Preuve. Comme (M,)nen est équi-intégrable, on sait déja qu’elle converge p.s. et dans
L!. Pour établir la convergence L?, nous allons vérifier que (M, )qen est une suite de
Cauchy dans I'espace complet L?. Le point clé est le calcul de || My — M;||3 pour k > j,
olt 'on utilise la propriété de martingale E(M;, | ;) = M;, d’ot EMM; = EM :

E(M, — M;)*> = EM}; — 2EMM; + EM; = EM; — EM. (2.27)

La suite de réels (EM?2),cy est croissante (parce que (M?) est une sous-martingale
ou comme sous-produit du calcul ci-dessus qui montre que pour k > j, EM? — EMj2
est positif). Comme (M, ),en est bornée dans L2, (EM?),cn est bornée dans R, . Elle
converge donc dans R, et c’est une suite de Cauchy. En utilisant (2.27), on en déduit
immeédiatement que (M, ),en est une suite de Cauchy dans L2. O

Pour étudier le comportement asymptotique d’'une martingale (M,,) dans L?, il est
utile de considérer le processus croissant de la décomposition de Doob de la sous-
martingale M?2. Voici un premier résultat reliant le comportement de (M,,) & celui de ce
processus.

Proposition 2.49. Soit (M, ).en une martingale de L? vérifiant My = 0. Soit (Vy,)nen,
le processus croissant dans la décomposition de Doob de la sous-martingale (M?)nen. On
note Vo la limite p.s. de la suite croissante de v.a. positives (Vy,)nen. St BV < 400,
(M) nen converge p.s. et au sens L2 et de plus

neN

E <sup Mﬁ) < 4EV,,. (2.28)

Preuve. D’apres la décomposition de Doob, (M2 — V,),en est une martingale et 1'es-
pérance commune & tous les termes de cette suite est E(MZ — V) = 0. Autrement
dit,
vneN, EM?=EV,.

Comme (V,,),en est une suite croissante de variables aléatoires positives, le théoreme de
Beppo Levi nous donne EM? = EV,, 1 EV,.. On a ainsi sup, .y EM? = EV,, < 400,
donc la martingale (M, ),en est bornée dans L? et converge p.s. et au sens L? par le
théoreme 2.48. Pour vérifier (2.28), on écrit I'inégalité de moments de Doob avec p = 2
pour la martingale M, :

2 2
vneN, E(M)*< <21> EM?,

ce qui s’écrit aussi

VneN, E <g€1§x M,f) < 4RV,

En faisant tendre n vers l'infini et en appliquant le théoreme de Beppo Levi a chacun
des deux membres de cette inégalité, on obtient (2.28). O
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Exercice 2.19. Utilisez la proposition 2.49 pour retrouver le résultat suivant. Si (Xj)g>1
est une suite de variables aléatoires indépendantes, de carré intégrable et d’espérance

nulle telle que /2 EX? < +o0, la série 3129 X}, converge presque-siirement et au sens
L? (on peut aussi obtenir ce résultat par le théoréme 2.48). Q

Exercice 2.20. Soit (M, ),en une (F,),en martingale de L? et (V;,)nen, le processus
croissant dans la décomposition de Doob de la sous-martingale (M?),en. Soit T un
temps d’arrét pour la filtration (F,)nen. Alors (Mra,) est encore une martingale pour
cette filtration, cf. exercice 2.5. Vérifiez que le processus croissant de la décomposition
de Doob de la sous-martingale (M3, )nen est exactement (Vg )nen- <

Théoréme 2.50 (loi forte des grands nombres pour les martingales dans L?).

Soit (My,)nen une (F,)nen martingale de L2 et (Vy,)nen, le processus croissant dans la
décomposition de Doob de la sous-martingale (M?),en. On note Vi, la limite p.s. de la
suite croissante de v.a. positives (Vy,)nen.

a) Sur l'événement {Vy < 400}, (M,)nen converge p.s. dans R.
b) Sur {Vy = +o0},

M, =o(f(Va)) ps., (2.29)
pour toute fonction croissante f : R, — R, vérifiant
+oo dt
— < +o00. 2.30
b < (2:30)

C’est le cas notamment des fonctions f(t) =t et f(t) = t'/?(In*(¢))* avec a > 1/2.
Preuve du a). Pour tout ¢ € N*, définissons le temps d’arrét :
T, :=inf{n € N; V41 > *},
avec la convention habituelle inf ) = +o00. Notons au passage que
{T. =400} ={VneN, V,; <} ={V, <}

La variable aléatoire T, & valeurs dans N est bien un temps d’arrét pour la filtration
(Fn)nen puisque la suite (V,11)nen est adaptée a (F,)nen-

Notons aussi que Vy, < ¢ (sur §2 tout entier) parce que ou bien T. est fini et alors
T, est le dernier indice avant que la suite croissante (V) ne dépasse strictement ¢, ou
bien T, = +o0 et sur I’événement correspondant, V., < c?.

Comme (Va1 )nen est le processus croissant de la décomposition de Doob de la sous-
martingale (M7, Jnen (cf. exercice 2.20) et comme la limite p.s. de ce processus est Vr,,
bornée par ¢ donc a fortiori intégrable, la proposition 2.49 nous dit que (Muar, )nen
converge p.s. vers une limite qui est une v.a. p.s. finie.

En particulier, sur I'événement {V,, < ¢?}, c’est-a-dire sur {7, = +oo}, les suites
(Mount, ) nen €t (M) nen sont les mémes et convergent p.s. vers une limite finie (autrement
dit, convergent p.s. dans R). D’ou

{Vyo <} € {(My)nen converge dans R } UN., P(N,) = 0.
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En passant a la réunion dénombrable indexée par ¢ € N*, on en déduit que
{Voo < +00} C {(M,,)nen converge dans R } UN, P(N) =0,

ce qui est précisément la traduction de « sur {V,, < 400}, (M,,)nen converge p.s. dans
R ». O

Preuve du b). Considérons la suite de v.a. (Z,),en définie par Zy = 0 et

My — M,
n>1, Z,= Y Tk
0<k<n 1 + f(‘/k—i-l)

Nous allons montrer que cette suite converge p.s. vers une limite finie et utiliser ensuite
le lemme de Kronecker pour en déduire (2.29).

On commence par vérifier que (Z,,),en est une (F,),en martingale. 11 suffit pour cela
de vérifier que pour tout n € N, E(Z,,.1 — Z, | F,) = 0. C’est bien le cas puisque

LIPS -
1+ f(Vyn) " L+ f(Vas1)

en raison de la F,-mesurabilité de V1 (et donc de toute fonction borélienne de cette
a.) et de la nullité de E(M,. .1 — M, | F,) due a la propriété de martingale de (M,,).
Notons (B, )nen le processus croissant de la décompostion de Doob de la sous-
martingale (Z2),cn. Nous allons vérifier que sa limite p.s. B, est bornée par une
constante. Pour cela, on majore son accroissement By, — By par le terme général d’une
série convergente. Un coup d’oeil dans la preuve de la décomposition de Doob nous
donne By — By, = E(Z2,, — Z} | F)), qu’il est commode de traiter comme suit :

E(Zyi1 — Zy | F) = E ( E(M,., — M, | F,) =

B(Z3, — 22| Fs) = B((Zes — Z)* | Fi) + B2k Zki1 — 227 | F)
((Zrsr = Ze)* | Ft) + 220 B( Zisr — 21| Fo)
((Zrir = 20)7 | F).

E
E

Nous avons simplement utilisé ici le fait que (Z,,) est une martingale et donc la méme
formule est valide en remplacant (Z,,) par (M,,). Ceci nous permet d’écrire :

Biy = By = E((Zin — Z)* | 1)

B (M1 — My)?
=k ((1 + f(Vig1))? | gk)

1
- (1+ f({/kﬂ))zE((MkH — My)? | gk)
1
S T WM — M )
Vk+1 - Vk

T+ fVi)?
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Par conséquent, en rappelant que By = 0,

n R VAR 74
B, = lim By.1 — By) = WAl TR
R =T )

Cette série converge a priori p.s. dans R, plus précisément, la double égalité ci-dessus
est valable sur un évenement €' de probabilité 1, sur lequel en particulier, la suite (V) ren
est croissante.

En utilisant cette croissance et la décroissance de (1 + f)~2, on voit que sur €,

400 Vk+1 Vit1 +o00 dt B
O R e R s o R

k=0

Donc sur ', B, < ¢, d’ou EB,, < ¢ < 400 et par la proposition 2.49, la martingale de
carré intégrable (Z,)nen converge p.s. dans R.

On remarque maintenant que la croissance de f avec la condition (2.30) impliquent
que f(t) tend vers 400 quand t tend vers +oo. Donc sur {V, = +oo}, 1 + f(V,41)
tend vers +oo. Par application du lemme de Kronecker ci-dessous, on en déduit que sur
I’évenement

{Voo = 400} N{(Z,)nen converge dans R},

1 - 1
—_— M1 — M, —(M,, — My) —— 0.
Ty (V) g Mot = M0 = gy (Ve = M) S
Ceci montre bien que sur {V,, = +oo}, M, = o(f(V,)) p-s. O

Lemme 2.51 (Kronecker). Soient (xy)ren une suite de réels et (by)ren une suite crois-
sante de réels strictement positifs tendant vers linfini, telles que la série

“+oo

> Tk converge dans R. (2.31)
=0 Ok
Alors
! zn: 0 (2.32)
— Y x, —— 0. )
bn =0 k n—-+00
Preuve. Posons N
0= 0, =% =0
k=0 br Jj=0"J
Avec ces notations, x;, = bk(ék — k1) et
1 n
. Z Ty = b Z bk(gk - 5k-1)
g n k=0
1 n 1 n—1
- bf Z bk‘gk - Z bj+1£‘
n f— n =0
1 n—1
=l — > (bjr1 —b;)e;.
n j=0
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Comme /¢,, converge vers le réel ¢, ce calcul réduit la vérification de (2.32) a celle de la
convergence

n—-+00

1 =
;Z i1 — bj)l; ——— L.

Cette convergence se prouve comme le théoreme de Cesaro. Comme b,, tend vers +o0,
cette convergence équivaut a :

bO 1 = 1
b£0+bn;)<bf+l bl o ¢

Définissons maintenant les coeflicients (¢, j)n>1,0<j<n PAr :

b biy1—0b;
Cn70:b70’ Cn,j:%71§j<n

n
Avec ces notations, le probleme se réduit a montrer que

n—1

Z Cn’]g m L. (233)
Les propriétés utiles des ¢, ; sont ici :
i) la positivité;
ii) pour tout n > 1, Yo<jcp Cnyj = 1;
iii) pour tout j fixé, lim, .4 ¢, ; = 0.
Gréace a ii), on peut réécrire (2.33) sous la forme
n—-—+00

E Cnj(lj =€) ——0. (2.34)

Puisque par hypothese ¢,, converge vers le réel ¢, pour tout € > 0, il existe par (2.31) un
entier j. tel que pour tout j > j., |¢; — ¢| < e. On a alors

n—1
f) < Z Cn,jwj —gl +¢e Z Cn,j < Z Cn,jwj _€| te.

J<Je J=Je J<Je

n—1
Z Cnj (¢
=0

Par iii), la somme },_; ci-dessus tend vers 0 quand n tend vers I'infini (¢ et j. étant
fixés). Par conséquent, il existe un entier ng(e) tel que :

Vn > ng(e), )| < 2e.

Comme € > 0 était quelconque, ceci établit (2.34) et achéve la preuve. O
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Remarque 2.52. Le théoreme 2.50 permet de retrouver une partie des lois des grands
nombres pour des sommes de variables aléatoires indépendantes. Le cas le plus simple
est celui d'une suite de v.a. (Xj)ken, i.i.d., centrées, de carré intégrable. Posons Sy =
0, S, = Sp Xp et 02 = Var X; = EX?. Alors (S,)neny est une martingale pour la
filtration définie par F,, = o(X;,i < n), n € N, et le processus croissant (V},)nen de la
décomposition de Doob de (S2),en se calcule tres facilement puisque :

Vo= Voot = B(S2 = Sy | Fart) = B((Sy = Su1)? | Fucn)
=E(X?|F,.1)=EX2 =07
d’ott V,, = no?. Le processus est donc déterministe et si 02 > 0, {V,, = +oo} = Q. En
appliquant le théoréme 2.50 avec f(t) = t, on obtient :
Sn p.s.
Zno_PSs

n n—+oo

0.

On retrouve ainsi la loi forte des grands nombres dans le cas i.i.d. (généralisation immé-
diate au cas ou les X; ne sont pas centrées en remplacant la limite 0 par EX;). Bien str
on est en droit d’attendre un résultat plus précis puisque d’apres la loi forte des grands
nombres de Kolmogorov-Khintchine, la convergence p.s. de S,,/n dans le cas i.i.d. équi-
vaut a l'intégrabilité de X; et qu’ici nous avons I’hypothese plus forte EX? < +oc.
Effectivement, en appliquant le théoréme 2.50 avec f(t) = t*/2(Int)?, pour 8 > 1/2, on
obtient :
Sh p.s.

Vn(lnn)P n—+too

cette derniere convergence peut aussi étre vue comme un corollaire immédiat de la LFGN

de Kolmogorov suivante pour les v.a. indépendantes (pas forcément de méme loi) et dans
L2

0. (2.35)

Théoréme 2.53 (LFGN de Kolmogorov). Soit (Xy)r>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes vérifiant :

a) pour tout k > 1, EX? < +00;

b) il existe une suite (by) de réels strictement positifs qui tend en croissant vers +0oo
telle que

= Var Xk

Z 3 < +00.
b

k=1 k

Alors (S, — ES,,)/b, converge presque sirement et dans L* vers 0. Si de plus b,'ES,,
converge vers m, S, /b, converge p.s. et dans L? vers m.

Il est intéressant de noter que cette LFGN de Kolmogorov peut a son tour, se déduire
assez facilement de la proposition 2.49 (mais pas directement du théoreme 2.50). C’est
I'objet des deux exercices suivants.

Exercice 2.21. Expliquez brievement pourquoi le lemme de Kronecker reste valable si
on remplace la suite réelle x;, par une suite de vecteurs d’'un espace vectoriel normé F’,
la convergence ayant alors lieu pour la distance associée a la norme de F. <
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Exercice 2.22. Déduire la LEFGN de Kolmogorov (th. 2.53) de l'exercice 2.19 et du
lemme de Kronecker. <

2.6 En guise de conclusion

Ce polycopié n’est qu'une ébauche incomplete. Voici quelques pistes pour compléter
cette introduction aux martingales.

On peut trouver une version simplifiée du théoreme limite central pour les martin-
gales® dans [1] et un énoncé de type Lindeberg-Lévy dans [2].

J’ai suivi essentiellement le plan d’exposition de Jacod-Protter [1]. La LEGN (th. 2.50)
pour des martingales L? se trouve sous cette forme dans Neveu [5]. Je n’ai pas parlé des
martingales inverses. On pourra en avoir un aper¢u dans [!] avec une élégante appli-
cation a la preuve de la LFGN pour des variables aléatoires i.i.d. et intégrables. Pour
une approche alternative couvrant bien le programme de l'agrégation, le chapitre 15
de Ouvrard [6] est une bonne lecture®. On y trouve aussi quelques exercices classiques
corrigés en détail (ruine du joueur, pile ou face et apprentissage, modele de porte-feuille
d’actions).

On trouvera des applications classiques des martingales en modélisation notamment
dans Bercu-Chafai [2] et dans Vallois [7] :

— algorithme de Robbins-Monro, [2];
bandit & deux bras, [2];

— modeles discrets pour marchés financiers [7];

— processus autoregressif, [2];

— processus de branchement (Galton-Watson), [7], [2];

— ruine d’une compagnie d’assurance, Foata-Fuchs [3]

Pour s’entrainer, on trouvera de nombreux exercices corrigés dans Baldi-Mazliak-
Priouret [1].

8. Ce théoreme n’est pas au progamme de I’agrégation.
9. Il est évidemment déconseillé de mélanger [1] et [6] en premiére lecture sur les martingales.
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