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Document mis à jour à l’adresse : http://www.lptms.u-psud.fr/christophe_texier/

Table des matières

1 Introduction 4
Conseils bibliographiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.2.1 Compressibilité et facteur de structure dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2.2 Expérience de diffusion et facteur de structure dynamique . . . . . . . . . . . . . . 40
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Denis Ullmo. J’adresse mes remerciements à Jean Dalibard dont le sujet d’examen de l’année
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stimulantes.

3



1 Introduction

Le développement de la physique statistique décrivant les situations à l’équilibre repose sur des
grands principes de portée universelle : le postulat fondamental de la physique statistique, etc.
Ceux-ci permettent de développer un cadre bien clair (ensembles de la physique statistique :
microcanonique, canonique, etc), l’étude concrête d’un problème ne requérant plus, en prin-
cipe, que d’enclencher une mécanique éprouvée, i.e. calculer la fonction génératrice appropriée :
entropie, énergie libre (fonction de partition), etc.

L’étude de la situation hors équilibre est nettement moins bien balisée, ce qui reflète la plus
grande richesse des aspects dynamiques et un relatif manque d’universalité. Une grande variété
d’approches est en général proposée (approche de Langevin, équation mâıtresse, équation de
Fokker-Planck, etc) dont les relations entre elles ne sont pas a priori évidentes et qui ne sont
pas fondées sur quelques grands principes.1 Bien que ces approches soient plus fréquemment for-
mulées dans un cadre classique, elles ont également trouvé des justifications dans le cadre quan-
tique (équation de Langevin quantique discutée au § 5.4.3 page 60, équation mâıtresse quantique
–équation pilote–, mouvement brownien quantique (annexe A), etc ; on pourra consulter les ou-
vrages de C. W. Gardiner [79, 80]). Ces approches proposent des outils permettant l’analyse
des propriétés statistiques des quantités physiques vues comme des processus aléatoires, i.e. de
leur structure temporelle. L’approche de ce cours est plus modeste à double titre : d’une part
nous allons nous intéresser uniquement à la moyenne des quantités physiques hors de l’équilibre
〈X(t)〉hors eq., d’autre part nous n’en considèrerons que la partie linéaire dans la � force � res-
ponsable de la mise hors de l’équilibre. Moyennant ces restrictions nous développerons ces idées
dans un cadre complètement quantique.

Excitation −→ Système −→ Mesure de la réponse

A B

systeme
f(t)

correlation

Figure 1 : Représentation schématique de la situation décrite par la relation (12) : La force
excitatrice f(t) se couple à l’observable A. Les dynamiques des observables du système sont
couplées (corrélations représentées par la double flêche). L’appareil de mesure suit l’évolution
de l’observable B.

Motivation pratique : Bien souvent l’information que nous avons provient d’une situation où l’on
sonde le système en appliquant une faible perturbation extérieure. On analyse alors la réponse
du système en mesurant diverses quantités (figure 1). C’est de cette réponse qu’on peut espérer
remonter aux propriétés microscopiques (comme le spectre des excitations).

On peut donner un exemple de cette situation : une structure métallique dont on étudie les
propriétés de transport électronique : on injecte un courant et on mesure une tension. La réponse
est caractérisée par une impédance.2

Le problème : étude de la dynamique d’un système mis hors équilibre.

1 Parmi les idées transversales : le théorème fluctuation-dissipation. Notons également les progrès récents quant
à sa généralisation à des situations fortement hors équilibre (théorème de Gallavoti-Cohen, égalité de Jarzynski,...).
Quelques références générales : [34, 38]

2Cet exemple n’est pas hors du cadre quantique : depuis plusieurs décennies il est possible de réaliser des
structures de dimensions micrométriques et d’étudier les phénomènes de conduction électrique dans un régime
quantique.
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La situation : commençons par une lapalissade : la théorie de la réponse linéaire s’intéresse au
régime linéaire, i.e. aux petites perturbations, ce qui nous amène à un traitement perturbatif
(classique ou quantique) des équations d’évolution.

Je développerai surtout une description quantique.

Mise hors équilibre : Nous allons discuter deux façons de mettre le système hors équilibre :
• réponse à une force extérieure se couplant à l’une des observables. Un type d’excitation im-
portant est le cas d’une excitation harmonique. On mesure alors la réponse fréquentielle.
• Relaxation : on relache une contrainte (on éteint une force) à t = 0 et on étudie l’évolution
pour t > 0. Nous verrons comment réponse et relaxation sont reliées.

Les fonctions de corrélation : Un résultat central est que la réponse du système à une ex-
citation extérieure (situation faiblement hors équilibre) est reliée à des fonctions
de corrélation d’équilibre. Étant induites par la dynamique, les évolutions temporelles des
observables A et B sont en général corrélées (ce que représente la flêche “↔” de la figure) ; la
réponse de l’observable B mesurée est donc contrôlée par ces corrélations. Nous pouvons ainsi
renverser la problèmatique et voir dans l’étude expérimentale de la situation faiblement hors
équilibre une manière d’étudier les corrélations à l’équilibre.

Les fonctions de corrélation joueront donc un rôle central. Pour chaque couple d’opérateurs
(A,B) nous allons introduire et discuter plusieurs (cinq !) fonctions de corrélation (deux dans le
cas classique). Fort heureusement elles sont toutes liées par deux contraintes : la causalité et le
théorème fluctuation-dissipation.

Fluctuation-dissipation : Une relation très importante est fournie par le théorème fluctuation-
dissipation, qui relie les fluctuations d’équilibre à la dissipation (l’irréversibilité). Ce théorème est
suffisamment important pour que nous en donnions d’ores et déjà un avant goût à travers deux
illustrations dans le cadre de la physique classique (une formulation plus générale du théorème
sera démontrée plus tard) :

1. Le mouvement brownien (Einstein 1905) : mv̇ = −γv+F (t) où 〈F (t)F (t′)〉 = 2Dγ2δ(t−t′)
(ce choix assure 〈x(t)2〉 ' 2Dt aux grands temps). En utilisant le théorème d’équipartition,
1
2m〈v

2〉 = 1
2kBT , et l’expression du corrélateur 〈v(τ + t)v(t)〉 = Dγ

m e−
γ
m
|τ |, on montre

que Dγ = kBT (relation entre coefficients cinétiques macroscopiques et fluctuations ther-
miques). La relation est parfois écrite à l’aide de la mobilité µ = 1/γ : D = µkBT .

Figure 2 : Albert Einstein (1879-1955).

2. Le théorème de Nyquist (1928) est l’analogue électrique.3 Considérons un circuit constitué
d’une résistance et une inductance. Les fluctuations thermiques induisent des fluctuations
de tension modélisées par un générateur fictif aux bornes duquel la tension U(t) fluctue :
on suppose 〈U〉 = 0 et 〈U(t)U(t′)〉 = SUδ(t− t′) (par définition SU est le spectre de bruit
de tension ; ici on a supposé que le bruit est blanc). On a Lİ = −RI + U(t). La relation

3 La théorie a été proposée par Harry Nyquist [43] et l’expérience réalisée par John B. Johnson [30].
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2Dγ2/γ = 2kBT vue dans le paragraphe précédent devient SU = 2kBTR : elle relie les
fluctuations de tension à la résistance (dissipation).4

Figure 3 : Harry Nyquist (1889-1976) et John B. Johnson (1887-1970).

La structure du cours :

• Le chapitre 2 introduit les différentes fonctions de corrélation. Nous discuterons les con-
séquences de la causalité des fonctions de réponse et le lien entre fonction de réponse et
dissipation.

• Dans le chapitre 3 est démontré un résultat central du cours, qui montre quelle fonction
de corrélation intervient dans la fonction de réponse. Nous obtiendrons une formulation
générale du théorème fluctuation-dissipation.

• Le chapitre 4 discute la structure spatiale de certaines fonctions de corrélation et suggère
comment extraire les informations microscopiques de celles-ci. La discussion s’appuie sur
le cas de la compressibilité (corrélation densité-densité).

• Une première application est étudiée dans le chapitre 5 : la mécanique quantique étant
basée sur une formulation hamiltonienne, la description des phénomènes dissipatifs n’est
pas évidente. Nous discutons quelques idées générales à travers différents modèles. En
particulier non étudierons le problème d’un oscillateur harmonique couplé à un “bain
d’oscillateurs” (un ensemble d’oscillateurs caractérisé par une densité spectrale continue).
Cette étude nous servira d’alibi pour introduire la méthode de Matsubara des fonctions de
Green à température finie, qui joue un rôle très important en matière condensée, notam-
ment. Une seconde méthode plus directe sera également présentée (la construction d’une
équation de Langevin quantique).

4 Bruit de Johnson-Nyquist et bruit de Shottky.– Il est bon de garder en tête que l’étude du bruit de courant
à travers une résistance conduit à considérer deux cas limites. (1) Le bruit de Johnson-Nyquist est le bruit de
courant dû aux fluctuations thermiques à l’équilibre : 〈I〉 = 0 et SI = 2kBT

R
. (2) Dans la situation hors équilibre,

lorsque 〈I〉 6= 0, le bruit de grenaille (Shottky) traduit la nature discrète des porteurs de charge : par exemple
le bruit d’une jonction tunnel dans le régime R � h/e2 est SI = e| 〈I〉 | à T = 0 K. La transition entre les deux
régimes se produit pour eR 〈I〉 ∼ kBT et est étudiée en TD. Puisque le cours s’intéresse au régime faiblement
hors équilibre, nous discuterons systématiquement le régime de Johnson-Nyquist.
Intérêt expérimental en physique mésoscopique : Dans la situation d’équilibre, les fluctuations sont contraintes
par le théorème fluctuation-dissipation. Leur étude n’apporte pas d’information supplémentaire par rapport à
une expérience de transport. La mesure du bruit de Johnson-Nyquist permet toutefois de calibrer une expérience
de bruit. En revanche le bruit de grenaille apporte de nouvelles informations par rapport aux expériences de
transport, et fournit un moyen puissant de sonder les propriétés des conducteurs mésoscopiques. L’étude du bruit
de grenaille dans ce contexte a stimulé une grande activité ces quinze dernières années. On pourra se reporter à
l’article [15].
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• Une seconde application des idées des chapitres 2 et 3 est présentée au chapitre 6 qui
donne une présentation succinte des propriétés de transport électronique dans les métaux.
La question des interactions et de l’écrantage est discutée dans un premier temps, puis
nous nous tournons vers le rôle du désordre dans le transport électronique.

Conseils bibliographiques

A. Réviser la mécanique quantique

• Un grand classique : C. Cohen-Tannoudji, B. Diu & F. Laloë [72].

• Deux excellents livres récents : J.-L. Basdevant & J. Dalibard [67] et M. Le Bellac [91].

• Encore plus récent (2011 pour la 1ère édition), assez condensé et avec une légère coloration

� matière condensée/physique mésoscopique �, [108]

B. Réviser la physique statistique à l’équilibre

• Le plus synthétique : l’excellent polycopié de cours d’A. Georges & M. Mézard [81].
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• Très (trop ?) complet et pédagogique : B. Diu, C. Guthmann, D. Lederer & B. Roulet [74]. Ne
pas se laisser effrayer par le volume (∼1000 pages) : le cœur de l’ouvrage (la partie � cours �)
ne fait que 235 pages, le reste étant une série de � compléments � et illustrations.

• Un ouvrage très agréable, avec une longue discussion sur les transitions de phases et les
phénomènes critiques : R. K. Pathria & P. D. Beale [102].
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Lifchitz � [90] (discussion détaillée des symétries).

• Très profond et complet, mais également plus difficile : R. Balian [65, 66] (en vf : édité chez
Ellipses en 1990).

C. Physique du solide

• Un livre assez descriptif et agréable : C. Kittel [87].

• Un ouvrage plus avancé très agréable et synthétique : J. Ziman [111].

• Un classique assez détaillé : N. Ashcroft & N. Mermin [64].
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D. Physique statistique hors de l’équilibre

Pour les chapitres 2 et 3
• Les chapitres 2 et 3 sont inspirés du cours du collège de France de C. Cohen-Tannoudji [70].

• Une référence canonique sur la réponse linéaire est le livre de R. Kubo, M. Toda & N. Hashit-
sume [89].

• Un livre récent qui couvre assez bien le sujet est le livre de Le Bellac, Mortessagne & Batrouni
[92]. On peut également mentionner le livre de Noëlle Pottier [105] (and [106] for the english
version).

• Le second tome de R. Balian aborde les aspects hors équilibre [66].

Pour le chapitre 4
• Ce chapitre est inspiré de l’ouvrage de Pines & Nozières [104].

Pour le chapitre 5
• Les cours du collège de France de C. Cohen-Tannoudji des années 88–89 et 89–90 [71].

• L’ouvrage de Gardiner & Zoller [80]. Le livre de Weiss [110] (plus difficile).

Pour le chapitre 6
• Citons quelques ouvrages sur le problème à N corps qui abordent les problèmes de transport.
Deux classiques (assez avancés) : Pines & Nozières [104] et Mahan [98]. Un autre livre récent,
également très avancé (sur les électrons corrélés) : Giuliani & Vignale [82]. On peut mentionner
les livres très pédagogiques et récents (plus faciles d’abord que ceux mentionnés précédemment) :
Bruus & Flensberg [68] et l’excellent livre d’Altland & Simons [63] utilisant l’intégrale de chemin.

• Sur la diffusion en milieu désordonné : Akkermans & Montambaux [61].
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2 Fonctions de corrélation et fonctions de réponse

La physique statistique permet de caractériser les fluctuations thermiques émergeant de la com-
plexité de la dynamique microscopique. Le langage probabiliste vient se substituer à l’analyse
de la dynamique à l’échelle élémentaire et les grandeurs physiques acquièrent le statut de � va-
riables aléatoires �. L’étude des aspects dynamiques, à l’équilibre ou hors de l’équilibre, ajoute
donc une dimension supplémentaire (le temps) X → X(t), requérant de faire appel à la notion
plus sophistiquée de � processus stochastique �.5 En particulier la caractérisation complète des
propriétés statistiques d’un processus X(t) requiert des outils mathématiques plus complexes :
la mesure de probabilité P[X(t)] est une fonctionnelle, etc. À un niveau simple, une première
information est fournie par l’étude de la fonction de corrélation à deux temps 〈X(t)X(t′)〉, ce
qui explique le rôle central que jouera ce concept dans ces notes. 6

Remarque : en mécanique quantique, une grandeur sera représentée par un opérateur X(t) à
l’instant t qui ne commute pas en général avec l’opérateur X(t′) si t 6= t′. On aura ainsi plusieurs
manières de construire des fonctions de corrélations, selon l’ordonnancement des opérateurs,
X(t)X(t′), X(t′)X(t), {X(t), X(t′)}, [X(t), X(t′)], etc. Cette remarque n’affecte cependant pas
la discussion du § ci-dessous.

2.1 Analyse de Fourier des processus aléatoires et théorème de Wiener-
Khintchine :

Convention pour la transformation de Fourier temporelle : La transformation de Fourier est définie
selon la convention

C̃(ω) =

∫ +∞

−∞
dt C(t) eiωt et C(t) =

∫ +∞

−∞

dω

2π
C̃(ω) e−iωt . (1)

Soit x(t) un processus aléatoire stationnaire, sur t ∈ [0, T ], caractérisé par sa fonction de

corrélation Cxx(τ)
def
= 〈x(t)x(t+ τ)〉, supposée rapidement décroissante. Étant stationnaire, on

préfèrera introduire sa transformée de Fourrier discrète 7

x̃n =

∫ T

0

dt

T
x(t) e+iωnt et x(t) =

∑
n

x̃ne−iωnt où ωn =
2nπ

T
avec n ∈ Z . (2)

|2>
ωn ∆ω∆ω

Analyseur

<|xn
~Signal x(t)

∆ω
Amplificateur/

1

Gain

ω
)=ω(S Σ

Figure 4 : Schéma d’un dispositif de mesure de bruit : le signal est amplifié, dupliqué et multiplié.
Le résultat est moyenné (en général pendant un temps long).

5 La théorie des probabilités désigne par � processus stochastiques � les � fonctions aléatoires �.
6Dans le cas très particulier où le processus est gaussien, ou plutôt la mesure est gaussienne P[X(t)] ∝

exp
{
− 1

2

∫
dtdt′X(t)A(t, t′)X(t′)

}
, la fonction à deux points caractérise toute l’information statistique.

7 Pour la transformée de Fourier spatiale on adoptera plutôt la convention fq =
∫
V

dr f(r) e−iqr, où q est

quantifié pour un volume fini, et f(r) = 1
V

∑
q fq e+iqr →

∫
dq

(2π)d
fq e+iqr.
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Spectre de bruit.– Soit ∆ω la largeur de bande de l’appareil de mesure (∆ω � 1/T ). On définit
le spectre de bruit comme la moyenne du module carré des composantes de Fourier appartenant
à [ω, ω + ∆ω] :

S(ω)
def
=

1

∆ω

∑
ωn∈[ω,ω+∆ω]

〈|x̃n|2〉 (3)

Le spectre de bruit est ce qui est mesuré dans une expérience de bruit : échantillon→ ampli/filtre
→ appareil de mesure.

Figure 5 : Norbert Wiener (1894-1964) & Aleksandr Yakovlevich Khinchin (1894-1959).

Théorème de Wiener-Khintchine.– En utilisant les hypothèses énoncées ci-dessus, on peut vérifier
que : 8

〈x̃nx̃∗m〉 =
1

T
δn,mC̃xx(ωn) (4)

où C̃xx(ω) =
∫ +∞
−∞ dτ Cxx(τ) eiωτ . Seules les fréquences opposées ωn et ω−n sont corrélées9. On

a donc :
∑

ωn∈[ω,ω+∆ω]〈|x̃n|2〉 = N∆ω
T C̃xx(ω) où N∆ω = ∆ωT/2π est le nombre de fréquences ωn

dans l’intervalle. Finalement nous obtenons

S(ω) =
C̃xx(ω)

2π
(5)

i.e. une relation entre le bruit (fluctuations à fréquence ω) et les corrélations (précisément la
TF). Des corrélations de courte portée temporelle sont donc responsable d’un large spectre de
bruit. À la limite de corrélations de portée nulle, on parle de “bruit blanc”.

ω1/τc

S (ω)

Figure 6 : Théorème de Wiener-Khintchine : la largeur du spectre de bruit est égale à
l’inverse du temps de corrélation du processus.

8 On écrit 〈x̃nx̃∗m〉 =
∫ T

0
dt
T

∫ T
0

dt′

T
eiωnt−iωmt

′
Cxx(t− t′) = 1

T

∫ T
0

dt′

T
ei(ωn−iωm)t′

∫ T−t′
−t′ d(t− t′)eiωn(t−t′)Cxx(t−

t′). L’hypothèse de corrélations de courte portée justifie l’approximation
∫ T−t′
−t′ d(t− t′) · · · →

∫ +∞
−∞ d(t− t′) · · · .

9 On peut également considérer des processus sur R en faisant T → ∞. La TF est alors définie comme
x̃(ω) =

∫
dt x(t)eiωt et on montre que 〈x̃(ω)x̃(ω′)〉 = 2πδ(ω + ω′)C̃xx(ω). La correspondance est assurée par les

substitutions x̃(ω)↔ T x̃n et 2πδ(ω − ω′)↔ Tδn,n′ .
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- Exercice 2.1 : Une application simple du théorème de Wiener-Khintchine est le calcul de
la fonction de corrélation de la vitesse pour le processus décrit par l’équation phénomènologique
de Langevin

dv(t)

dt
= −

∫
dt′ γ(t− t′) v(t′) + F (t) (6)

où F (t) est la force de Langevin (un processus stationnaire corrélé à courte portée). La friction
est décrite par une fonction causale γ(t), de largeur τm finie10. Montrer que

Cvv(τ) =

∫ +∞

−∞
dω

C̃FF (ω)

2π︸ ︷︷ ︸
SForce(ω)

e−iωτ

|γ̃(ω)− iω|2
(7)

Retrouver le résultat pour le mouvement brownien [CFF (τ) = 2Dγ2δ(τ) et γ(t) = γ δ(t)].

Figure 7 : Paul Langevin (1872-1946).

- Exercice 2.2 : On consière maintenant le cas d’une force de Langevin corrélée sur un temps
τc (temps microscopique) : CFF (t) = 2Dγ2 1

2τc
e−|t|/τc . On s’attend à ce que la fonction γ(t) soit

alors de largeur τm finie ; supposons que γ(t) = γ θ(t) 1
τm

e−t/τm . Les trois temps du problème

satisfont : τc . τm � 1/γ. En analysant les résidus de |γ̃(ω) − iω|−2 justifier l’approximation
τm → 0 tout en gardant τc fini, ce qui simplifie le calcul de l’intégrale. Montrer alors que
Cvv(τ) = Dγ

1−(γτc)2 [e−γ|t| − γτce−|t|/τc ]. Analyser le comportement du résultat aux petits temps.

2.2 Fonctions de corrélation et fonctions de réponse

Notations.– Nous considérons un système (d’une ou plusieurs particules, en interaction ou non)
dont la dynamique est décrite par le hamiltonien H0. Nous notons {En, |ϕn 〉} le spectre de cet
hamiltonien. Soient A et B deux observables particulières (ex : position, impulsion, densité de
particules, courant,...).

Matrice densité.– (introduit par von Neumann & Landau en 1927) quelques rappels : (cf. Réfs. [65,
74]) :

• ρ = |ψ 〉〈ψ | décrit un état pur (système dans l’état |ψ 〉 avec probabilité 1).

• Soit {|ψa 〉} une base orthornormée ; ρ =
∑

a Pa|ψa 〉〈ψa | décrit un mélange statistique
(où les Pa sont les probabilités d’occupation des états quantiques |ψa 〉). Le calcul de la

10 On peut justifier le choix de cet effet de mémoire de la manière suivante : si la force de Langevin est corrélée
sur un temps τc, l’irreversibilité (la dissipation et la friction) ne se manifestent que pour des temps t� τc. Il est
donc plus naturel de postuler que l’équation est de la forme v̇ = −γ v+ F (t) où v est une moyenne temporelle de
v (à distinguer de la moyenne d’ensemble 〈· · ·〉) sur un temps typique τm avec τc . τm � τrelax avec τrelax = 1/γ.
Nous verrons au chapitre 5 que les modèles quantiques de dissipation conduisent naturellement à une fonction
γ(t) de largeur finie.
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moyenne, statistique et quantique, d’une observable A s’effectue efficacement à l’aide la

matrice densité : 〈A〉 =
∑
a

Pa︸ ︷︷ ︸
statistique

〈ψa |A|ψa 〉︸ ︷︷ ︸
quantique

= Tr {ρA}.

• Lorsque le système est à l’équilibre thermodynamique et en contact avec un thermostat
on a ρ0 = 1

Zβ
e−βH0 avec Zβ

def
= Tr

{
e−βH0

}
. Dans le cas grand canonique ρ0 ∝ e−β(H0−µN)

où N est l’opérateur nombre de particules.

• La matrice densité11 obéit à l’équation d’évolution (équation de von Neumann, version
quantique de l’équation de Liouville) :

d

dt
ρ(t) =

i

~
[ρ(t), H(t)] . (8)

Moyennes des observables.– La dernière relation nous permet donc d’exprimer des moyennes
d’observables dans des problèmes dépendant du temps. Il est utile de comparer les deux points
de vue de Schrödinger et de Heisenberg. Introduisons l’opérateur d’évolution U(t) obéissant à
i∂tU(t) = H(t)U(t) pour la condition initiale U(0) = 1 (notamment U(t) = exp

[
− (i/~)Ht

]
si

H est indépendant du temps).

• Dans le point de vue de Schrödinger, l’évolution temporelle est entièrement supportée par
la fonction d’onde, i.e. par la matrice densité ρ(t).

• Dans le point de vue d’Heisenberg, ce sont les observables qui portent la dépendance
temporelle : AH(t)

def
= U†(t)AU(t). L’équation d’évolution est

d

dt
AH(t) =

i

~
[HH(t), AH(t)] (9)

où HH(t) = U†(t)H(t) U(t) (notons que HH(t) = H pour un problème indépendant du
temps). Les moyennes sont calculées dans un état de référence, i.e. avec une matrice ρ0.

La moyenne de l’observable est donc écrite dans les deux points de vue

〈A(t)〉 = Tr {ρ(t)A} = Tr {ρ0AH(t)} (10)

ce qui permet de mieux comprendre la remarque de la note de bas de page 11.

Fonction de réponse : définitions.– Soit f(t) une “force” extérieure conjuguée à une grandeur
physique A : i.e. l’énergie contient la contribution

Ĥpert(t) = −f(t) Â (11)

L’Hamiltonien complet est H(t) = H0 +Hpert(t).
La fonction de réponse χBA(t) caractérisant la réponse linéaire à cette perturbation est

définie comme :

〈B̂(t)〉f
def
= 〈B̂〉+

∫ +∞

−∞
dt′ χBA(t− t′) f(t′) +O(f2) (12)

11 Il n’est pas inutile d’insister sur le point suivant : bien qu’on parle de matrice ou d’“opérateur” densité,
celui-ci ne doit pas être confondu avec une observable. ρ(t) ne fait qu’encoder l’information sur l’état
quantique. C’est la raison pour laquelle l’équation de Liouville fait apparâıtre un signe opposé à l’équation du
mouvement de Heisenberg (9).
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où 〈· · ·〉 et 〈· · ·〉f désignent respectivement la moyenne en l’absence et en présence de la pertur-
bation :

〈B〉 def
= Tr{ρ0B} (13)

〈B(t)〉f
def
= Tr{ρ(t)B} (14)

Quelques remarques :

• Puisque nous recherchons la réponse à l’ordre O(f1), la fonction de réponse est d’ordre
O(f0), i.e. χBA(t) est une propriété d’équilibre (i.e. de l’hamiltonien H0).

• Notons que la fonction χBA(t) est causale, χBA(t < 0) = 0 (nous en analyserons plus bas

les conséquences).

Réponse impulsionnelle versus fréquencielle.– Si f(t) ∝ δ(t), la réponse linéaire de
〈B(t)〉f est directement proportionnelle à χBA(t), d’où le nom de fonction de réponse impul-
sionnelle.

Sa transformée de Fourier est appelée la fonction de réponse fréquentielle

χ̃BA(ω)
def
=

∫
dt χBA(t) eiωt (15)

La réponse linéaire à une excitation harmonique f(t) = fω cosωt = Re[fω e−iωt] est donc

〈B(t)〉f = 〈B̂〉+ Re
[
χ̃BA(ω)fω e−iωt

]
+O(f2) (16)

Puisque la fonction de réponse est complexe, notons que la réponse est en général déphasée par
rapport à l’excitation.

Un des principaux objectifs du cours sera de calculer la fonction de réponse χBA(t).

Remarque : Il peut être nécessaire de rajouter une partie imaginaire à la fréquence ω →
ω + i0+ pour assurer la convergence de l’intégrale (15). Le terme supplémentaire e−0+t dans
l’intégrale s’interprète comme un allumage adiabatique de la perturbation aux temps t→ −∞.

Exemples :

• Un atome soumis à un champ électromagnétique. Dans l’approximation dipolaire électrique,
le potentiel vecteur (la “force”) f(t) → ~A(~r = 0, t) est couplé à l’impulsion A → q

m~p :

Hpert(t) = − q
m~p · ~A(~r = 0, t). Si on s’intéresse à la polarisation de l’atome, B → ~d = q~r,

on aura à étudier la fonction de réponse χzpz(t).

• Un système de spins soumis à un champ magnétique f(t) → ~B(t) (la “force” extérieure).
L’observable qui lui est couplée est le moment magnétique A → ~M = γ~S. Étudier la
réponse des spins (B ≡ A) se fait en considérant la susceptibilité magnétique : 〈Si(t)〉 ~B =∫

dt′ χij(t− t′)Bj(t′).

• Soit n(r) la densité de particules. Pour une perturbation Hpert(t) =
∫

dr n(r)V (r, t), où
V (r, t) est un potentiel extérieur, la réponse de la densité est donnée par la compressibilité :
〈n(r, t)〉V =

∫
dt′dr′χ(r, t; r′, t′)V (r′, t′).

• Considérons un système soumis à un champ electromagnétiqueHpert(t) = −
∫

dr ji(r)Ai(r, t)
la réponse de la densité de courant est donnée par le tenseur de conductivité : 〈ji(r, t)〉 ~A =∫

dt′dr′σij(r, t; r
′, t′)Ej(r′, t′).
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- Exercice 2.3 : On considère un oscillateur harmonique classique ẍ+ω2
0x = 1

mf(t). Vérifier

que pour ce système linéaire la fonction de réponse, définie par x(f)(t) = x(0)(t) +
∫

dt′ χxx(t−
t′)f(t′), est la fonction de Green de l’équation du mouvement 12, solution de χ̈xx+ω2

0χxx = 1
mδ(t)

(commenter l’absence de terme O(f2) dans x(f)(t)). Déduire χ̃xx(ω). Représenter la position des
pôles dans le plan complexe de la variable ω. Montrer que les pôles, notés ω±, doivent être
légèrement décalés dans le demi-plan complexe inférieur, ω± → ω± − i0+, afin que χxx(t) =∫

dω
2π χ̃xx(ω)e−iωt soit une fonction causale.

- Exercice 2.4 : On considère un oscillateur harmonique classique amorti décrit par l’équation
ẍ+ 2

τ ẋ+ ω2
0x = 1

mf(t). Déduire la fonction de réponse fréquentielle χ̃xx(ω). Analyser ses pôles ;
on distinguera les régimes fortement (1/τ > ω0) et faiblement (1/τ < ω0) amortis. Dans ce se-
cond cas, montrer que χ̃xx(ω) possède la même structure que dans le cas non amorti à condition
de remplacer 0+ par 1/τ .

Relaxation : Une expérience de relaxation consiste à éteindre une force à l’instant t = 0 et
à étudier l’évolution du système. Cela correspond donc à un choix particulier pour la force :
f(t) = f0 θ(−t) et à étudier 〈B(t)〉f pour t > 0.

Fonction de corrélation non symétrique : Soit CBA(t)
def
= 〈B(t)A〉 la fonction de corrélation non

symétrisée. Sa transformée de Fourier se décompose comme :

C̃BA(ω) = 2π
∑
n,m

PnBnmAmnδ(ω + ωnm) (17)

où ~ωnm = En−Em, Pn = e−βEn/Zβ et Anm
def
= 〈ϕn |A|ϕm 〉. Cette expression de la fonction de

corrélation nous montre que la structure en fréquence permet de sonder les énergies des excita-
tions du système. C̃BA(ω) diverge lorsque la fréquence cöıncide avec l’énergie d’une transition
~ω = Em − En, les éléments de matrice BnmAmn imposant des règles de sélection.

Rq. : dans un problème à N corps, les fonctions de corrélation étudiées font intervenir des
opérateurs à un corps (densité, densité de courant,...). La présence des éléments de matrice Amn
impose une forte sélectivité sur les états |ϕn 〉 et |ϕm 〉, qui sont en particulier associés à des
nombres de particules égaux (si A et B sont des opérateurs champs, les nombres de particules
associés aux deux états diffèrent de ±1).

Relation de bilan détaillé : De la représentation spectrale, en utilisant Pn/Pm = e−β~ωnm , on
déduit facilement

C̃BA(−ω) = C̃AB(ω) e−β~ω (18)

Nous discuterons en détail cette relation au § 2.2.1 dans un cadre particulier. Nous verrons
que l’asymétrie entre fréquences positives et négatives traduit une asymétrie des probabilités
d’absorption/émission d’énergie par le système. Nous pouvons analyser deux limites : (i) la limite
“classique” ~ω � kBT pour laquelle la fonction est symétrique 13 C̃BA(−ω) ' C̃AB(ω) ; (ii) la

limite “quantique” ~ω � kBT où l’asymétrie se manifeste, le cas extrême étant : C̃
(T=0)
BA (ω <

0) = 0. Ce dernier résultat se déduit de la représentation spectrale (17).

- Exercice 2.5 : Calculer C̃xx(ω) pour un oscillateur harmonique quantique unidimensionnel
et vérifier la relation de bilan détaillé.

12 Pour un système classique décrit par une équation du mouvement ẍ = F (x)+f(t) la réponse est non linéaire.
À l’ordre O(f) la réponse est décrite par la fonction de réponse impusionnelle qui s’identifie avec la fonction de
Green causale de l’équation χ̈(t) − F ′(x0(t))χ(t) = δ(t) où x0(t) est la solution de l’équation à f = 0, fixée par
x(0) et ẋ(0). Ormis dans le cas de l’oscillateur harmonique, χ(t) dépend de x0(0) et ẋ0(0).

13 Stricto sensu il y a symétrie dans le cas de la fonction d’autocorrélation C̃AA(−ω) ' C̃AA(ω).
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Fonction de corrélation symétrique : SBA(t)
def
= 1

2 〈{B(t), A}〉, reliée aux fonctions non symétrisées
par SBA(t) = 1

2 [CBA(t) + CAB(−t)]. Représentation spectrale :

S̃BA(ω) = π
∑
n,m

(Pn + Pm)BnmAmnδ(ω + ωnm) (19)

Fonction spectrale : Après avoir introduit la moyenne de l’anticommutateur, nous introduisons
la moyenne du commutateur ξBA(t)

def
= 1

2~ 〈[B(t), A]〉, dont la représentation spectrale est

ξ̃BA(ω) =
π

~
∑
n,m

(Pn − Pm)BnmAmnδ(ω + ωnm) (20)

L’introduction du ~ au dénominateur assure qu’à la limite classique (~→ 0) la fonction spectrale
ξBA(t) tende vers une limite non nulle. En général ξ̃BA(ω) est complexe, sauf dans le cas où l’on
s’intéresse à l’autocorrélation ξ̃AA(ω) = π

~
∑

n,m(Pn − Pm)|Anm|2δ(ω + ωnm) ∈ R.

Fonction de corrélation canonique de Kubo : Pour obtenir la limite classique de la fonction
spectrale, il est utile de procéder à quelques manipulations. On note A(t) = eiH0t/~Ae−iH0t/~

et Ȧ(t)
def
= d

dtA(t). Nous pouvons écrire A(−i~β) − A = −i~
∫ β

0 dλ Ȧ(−i~λ), i.e. [A, ρ0] =

−i~ ρ0

∫ β
0 dλ Ȧ(−i~λ), où ρ0 ∝ e−βH0 est la matrice densité canonique. Des manipulations

élémentaires sur la trace conduisent à :

i

~
〈[B(t), A]〉 =

∫ β

0
dλ 〈Ȧ(−i~λ)B(t)〉 ⇒ ξBA(t) = − iβ

2
KBȦ(t) (21)

Le membre de droite est appelé fonction de corrélation canonique de Kubo (la photographie du
grand homme se trouve p. 22) :

KBA(t)
def
=

1

β

∫ β

0
dλ 〈A(−i~λ)B(t)〉 (22)

Nous montrerons plus tard que cette fonction de corrélation décrit la relaxation. Nous pouvons
également donner la représentation spectrale de cette fonction

K̃BA(ω) = −2π
∑
n,m

Pn − Pm
β~ωnm

BnmAmnδ(ω + ωnm) . (23)

En remplaçant 1/ωnm par −1/ω (grâce au Dirac), cette représentation montre clairement le lien
avec la fonction spectrale :

K̃BA(ω) =
2

βω
ξ̃BA(ω) . (24)

Puisqu’il est clair que lim~→0KBA(t) = 〈AB(t)〉 = Cclass
BA (t), la relation (21) permet d’obtenir

la limite classique de la fonction spectrale :

ξclass
BA (t) = lim

~→0
ξBA(t) =

iβ

2

d

dt
〈B(t)A〉 (25)

(on a utilisé 〈B(t)Ȧ〉 = 〈BȦ(−t)〉 = − d
dt〈BA(−t)〉 = − d

dt〈B(t)A〉), i.e. de manière plus sugges-
tive :

1

~
〈[B(t), A]〉 −→

~→0
iβ〈 d

dt
B(t)A〉 . (26)

Limite β →∞ : Nous discuterons la plupart du temps le cas des systèmes en contact avec un ther-
mostat ; dans ce cas la moyenne 〈· · ·〉 est une moyenne canonique. Le formalisme peut également
être appliqué à un atome pour lequel la moyenne sera plus naturellement 〈· · ·〉 = 〈ψ0 | · · · |ψ0 〉
où |ψ0 〉 est l’état fondamental (ce qui correspond à la limite de température nulle β →∞).
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- Exercice 2.6 : Montrer que pour un atome d’hydrogène la fonction spectrale prend la
forme : ξzz(t) = − i

~
∑∞

n=2 sinωn1t |〈np |z|1s 〉|2 où ωn1
def
= (En − E1)/~.

2.2.1 Une interprétation de la relation de bilan détaillé

Considérons un système à deux niveaux (un atome) couplé à un système macroscopique (supposé
à l’équilibre thermodynamique) :

H = −ω0

2
σz +Hint +Hsyst. macro. = H0 +Hint (27)

la matrice de Pauli agit dans la base {|g 〉, |e 〉}. Nous notons {|Φn 〉} une base d’états pour le
système macroscopique. L’interaction entre les deux systèmes est choisie de façon à induire des
transitions entre les états |g 〉 et |e 〉 :

Hint = −σxX (28)

où X est une observable du système macroscopique.
La référence [46] (on pourra également se reporter au cours de Benôıt Douçot, dont est

inspirée cette discussion) montre que les taux d’absorption et d’émission d’un système à deux
niveaux14 sont reliés à la fonction de corrélation de l’observable X. Cette remarque fournit un
moyen expérimental d’étudier le spectre de bruit non symétrisé de la variable X (par exemple
le courant). Nous reprenons ici cette analyse.

Nous étudions les taux d’absorption Γg→e et d’émission Γe→g du système microscopique.
Celui-ci est supposé initialement dans l’état |ψ(0) 〉 = |α 〉⊗|Φn 〉, avec α = g, e. Nous calculons la
probabilité de transition par la méthode des perturbations. À l’ordre le plus bas dans l’interaction
on a donc 15 :

|ψ(t) 〉 ' e−
i
~H0t

(
1 +

i

~

∫ t

0
dτ σx(τ)X(τ)

)
|α 〉 ⊗ |Φn 〉 (29)

Il est facile de vérifier que σx(t) = 1
2(σ+e−iω0t + σ−eiω0t) où σ±

def
= σx ± iσy. L’absorption

(|g 〉 → |e 〉) fait intervenir l’élément de matrice 〈e |σx(t)|g 〉 = eiω0t et l’émission l’élément
conjugué. Nous en déduisons la probabilité d’absorption lorsque le système macroscopique est
initialement dans l’état |Φn 〉 :

P(Φn)
abs (t) =

∑
m

|(〈e | ⊗ 〈Φm |)|ψ(t) 〉|2 ' 1

~2

∑
m

∣∣∣∣∫ t

0
dτ eiω0τ 〈Φm |e−

i
~H0tX(τ)|Φn 〉

∣∣∣∣2 (30)

=
1

~2

∫ t

0
dτdτ ′ e−iω0(τ−τ ′) 〈Φn |X(τ)X(τ ′)|Φn 〉 (31)

Le système macroscopique étant à l’équilibre thermodynamique, la probabilité d’absorption

est donnée par Pabs(t) =
∑

n PnP
(Φn)
abs (t) où Pn sont les poids statistiques des occupations

des états |Φn 〉. En introduisant la moyenne statistique et quantique 〈· · ·〉 = Tr {ρ0 · · ·} =∑
n Pn〈Φn | · · · |Φn 〉 nous écrivons la probabilité

Pabs(t) '
1

~2

∫ t

0
dτdτ ′ e−iω0(τ−τ ′) 〈X(τ)X(τ ′)

〉
(32)

14 le système à deux niveaux de la référence [46] est une bôıte à paires de Cooper.
15 Opérateur d’évolution.– L’opérateur d’évolution temporelle, |ψ(t) 〉 = U(t)|ψ(0) 〉, est solution de l’équation de

Schrödinger i d
dt

U(t) = HU(t) pour U(0) = 1. Lorsque l’hamiltonien a la structure H = H0 +Hint il est commode
d’extraire l’évolution libre : U(t) = e−iH0tU(t). Le nouvel opérateur obéit à l’équation i d

dt
U(t) = HI(t)U(t) où

HI(t)
def
= eiH0tHinte

−iH0t. La solution s’écrit U(t) = T exp− i
~
∫ t

0
dτ HI(τ), où T désigne le produit chronologique,

défini par T [f(t)g(t′)] = θ(t− t′)f(t)g(t′) + θ(t′ − t)g(t′)f(t).
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en fonction de la fonction de corrélation non symétrisée CXX(t) ≡ 〈X(t)X(0)〉. En supposant
la fonction de corrélation étroite par rapport à l’échelle t, la double intégrale est dominée par
le voisinage de la ligne τ ∼ τ ′ et l’on peut écrire

∫ t
0 dτdτ ′ · · · ' t

∫ +∞
−∞ d(τ − τ ′) · · · . Finalement

Pabs(t) ' t
~2 C̃XX(−ω0). On introduit le taux d’absorption : Γabs

def
= d

dtPabs(t), qui s’exprime
finalement comme :

Γabs =
1

~2
C̃XX(−ω0) . (33)

Le calcul du taux d’émission est similaire. L’unique différence avec le calcul précédent est la
substitution de l’élément de matrice 〈e |σx(t)|g 〉 = eiω0t par 〈g |σx(t)|e 〉 = e−iω0t, ce qui conduit
simplement à changer le signe de la fréquence. Finalement on a

Γem =
1

~2
C̃XX(ω0) (34)

La condition de bilan détaillé devient donc dans ce contexte :

C̃XX(−ω0) = C̃XX(ω0)e−β~ω0 ⇔ Γabs = Γem e
− ~ω0
kBT . (35)

On se convainc facilement que cette relation entre taux de transition assure l’équilibre canonique :
nous écrivons l’équation pilote pour les occupations des deux états d

dtPe = −ΓemPe + ΓabsPg
et d

dtPe = −ΓabsPg + ΓemPe. Dans le régime stationnaire nous retrouvons bien la distribution
canonique de la mécanique statistique Pe/Pg = Γabs/Γem = e−β~ω0 (figure 8) ; plus en détail
Pg = Γem

Γabs+Γem
et Pe = Γabs

Γabs+Γem
Qed.

Figure 8 : Les échanges d’énergie entre le système microscopique et le système macroscopique
(via leur interaction mutuelle) assurent la thermalisation du système microscopique.

Conclusions : nous tirons plusieurs enseignements de cette petite étude :

• Nous venons donc d’étudier un modèle microscopique dans lequel nous avons démontré
que l’interaction entre le système microscopique (sur lequel aucune hypothèse n’a été
fâıte) et le système macroscopique (supposé à l’équilibre thermodynamique) assure que
les occupations des états quantiques du système microscopique cöıncident avec la distri-
bution canonique. L’idée que la thermalisation est assurée par les interactions est
certes une idée qui traverse le cours de physique statistique d’équilibre, cependant elle est
rarement démontrée explicitement (surtout au niveau quantique).

• Le bilan détaillé traduit donc le déséquilibre des occupations des états quantiques à
l’équilibre thermodynamique.
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• Finalement nous concluons que C̃XX(ω < 0) est donc associé au processus d’absorption
et C̃XX(ω > 0) au processus d’émission, du point de vue du système microscopique. Ici
ce dernier nous a servi de sonde de la fonction de corrélation du système macroscopique.
Si l’on oublie le système à deux niveaux et que l’on prend le point de vue du système
macroscopique, nous écrirons donc

C̃XX(ω > 0) : processus d’absorption (36)

C̃XX(ω < 0) : processus d’émission . (37)

2.3 Dissipation

Dissipation.– En écrivant la perturbation sous la forme Hpert(t) = −f(t)A(t), nous voyons que
A(t) joue le rôle de � coordonnée � à laquelle se couple la � force � f(t) (cf. § 3.6 pour un cas
explicite). La puissance dissipée est donnée par le produit de la � force � par la � vitesse �, i.e.

Pdiss(t) = f(t)

〈
dA(t)

dt

〉
f

. (38)

Pour une excitation harmonique f(t) = fω cosωt = Re[fωe−iωt] la réponse linéaire de A est

〈A(t)〉f ' Re
[
χ̃AA(ω) fωe−iωt

]
= fω

(
χ̃′AA(ω) cosωt+ χ̃′′AA(ω) sinωt

)
(39)

où χ̃AA = χ̃′AA + iχ̃′′AA.
La puissance dissipée instantanée est donc donnée par : Pdiss(t) = f2

ω ω cosωt (−χ̃′AA sinωt+
χ̃′′AA cosωt). Moyennée sur le temps nous obtenons : Pdiss = 1

2ωfω
2χ̃′′AA(ω). C’est donc la

partie imaginaire Im χ̃AA(ω) qui caractérise la dissipation.

- Exercice 2.7 : La fonction de réponse de l’oscillateur harmonique amorti a été obtenue dans
l’exercice 2.4 : χ̃xx(ω) = 1

m
1

ω̃2
0−(ω+ i

τ
)2 où ω̃0 = ω2

0 − 1
τ2 . Tracer ses parties réelle et imaginaire.

Tracer Pdiss ∝ ω Im χ̃xx(ω).

Admittance : Le calcul de la puissance dissipée Pdiss(t) = f(t)〈Ȧ(t)〉 fait intervenir naturellement
la réponse de Ȧ. La fonction de réponse correspondante est appelée l’admittance complexe :
Y (ω)

def
= χ̃ȦA(ω) = −iω χ̃AA(ω), reliée à l’impédance par Y (ω) = 1/Z(ω).

Pdiss =
1

2
ωfω

2 Im χ̃AA(ω) =
1

2
fω

2 ReY (ω) (40)

Exemples :

• La conductance est une admittance.– Si A→ Q est la charge électrique, la force conjuguée
est alors le potentiel électrique : δE = V δQ. L’admittance caractérise la réponse du cou-
rant : I(ω) = Q̇(ω) = Y (ω)V (ω) (il s’agit de la conductance, notée G). La puissance
dissipée est proportionnelle à ReY (ω) = ReZ(ω)/|Z(ω)|2.

• La conductivité.– La conductance G d’un fil de longueur L et de section S est reliée à
la conductivité par G = Sσ/L. Dans le modèle de Drude on obtient : σ(ω) = ne2τ

m
1

1−iωτ
où τ est le temps de collision des électrons (cf. chapitre 6). C’est bien la partie réelle
de la conductivité qui caractérise la dissipation. Nous verrons au chapitre 6 que la partie
imaginaire de la conductivité est proportionnelle à la partie réelle de la fonction diélectrique
(donc au phénomène de réfraction).
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2.4 Causalité et relations de dispersion

La causalité fournit une relation non triviale entre les parties réactive (Re χ̃AA(ω)) et dissipative
(Im χ̃AA(ω)) de la fonction de réponse. Dans une expérience, il suffit donc de mesurer l’une pour
obtenir l’autre. Par exemple en optique, les parties réelle et imaginaire de l’indice de réfraction
complexe ν(ω) = n(ω) + iκ(ω) caractérisent respectivement la réfraction et l’absorption du
milieu.

C

z

Re z

ω

Im

Figure 9 : Contour d’intégration pour obtenir l’éq. (42). Les croix représentent les pôles de la
fonction χ̃(z), et les lignes rayées rouges les coupures.

La fonction de réponse est causale :

χ(t) = 0 pour t < 0 (41)

Nous supposons que sa transformée de Fourier est de carré sommable [101] :
∫ +∞
−∞ dω |χ̃(ω)|2 <

∞. Puisque χ(t) =
∫ +∞
−∞

dω
2π χ̃(ω) e−iωt, tous les pôles et coupures de χ̃(ω) doivent se trouver dans

le plan complexe inférieur. 16 Exprimons l’intégrale
∮
C dz χ̃(z)

z−ω sur le contour représenté sur la
figure 9, dans la limite où les rayons des demi-cercles extérieur et intérieur tendent respectivement
vers l’∞ et 0. Nous obtenons :

χ̃(ω) =
1

iπ
r
∫ +∞

−∞
dω′

χ̃(ω′)

ω′ − ω
(42)

ce qui montre qu’on passe de la partie imaginaire à la partie réelle par une transformation de
Hilbert :

Re χ̃(ω) =
1

π
r
∫ +∞

−∞
dω′

Im χ̃(ω′)

ω′ − ω
(43)

Im χ̃(ω) = − 1

π
r
∫ +∞

−∞
dω′

Re χ̃(ω′)

ω′ − ω
(44)

Ces relations de dispersion sont appelées relations de Kramers-Kronig (ou formules de
Plemelj) :

Rqs. :

16 Démonstration : montrons que χ̃(z) =
∫∞

0
dt χ(t) e+izt est analytique dans le plan complexe supérieur. Pour

cela nous souhaitons vérifier que ∂χ̃(z)/∂z∗ = 0. La permutation entre dérivation et intégrale n’est permise que
si l’intégrand et sa dérivée partielle sont bornés par une fonction sommable indépendante de z (théorème de
convergence dominée). Or |χ(t)e+izt| = |χ(t)|e−t Im(z) 6 |χ(t)| pour Im(z) > 0. La permutation de ∂/∂z∗ et

∫
dt

n’est donc autorisée que si Im(z) > 0 ; dans ce cas ∂χ̃(z)/∂z∗ =
∫∞

0
dt χ(t) ∂e+izt/∂z∗ = 0 puisque la fonction

exponentielle est analytique. Qed.
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Figure 10 : Hendrik Anthony Kramers (1894-1952) & Ralph de Laer Kronig (1904-1995).

• Soustractions.– Il peut arriver que la fonction χ̃(ω) ne soit pas de carré sommable. Dans
ce cas, étant donné Im χ̃(ω), la causalité de suffit pas à déterminer Re χ̃(ω). Il est toute-
fois possible de trouver des relations de dispersion analogues aux formules de Plemelj en
procédant à des soustractions [101]. Par exemple, si l’on considère une fonction χ̃(ω) qui
reste bornée à l’infini |χ̃(∞)| < ∞, une seule soustraction est suffisante. Cela consiste à

appliquer la logique précédente à la fonction χ̃(ω)−χ̃(ω0)
ω−ω0

(qui est de carré sommable). On
obtient :

χ̃(ω) = χ̃(ω0) +
ω − ω0

iπ
r
∫ +∞

−∞
dω′

χ̃(ω′)− χ̃(ω0)

ω′ − ω0

1

ω′ − ω
(45)

où ω0 est choisi arbitrairement (par exemple ω0 =∞ simplifie la relation).

• En optique la causalité doit être formulée comme : “l’effet de la perturbation se propage
moins vite que c”, i.e. la fonction de réponse causale n’est non nulle qu’à l’intérieur du
cône de lumière.

• Le cas de l’indice d’un milieu ν(ω) = n(ω) + iκ(ω) entre dans le cadre des deux remarques
précédentes. Puisque les milieux deviennent transparents aux hautes fréquences, l’indice
devient ν(ω →∞) = 1. Introduisons la notation κ(ω) = cβ(ω)/2ω. La relation de Kramers-

Kronig n(ω)−1 = c
π r
∫ +∞

0 dω′ β(ω′)
ω′2−ω2 (R. de L. Kronig, 1926 & H. A. Kramers, 1927) entre

indice de réfraction et coefficient d’extinction est la première relation de dispersion connue
[101]. Par extension les relations de Plemelj sont dénommées relations de Kramers-Kronig
par les physiciens.

- Exercice 2.8 : On donne Im χ̃(ω) = −1
1+ω2 , montrer que χ̃(ω) = 1

ω+i à l’aide des relations
de Kramers-Kronig.
De même, sachant que Im χ̃(ω) = 1

1/τ2+(ω−ω0)2 , trouver χ̃(ω).

, Les idées importantes :

• x(t) un processus stationnaire corrélé à courte portée. Le spectre de bruit est la TF de la
fonction d’autocorrélation (Wiener-Khintchine) : 〈x̃ωx̃ω′〉 ∝ δω,−ω′ et 〈|x̃ω|2〉 ∼ C̃xx(ω).

• Im χ̃AA(ω) (ou ReY (ω) avec Y (ω)
def
= χ̃ȦA(ω)) caractérise la dissipation.

• Les pôles de la fonction de réponse χ̃(ω) sont dans le demi-plan complexe inférieur,
conséquence de la causalité.

• Le 0+ au dénominateur 1
ω−ω0+i0+ ne doit pas être négligé : en éloignant la singularité

de l’axe réel il assure la causalité. Il peut s’interpréter physiquement comme un taux de
relaxation infinitésimal 1/τ ↔ 0+.
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3 Réponse linéaire

Dans le chapitre précédent nous avons étudié plusieurs fonctions de corrélation. D’autre part
nous avons défini la fonction de réponse, discuté les conséquences de la causalité et identifié la
partie dissipative. Toutefois nous n’avons pas encore établi le lien entre fonction de réponse et
fonction de corrélation. Nous allons maintenant identifier laquelle des différentes fonctions de
corrélation caractérise la réponse.

3.1 Parenthèse : la réponse linéaire statique (isotherme)

Ce paragraphe est légèrement hors sujet puisqu’il discute de physique statistique d’équilibre et
montre comment sont modifiées les propriétés des états d’équilibre lorsqu’on varie un paramètre.
Cela constituera toutefois une bonne introduction pour comprendre la méthode perturbative et
se raccrocher à des résultats connus. Par exemple la relation bien connue 17 CV = 1

kBT 2 Var(E)
montre que la réponse de l’énergie à une élévation de température, encodée dans la chaleur
spécifique, est reliée aux fluctuations d’énergie. Un autre exemple sera discuté plus bas : dans
une situation grand canonique où le nombre de particules fluctue, les fluctuations relatives
de celui-ci sont proportionnelles à la compressibilité Var(N)

〈N〉 = nkBT κT , où n est la densité,

cf. (101,105).
Considérons une modification statique de l’hamiltonien H = H0 − fA. Calculons 〈B〉f =

Tr
{

e−βHB
}
/Z où Z = Tr

{
e−βH

}
. Pour cela on utilise la relation suivante.

Formule de Duhamel.– Soit H = H0 + V , on a18

e−βH = e−βH0 −
∫ β

0
dλ e−(β−λ)H0V e−λH (46)

Cette formule permet un développement perturbatif de ρ (ou plus généralement du propagateur
〈x |e−βH |x′ 〉) en puissances de V .

La fonction de partition est donnée par Z = Z0[1 + βf 〈A〉+O(f2)], ce qui correspond à un
développement de l’énergie libre F = F0 − f 〈A〉+O(f2). De même :

Tr
{

e−βHB
}

= Z0

[
〈B〉+ f

∫ β

0
dλ 〈A(−i~λ)B〉+O(f2)

]
(47)

où A(t)
def
= eiH0t/~Ae−iH0t/~ désigne l’opérateur en représentation d’interaction. Finalement :

〈B〉f = 〈B〉+ χstatique
BA f +O(f2) où la fonction de réponse statique est donnée par

χstatique
BA =

∫ β

0
dλ [〈A(−i~λ)B〉 − 〈A〉 〈B〉] (48)

Lorsque 〈A〉 〈B〉 = 0 on a
χstatique
BA = β KBA(t = 0) (49)

(en général χstatique
BA = β KB−〈B〉,A−〈A〉(t = 0)).

17 CV
def
=
(
∂E
∂T

)
V,N

. L’énergie moyenne est calculée dans l’ensemble canonique (dont les variables naturelles

sont T, V, N) : on rappelle que lnZ est la fonction génératrice des cumulants de l’énergie, 〈E〉 = (−∂β) lnZ,
Var(E) = 〈(E − 〈E〉)2〉 = (−∂β)2 lnZ = kBT

2 ∂
∂T
〈E〉. Qed. D’autre part en utilisant F = 〈E〉 − TS et S = − ∂F

∂T

on obtient CV = T ∂S
∂T

= − ∂
2F
∂T2 .

18 Dém. : G(β) = e−βH obéit à l’équation ∂βG(β) = −HG(β) qu’on écrit ∂βG(β)+H0G(β) = −V G(β) ≡ F (β)

dont l’intégration conduit à G(β) = e−βH0 +
∫ β

0
dλ e−(β−λ)H0F (λ), i.e. l’équation (46).
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La fonction de réponse χstatique
BA est également appelée fonction de réponse isotherme [89] puis-

qu’elle décrit une situation où le système est maintenu à une température T par le thermostat 19.
Elle décrira également des situations où la force varie lentement dans le temps, sur des échelles
de temps plus grandes que tous les autres temps du problème (temps de relaxation, de thermali-
sation,...) La situation inverse doit être décrite par une fonction de réponse dynamique χBA(t).

Ryogo Kubo, (1920-1995).

Figure 11 :

3.2 Calcul de la fonction de réponse dynamique χBA(t)

Nous allons maintenant déterminer l’évolution de la moyenne de l’observable 〈B(t)〉f = Tr{ρ(t)B}
où la matrice densité encode l’information statistique et la dynamique, i.e. obéit à l’équation de
von Neunmann (ou Liouville)

d

dt
ρ(t) =

i

~
[ρ(t) , H(t)] avec H(t) = H0 +Hpert(t) (50)

pour Hpert(t) = −f(t)A. Nous allons mener cette analyse en développant une théorie de pertur-
bation dans la force extérieure.

Représentation d’interaction.– Lorsqu’on développe une théorie de perturbation pour un
problème dépendant du temps, il est naturel de commencer par � extraire � l’évolution libre en
introduisant

ρ̃(t)
def
= eiH0t/~ ρ(t) e−iH0t/~ (51)

Ce faisant on reporte une partie de l’interaction sur les opérateurs (l’évolution libre) alors
que les fonctions d’onde, ou plutôt la matrice densité, caractérise l’effet de la perturbation
sur l’évolution. Ce point de vue intermédiaire entre les points de vue de Schrödinger (toute
l’évolution est dans ρ(t)) et de Heisenberg (toute l’évolution est dans les observables) est ap-
pelée la représentation d’interaction :

〈B(t)〉f =

représ. de Schröd.︷ ︸︸ ︷
Tr{ρ(t)B} =

représ. d’inter.︷ ︸︸ ︷
Tr{ρ̃(t)B(t)} avec B(t) = eiH0t/~B e−iH0t/~ . (52)

Nous obtenons facilement l’équation différentielle satisfaite par la matrice densité trans-
formée :

d

dt
ρ̃(t) =

i

~
[
ρ̃(t) , HI(t)

]
(53)

où
HI(t)

def
= eiH0t/~Hpert(t)e

−iH0t/~ = −f(t)A(t) (54)

désigne la perturbation en représentation d̂ıte “d’interaction”.

19 On peut également construire une fonction de réponse adiabatique décrivant la réponse du système isolé [89].
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Analyse perturbative.– L’équation (53) est maintenant parfaitement adaptée à la recherche
de la solution sous la forme d’un développement en puissances de la perturbation ρ(t) = ρ(0)(t)+
ρ(1)(t) + ρ(2)(t) + · · · où ρ(n)(t) = O(fn). Nous déduisons immédiatement la récurrence

d

dt
ρ̃(n)(t) =

i

~
[
ρ̃(n−1)(t) , HI(t)

]
(55)

que nous résolvons en supposant que le système est initialement à l’équilibre thermodynamique :
ρ(−∞) = ρ0 (c’est le cas si f(−∞) = 0). Les conditions aux limites sont donc : ρ(n)(−∞) =
ρ0 δn,0, ce qui conduit à

ρ̃(n)(t) = − i

~

∫ t

−∞
dt′ f(t′)

[
ρ̃(n−1)(t′) , A(t′)

]
. (56)

Finalement, si l’on se limite au premier ordre, nous obtenons

ρ̃(t) = ρ0 −
i

~

∫ t

−∞
dt′ f(t′) [ρ0, A(t′)] +O(f2) , (57)

qui permet de calculer 〈B(t)〉f = Tr {ρ̃(t)B(t)}. En remarquant que Tr {[A,B]C} = Tr {A[B,C]},
on aboutit au résultat central du cours :

χBA(t)︸ ︷︷ ︸
réponse

=
i

~

causalité︷︸︸︷
θ(t) 〈[B(t), A]〉︸ ︷︷ ︸
corrélation à l’équil.

= 2iθ(t) ξBA(t) = θ(t)β KBȦ(t) (58)

Nous venons donc d’identifier laquelle des fonctions de corrélation est reliée à la fonction
de réponse. Insistons : cette fonction de réponse dynamique, cöıncidant avec une fonction de
corrélation d’équilibre, caractérise la façon dont le système réagit lorsqu’il est soumis à une
perturbation extérieure, i.e. lorsqu’il est mis dans une situation (faiblement) hors équilibre.

Remarque : S’il est possible, le calcul de l’opérateur en représentation d’interaction permettra
de déduire rapidement la fonction de corrélation.

- Exercice 3.1 : Réponse non linéaire.– On s’intéresse à la première nonlinéarité de la réponse.
En poursuivant le développement comme

〈B(t)〉f
def
= 〈B〉+

∫
dt′ χBA(t, t′) f(t′) +

∫
dt′dt′′ χBAA(t, t′, t′′) f(t′) f(t′′) +O(f3) , (59)

montrer que la non linéarité d’ordre deux est donnée par

χBAA(t, t′, t′′) =

(
i

~

)2

θ(t− t′)θ(t′ − t′′)
〈[[

B(t), A(t′)
]
, A(t′′)

]〉
. (60)

Formule de Kubo : La relation χBA(t) = θ(t)β KBȦ(t) porte le nom de “formule de Kubo” [89]. 20

Représentation de Lehman : La représentation spectrale de la fonction de réponse fréquentielle
est donnée par :

χ̃BA(ω) = −1

~
∑
n,m

(Pn − Pm)BnmAmn
1

ω + ωnm + i0+
(61)

20 On parle également de formule de Kubo pour désigner plus specifiquement l’expression de la conductivité
exprimée comme une fonction de corrélation courant-courant (chapitre 6).
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La fonction de réponse fréquentielle peut également être exprimée à l’aide de la fonction spec-
trale :

χ̃BA(ω) = −
∫

dω′

π

ξ̃BA(ω′)

ω − ω′ + i0+
= r
∫

dω′

π

ξ̃BA(ω′)

ω′ − ω
+ i ξ̃BA(ω) (62)

Dans le cas particulier B = A, nous pouvons identifier les deux termes comme Re [χ̃AA(ω)] et
Im [χ̃AA(ω)], i.e. l’équation précédente n’est qu’une expression de la relation de Kramers-Kronig
entre partie réelle et partie imaginaire de la TF d’une fonction causale.

Prolongement analytique.– Notons que la représentation spectrale χ̂BA(z)
def
= −1

~
∑

n,m(Pn −
Pm)BnmAmnz+ωnm

nous permet de prolonger analytiquement la fonction dans tout le plan complexe
(alors que l’éq. (15) laissait penser que la TF est définie pour Imω > 0). Avec cette définition
χ̃BA(ω) = χ̂BA(ω+i0+) et la fonction spectrale est donnée par la discontinuité de part et d’autre
de l’axe réel : ξ̃BA(ω) = 1

2i [χ̂BA(ω + i0+)− χ̂BA(ω − i0+)].

Relation entre χstatique
BA et χBA(t).– On a

χ̃BA(ω = 0) =

∫ ∞
0

dt β KBȦ(t) = β [KBA(t = 0)−KBA(t =∞)] (63)

Lorsque KBA(∞) = 0 on vérifie bien que χstatique
BA = χ̃BA(ω = 0).

- Exercice 3.2 : Fonction de réponse d’un système de particules identiques (Important).–
Soient A et B deux observables, sommes d’opérateurs à un corps : A =

∑
i a

(i) et B =
∑

i b
(i).

On note {|ϕα 〉} une base d’états propres de l’hamiltonien pour une particule et fα ≡ f(εα) =
1

eβ(εα−µ)∓1
la fonction de Bose-Einstein/Fermi-Dirac (εα est la valeur propre de l’énergie associée

à |ϕα 〉).
Montrer que

〈[B,A]〉 = Tr{ρ0[A,B]} = tr{f(h)[b, a]} (64)

où 〈· · ·〉 = Tr{ρ0 · · · } est la moyenne grand-canonique ; Tr{· · · } désigne la trace dans l’espace
de Fock et tr{· · · } la trace dans l’espace de Hilbert d’une particule. En déduire que

χ̃BA(ω) = −
∑
α,β

(fα − fβ)
bαβ aβα

~ω + εα − εβ + i0+
(65)

où aαβ
def
= 〈ϕα |a|ϕβ 〉 est l’élément de matrice à un corps.

Indications : La première étape consiste à écrire les opérateurs en seconde quantification A =∑
α,β aαβc

†
αcβ.

On pourra utiliser les relations utiles pour les moyennes statistiques de produits d’opérateurs
création-annihilation :

〈c†αcβ〉 = δαβ fα (66)

〈c†αcβc†µcν〉 = δαβδµν fα fµ + δανδβµfα (1± fµ) (67)

(+ pour des bosons et − pour des fermions).
On pourra plus directement utiliser

[AB,CD] = A [B,C]∓D ± [A,C]∓BD + CA [B,D]∓ ± C [A,D]∓B (68)

où [· , ·]− ≡ [· , ·] désigne le commutateur et [· , ·]+ ≡ {· , ·} l’anti-commutateur.

En pratique, cette représentation est beaucoup plus utile que la représentation de Lehman
(61). Dans la situation typique d’un système à N corps (macroscopique), la manipulation des
états propres de l’hamiltonien à N corps est plus compliquée que celle des états individuels. Une
illustration concrète sera donnée au début du chapitre suivant (exercice 4.5 page 39).
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3.3 Relaxation

L’expérience de relaxation correspond à un choix particulier de force excitatrice : f(t) = f0 θ(−t).
En utilisant (58) et en supposant que21 KBA(∞) = 0 on obtient :

〈B(t)〉f ' 〈B〉+ f0β KBA(t) pour t > 0 (69)

D’après le § sur la réponse statique, pour t < 0 on a 〈B(t)〉f ' 〈B〉 + f0χ
statique
BA . L’expression

(49) assure bien la continuité à t = 0.

Comme nous l’avons vu en introduisant la fonction de corrélation canonique de Kubo et en
jouant avec les représentations spectrales des diverses fonctions de corrélation la relaxation est
reliée à la fonction spectrale par l’éq. (21). L’égalité de la fonction de réponse avec le membre de
droite de l’éq. (58), s’interprète physiquement comme une relation entre réponse et relaxation :

χBA(t)︸ ︷︷ ︸
réponse

= −θ(t)β d

dt
KBA(t)︸ ︷︷ ︸

relaxation

. (70)

3.4 Forme généralisée du théorème fluctuation-dissipation

Le système est soumis à la force perturbatrice f(t) qui apporte un travail de l’extérieur. Ce sur-
plus d’énergie injecté dans le système est évacué dans le thermostat qui maintient la température
constante.

Rappelons un résultat important du chapitre précédent : pour une perturbation harmonique
fω cosωt, la puissance dissipée Pdiss = 1

2fω
2 Re

[
Y (ω)

]
est proportionnelle à la partie imaginaire

de la fonction de réponse Im χ̃AA(ω). Un des résultats centraux, Eq. (58), nous permet d’identifier
cette partie dissipative de la réponse à la fonction spectrale :

Pdiss =
1

2
ωfω

2 Im χ̃AA(ω) =
1

2
ωfω

2 ξ̃AA(ω) =
1

2
fω

2 ReY (ω) (71)

où Y (ω) = χ̃ȦA(ω) = −iωχ̃AA(ω) désigne l’admittance. Montrons maintenant que la fonction
spectrale peut être reliée aux autres fonctions de corrélation. Pour cela nous partons de la
représentation spectrale (20) et utilisons que Pm = Pneβ(En−Em). Le Dirac δ(ω + ωnm) nous
permet d’extraire le facteur exponentiel de la somme, (1 − eβ~ωnm) → (1 − e−β~ω), et nous
obtenons

C̃BA(ω) =
2~

1− e−β~ω
ξ̃BA(ω) (72)

Nous pouvons comprendre le sens physique de cette relation en considérant le cas de l’auto-
corrélation (B = A ou B = A† dans le cas d’un opérateur non hermitique) :

C̃AA(ω)︸ ︷︷ ︸
fluctuation

=
2~

1− e−β~ω
ξ̃AA(ω)︸ ︷︷ ︸

dissipation

=
2~

1− e−β~ω
Im [χ̃AA(ω)] . (73)

La relation (72) est est donc la forme généralisée du théorème de fluctuation-dissipation.

- Exercice 3.3 : À partir des représentations spectrales (19,20,23), vérifier que le théorème
fluctuation-dissipation pour les autres fonctions de corrélation prend la forme :

S̃BA(ω) = ~ coth
β~ω

2
ξ̃BA(ω) (74)

K̃BA(ω) =
2

βω
ξ̃BA(ω) (75)

21 L’intégration donne 〈B(t)〉f ' 〈B〉+ f0β [KBA(t)−KBA(∞)].
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Cette démonstration de la version généralisée du théorème fluctuation-dissipation, reposant
sur les représentations spectrales et étant particulièrement peu physique, nous reviendrons sur
ces relations au §.5.3 qui proposera une approche plus physique.

Toutes les fonctions de corrélation s’expriment à l’aide de ξ̃BA(ω).– Nous avons introduit plusieurs
fonctions de corrélation et fonctions de réponse, toutefois celles-ci sont toutes reliées par deux
contraintes : χ̃BA(ω) est liée à la fonction spectrale par un des résultats centraux du cours,
éq. (58), i.e. via la causalité, éq. (62). Le théorème fluctuation-dissipation, éqs. (74,75), connecte
C̃BA(ω), S̃BA(ω) et K̃BA(ω) à la fonction spectrale.

(ω)

BA
(ω)

BA
(ω)BA

(ω)S

C

ξ

K

χ

Th. F−D

Relaxation

Réponse

Corrélations

BA

Fluctuations/
(ω)

BA

Figure 12 : Relation entre les différentes fonctions de corrélation/réponse.

3.5 La limite classique

À la limite classique (~→ 0) la situation se simplifie considérablement puisque les fonctions de
corrélation cöıncident : Sclass

BA (t) = Kclass
BA (t) = Cclass

BA (t) = 〈B(t)A〉. En utilisant la relation (70)
entre la fonction de corrélation canonique de Kubo et la fonction de réponse on obtient :

χclass
BA (t) = −βθ(t) d

dt
Cclass
BA (t) (76)

ce qui était également donné par l’éq. (25). C’est donc une forme � temporelle � du théorème
fluctuation-dissipation ; dans l’espace de Fourier on retrouve la relation déjà rencontrée C̃class

BA (ω) =
2kBT
ω ξ̃class

BA (ω).

3.6 Fonctions de corrélation et fonction de réponse de l’oscillateur harmo-
nique

À titre d’illustration nous considérons un oscillateur harmonique décrit par H0 = 1
2mp

2+ 1
2mω

2
0x

2

et supposé thermalisé. Une force extérieure se couple à l’oscillateur : Hpert(t) = −f(t)x. Nous
calculons les diverses fonctions de corrélation. L’importance de ce cas tient à ce que l’analyse de
l’oscillateur harmonique est un problème transversal en physique. Les calculs sont très simples
puisque les opérateurs en représentation d’interaction peuvent facilement être calculés 22 : a(t) =
a(0) e−iω0t, d’où

x(t) =

√
~

2mω0

(
a e−iω0t + a† eiω0t

)
(77)

• La fonction de corrélation non symétrisée est donnée par :

Cxx(t) =
~

mω0

(
n cosω0t+

1

2
e−iω0t

)
(78)

22 Pour cela résolvons : d
dt
a(t) = i

~ [H0, a(t)] = −iω0 a(t).
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où n = 1
eβ~ω0−1

. Notons que le second terme indépendant de la température correspond à la

contribution du fondamental. À la limite classique (~ → 0) Cclass
xx (t) = 1

βmω2
0

cosω0t, dont la

valeur à t = 0 redonne le théorème d’équipartition : 1
2mω

2
0C

class
xx (0) = 1

2kBT .
On vérifie facilement que la TF

C̃xx(ω) =
π~
mω0

[
(n+ 1) δ(ω − ω0)︸ ︷︷ ︸

absorption

+n δ(ω + ω0)︸ ︷︷ ︸
émission

]
(79)

satisfait le bilan détaillé (18). Remarquons que les poids des termes associés à l’absorption et
à l’émission diffèrent par la contribution du fondamental, ce que nous attribuons facilement au
fait que celui-ci ne peut pas émettre d’énergie.
• La fonction de corrélation canonique de Kubo se calcule aisément :

Kxx(t) =
cosω0t

βmω2
0

(80)

Sa transformée de Fourier est : K̃xx(ω) = π
βmω2

0
[δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)].

•On en déduit la fonction de réponse statique : χstatique
xx = 1/mω2

0, qui correspond au déplacement
du minimum du potentiel en présence de la force : 1

2mω
2
0x

2 − fx = 1
2mω

2
0(x− 1

mω2
0
f)2 +O(f2).

• La fonction spectrale et la fonction de réponse se déduisent de Kxẋ(t) = − d
dtKxx(t) ou se

calculent directement en utilisant l’éq. (77) :

ξxx(t) =
sinω0t

2imω0
et χxx(t) = θ(t)

sinω0t

mω0
(81)

Notons que χ̃xx(ω = 0) = χstatique
xx bien que Kxx(∞) 6= 0.

Les transformées de Fourier sont données par :

ξ̃xx(ω) =
π

2mω0

[
δ(ω − ω0)︸ ︷︷ ︸
absorption

− δ(ω + ω0)︸ ︷︷ ︸
émission

]
et χ̃xx(ω) =

1

m

1

ω2
0 − (ω + i0+)2

(82)

La différence de signe des deux termes de la fonction spectrale est liée à leur interprétation
physique ; notons toutefois que Pdiss ∝ ωξ̃xx(ω) > 0. Les parties réelle et imaginaire de la
fonction de réponse sont tracées sur la figure 35 (page 65) pour un taux de relaxation fini
(0+ → γ).

FDT : On vérifie facilement la relation entre la fonction spectrale et K̃xx(ω), éq. (75). En
remarquant que 1+coth(β~ω0/2) = 2(n+1) et 1−coth(β~ω0/2) = −2n on vérifie la formulation
du théorème fluctuation-dissipation démontrée dans l’exercice 3.3 (page 25).

On remarque que Kxx(t) et χxx(t) ne dépendent pas de ~. Elles cöıncident précisément avec
le résultat classique : Kxx(t) = Kclass

xx (t) = Cclass
xx (t) et χxx(t) = −θ(t)β d

dtC
class
xx (t). Pour com-

prendre cette remarque, nous pouvons revenir aux équations pour les opérateurs en représentation
de Heisenberg : ẋH(t) = 1

mpH(t) et ṗH(t) = −mω2
0xH(t)+f(t). La linéarité des équations assure

que 〈xH(t)〉 et 〈pH(t)〉 obéissent aux équations du mouvement classiques dont la solution est :

〈xH(t)〉 = 〈x(t)〉+

∫
dt′ χclass

xx (t− t′)f(t′) (83)

Le résultat montre en outre que la réponse est purement linéaire : O(f2) = 0 (ce qui est propre
à l’oscillateur harmonique).
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Figure 13 : À gauche : Fonction de réponse de l’oscillateur harmonique non amorti : à t = 0
l’oscillateur est forcé par une impulsion f(t) ∝ δ(t) ; la réponse est 〈x(t)〉f − 〈x〉eq. ∝ χxx(t). À
droite : Relaxation.– L’oscillateur est écarté de son équilibre, puis il est relaché à t = 0. On a
〈x(t)〉f − 〈x〉eq. ∝ Kxx(t)

- Exercice 3.4 : Atome, forces d’oscillateur et règle de somme de Thomas-Reich-Kuhn.–
Considérons un atome soumis à une onde électromagnétique : Hpert(t) = −~E(~r = 0, t) · ~r
(approximation dipolaire électrique). Si ~E(0, t) = E(t)~uz la polarisation de l’atome est ca-
ractérisée par la fonction de réponse χzz(t) où la moyenne est calculée dans l’état fondamental
〈· · ·〉 = 〈φ0 | · · · |φ0 〉. Nous avons montré plus haut que χzz(t) = 2

~θ(t)
∑

n sinωn0t |〈φ0 |z|φn 〉|2

où ωn0 = (En − E0)/~. On introduit les forces d’oscillateurs fn0
def
= 2mωn0

~ |〈φn |z|φ0 〉|2 :

χzz(t) = θ(t)
∑
n

fn0
sinωn0t

mωn0
(84)

Que vallent les fn0 pour l’oscillateur harmonique ? Démontrer23 la règle de somme de Thomas-
Reich-Kuhn

∑
n fn0 = 1. En déduire le comportement de χzz(t) aux temps courts (ωn0t � 1).

Retrouver ce résultat plus directement à partir de la définition de χzz(t).

, Les idées importantes :

• Répétons un résultat central : lorsque le système est mis faiblement hors équilibre,
Hpert(t) = −Af(t) , la réponse de B, définie par 〈B(t)〉f = 〈B〉+

∫
dt′ χBA(t− t′) f(t′) +

O(f2) , est caractérisée par une fonction de corrélation d’équilibre :

χBA(t) =
i

~
θ(t)〈[B(t), A]〉 .

• Le théorème fluctuation-dissipation (FDT).

• Toutes les fonctions de corrélation sont reliées entre elle (causalité et FDT).

• Calculer efficacement 〈[A(t), B]〉 dans un problème à N corps : exercice 3.2 p. 24.

+ Pour en savoir plus

• Sur la différence entre fonction de réponse statique (isotherme) χstatique
BA et fonction de réponse

dynamique à fréquence nulle χ̃BA(ω = 0), on pourra consulter le § 8.3 de l’ouvrage [93].

23 Indication : écrire
∑
n fn0 = − i

~ 〈φ0 |[pz, z]|φ0 〉.
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4 Structure spatiale des fonctions de corrélation

Dans les chapitres qui précèdent nous avons introduit les fonctions de corrélation entre obser-
vables du système sans préciser la nature d’icelui. Ces idées et résultats peuvent être appliqués à
des systèmes microscopiques (pour étudier la réponse d’un atome à une onde électromagnétique
par exemple ; dans ce cas la moyenne est plus naturellement purement quantique, dans l’état
fondamental comme dans l’exercice 3.4). Cependant les concepts statistiques seront plus perti-
nents pour l’étude de systèmes complexes à grand nombre de particules (∼ NA ∼ 1023). Les
obervables d’intérêt pourraient alors porter des dépendances spatiales

A −→ A(~r)

B −→ B(~r) .

C’est en effet le cas si l’on s’intéresse à la densité de particules n̂(~r) (§ 4.2.3, 6.2 et 6.3), à une

densité de courant ~̂j(~r) (§ 6.3), une densité de spins (problèmes des annexes B et G), etc.
Le présent chapitre vise à donner une idée du type d’informations qu’il est possible d’extraire

d’une fonction de réponse d’une système macroscopique homogène (invariant par translation à
l’échelle macroscopique). Afin de rendre la discussion plus précise, nous allons nous concentrer
sur un exemple, le plus simple non trivial : le cas de la compressibilité, i.e. de la fonction de
réponse densité-densité (il s’agit du cas le plus simple puisque nous considérons l’autocorrélation
d’un champ scalaire).

4.1 Diffusion élastique d’une onde par des diffuseurs immobiles

4.1.1 Introduction : différents régimes de diffusion

Commençons par prendre un peu de recul et discutons les différents régimes de collision possibles,
ce qui nous permettra de situer les questions discutées dans ce chapitre dans un cadre plus large.
Considérons une cible constituée d’un ensemble de diffuseurs à des positions {~ri} (le système
dont nous sondons les propriétés). Une particule (un photon, électron, un neutron,...) est envoyée
depuis l’infini dans un état libre (onde plane) |~k 〉 et détectée très loin de la cible dans l’état
|~k ′ 〉. Nous notons v(~R − ~ri) le potentiel créé par un centre diffuseur et � vu � par la particule
diffusée de position ~R. Si le diffuseur est fixe, l’énergie de la particule diffusée est conservée au
cours de la collision qui est dite élastique :

Ω~k ′ = Ω~k ⇒ ||~k ′|| = ||~k|| . (85)

L’analyse du problème de collision conduit à introduire l’amplitude de diffusion Ai(~k → ~k ′)
caractérisant la diffusion de la particule par le diffuseur en ~ri. Le calcul perturbatif donne
(approximation de Born d’ordre 1) [72, 67, 108] :

Ai(~k → ~k ′) ∝ 〈~k ′ |v( ~̂R− ~ri)|~k 〉 =
1

Vol
ṽ(~k ′ − ~k) e−i(~k ′−~k)·~ri . (86)

Diffusion simple.– En présence d’une cible unique, la probabilité d’être diffusée dans la
direction ~k ′ est donnée par

∣∣Ai(~k → ~k ′)
∣∣2. Une estimation näıve de l’intensité totale dans la

direction ~k ′ consiste à considérer la somme des intensités associées à chaque diffuseur :

Isimple(~k
′) ∝

∑
diffuseur i

∣∣Ai(~k → ~k ′)
∣∣2 . (87)

Nous sommes ainsi dans un régime de diffusion simple. Si tous les diffuseurs sont équivalents,
nous obtenons ainsi une information sur le potentiel d’interaction de chaque centre diffuseur.
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Par exemple, la célèbre expérience de Rutherford (diffusion de particules α par une feuille d’or)
est dans ce régime. L’intensité est proportionnelle à la section efficace de Rutherford décrivant
la diffusion coulombienne : Isimple(~k

′) ∝ Ndiff

∣∣A(~k ′,~k)
∣∣2 ∝ ||~k ′ − ~k||−4 ∝ 1/

[
E2
c sin4(θ/2)

]
où θ

est l’angle de collision (entre ~k ′ et ~k).

Diffusion de Bragg.– Il est clair que le régime de diffusion simple néglige les termes d’in-
terférences entre les différentes amplitudes. Un autre régime correspond à l’addition cohérente
de ces dernières :

IBragg(~k ′) ∝
∣∣∣ ∑

diffuseur i

Ai(~k → ~k ′)
∣∣∣2 =

∑
i

∣∣Ai∣∣2 +
∑
i, j (6=)

AiA∗j . (88)

Dans les phénomènes ondulatoires, l’addition des amplitudes est la � bonne � règle ; une ques-
tion intéressante serait de savoir dans quelle situation il est légitime de négliger les termes
d’interférence (diffusion simple) et dans quelle situation cela ne l’est pas. Le régime de Bragg
correspond par exemple à l’observation de la figure d’interférences lors de la diffraction de lumière
par un réseau optique. L’observation des interférences révèle la distribution spatiale des centres
diffuseurs. Nous appelons ce régime le “régime de Bragg” par référence à la cristallographie (la
diffraction est maximale dans des directions particulères correspondant aux plans réticulaires
d’un cristal).

Source

Détecteur

Cible
(a)

λ

Cible
(b)

λ

Cible
(c)

λ

Figure 14 : Onde (lumière, électrons, neutrons, particules α...) envoyée sur une cible. Les ronds
représentent les centre diffuseurs de la cible (les atomes par exemple). Seule est représentée
une direction de l’onde diffusée, celle sélectionnée par le détecteur (l’onde est bien entendu
diffusée dans toutes les directions en général). (a) : Diffusion simple. (b) : Diffraction de Bragg.
(c) : Diffusion multiple.

Diffusion multiple – régime incohérent.– Si la cible est épaisse, et/ou si la probabilité
d’interagir avec chaque diffuseur est très importante, l’onde interagit avec un grand nombre
de diffuseurs avant de sortir du milieu. Dans le cas, nous devons considérer chaque chemin de
diffusion C = (~ri1 , ~ri2 , · · · , ~riN ), auquel nous associons une amplitude de diffusion. Nous pouvons
considérer un régime de diffusion multiple incohérent, pour lequel l’intensité totale est donnée
par

I
(incoh.)
Mult. (~k ′) ∝

∑
chemin C

∣∣AC(~k → ~k ′)
∣∣2 , (89)

où la somme porte sur tous les chemins de diffusion. Si la séquence de collisions est très longue,
l’onde diffusée perd la mémoire de la direction incidente et l’intensité dépend très peu de la

direction : I
(incoh.)
Mult. (~k ′) ≈ I0. L’échelle caractéristique sur laquelle l’onde perd la mémoire de la

direction incidente est appelée la longueur de libre parcours moyen de transport `tr (transport
mean free path). Ce régime de diffusion est celui de la lumière dans un nuage ou dans un verre
de lait [85, 61].
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Diffusion multiple – régime cohérent.– Enfin il existe un régime de diffusion multiple
cohérent dans lequel on observe les termes d’interférences entre amplitudes ajoutées de façon
cohérente :

I
(coh.)
Mult. (

~k ′) ∝
∣∣ ∑

chemin C
AC(~k → ~k ′)

∣∣2 ⇒ I
(coh.)
Mult. (

~k ′) = I
(incoh.)
Mult. (~k ′)︸ ︷︷ ︸
≈I0 ∀ ~k ′

+∆IInterf.(~k
′) . (90)

La dépendance angulaire est principalement due au terme d’interférence, puisqu’on a vu que la
contribution incohérente possède une très faible dépendance angulaire. Ce régime, plus difficile
à observer, peut donner lieu à des phénomènes très intéressants de localisation de l’onde par
un milieu désordonné (localisation d’Anderson, cf. section 6.5). Par exemple en optique il est

responsable d’une contribution à l’intensité diffusée I
(coh.)
Mult. ≈ I0 + ICBS(θ) présentant une struc-

ture angulaire 24 d’ouverture très petite δθ ∼ 1/k`tr autour de la rétrodiffusion (~k ′ = −~k, i.e.
θ = π) et doublant 25 l’intensité exactement à la rétrodiffusion : cette structure est appelée l’al-
bedo cohérent (ou coherent backscattering) [61]. Elle est de même nature (mais pas strictement
équivalente) que la correction de localisation faible dans un métal (section 6.5.5) et trouve son
origine dans les interférences entre chemins de collision multiple renversés.

Figure 15 : Pic d’albedo (contribution cohérente) : comparaison entre la théorie et l’expérience
(figures tirées de [4]). Les données expérimentales ont été obtenues en étudiant la diffusion de
lumière d’un laser à argon par des billes de polystyrène (� = 0.46µm) en suspension dans l’eau
(longueur d’onde dans l’eau λ = 0.515/neau = 0.387µm, où neau = 1.33) [58]. Soulignons que le
pic a une ouverture angulaire extrêmement étroite (cf. échelle).

4.1.2 Le facteur de structure statique

Dans la suite de ce chapitre, nous nous placerons exclusivement dans le régime de
diffusion de Bragg. Rappelons que l’objet du présent paragraphe est l’étude de la diffusion
élastique de la particule diffusée

Ω~k ′ = Ω~k ⇒ ||~k ′|| = ||~k|| . (91)

Les diffuseurs sont supposés immobiles ou caractérisés par une dynamique très lente compara-
tivement à la particule diffusée. En utilisant (86), nous relions directement l’intensité détectée
dans la direction ~k ′,

Ielast(~k
′) ∝

〈∣∣∣∑
i

Ai(~k → ~k ′)
∣∣∣2〉 ∝ |ṽ(~k ′ − ~k)|2

〈∑
i,j

e−i(~k ′−~k)·(~ri−~rj)
〉
, (92)

24Attention à ne pas confondre l’angle de diffusion θ entre ~k ′ et ~k, avec l’angle d’incidence sur la cible, qui ne
joue aucun rôle dans la discussion.

25 Le doublement de l’intensité requiert que le champ diffusé soit scalaire et que la diffusion soit parfaitement
élastique (diffusion sur le potentiel aléatoire statique).
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au facteur de structure

S(~q)
def
=

1

Vol
〈n̂~q n̂−~q〉 =

1

Vol

〈∑
i,j

e−i~q·(~̂ri−~̂rj)
〉
, (93)

où nous avons inclus une moyenne thermique sur les positions des diffuseurs pour tenir compte
du fait que la mesure s’effectue sur un temps long comparé au temps caractérisant la dynamique
des diffuseurs (et/ou qu’il y a un moyennage spatial dans l’échantillon macroscopique).

En résumé

Ielast(~k
′) ∝ |ṽ(~q)|2 S(~q) avec ~q = ~k ′ − ~k . (94)

Nous allons maintenant faire quelques remarques sur le facteur de structure statique avant de
nous intéresser aux aspects liés à la dynamique.

4.1.3 Fonction de corrélation de paires - ordre de la matière

Afin de mieux comprendre la nature de l’information contenue dans le facteur de structure, il
est utile d’établir la correspondance précise avec des fonctions caractérisant l’ordre spatial, dont
on perçoit le sens plus intuitivement. Considérons tout d’abord les corrélations de densité dans
l’espace réel :

n(2)(~r, ~r ′)
def
=
〈
n(~r)n(~r ′)

〉
=

〈∑
i,j

δ(~r − ~ri) δ(~r ′ − ~rj)
〉
. (95)

En supposant l’homogéné̈ıté (l’invariance par translation), nous obtenons que la fonction est
directement reliée au fateur de structure statique par le théorème de Wiener-Khintchine (4),

∫
d~r e−i~q·~r

∫
d~r ′ ei~q ′·~r ′〈n(~r)n(~r ′)〉 = 〈n~q n−~q ′〉 =

inv. par transl.︷︸︸︷
δ~q,~q ′ VolS(~q) , (96)

i.e.

n(2)(~r, ~r ′) =
1

Vol

∑
~q

S(~q) ei~q·(~r−~r ′) . (97)

L’examen de l’expression (95) ne met pas en valeur la propriété d’invariance par translation ;
nous faisons le détour par l’espace de Fourier en écrivant

S(~q) = n+ n2 g̃(~q) où n2 g̃(~q)
def
=

1

Vol

〈∑
i 6=j

e−i~q·(~ri−~rj)
〉
. (98)

Nous avons introduit la fonction de corrélation de paires

g(~r)
def
=

1

nN

〈∑
i 6=j

δ(~r − ~ri + ~rj)
〉

(99)

caractérisant la distribution de la distance entre paires de particules (g(~r) n’est pas une densité
de probabilité puisqu’elle n’est pas normalisée), en terme de laquelle nous écrivons la fonction
de corrélation à deux points : 26

〈n(~r)n(~r ′)〉 = n δ(~r − ~r ′) + n2 g(~r − ~r ′) (100)
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Figure 16 : Allure schématique de la fonction de corrélation de paires.

Le facteur de normalisation de la fonction de corrélation de paires a été choisi pour que celle-ci
vaille g(~r) = 1, i.e. 〈n(~r)n(~r ′)〉 = n2, en l’absence de corrélation. 27

Tout comme la fonction de corrélation de paires, la fonction spectrale statique nous renseigne
donc sur l’ordre de la matière. Par exemple pour un fluide, en l’absence d’ordre à longue portée,
nous attendons une structure plate de g(r) avec une structure à courte distance caractérisant
les interactions entre constituants du fluide et un éventuel ordre à courte portée (figure 16). Un
exemple précis illustrant ces remarques est étudié dans l’exercice 4.3. Pour un cristal régulier
nous attendons des pics dans le facteur de structure pour des vecteurs d’onde satisfaisant la
condition de diffraction de Bragg (figures 16 pour g(~r) et 17 pour S(~q)).

Figure 17 : Pics de Bragg obtenus par diffraction sur un quasicristal (symétrie d’ordre 5). Sir
William Henry Bragg (1862-1949) et son fils Sir William Lawrence Bragg (1890-1971).

Une règle de somme sur la fonction de corrélation de paires.– Nous discutons une
relation assez intéressante faisant intervenir la fonction de corrélation de paires. Plaçons-nous
dans l’ensemble grand canonique (en pratique cela revient à isoler un petit volume du système
par la pensée). Nous avons la règle de somme

∫
d~r
∑

i 6=j δ(~r − ~ri + ~rj) = N(N − 1), d’où, si le

nombre de particules fluctue,
∫

d~r g(~r) = 〈N(N−1)〉
n 〈N〉 . L’intégrale de la fonction de corrélation de

paires est donc reliée aux fluctuations du nombre de particules :

1 + n

∫
d~r [g(~r)− 1] =

〈
N2
〉
− 〈N〉2

〈N〉
. (101)

C’est encore un exemple de relation entre une fonction de corrélation et des fluctuations. Rappe-
lons nous que la grand fonction de partition Z est reliée à la fonction génératrice des cumulants

26 Autrement dit le détour par l’espace de Fourier nous a permis de montrer, qu’en supposant qu’il y a invariance
par translation,

〈∑
i,j δ(~r − ~ri) δ(~r

′ − ~rj)
〉

=
〈∑

i δ(~r − ~ri)
〉
δ(~r − ~r ′) + 1

Vol

〈∑
i 6=j δ(~r − ~r

′ − ~ri + ~rj)
〉
.

27 Positions non corrélées : P (~r1, · · · , ~rN ) = 1/VolN , donc 〈
∑
i6=j δ(~r−~ri+~rj)〉 =

∫ ∏
i

d~ri
Vol

∑
i 6=j δ(~r−~ri+~rj) =

N(N − 1)
∫

d~r1d~r2
Vol2

δ(~r − ~r1 + ~r2) = N(N − 1)/Vol = nN . Qed.
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du nombre de particules : 〈N〉 =
(

1
β
∂
∂µ

)
lnZ et Var(N) =

(
1
β
∂
∂µ

)2
lnZ d’où

Var(N)

〈N〉
= kBT

1

〈N〉
∂ 〈N〉
∂µ

. (102)

Dans les notations de la thermodynamique

kBT
1

N

(
∂N

∂µ

)
T,V

= kBT
1

n

(
∂n
∂p

)
T

(
∂p
∂µ

)
T︷ ︸︸ ︷(

∂n

∂µ

)
T

= kBT

(
∂n

∂p

)
T

(103)

où nous avons utilisé la relation de Gibbs-Duhem. 28 Finalement nous reconnaissons la compres-
sibilité isotherme du fluide

κT
def
=

1

n

(
∂n

∂p

)
T

=
1

n2

(
∂n

∂µ

)
T

. (104)

Nous obtenons la règle de somme, due à Ornstein & Zernike :

1 + n

∫
d~r [g(~r)− 1] = nkBT κT (105)

La relation est intéressante car elle connecte explicitement des propriétés macroscopiques (den-
sité, température, compressibilité) à des propriétés microscopiques.

Figure 18 : Leonard S. Ornstein (1880-1941) & Frits Zernike (1888-1966).

Faisons quelques remarques afin d’en apprécier la portée.

Gaz parfait.– Tout d’abord, dans le cas d’un gaz parfait classique (particules sans corrélations, i.e

g(~r) = 1), nous vérifions cette règle de somme : κ
(G.P.)
T = 1/p = 1/nkBT et donc

∫
d~r [g(~r)−1] =

0. La relation d’Ornstein-Zernike permet de quantifier l’écart à la compressibilité du gaz parfait :

1 + n

∫
d~r [g(~r)− 1] = κT /κ

(G.P.)
T . (106)

Gaz réels.– Le développement du viriel est un développement du potentiel thermodynamique,
i.e. de la pression (équation d’état), en puissances de la densité : p = nkBT [1+nB2(T )+· · · ]. On
peut alors vérifier que l’intégrale de g(~r) est directement proportionnelle au second coefficient
du viriel

∫
d~r [g(~r) − 1] ' −2B2(T ). À partir du cas du gaz parfait, lorsqu’on branche une

interaction attractive, p↘, B2 < 0 et donc g(r) > 1 en moyenne. Inversement si on branche une
interaction répulsive p↗, B2 > 0 et donc g(r) < 1 en moyenne (figure 16).

28 Relation de Gibbs-Duhem.– Relation entre les trois paramètres intensifs d’un fluide simple : dµ =
− S
N

dT+ V
N

dp. Pour démontrer la relation on part de la différentielle du grand potentiel dJ = −SdT−pdV −Ndµ,
puis on remarque que la transformation de Legendre donne J + pV = 0.
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Point critique.– Un cas intéressant est celui où la compressibilité diverge (au point critique où
se produit une transition de phase du second ordre : phénomène d’opalescence critique). La
relation établit un lien entre divergence de la compressibilité et la divergence de la portée des
corrélations (décroissance lente de g(~r)).

- Exercice 4.1 : Facteur de structure d’un cristal dans le modèle d’Einstein.–
Nous considérons un modèle très simplifié de cristal unidimensionnel : des atomes ayant pour
position x̂n = na + ξ̂n où les ξ̂n sont des variables d’oscillateurs harmoniques indépendants
(i.e. l’énergie est simplement H =

∑N
n=1

[
1

2m p̂
2
n + 1

2mω
2
0(x̂n − na)2

]
). L’opérateur densité est

donc n̂q =
∑

n e−iq(na+ξ̂n). Montrer que le facteur de structure est donné par

S(q) =
1

a
+

2π

a2

∑
n

δ

(
q − 2nπ

a

)
× e
− q2~

2mω0
coth

~ω0
2T (107)

(nous avons fixé kB = 1).
Indication : On rappelle la formule de Poisson

∑
n eiQn = 2π

∑
n δ(Q− 2nπ).

Justifier qu’une condition nécessaire de validité du modèle est 1/a �
√
mω2

0/T . Quelle consé-
quence cette condition a sur l’allure de S(q) ?

Nous voyons sur cet exemple ultra simplifié de cristal que le facteur de structure présente des
pics de Bragg29 pour des vecteurs d’onde q = 2nπ/a signalant la présence d’un réseau de pas
a. Cette structure de peigne de Dirac est pondérée par une structure plus molle (la gaussienne)
ayant pour origine la dynamique des atomes (les vibrations).

- Exercice 4.2 : Montrer que la fonction de corrélation de paires associée au facteur de
structure (107) est donnée par

g(x) = a
∑
n

√
mω2

0

4πT
e−

mω2
0

4T
(x−na)2

. (108)

Indication : en utilisant la formule de Poisson, montrer que la transformée de Fourier d’un peigne
de Dirac est un autre peigne de Dirac.
Représenter g(x) pour a�

√
T/mω2

0. Discuter également la limite inverse et vérifier que cette
fonction caractérise l’existence d’un ordre à longue portée.

- Exercice 4.3 : Facteur de structure d’une châıne de ressorts.– Nous considérons
dans cet exercice un modèle plus réaliste de “cristal” unidimensionnel, décrit par le lagrangien
L = m

2

∑
n

[
ẋ2
n − ω2

0(xn − xn−1 − a)2
]
. On introduira les variables ξn = xn − na mesurant les

écarts aux positions d’équilibre données par la mécanique classique.

a) Variables normales.– Soit χQ
def
= 1√

N

∑
n ξne−iQn, où N(→ ∞) est la longueur de la châıne.

Montrer que L = m
2

∑
Q

[
|χ̇Q|2 − ω2

Q|χQ|2
]

où ωQ = 2ω0| sin(Q/2)| (en volume fini la somme
porte sur les Q = 2nπ/N avec n = 1, · · · , N). Déduire l’Hamiltonien de la châıne. Donner la
valeur de 〈χQχQ′〉 (moyenne quantique et statistique).

b) Facteur de structure.– Montrer que

S(q) =
1

a

∑
n

e−iqnae−
1
2
q2〈[ξn−ξ0]2〉 (109)

où

〈[ξn − ξ0]2〉 =
2~
mω0

∫ +π

−π

dQ

2π
coth

(
~ω0

T
| sin(Q/2)|

)
sin2(Qn/2)

| sin(Q/2)|
(110)

29 L’idée se généralise facilement en dimension supérieure. Dans ce cas les pics de Bragg sont placés aux nœuds
du réseau réciproque, i.e. pour tous les vecteurs ~Q t.q. ~Q · ~R = 2nπ, n ∈ Z, où ~R sont les nœuds du réseau de
Bravais.
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(on a posé kB = 1).

c) Limite classique.– Montrer que dans la limite classique (~→ 0) 30 〈(ξn−ξn′)2〉 = 2T
mω2

0
|n−n′|. À

quoi correspond ce résultat ? 31 Dans la limite continue, quel processus aléatoire ξn → ξ(x = na)
possède cette propriété ? Montrer que 32

Sclass(q) =
1

a

2π

a
δ(q) +

sinh
( q2T
mω2

0

)
cosh

( q2T
mω2

0

)
− cos(qa)

 (111)

Vérifier que dans la limite de haute température on obtient un pic lorentzien autour des petits

vecteurs d’onde Sclass(q) ' 2π
a2 δ(q)+ 2π

a2
1
π

mω2
0a/T

q2+(mω2
0a/T )2 pour |q| �

√
mω2

0/T et Sclass(q) ' 1 pour

|q| �
√
mω2

0/T . Analyser la structure à basse température.

Nous voyons que la structure du résultat est tout à fait différente de celle obtenue pour le
modèle d’Einstein.
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Figure 19 : Facteur de structure de la châıne de ressorts classique, éq. (111), à haute
température (T = 1.75 avec mω2

0 = a = 1) et basse température (T = 0.01). Au centre de
la figure on a représenté le pic 2πδ(q).
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Figure 20 : Fonction de corrélation de paires correspondant au facteur de structure de l’éq. (111)
(figure 19), à haute température (T = 1.75 avec mω2

0 = a = 1) et basse température (T = 0.01).
Les oscillations de période a = 1 indiquent l’apparition d’un ordre à courte portée.

30 On donne l’intégrale
∫ 2π

0
dq
2π

1−cos(qn)
1−cos(q)

= |n| pour n ∈ Z. Cette intégrale peut se retrouver par régularisation

en utilisant
∫ 2π

0
dθ
2π

sinh a
cosh a−cos θ

einθ = e−|n|a

31 Une interprétation intéressante de 〈(ξn− ξ0)2〉 = 2T
mω2

0
|n| : on peut considérer que la châıne entre l’atome 0 et

l’atome n est un grand ressort avec une constante de raideur effective keff = mω2
0/|n|. Les fluctuations de position

sont données par le théorème d’équipartition 1
2
keff〈(ξn − ξ0)2〉 = 2× 1

2
T (deux termes quadratiques). Qed.

32Indication : analyser S(q), éq. (109), pour q = 0 et q 6= 0 pour un volume N fini. Puis faire N →∞.
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À haute température, T � mω2
0a

2, le facteur de structure est concentré autour de q ' 0. La
largeur du pic indique que la fonction de corrélation de paires présente une structure de largeur
∆x ∼ T/mω2

0a puis tend vers g(x→∞)→ 1. La fonction est ici g(x) > 1 (figure 20) du fait de
l’interaction attractive.

À basse température, T � mω2
0a

2, S(q) présente une structure oscillante sur une période
2π/a, amortie sur un échelle |q| .

√
mω2

0/T , indiquant un ordre à courte portée : la fonction de
corrélation de paires présente quelques oscillations de période a puis tend vers g(x → ∞) → 1,
indiquant la disparition de l’ordre (figure 20, à droite) . Nous pouvons facilement estimer l’échelle
de longueur sur laquelle l’ordre existe en utilisant l’expression des fluctuations entre positions
des atomes 〈(xn − xm)2〉c = 〈(ξn − ξm)2〉 = 2T

mω2
0
|n −m| ; le cristal ne peut exister que sur une

échelle telle que 〈(ξn − ξm)2〉 � a2 i.e. faisant intervenir un nombre d’atomes |n| � mω2
0a

2/T
(le cristal n’existe pas car ce nombre reste microscopique).

Alors que dans le modèle d’Einstein, le réseau est introduit artificiellement (à la main) dans
le potentiel, nous observons que, dans la châıne de ressorts, les fluctuations thermiques détruisent
l’ordre à longue portée, i.e. le cristal. Cette observation découle du théorème de Mermin-
Wagner (toute brisure spontanée d’une symétrie continue 33 causée par des interactions à
courte portée en dimension d 6 2 est détruite par les fluctuations quantiques et/ou thermiques).

Régime classique vs quantique.– Nous venons de voir que les fluctuations thermiques détruisent
l’ordre cristallin au delà d’une échelle

Lcristal(T ) ∼ amω
2
0a

2

T
pour T � mω2

0a
2 . (112)

Cependant la divergence de cette longueur est limitée par l’effet des fluctuations quantiques, qui
deviennent dominantes aux plus basses températures. Dans ce cas les fluctuations ne croissent
que logarithmiquement avec la distance 〈(ξn − ξ0)2〉 ' 2~

mω0π
ln |n| et l’ordre cristallin disparâıt

au delà de la longueur

Lcristal(0) ∼ a exp
πmω0a

2

2~
à T = 0 (113)

(ce régime est étudié dans l’exercice 7.8 du chapitre 7 de mon livre [108]). Nous voyons que
la température de crossover entre les régimes de haute température (classique) et le régime

quantique est Tc ∼ mω2
0a

2 exp−πmω0a2

2~ .
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Figure 21 : Fonction de corrélation de paires des fermions libres : T = 0 (courbe continue)
et T = εF (courbe en tirets). Le principe de Pauli induit des anti-corrélations spatiales (en
l’absence d’interaction), � les fermions s’évitent �.

33 Dans l’exercice, la symétrie continue est l’invariance par translation (brisée dans le modèle d’Einstein par le
choix du potentiel mais pas dans le modèle de la châıne de ressorts).
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- Exercice 4.4 : Fonction de corrélation de paires d’un gaz de fermions libres.– On
considère un gaz de fermions libres à l’équilibre thermodynamique. On rappelle que la trans-
formée de Fourier de l’opérateur densité s’écrit n̂~q =

∑
~k
ĉ†~k−~q

ĉ~k en termes des opérateurs création

et annihilation.

a) Montrer que le facteur de structure statique est

S(~q) = Vol δ~q,0 n
2 +

1

Vol

∑
~k

f~k (1− f~k+~q
) , (114)

où n est la densité moyenne et f~k ≡ f(ε~k) est la fonction de Fermi.
Indication : on pourra utiliser (67).

b) En utilisant (96) et (100), montrer que la fonction de corrélation de paires des fermions est

g(~r) = 1−
∣∣∣∣φ(~r)

φ(~0)

∣∣∣∣2 où φ(~r)
def
=

1

Vol

∑
~k

f~k ei~k·~r . (115)

c) On remarque que n = φ(~0) (= k3
F /(6π

2) à T = 0, en oubliant la dégénérescence de spin). On

donne l’intégrale
∫∞

0 dk k sin kr
eβ(εk−µ)+1

= − ∂
∂r

[ T/vF
sinh(rT/vF ) sin(kF r)

]
où µ = k2

F /(2m) et vF = kF /m.

En déduire le comportement de g(~r).

Dans l’exercice g(~r) 6 1, ce qui signale des anticorrélations de la densité 〈n(~r)n(~r ′)〉 −
〈n(~r)〉 〈n(~r ′)〉 6 0, manifestation du principe de Pauli (� les fermions s’évitent �).

4.2 Sonder la dynamique de la matière : facteur de structure dynamique

Dans la section précédente, nous avons supposé que les centres diffuseurs en {~ri} étaient immo-
biles. Nous avons montré comment le signal de diffraction d’une onde sur une telle cible permet
de remonter à l’information sur la structure spatiale des diffuseurs. Lorsque les centres diffuseurs
ont eux-mêmes une dynamique, {~ri} → {~ri(t)}, la particule incidente peut échanger de l’énergie
(cinétique) avec les diffuseurs ; pour simplifier nous ne discuterons pas la possible excitation
des degrés de liberté internes (s’il y en a). Il est alors possible d’obtenir des informations sur
la dynamique des diffuseurs, à condition de développer des techniques spectroscopiques plus
sophistiquées, comme nous allons le voir.

4.2.1 Compressibilité et facteur de structure dynamique

Pour commencer cette section, nous clarifions le lien entre la compressibilité, une fonction de
réponse du type de celles discutées dans le chapitre précédent, et le facteur de structure dyna-
mique, qui va joue un rôle important dans ce chapitre.

Compressibilité : réponse densité-densité.– Lorsqu’un potentiel Uext(~r, t) perturbe le
système, il se couple à la densité n̂(~r) =

∑
j δ(~r − ~̂rj) où ~̂rj est l’opérateur de position de la

particule j : Ĥpert(t) = +
∫

d~r n̂(~r)Uext(~r, t) = 1
V

∑
~q n̂−~qŨ

ext
~q (t), où V est le volume et n̂~q =∫

d~r e−i~q·~rn̂(~r) désigne la composante de Fourier de la densité. La fonction de réponse densité-
densité caractérise la réponse de la densité 〈n(~r, t)〉Uext = 〈n(~r)〉+

∫
dt′d~r ′ χ(~r, t;~r ′, t′)Uext(~r

′, t′)+
· · · . Si le système est homogène, χ(~r, t;~r ′, 0) = χ(~r − ~r ′, t; 0, 0) et l’on peut passer dans dans
l’espace de Fourier 〈n~q(t)〉Uext = 〈n~q〉 +

∫
dt′χ~q(t − t′)U ext

~q (t′) + · · · D’après (58) on a donc

χ~q(t) = − i
V ~θ(t)〈[n̂~q(t), n̂−~q]〉 (le signe − est déplacé par rapport aux conventions choisies plus
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haut pour définir la perturbation). Il est utile d’exprimer la compressibilité

χ̃(~q, ω) =

∫
dt e(iω−0+)t χ~q(t) = − i

~V

∫ ∞
0

dt e(iω−0+)t
〈[
n̂~q(t), n̂−~q

]〉
(116)

dans la représentation de Lehman, éq. (61) :

χ̃(~q, ω) =
1

~V
∑
n,m

(Pn − Pm)

∣∣(n̂~q)nm∣∣2
ω + ωnm + i0+

(117)

où (n~q)nm = 〈ϕn |n̂~q|ϕm 〉.
Nous discutons dans l’exercice qui suit le cas de la compressibilité d’un gaz de fermions, ex-

primée à l’aide des propriétés des états individuels. L’exercice est une application de l’exercice 3.2
(p. 24).

- Exercice 4.5 : Fonction de réponse densité-densité de fermions libres.– On considère
un gaz de fermions libres à température fixée. Les états propres à une particule sont des ondes

planes ϕ~k(~r) = 1√
V

ei~k·~r. L’opérateur densité34 pour une particule est n̂(~r) = δ(~r − ~̂r), i.e.

n̂~q = e−i~q·~̂r. Calculer ses éléments de matrice 〈ϕ~k |n̂~q|ϕ~k ′ 〉. Montrer que la fonction de réponse
densité-densité du système est donnée par :

χ̃0(~q, ω) =
1

V

∑
~k

f~k − f~k+~q

~ω + ε~k − ε~k+~q
+ i0+

(118)

où fk sont les facteurs d’occupation (Fermi-Dirac) des états individuels (ondes planes). Donner
la valeur de χ̃0(~q, 0) pour q � kF et interpréter le résultat.

Dans cette expression de la fonction de réponse, nous observons que le dénominateur s’annule
pour ω = ε~k+~q

− ε~k. Ces pôles correspondent à des excitations élémentaires faciles à interpréter :

il s’agit des excitations particule-trou35. Nous reviendrons sur cette fonction de réponse que nous
calculerons et étudierons en détail plus tard (§ 6.2).

Facteur de structure dynamique : corrélation densité-densité.– Les discussions qui
suivront feront intervenir soit la fonction de réponse χ̃(~q, ω), soit la fonction de corrélation qui
lui est associée, le facteur de structure dynamique :

S̃(~q, ω)
def
=

1

Vol

∫ +∞

−∞
dt eiωt〈n̂~q(t) n̂−~q〉 =

2π

Vol

∑
n,m

Pn
∣∣(n̂~q)nm∣∣2 δ(ω + ωnm) , (119)

ou pour reprendre la notation du chapitre précédent : S̃(~q, ω) = 1
Vol C̃n~qn

†
~q
(ω). Il est instructif de

souligner la forme prise par la relation de bilan détaillé dans ce cas : l’échange des opérateurs
A↔ B dans (18) correspond à changer le signe de l’impulsion :

S̃(−~q,−ω) = S̃(~q, ω) e−β~ω . (120)

34 Dans les livres il est assez courant de trouver l’opérateur densité des fermions exprimé en terme des opérateurs
d’annihilation et de création : n̂(~r) = 1

V

∑
~k,~q e−i~q·~r ĉ†~k+~q

ĉ~k i.e.

n̂~q =
∑
~k

ĉ†~k−~q ĉ~k .

Deux états |ϕn 〉 et |ϕm 〉 du problème à N fermions couplés par la densité, i.e. tels que (n~q)nm 6= 0, diffèrent
donc par une paire particule-trou d’énergie ωmn = Em − En = ε~k+~q − ε~k.

35 Un électron d’énergie ε~k est envoyé dans l’état d’énergie ε~k+~q. À T = 0 on doit avoir ε~k < εF et ε~k+~q > εF .
Cette excitation correspond donc à créer un trou sous la surface de Fermi et une particule au dessus.
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La relation avec la compressibilité χ̃(~q, ω) est établie via l’introduction de la fonction spectrale
ξ̃(~q, ω) = 1

V 2~
∫ +∞
−∞ dt eiωt 〈[n̂~q(t), n̂−~q]〉, cette dernière étant reliée à la fonction de réponse par36

Im χ̃(~q, ω) = −ξ̃(~q, ω). La représentation spectrale permet immédiatement de trouver la relation
avec le facteur de structure

ξ̃(~q, ω) =
1

2~
[
S̃(~q, ω)− S̃(−~q,−ω)

]
. (121)

Combinée avec la relation de bilan détaillé, cette dernière équation n’est rien d’autre que l’ex-
pression du théorème fluctuation-dissipation, éq. (72) : ξ̃(~q, ω) = 1

2~(1− e−β~ω)S̃(~q, ω).
Notons qu’à température nulle le facteur de structure s’annule pour les fréquences négatives

en vertu de la relation de bilan détaillé S̃(~q, ω < 0) = 0 (absence de processus d’émission à
T = 0). Dans ce cas on a simplement

ξ̃(T=0)(~q, ω > 0) =
1

2~
S̃(~q, ω) et ξ̃(T=0)(~q, ω < 0) = − 1

2~
S̃(−~q,−ω) .

- Exercice 4.6 : Exprimer S̃(~q, ω) en fonction de χ̃(~q, ω). L’intérêt de cette relation est de
fournir très directement l’expression du facteur de structure en termes des propriétés à un corps
(en rendant possible l’usage de (64)). En particulier, montrer que le facteur de structure du gaz
de particules libres est donné par

S̃0(~q, ω) =
2π~

1− e−β~ω
1

V

∑
~k

(f~k − f~k+~q
) δ(~ω + ε~k − ε~k+~q

) . (122)

4.2.2 Expérience de diffusion et facteur de structure dynamique

Un grand nombre de techniques expérimentales de spectroscopie permettent de sonder divers
aspects des fonctions de réponse. On en trouvera une rapide revue dans l’excellent ouvrage
d’Altland & Simons [63], chapitre 7. Citons par exemple les techniques de diffraction X, de
diffraction d’électrons (microscopie électronique) ou de diffraction de neutrons (pour sonder la
position des noyaux, le magnétisme), de spectroscopie tunnel, de spectroscopie par photoémission
résolue en angle (ARPES) pour sonder la structure en ~q et ω, etc.

’
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k Rd
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Figure 22 : Diffraction d’une onde sur des diffuseurs en ~rj.

Commençons par montrer précisément comment nous pouvons extraire le facteur de structure
dynamique S̃(~q, ω) dans une expérience de diffraction. Considérons une matière dense constituée
de particules ayant pour positions {~rj}, sur laquelle est envoyée une onde (photons, électrons,

neutrons,...), décrite par une relation de dispersion Ω~k (par exemple Ω~k = ||~k||c pour des photons,

Ω~k =
~k 2

2M pour des neutrons,...) : situation représentée sur la figure 22. Le vecteur d’onde incident

36 Le signe vient de la définition de χ.
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est k et le détecteur sélectionne des particules de vecteur d’onde ~k ′ (la position du détecteur
sélectionne la direction du vecteur ; le détecteur possède un filtre en énergie permettant de
sélectionner également le module de ~k ′). Nous supposons que la section efficace de diffusion
sur une particule est assez faible pour que nous puissions négliger les processus de diffusion
multiple 37 (l’onde incidente n’est diffusée vers le détecteur que par une seule particule). Nous

pouvons écrire le potentiel � vu � par l’onde incidente V̂ =
∑

i v( ~̂R − ~̂ri), où ~̂R est la position

de la particule incidente et v(~R) désigne le potentiel vu par celle-ci pour un diffuseur à l’origine
(nous avons admis que les diffuseurs ne possèdent pas de degrés de liberté interne ; seuls sont
en jeu les degrés de liberté de translation de la particule incidente et des particules diffusantes).
Afin de séparer les observables associées au système ({~rj}) et à la particule diffusée (R), nous

introduisons l’opérateur densité de particules : V̂ =
∫

d~r v( ~̂R− r) n̂(~r).
Si le système étudié est intialement dans un état |ϕn 〉, le système global (matière diffusante+onde

incidente) transite de l’état |Φi 〉 = |~k 〉 ⊗ |ϕn 〉 vers un état |Φf 〉 = |~k ′ 〉 ⊗ |ϕm 〉. La section
efficace correspondante est donnée par la règle d’or de Fermi :

dσ

dΩ

(ϕn)

∝
∑

f t.q. ~k ′ fixé

|〈Φf |V̂ |Φi 〉|2 δ(Ef − Ei) (123)

La conservation de l’énergie (imposée par le δ) prend la forme Ω~k ′ + Em = Ω~k + En. Nous
introduisons

ω
def
= Ω~k ′ − Ω~k (124)

~q
def
= ~k ′ − ~k (125)

pour désigner les transferts d’énergie et d’impulsion, entre l’onde incidente et la matière diffu-
sante. L’onde peut recevoir ou déposer de l’énergie dans la matière diffusante : elle est diffusée
de manière inélastique par la matière. L’élément de matrice est

〈Φf |V̂ |Φi 〉 =

∫
d~r 〈~k ′ |v( ~̂R− ~r)|k 〉 〈ϕm |n̂(~r)|ϕn 〉 =

1

Vol
ṽ(~q) 〈ϕm |n̂~q|ϕn 〉 (126)

où ṽ(~q) =
∫

d~r v(~r)e−i~q·~r. Si Pn est la probabilité d’occupation de l’état |ϕn 〉, l’intensité mesurée

par le détecteur placé dans la direction ~k ′ est une fonction des transferts d’impulsion et d’énergie

Iinelas(~k
′) ∝

∑
n

Pn
dσ

dΩ

(ϕn)

∝ |ṽ(~q)|2
∑
n,m

Pn
∣∣〈ϕm |n̂~q|ϕn 〉∣∣2 δ(ω − ωnm) ; (127)

elle est donc proportionnelle au facteur de structure

Iinelas(~k
′) ∝

facteur de forme︷ ︸︸ ︷
|ṽ(~q)|2 S̃(−~q,−ω)︸ ︷︷ ︸

facteur de structure

(128)

On prendra garde à ce que q et ω ne sont pas indépendants dans (128), mais contraints par (124)
et (125). La mesure du facteur de structure requiert donc de résoudre aussi bien la direction de
l’onde, ~k ′/||~k ′||, que l’énergie de la particule diffusée, i.e. ||~k ′|| : le détecteur de la figure 22
possède donc un filtre en énergie (c’est un spectromètre). Le facteur de forme |ṽ(~q)|2
caractérise la diffusion sur un unique diffuseur (dans l’approximation de Born la section efficace

37Les phénomènes liés à la diffusion multiple d’une onde sur des diffuseurs statiques distribués aléatoirement
seront discutés au chapitre 6.
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lui est en effet proportionnelle) et le facteur de structure S̃(−~q,−ω) contient l’information sur
la distribution des diffuseurs et leur dynamique. Le signe ne doit pas nous surprendre, il nous
rappelle que S̃(~q, ω < 0) est associé à un processus d’émission pour le système d’intérêt, comme
nous l’avions noté dans le chapitre 2, page 16.

Relation entre facteurs de structure statique et dynamique.– La relation entre facteurs
de structure statique et dynamique peut être facilement déduite des définitions de ces deux
quantités, (93) et (119) :

S(~q) =

∫
dω

2π
S̃(~q, ω) . (129)

Il faudra prendre garde au fait que Ielast(~k
′) n’est pas la limite statique (ω → 0) de Iinelas(~k

′).
Si l’on revient sur la description des deux protocoles expérimentaux décrits dans les § 4.1.1
et 4.2.2, nous pouvons en effet comprendre la relation (129). Dans le premier cas (diffuseurs
fixes/facteur de structure statique), nous avons supposé conservée l’énergie de la particule dif-
fusée. Le détecteur détecte l’onde diffusée, quelle que soit l’énergie des particules, autrement
dit ne contient pas de filtre en énergie. En revanche, dans la seconde situation (diffuseurs mo-
biles/facteur de structure dynamique), nous avons insisté sur l’intérêt qu’il y a à sélectionner
les particules diffusées selon leur énergie, i.e. déterminer l’énergie échangée avec la cible. La
différence entre les deux situations correspond bien à sélectionner ou non l’énergie de la parti-
cule diffusée, d’où l’intégrale dans (129).

4.2.3 De la fonction de réponse χ̃(~q, ω) au spectre des excitations

Afin de toucher du doigt la richesse liée aux aspects dynamiques, et de comprendre comment
la fonction de réponse permet de remonter à certaines propriétés microscopiques du système,
nous appuyons la discussion sur l’exemple précis, et important, de la compressibilité du liquide
de Fermi chargé. Cet objet a été exprimé pour des fermions libres sans interaction, éq. (118) (la
fonction de réponse sera calculée explicitement dans le chapitre 6, section 6.2). Commençons par
décrire les différents types d’excitations du système et comment ils se manifestent dans le facteur
de structure S̃(~q, ω). Je reprends ici essentiellement la discussion très complète de l’ouvrage de
Pines & Nozières [104], § 2.4 (on pourra également se reporter aux ouvrages [68, 82]).

Les quasiparticules.– Rappelons tout d’abord que l’état fondamental du gaz de fermions libres sans
interaction est une mer de Fermi : les fermions occupent les ondes planes |φ~k 〉 de vecteurs d’onde

||~k|| < kF . Les états excités correspondent à occuper des états au dessus de la mer de Fermi ou
vider des états en dessous de εF . Lorsque l’interaction est “branchée adiabatiquement”, la théorie
des liquides de Fermi postule que les excitations élémentaires sont encore des fermions38 ayant
les mêmes caractéristiques que les fermions nus (même spin, même charge), mais “habillées” par
l’interaction ; cet habillage est notamment responsable d’une renormalisation de la masse39.

38 Lorsqu’une quasiparticule est introduite dans un état d’énergie ε~k > εF , le principe d’exclusion de Pauli
limite fortement le nombre des états vers lesquels la quasiparticule peut transiter. Les processus de diffusion entre
électrons s’en trouvent également limités : précisément, la règle d’or de Fermi permet de montrer, qu’en d > 2, le
temps de vie de la quasiparticule d’énergie ε est 1/τee(ε) ∝ (ε− εF )2 (ce comportement se comprend simplement
par un argument d’espace des phase disponible pour l’état final). Ces excitations se comportent asymptotiquement
comme des particules, pour ε→ εF , d’où le nom de “quasiparticule”.

39 Cet “habillage” est dû à l’existence d’un nuage de polarisation écrantant la charge de l’électron. En se
mouvant, l’électron doit donc entrâıner avec lui son nuage de polarisation, ce qui engendre une masse effective
supérieure à la masse nue. Cette masse effective peut être mise en évidence par des mesures de chaleur spécifique
ou de susceptibilité magnétique. Par exemple, la masse effective des quasi-particules est m∗/me ' 1.1 dans l’argent
et m∗/me ' 12 dans le Niobium [64] (me est la masse de l’électron nu).
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Les excitations particule-trou.– Puisque la compressibilité fait intervenir l’opérateur densité n̂~q =∑
k ĉ
†
~k
ĉ~k+~q

qui conserve le nombre de particules, la représentation de Lehman (117) ne peut faire

apparâıtre que des transitions entre états |ϕn 〉 et |ϕm 〉 caractérisés par un même N . Pour cette
raison les excitations les plus simples révélées par cette fonction sont des excitations de paires
particule-trou, ce que nous avions déjà identifié dans le cas des fermions libres, sur l’éq. (118).
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Figure 23 : Soit ω~q l’énergie d’une excitation particule-trou de moment ~q (la sphère représente
la mer de Fermi à T = 0). La figure illustre qu’à une valeur de q donnée est associé un continuum
de valeurs de l’énergie, parmi lesquelles ω~q = ε~k+~q

− ε~k et ω′~q = ε~k ′+~q − ε~k ′ du schéma.

- Exercice 4.7 : Le continuum particule-trou.– On considère des fermions libres sans interac-

tion dont la relation de dispersion est ε~k =
~k 2

2m . Montrer que, lorsqu’une excitation particule-trou
d’énergie ω~q = ε~k+~q

− ε~k est créée à partir de la mer de Fermi, son énergie est contrainte par

max(0,−vF q + q2

2m) 6 ω~q 6 vF q + q2

2m , où vF = kF /m est la vitesse de Fermi (figures 23 & 24).

L’exercice montre que pour une énergie ωq donnée, il existe un continuum d’excitations (q, ωq)
particule-trou, responsable d’une structure assez molle de la compressibilité. Ces excitations
existent dans un domaine du plan (q, ω) représenté sur la figure 24.

En l’absence d’interaction, l’histoire s’arrête là. Les interactions sont responsables d’autres
types d’excitations. Tout d’abord, les quasiparticules n’étant pas de vrais états propres, l’opéra-
teur n̂~q couple le fondamental |0 〉 non seulement aux états excités |ϕn 〉 à une paire quasiparticule-
quasitrou, mais aussi à plusieurs paires. L’énergie d’une telle excitation est alors de la forme
Ω = ω~q1 + · · · + ω~qn (avec ω~q = ε~k+~q

− ε~k). Contrairement au cas précédent, l’énergie est peu
contrainte en terme des vecteurs ~qi, ce qui indique que la contribution de plusieurs paires à la
fonction spectrale est une structure très molle (figure 24).

Les modes collectifs.– Les excitations particule-trou sont localisées dans le sens qu’elles mettent
en jeu un nombre microscopique de fermions (un fermion et son nuage d’écrantage). Il existe
également un autre type d’excitation : des ondes de compression médiées par l’interaction et
mettant en jeu une mouvement collectif du gaz de fermions. Dans le cas d’un gaz de fermions
chargés, on parle de modes plasmons. Nous les étudierons au chapitre 6. En particulier nous mon-
trerons que ces résonances se manifestent pour des hautes fréquences40 Ω~q ' ωp+a ~q 2. Puisqu’il
s’agit des modes propres du système, nous nous attendons à un comportement de la fonction
de réponse analogue à celle de l’oscillateur harmonique41, éq. (82) : χ̃(~q, ω) ∝ 1

Ω2
~q
−(ω+i0+)2 . On

40 Dans un gaz de fermions neutre on parle de “zero sound”, associé à une relation de dispersion linéaire
Ω~q ' c ||~q||. c.f. §3.3 de la Ref. [104].

41 Rappelons qu’identifier les modes propres d’un système correspond à écrire son hamiltonien sous forme
quadratique H =

∑
~q Ω~qa

†
~qa~q + (interactions résiduelles).
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Figure 24 : À gauche : Domaine du plan (||~q||, ω) où est concentré le facteur de structure.
La zone hachurée représente le continuum particule-trou (exercice 4.7). La ligne la relation de
dispersion des plasmons (mode collectif). À droite : Le long de la ligne rouge de la figure gauche,
nous représentons l’allure des différentes contributions au facteur de structure en fonction de ω.
Lorsque la branche des plasmons pénètre dans la région des excitations p-h (ligne en pointillés),
le couplage au continuum est responsable d’un amortissement ; on parle de “Landau damping”.

s’attend donc à observer une divergence de la fonction de réponse, sur le spectre des modes
propres, ω = Ω~q. En pratique ces résonances sont amorties et la fonction de réponse présente la
structure

χ̃(~q, ω) ∼ 1

ω − Ω~q + i/τ~q
(130)

Nous illustrons cette discussion sur la figure 24 qui représente l’allure du facteur de structure
(i.e. de la fonction spectrale) et associe les différentes structures aux différentes excitations
discutées.

Sur la figure 25, une autre illustration est donnée de cette idée générale de la divergence de
la fonction de réponse sur le spectre des excitations.

Figure 25 : La fonction spectrale (partie imaginaire de la fonction de réponse) peut être étudiée
par photoémission résolue angulairement (ARPES). La figure montre la fonction spectrale pour
CeTe3, un système fortement anisotrope (2d) : des plans de Te faiblement couplés. Figure tirée
de l’article V. Brouet et al, “Fermi surface reconstruction in the CDW state of CeTe3 observed
by photoemission”, Phys. Rev. Lett. 93, 126405 (2004).
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4.2.4 Règles de somme

Les règles de somme du type de la règle de somme de Thomas-Reich-Kuhn discutée précédem-
ment (exercice 3.4 page 28) sont d’autres types de contraintes sur les fonctions de corrélation :
elles sont l’expression de lois de conservation, en terme des fonctions de corrélation. L’objet
du paragraphe est de mentionner une version plus élaborée de la règle de Thomas-Reich-Kuhn,
la règle de somme-f , qui est une conséquence de la conservation du nombre de particules. La
discussion qui suit est tirée de l’ouvrage de Pines et Nozières [104].

Considérons un système de N particules de masse me, éventuellement en interaction. Le
problème est supposé invariant par renversement du sens du temps (sans champ magnétique).
L’état fondamental du système corrélé est noté |0 〉 et les états excités |n 〉. Nous notons nq
la composante de Fourier de l’opérateur densité. Nous introduisons les “forces d’oscillateurs”
fn0

def
= 2me

~q 2 ωn0|(n~q)0n|2, analogues à celles de l’exercice 3.4.
Nous utilisons trois ingrédients :

• l’invariance par renversement du sens du temps42 permet d’écrire
∑

n fn0 = me
~q 2 〈0 |[[n~q, H], n†~q]|0 〉.

• La conservation du nombre de particules, ṅ~q = −i~q · ~J~q, prend la forme [n~q, H] = ~q · ~J~q où ~J~q
est la composante de Fourier de l’opérateur courant.
• La relation43 [ ~J~q, n

†
~q] = N

me
~q où N est le nombre de particules.

Règle de somme f .– Les trois relations précédentes conduisent à la règle de somme :∑
n

fn0 = N (131)

Règle de somme pour le facteur de structure à T = 0 K.– La règle de somme (131) conduit à un
nouveau type de contrainte sur les fonctions de corrélation. Pour le voir, nous introduisons le
facteur de structure : S(~q, t)

def
= 1

Vol
1

2π 〈0 |n~q(t)n−~q|0 〉. Une transformée de Fourier sur le temps
conduit à :

S̃(~q, ω) =
1

Vol

∑
n

|(n~q)0n|2 δ(ω − ωn0) (132)

Si n(~r) correspond à la densité d’atomes dans un liquide ou un cristal, le facteur de structure
S̃(~q, ω) peut être mesuré directement par diffraction de neutrons. Notons que S̃(~q, ω < 0) = 0,
conséquence de la relation de bilan détaillé à T = 0 K. La règle de somme (131) se reécrit∫ ∞

0
dω ω S̃(~q, ω) =

~q 2

2me

N

Vol
(133)

La relation se généralise au cas des températures T > 0 en étendant l’intégrale à R [104].

Notons qu’il est possible de trouver d’autres règles de somme pour la fonction spectrale (par
exemple la règle de somme de la compressibilité due à Ornstein et Zernike). L’intégrale peut
également être reliée au facteur de structure 1 + n

∫
d~r [g(~r) − 1] = limq→0

[
S(~q) − 2πn2δ(~q)

]
,

qu’on peut encore écrire
∫

dω
2π S̃reg(0, ω) = nkBTκT où S̃reg(~q, ω)

def
= S̃(~q, ω)− (2πn)2δ(~q)δ(ω).

On en trouvera une liste au §4.2 de la réf. [104]. L’intérêt des règles de somme n’est pas seule-
ment formel (pour la discussion des lois de conservation) mais également pratique puisqu’elles
permettent d’extraire de nombreuses informations d’un système complexe. D’autre part la prise
en compte des règles de somme dans un schéma d’approximation permet d’éviter que les-dites
approximations ne violent certaines lois de conservation.

42 qui nous dit que ∀n, ∃m t.q. En = Em et ~P |n 〉 = −~P |m 〉. On a alors (n−~q)0n = (n~q)0m.
43 Pour prouver la relation on peut exprimer les deux opérateurs en seconde quantification : n~q =

∑
~k c
†
~k
c~k+~q

et ~J~q = 1
me

∑
~k(~k + ~q/2)c†~kc~k+~q. Il est facile de vérifier que [ ~J~q, n−~q ′ ] = ~q ′

me
n~q−~q ′ .
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, Les idées importantes :

• Le facteur de structure statique donne des informations sur l’ordre de la matière.

• La divergence de la fonction de réponse indique les résonances (les modes collectifs) du système :
χ̃(q, ω) =∞ pour ω = ωq−iγq où ω = ωq est le spectre de ces excitations (la relation de dispersion),
et γq l’inverse du temps de vie de ces excitations. Deux exemples ont été discutés :

1) les plasmons (ondes de densité de charges), § 4.2.3 (p. 42), § 6.3 (p. 72) & problème de
l’annexe C.

2) les magnons (ondes d’aimantation), problème de l’annexe B.

• Lorsqu’il existe un continuum d’excitations (par exemple des excitations à 2 particules), la fonction
de réponse ne diverge pas sur une ligne du plan (q, ω), mais est une fonction � molle � ayant pour
support le domaine du plan (q, ω) correspondant au continuum (je recommande la lecture du § 2.4
de l’ouvrage [104]).

+ Pour en savoir plus

• La discussion de la structure spatiale des fonctions de corrélation est un sujet standard qu’on
trouvera discuté dans de nombreuses références : chapitre 10 de [102], chapitre 13 de [97], [104],
[105], etc.
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5 Dissipation quantique

5.1 Introduction

Bien que nous ayons identifié une partie dissipative dans la fonction de réponse, nous n’avons
pas encore étudié de modèle quantique rendant compte de phénomènes dissipatifs : dans le cas
de l’oscillateur harmonique nous avons trouvé une fonction spectrale proportionnelle à un δ de
Dirac (l’analyse qualitative de la compressibilité du gaz de fermions du chapitre précédent sera
complétée par la discussion du paragraphe 6.3 du prochain chapitre). L’objectif de ce chapitre
est d’étudier des modèles plus riches pour lesquels la dissipation a lieu à toute fréquence.

L’étude de la dissipation en mécanique quantique a suscité un nombre considérable de travaux
en physique atomique [73, 35], pour l’étude du tunneling [16], et plus récemment en physique
mésoscopique [27, 26, 46]. Citons également quelques références générales [17, 80, 47, 110, 59, 60].
L’objet de ce chapitre n’est pas de fournir une discussion exhaustive du problème, mais plutôt
d’introduire quelques idées à travers l’étude de plusieurs modèles. Cela nous fournira l’occasion
d’appliquer les concepts qui ont été développés précédemment.

Une première question est de savoir d’où peut provenir la dissipation en mécanique quan-
tique, alors que l’étude de la dynamique du système est bien souvent basée sur une approche
hamiltonienne. Nous y répondrons dans le paragraphe suivant. Dans la section 5.3 nous re-
prendrons la discussion d’un article célèbre de Callen & Welton (1951) qui retrouve, à partir
de la règle d’or de Fermi, le théorème de fluctuation-dissipation. Cela fournit une vision plus
intuitive de ce dernier, que nous avons démontré ci-dessus de façon assez technique en jouant
avec les représentations spectrales des diverses fonctions de corrélation. La fin du chapitre sera
tournée vers l’étude d’un modèle complètement quantique : celui d’un oscillateur couplé à un
bain d’oscillateurs harmoniques. En mécanique classique, une description phénomènologique de
la dissipation est l’approche de Langevin consistant à introduire dans la relation fondamentale
de la dynamique un terme de friction et un bruit. Nous montrerons sur quelles bases une telle
approche est justifiée dans le cas quantique.

5.2 Préliminaire : la ligne de transmission

L’objectif de la section est de montrer comment des phénomènes dissipatifs peuvent émerger
d’une description hamiltonienne.

Considérons une ligne de transmission constituée d’éléments non dissipatifs (inductances et
capacités). Nous étudions dans un premier temps les modes propres de la ligne infinie, puis nous
étudions l’impédance de la ligne semi infinie [78].

Qn

n ...
In−1In+1 In

n+1U

n+2Q Qn+1

UUn+2...

Figure 26 : Une ligne de transmission (un cable coaxial) possède une inductance et une capacité.
Le ligne de transmission parfaite (sans élément résistif) peut être modélisée comme une série
d’éléments (L ,C ) identiques.

Modes propagatifs.– Nous recherchons les modes propres : soit In(t) = Ĩne−iωt le courant dans
l’inductance n. Nous notons Ũn le potentiel au nœud entre les inductances n et n−1 : Ũn+1−Ũn =
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ZLĨn et Ũn = ZC(Ĩn − Ĩn−1), où ZL = −iωL et ZC = −1/iωC . Autrement dit :

Ĩn+1 −
(

2 +
ZL
ZC

)
Ĩn + Ĩn−1 = 0 (134)

Les modes propres de la ligne, In(t) = eiqn−iω(q)t, satisfont la relation de dispersion

ω(q) = ω0| sin(q/2)| pour q ∈]− π, π] (135)

où ω0
def
= 2/

√
L C . Si a est la distance séparant deux inductances voisines, la vitesse de propa-

gation du signal électrique (aux petites fréquences ω � ω0) est v = a/
√

L C .

Modes évanescents.– Lorsque la fréquence excède ω0 = 2/
√

L C la ligne ne transmet plus de
signal sur de grandes distances. Les solutions de (134) sont de la forme In(t) = (−1)neqn−iω(q)t

(le signe (−1)n est introduit pour assurer la continuité entre les modes propagatifs et les modes
évanescents à ω = ω0). La relation de dispersion prend la forme

ω(q) = ω0 cosh(q/2) pour q ∈ R (136)

Dans une châıne semi-infinie, un signa de fréquence légèrement supérieure au seuil, ω = ω0 +δω,
peut être injecté : l’onde pénètre sur une distance n ∼

√
ω0/8δω.

Impédance de la ligne : Comprendre l’origine de la dissipation en mécanique quantique.– Nous
étudions maintenant l’impédance d’une ligne de transmission semi-infinie. Notons Zn l’impédance
de la ligne de n éléments, Z1 = ZL + ZC . Elle obéit à la relation de récurrence :

Zn+1 = ZL + ZC ‖ Zn (137)

L’impédance de la ligne semi-infinie est solution de Z∞ = ZL + 1
1/ZC+1/Z∞

(cf. [88] pour une

discussion précise de l’existence d’une limite). Pour des fréquences appartenant au spectre des
modes propagatifs nous obtenons :

Z(ω) = RLC

√
1− (ω/ω0)2 − i

L ω

2
pour 0 6 ω 6 ω0 (138)

où Z(0) = RLC
def
=
√

L /C . Sur le spectre des modes évanescents nous obtenons :

Z(ω) = −i
L ω

2

√
1− (ω0/ω)2 − i

L ω

2
pour ω > ω0 (139)

L’impédance Z(ω) possède une partie dissipative pour ω 6 ω0, alors que le système n’est
constitué que d’éléments non dissipatifs. En revanche la partie dissipative s’annule pour ω > ω0.
Ce résultat trouve son origine dans l’aptitude (ou non) de la ligne à envoyer l’énergie injectée à
l’infini. Autrement dit à diluer l’énergie parmi le nombre infini de degrés de liberté (un conti-
nuum).

Conclusion : Une manière d’introduire de la dissipation dans un système est de le coupler à un
grand système, à N →∞ degrés de liberté. Ces modes doivent être caractérisés par un spectre
d’énergie continue, de façon à rendre possible les échanges d’énergie sur toutes les échelles. Dans
la pratique un choix commode est de choisir le couplage à un “bain” d’oscillateurs harmoniques,
ce que nous ferons dans la section 5.4.
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Figure 27 : Impédance de la ligne de transmission semi infinie.

5.3 Bruit quantique : version quantique du théorème de Nyquist

En 1951, Callen & Welton [17] ont généralisé le théorème de Nyquist44 au cas quantique en utili-
sant la règle d’or de Fermi et ont retrouvé la relation (74) dans le cadre d’un modèle particulier.
Pour cela ils ont étudié le modèle suivant : un système quantique décrit par l’hamiltonien H0,
couplé à une perturbation oscillante

Ĥ(t) = Ĥ0 + Q̂ V (t) avec V (t) = Vω cosωt (140)

ω > 0 par convention. Le “champ” classique V (t) est couplé à l’observable Q du système.
Le cours de mécanique quantique nous a appris que dans un tel modèle le système absorbe ou
émet de l’énergie par quanta ~ω. Le spectre de H0 est supposé continu afin que le système puisse
absorber/émettre à toute fréquence. On notera |E 〉 les états propres deH0, avecH0|E 〉 = E|E 〉.
On suppose que ces états sont normalisés45 selon 〈E |E′ 〉 = δ(E − E′). Enfin, le système est
supposé à l’équilibre thermodynamique, décrit par une fonction de distribution f(E) ∝ e−βE .

Afin d’établir le théorème de fluctuation-dissipation, Callen & Welton commencent par ca-
ractériser la dissipation en calculant la puissance absorbée par le système. Dans un second temps
ils comparent ce résultat aux fluctuations 〈Q̇2〉.

5.3.1 Dissipation

La dissipation a pour origine les processus d’absorption/émission, dont nous commençons par
étudier les probabilités à l’aide de la règle d’or de Fermi. Le taux de probabilité pour quitter
l’état |E 〉 est donné par :

ΓE =
π

2~
V 2
ω

∑
E′

|〈E′ |Q|E 〉|2
[
δ(E′ − E − ~ω) + δ(E′ − E + ~ω)

]
= ΓE,abs + ΓE,em (141)

44 Comme on l’a vu dans l’introduction, le théorème de Nyquist est le théorème fluctuation-dissipation classique,
appliqué à l’étude des fluctuations de tension aux bornes d’une résistance : SV = 2kBTR où SV =

∫
dt 〈V (t)V (0)〉.

45 Ce choix de normalisation est lié à la forme prise par la relation de fermeture :
∫

dE |E 〉〈E | = 1. Autre-
ment dit

∑
E →

∫
dE. Il faut noter que Callen & Welton ont utilisé une autre convention (un autre choix de

normalisation) :
∑
E →

∫
dEρ(E) où ρ(E) est la densité d’états.

- Exercice 5.1 : On considère le problème libre 1d : H0 = − ~2
2m

d2

dx2
. Vérifier que la DoS par unité de longueur

est ρ(E) = 1
hv(E)

où v(E) = ~k(E)
m

=
√

2E/m est la vitesse de groupe et h la constante de Planck. Vérifier que

les fonctions d’onde ψE,±(x) = 1√
hv(E)

e±ik(E)x sont normalisées selon 〈ψE,σ |ψE′,σ′ 〉 = δσ,σ′δ(E − E′) et que la

relation de fermeture prend la forme
∑
σ=±

∫
dE |ψE,σ 〉〈ψE,σ | = 1.
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Cette expression nous permet d’identifier les taux d’absorption et d’émission. Pour le spectre
continu

∑
E →

∫
dE :

ΓE,abs =
π

2~
V 2
ω |〈E + ~ω |Q|E 〉|2 et ΓE,em =

π

2~
V 2
ω |〈E − ~ω |Q|E 〉|2 (142)

Lorsque le système est dans l’état |E 〉, la puissance absorbée est proportionnelle à ~ω(ΓE,abs −
ΓE,em). Le système occupant cet état avec probabilité f(E), la puissance absorbée est finalement
donnée par46 :

Pω = ~ω
∫

dE f(E) (ΓE,abs − ΓE,em) (143)

=
1

2
π ω V 2

ω (1− e−β~ω)

∫
dE f(E) |〈E + ~ω |Q|E 〉|2 (144)

où l’on a utilisé f(E) ∝ e−βE . Puisque la puissance absorbée est reliée à la partie réelle (dissi-
pative) de l’admittance complexe, Pω = 1

2V
2
ω Re[Y (ω)], nous obtenons une expression de cette

dernière en terme des propriétés spectrales de H0 :

ReY (ω) = π ω (1− e−β~ω)

∫
dE f(E) |〈E + ~ω |Q|E 〉|2 . (145)

5.3.2 Fluctuations

Nous nous intéressons maintenant aux fluctuations de l’observable “courant” I ≡ Q̇ : 〈Q̇2〉 =∑
E f(E) 〈E |Q̇2|E 〉 =

∑
E,E′ f(E) |〈E′ |Q̇|E 〉|2. En utilisant 〈E+~ω |Q̇|E 〉 = iω〈E+~ω |Q|E 〉

nous obtenons l’expression

〈Q̇2〉 = ~
∫

dω ω2

∫
dE f(E) |〈E + ~ω |Q|E 〉|2 (146)

Dans cette expression, l’intégrale sur ω porte sur des ω > 0 et des ω < 0. La fréquence ω de la
perturbation ayant été définie positivement, nous procédons au changement de variable ω → −ω
dans la partie

∫ 0
dω de l’expression (146). Nous remarquons que les fluctuations totales sont

données en intégrant la TF de la fonction d’autocorrélation (i.e. le spectre de bruit) sur toutes les

fréquences 〈Q̇(t)2〉 = SQ̇Q̇(t = 0) =
∫∞

0
dω
π S̃Q̇Q̇(ω), où SQ̇Q̇(t)

def
= 1

2〈{Q̇(t), Q̇(0)}〉 est la fonction

de corrélation symétrisée47. Nous exprimons plutôt les fluctuations de tension Vω = Q̇ω/Y (ω),
caractérisées par

S̃V V (ω) =
S̃Q̇Q̇(ω)

|Y (ω)|2
=

π~ω2

|Y (ω)|2
(1 + e−β~ω)

∫
dE f(E) |〈E + ~ω |Q|E 〉|2 (147)

5.3.3 Théorème fluctuation-dissipation

Nous pouvons maintenant relier les fluctuations de tension à l’impédance Z(ω) = 1/Y (ω) :

〈|Vω|2〉 ≡ S̃V V (ω) = Re[Z(ω)] ~ω coth
~ω

2kBT
(148)

46 On aura probablement remarqué qu’avec notre choix de normalisation, c’est plutôt ΓEdE qui a la dimension
d’un taux. De même la contribution des états de [E,E+dE[ à la puissance absorbée par est dE ~ω(ΓE,abs−ΓE,em).

47 Le choix de faire intervenir la fonction de corrélation symétrisée vient de ce que la propriété S̃Q̇Q̇(−ω) =

S̃Q̇Q̇(ω) simplifie la discussion.
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Figure 28 : Résultat expérimental de R. H. Koch et al (1981). L’équation (2) mentionnée dans
la légende correspond au résultat de Callen & Welton (1951), i.e. notre éq. (149). La ligne
pointillée à la conjecture de Nyquist (1928) négligeant la contribution du vide.

qui est la relation trouvée par Callen & Welton48. Nous reécrivons ce résultat de façon plus
suggestive (pour ω > 0) :

S̃V V (ω) = 2

couplage au champ︷ ︸︸ ︷
Re
[
Z(ω)

] (
~ω
2

+
~ω

eβ~ω − 1

)
︸ ︷︷ ︸
énergie du mode ω

(149)

L’impédance caractérise l’efficacité du transfert d’énergie du mode ω aux fluctuations de tension.
Dans la limite classique ~ω � kBT on retrouve bien le théorème de Nyquist : 〈|Vω|2〉 ≡ S̃V V (ω) =
2 Re[Z(ω)]kBT . L’article de Nyquist [43] contient une conjecture sur la généralisation de son
résultat au cas quantique : il suppose que l’énergie moyenne du mode ω, kBT dans la limite
classique, est remplacée par ~ω 1

eβ~ω−1
. En d’autres termes Nyquist néglige la contribution de

l’énergie du vide49.
Qu’en est-il expérimentalement ? Résoudre le spectre de bruit en fréquence afin d’observer

le régime quantique est assez irréaliste. En effet, pour une température50 T = 1 K, la tran-
sition classique/quantique se produit déjà pour de très hautes fréquences (du point de vue de
l’électronique) ω = kBT/~ ∼ 140GHz ! Koch et al ont proposé un dispositif astucieux permettant
de relier le spectre aux hautes fréquences dans la résistance à un spectre de basse fréquence en
court-circuitant la résistance par une jonction Josephson 51 [31]. La mesure [32] a été effectuée

48 Cette équation est directement donnée par (74) en choisissant les opérateurs A = B → Q̇ = I. La fonction

spectrale est reliée à l’admittance Y
def
= χ̃IQ selon : ξ̃II = Im χ̃II = Im[iωχ̃IQ] = ωRe[Y ].

49 Nous avons sommé les contributions de l’émission et de l’absorption dans les fluctuations. Même dans son
état fondamental, le mode ω peut absorber de l’énergie.

50 Dans une expérience de transport, il ne suffit pas d’avoir un bon frigo pour sonder le régime de basse
température, il faut également disposer d’une bonne détection (ampli,...) afin d’éviter de chauffer l’échantillon par
effet Joule. Ceci nous donne T & 20 mK et I & 1 nA (septembre 2007).

51 Nous rappelons qu’une jonction josephson est constituée par deux supraconducteurs séparés par une petite
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et tranche sans ambigüıté entre la conjecture de Nyquist, SV (ω) ∼ ωe−β~ω dans le régime quan-
tique, et le résulat de Callen & Welton SV (ω) ∼ ω, en faveur de ce dernier (figure 28).

Discussion : L’étude de Callen & Welton est intéressante mais certains aspects restent un peu
mystérieux (au moins pour l’auteur de ces lignes). Tout d’abord nous avons commencé ce chapitre
en introduisant l’idée que la dissipation pouvait être introduite en couplant le système à N →
∞ degrés de liberté, comme par exemple les oscillateurs associés au cable coaxial. Dans la
description de Callen & Welton, c’est plutôt le champ classique V (t) qui a joué le rôle de
réservoir d’énergie. Nous pouvons être surpris de voir intervenir l’énergie quantique du mode
ω (i.e. la distribution de Bose-Einstein). Enfin, un motif d’insatisfaction est d’avoir imposé
l’équilibre thermodynamique pour le système quantique f(E) ∝ e−βω, alors qu’en suivant les
idées de la page 16 nous aurions préféré imposer l’équilibre thermodynamique au niveau du
réservoir d’énergie.

5.4 Couplage à un environnement

5.4.1 Définition du modèle

Nous allons étudier un modèle complètement quantique de dissipation. Décrivons les différents
ingrédients du modèle. Nous considérons un système décrit par des variables conjuguées (q, p).
Ce système est couplé à un environnement macroscopique. Par commodité cet environnement est
modélisé comme un ensemble de N →∞ oscillateurs harmoniques de fréquences Ωk distribuées
selon une densité spectrale continue, ce qui autorise les échanges d’énergie à toute énergie. No-
tons (χk, πk) les variables conjuguées associées au mode k. Enfin nous supposons le couplage
entre le système et l’environnement linéaire :

H = Hsys(p, q)− q
∑
k

g̃k χk︸ ︷︷ ︸
couplage

+
∑
k

1

2

(
π2
k + Ω2

kχ
2
k

)
︸ ︷︷ ︸

environnement

. (150)

Le paramètre g̃k décrit le couplage du mode k au système (pour le traitement que nous ferons
du modèle, il est important que le couplage soit linéaire, toutefois nous aurions aussi bien pu
considérer une forme plus générale (q cos θ + p sin θ)

∑
k g̃k(χk cosαk + πk sinαk), où g̃k, θ et αk

sont des paramètres du modèle). L’environnement étant macroscopique, nous le supposons à
l’équilibre thermodynamique ; aucune telle hypothèse n’est faite concernant le système d’intérêt,
qui atteindra un équilibre thermodynamique grâce aux échanges d’énergie avec l’environnement
(cf. p. 16). Le cas libre Hsys = 1

2mp
2 est étudié dans l’annexe A, page 100.

Dans la suite du chapitre nous allons nous concentrer sur le cas particulier où le système
étudié est lui même un oscillateur harmonique : Hsys(p, q) = 1

2(p2 + ω2
0q

2). Ce choix permet
de simplifier grandement l’analyse de la dynamique du problème, en particulier car nous pou-
vons combiner les équations du mouvement, deux équations différentielles couplées pour q(t) et
p(t), pour former une unique équation différentielle du premier ordre pour a(t) =

√
mω0

2 q(t) +

i
√

1
2mω0

p(t). L’hamiltonien peut s’écrire en fonction des opérateurs de création/annihilation du

système et de l’environnement :

H = ω0(a†a+ 1/2)︸ ︷︷ ︸
Hsys

+ a†
∑
k

gkbk + h.c︸ ︷︷ ︸
Hint

+
∑
k

Ωk(b
†
kbk + 1/2)︸ ︷︷ ︸

HBath

(151)

région isolante à travers laquelle peuvent tunneler des paires de Cooper. L’application d’une faible tension aux
bornes de la jonction produit une différence de phase entre les supraconducteurs et génère un courant I(t) =
Ic sin(2eV t/~) où Ic est le courant critique. On transforme ainsi une tension continue (ω = 0) en courant alternatif
(ω = 2e|V |/~).

52



avec [a, a†] = 1 et [bk, b
†
k′ ] = δk,k′ . Les constantes de couplage complexes gk sont des données

du problème. Une hypothèse essentielle du modèle est de supposer que la densité spectrale des
fréquences des oscillateurs Ωk est une fonction régulière.

Illustration.– Les modèles (150) ou même (151) ont été étudiés dans de nombreux articles/ouvrages
(par exemple [47, 26, 80]). Ils décrivent des situations assez diverses, parmi lesquelles :

1. Le circuit RLC quantique.– Une description purement hamiltonienne d’un circuit RLC
est possible en représentant l’élément résistif (l’environnement) comme une ligne de trans-
mission (cable coaxial) constituée d’inductances L et de capacités C (cf. § 5.2 et exer-
cice 5.3). La ligne est caractérisée par des modes propres pour un continuum de fréquences
sur [0, ωc] où ωc = 2/

√
L C et une résistance à basse fréquence R =

√
L /C (un article

pédagogique est [59] ; le cas des circuits plus complexes dans [60]). Cette description ha-
miltonienne est appropriée pour décrire le circuit dans un régime quantique (circuit de
dimension microscopique à basse température).

Z(ω)

L

C
+Q
−Q

I

où
Z(ω) ...
=

Figure 29 : Description hamiltonienne du circuit RLC.

2. Le modèle spin-bosons.– Une variante du modèle (151) est celle où l’on remplace la
relation de commutation [a, a†] = 1 par une relation d’anticommutation {a, a†} = 1.
On décrit alors l’interaction d’un système à deux niveaux avec un bain d’oscillateurs,
modèle ayant de nombreuses réalisations : un atome à deux niveaux couplé au champ
électromagnétique fluctuant et non résonant (l’évolution de l’opérateur densité de l’atome
est appelée l’équation Pilote, cf. le chapitre IV de [73]), un système mésoscopique à deux
niveaux (Qubit) en présence d’un élément résistif [46], un spin soumis aux fluctuations
thermiques, etc.

3. Le modèle de Caldeira-Leggett.– La métastabilité a été étudiée dans un article célèbre
par Caldeira et Leggett [16] : une variante du modèle (150) pour un potentiel V (q)
présentant un profil comme celui de la figure 30. Une question intéressante est celle de
la compétition entre les fluctuations thermiques, qui sont responsables de la sortie de
l’état métastable avec probabilité Pthermal ∼ exp{− 1

kBT
∆V }, et des fluctuations quan-

tiques (effet tunnel) conduisant à Ptunnel ∼ exp
{
− 2

~
∫ b
a dq V (q)

}
.

V(q)

q

V

a b

thermal

quantum
∆

Figure 30 : Métastabilité.
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4. Une autre situation où la compétition entre fluctuations thermiques et fluctuations quan-
tiques se pose est celle du mouvement brownien quantique : si l’on considère une
particule libre couplée à un bain d’oscillateurs harmoniques modélisant la force de Lan-
gevin, l’effet des fluctuations thermiques est d’induire une diffusion x(t) ∼

√
kBT t (la

constante de diffusion est proportionnelle à la température d’après la relation d’Einstein).
Si les fluctuations quantiques sont dominantes, on obtient une diffusion anormalement
lente x(t) ∼

√
~ ln t (cf. annexe A) [26, 80].

- Exercice 5.2 Quantification du circuit LC : On considère un circuit formé par une bo-
bine d’inductance L en un condensateur de capacité C. L’énergie de la bobine (terme cinétique)
est EL = LI2/2 et celle de la capacité (terme potentiel) est EC = Q2/2C.

a) Donner l’expression du Lagrangien L(Q, Q̇).

b) Le moment conjugué ∂L
∂Q̇

= LQ̇ = φ est le flux dans la bobine. Déduire le Hamiltonien

H(φ,Q). Comment quantifier le modèle ?

oscillateur

i1 i2 i3
L

+Q
−Q

I

...q q q
1 2 3

environnement

C

Figure 31 : Oscillateur électrique couplé à un environnement.

- Exercice 5.3 Description hamiltonienne du cricuit RLC : On considère le circuit
représenté sur la figure 31. L’oscillateur est constitué par le premier couple dans lequel est
stockée l’énergie cinétique Ec = 1

2LI
2 avec I = Q̇ et l’énergie potentielle Ep = 1

2CQ
2.

a) Exprimer l’énergie de l’environnement en fonction des charges qn et des courants in (les
éléments sont tous identiques caractérisés par la capacité C et l’inductance L ).

b) On introduit Qn =
∑n

m=1 qm mesurant la charge totale stockée dans les n premières capacités.
Montrer que l’on peut séparer l’hamiltonien en trois contributions :

Hsys =
1

2
Ltot Q̇

2 +
1

2C
Q2 (152)

HBath =
∞∑
n=1

(
1

2
L Q̇2

n +
1

2C
(Qn −Qn−1)2

)
(153)

Hint = L Q̇

∞∑
n=1

Q̇n (154)

avec la convention Q0 = 0.

c) Calculer la densité de modes ρ(Ω) caractérisant l’environnement.

La ligne de transmission quantifiée est un modèle d’élément résistif couramment utilisé en
physique mésoscopique [27, 110, 26].

Objectif de la section 5.4 : Étudier la dynamique de l’oscillateur harmonique couplé à
l’environnement, décrit par (151). En particulier, calculer la fonction de réponse χ̃xx(ω) de
l’oscillateur dans le cadre de ce modèle quantique.
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Fonction de réponse et fonction de Green de l’oscillateur.– Remarquons que

χxx(t) = iθ(t)〈[x(t), x]〉 (155)

=
iθ(t)

2ω0

(
〈[a(t), a†]〉+ 〈[a†(t), a]〉

)
=

iθ(t)

2ω0

(
〈[a(t), a†]〉 − 〈[a(t), a†]〉∗

)
(156)

Pour ce problème quadratique il nous suffit donc de calculer la fonction de Green retardée

GRet(t)
def
= −iθ(t)〈[a(t), a†]〉 (157)

- Exercice 5.4 : Fonction de Green avancée.– On introduit : GAdv(t)
def
= iθ(−t)〈[a(t), a†]〉.

Montrer que
[GAdv(t)]∗ = GRet(−t) (158)

En déduire que G̃Adv(ω) = G̃Ret(ω)∗. Montrer que la compressibilité s’exprime comme :

χxx(t) = − 1

ω0
ReGRet(t) (159)

Notons que lorsque les oscillateurs sont découplés (gk = 0) : G̃Ret(ω) = 1
ω−ω0+i0+ . Nous allons

calculer G̃Ret(ω) par une approche perturbative (le résultat sera exact, ce qui est ici possible
pour cette théorie quadratique). Pour cela nous allons utiliser un “truc” qui consiste à passer
en temps imaginaire t→ −iτ .

5.4.2 Méthode no1 : Formalisme de Matsubara

Le formalisme de Matsubara des fonctions de Green à température finie [94, 98, 68, 63] est
un cadre couramment utilisé pour l’étude des systèmes corrélés (en interaction) en matière
condensée ou d’autres domaines. Le problème des oscillateurs nous fournit un exemple très
simple pour l’introduire. Nous verrons toutefois page 60 que ce modèle peut être étudié par une
méthode plus directe.

On définit
G(τ, τ ′)

def
= −〈TτaM (τ)a†M (τ ′)〉 pour τ, τ ′ ∈ [−β, β] (160)

où aM (τ)
def
= eτHae−τH [la relation à l’opérateur en représentation de Heisenberg est aM (τ) =

aH(t = −iτ)]. La moyenne est usuelle : 〈· · ·〉 = Tr
{

e−βH · · ·
}
/Tr

{
e−βH

}
. Le produit chronolo-

gique est défini par

Tτ [AM (τ)BM (τ ′)] = AM (τ)BM (τ ′) si τ > τ ′ (161)

= BM (τ ′)AM (τ) si τ < τ ′ (162)

(pour des opérateurs fermioniques il faudrait introduire un signe − après commutation). Ces
définitions ne doivent pas être un motif de perplexité, leur origine réside dans la forme prise par
la méthode des perturbations en temps imaginaire, ce qui apparâıtra clairement par la suite.

Attention : ne pas confondre a†M (τ) 6= [aM (τ)]† = a†M (−τ).

En particulier, la définition de G fait bien intervenir G(τ, τ ′) = −〈TτaM (τ)a†M (τ ′)〉, qui a les
bonnes propriétés de périodicité (voir ci-dessous) 52, et non G(τ, τ ′) 6= −〈TτaM (τ)[aM (τ ′)]†〉.

Par la suite on ne considère que des problèmes invariants par translation dans le temps et il
est suffisant de considérer une fonction de Green à un temps :

G(τ)
def
= −〈TτaM (τ)a†M (0)〉 pour τ ∈ [−β, β] (163)

Notons que le facteur d’occupation est donné par n = 〈a†a〉 = −G(0−) pour des bosons.

52 Par exemple, pour un oscillateur harmonique, on vérifie que pour τ > τ ′, 〈TτaM (τ)a†M (τ ′)〉 = 〈aa†〉e−ω0(τ−τ ′)

et 〈TτaM (τ)[aM (τ ′)]†〉 = 〈aa†〉e−ω0(τ+τ ′)
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- Exercice 5.5 : Vérifier que la fonction de Green est périodique G(τ + β) = G(τ). (Elle
serait antipériodique G(τ + β) = −G(τ) pour des opérateurs fermioniques).

La propriété précédente nous permet d’écrire :

G(τ) =
1

β

∑
n∈Z

G̃(iωn) e−iωnτ (164)

G̃(iωn) =

∫ β

0
dτ G(τ)eiωnτ (165)

où ωn = 2nπ/β sont appelées les fréquences de Matsubara. (Pour des fermions ωn = (2n+ 1)π/β).

- Exercice 5.6 : Considérons le cas d’un oscillateur harmonique de fréquence ω0. Vérifier
que : G(τ) = −[θ(τ) + n]e−ω0τ avec n = 1

eβω0−1
et que : G̃(iωn) = 1

iωn−ω0
.

Im z

Re z! 0

R

Figure 32 : Contour permettant de démontrer (167).

Calcul des sommes sur les fréquences de Matsubara : Les calculs font apparâıtre des sommes du
type : 1

β

∑
n∈Z ϕ(iωn). Afin d’évaluer de telles sommes on considère l’intégrale

∮
dz f(z)ϕ(z) où

f(z) =
1

eβz − 1
(166)

Le contour est un cercle de rayon R (figure 32). Nous admettons que la fonction ϕ(z) est
méromorphe dans C et possède des propriétés à l’infini telles que l’intégrale est nulle lorsque
R→∞. Nous notons z` les pôles de ϕ(z), supposés simples. Les fréquences de Matsubara étant
des pôles simples de f(z) nous déduisons :

1

β

∑
n∈Z

ϕ(iωn) = −
∑
`

f(z`) Résidu[ϕ(z); z`] (167)

La formule se généralise facilement au cas où ϕ(z) possède des pôles multiples. Il arrive également
que ϕ(z) possède une coupure sur l’axe réel. Dans ce cas le contour à considérer n’est pas un
cercle mais deux demi cercles53.

Exemple : Retrouvons l’expression de la fonction de Green aux temps négatifs dans le cas libre
G(τ < 0) = 1

β

∑
n∈Z

1
iωn−ω0

e−iωnτ . Nous devons choisir ϕ(z) = e−zτ

z−ω0
. On vérifie que la fonction

possède les bonnes propriétés54. Finalement l’éq. (167) nous donne G(τ < 0) = −f(ω0)e−ω0τ ,
qui est bien l’expression attendue.

53 Lorsque ϕ(z) possède une coupure sur R mais pas de pôle, on montre que 1
β

∑
n∈Z∗ ϕ(iωn) =

1
π

∫ +∞
−∞ dx f(x) Imϕ(x+ i0+).

54
∮

dz f(z)ϕ(z) → 0 pour R → ∞ est assuré par ϕ(z)f(z) ' e−(β−|τ |)z/z → 0 pour Re z → +∞ et par

ϕ(z)f(z) ' −e|τ |z/z → 0 pour Re z → −∞. Notons qu’il convient de choisir R = (2N + 1)π/β, où N ∈ N, avec
N →∞ afin d’éviter que le cercle ne passe par un pôle.
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Relation entre la fonction de corrélation retardée et de Matsubara : En général la quantité physique
que nous cherchons à calculer est la fonction de corrélation retardée :

χRet(t)
def
= −iθ(t) 〈[AH(t), BH(0)]〉 (168)

où AH(t) = eiHtAe−iHt, dont la représentation spectrale est :

χ̃Ret(ω) =
1

Zβ

∑
n,m

AnmBmn
e−βEn − e−βEm

ω + En − Em + i0+
(169)

(il y a un changement de signe dans la définition par rapport aux sections précédentes).
Définissons la fonction de Green en temps imaginaire correspondante :

χMat(τ)
def
= −〈TτAM (τ)BM (0)〉 (170)

périodique. Pour τ > 0 on a χMat(τ) = − 1
Zβ

∑
n,m e−βEn AnmBmn eτ(En−Em) d’où on déduit

facilement que

χ̃Mat(iωp) =
1

Zβ

∑
n,m

AnmBmn
e−βEn − e−βEm

iωp + En − Em
(171)

On voit donc que

χ̃Ret(ω) = χ̃Mat(iωp → ω + i0+) (172)

Intérêt : la méthode des perturbations est une outil central dans l’étude des systèmes corrélés.
Dans la situation typique l’hamiltonien est de la forme H = Hlibre + Hint et la partie Hint est
traitée perturbativement (la fonction de réponse, qui caractérise la réponse à la perturbation
extérieure Hpert(t), est calculée perturbativement par rapport à Hint. Ne pas confondre !) . Dans
ce cas on est conduit à considérer le développement perturbatif d’un opérateur d’évolution.
L’examen des deux fonctions de corrélation χRet(t) et χMat(τ) montre que la première fait
intervenir un opérateur “d’évolution” e−(β−it)H pour un “temps” mélangeant partie réelle et
imaginaire, ce qui n’est pas le cas pour la seconde qui dépend de e−(β−τ)H . La mise en œuvre
de la méthode perturbative pour χMat(τ) est grandement simplifiée.

Méthode des perturbations : SoitH = H0+Hint oùHint est l’hamiltonien d’interaction. L’opérateur
“d’évolution” en représentation d’interaction55 U(τ)

def
= eτH0e−τH obéit à l’équation

∂

∂τ
U(τ) = −HI(τ)U(τ) (173)

où HI(τ)
def
= eτH0Hinte

−τH0 . La solution de cette équation est :

U(β) = Tτ exp−
∫ β

0
dτ HI(τ) (174)

Le point de départ de l’approche perturbative est la relation :

G(τ) = −〈TτaM (τ)a†M (0)〉 = −〈TτU(β)a(τ)a†〉0
〈U(β)〉0

(175)

55 Si Hint dépend du temps on définit U(t) par ∂
∂τ

U(τ) = −H(τ) U(τ) et U(τ)
def
= eτH0U(t).
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où aM (τ) = eτHae−τH et a(τ) = eτH0ae−τH0 . 〈· · ·〉0 désigne la moyenne en l’absence de la
perturbation. Le calcul de la fonction de Green peut être mené perturbativement en développant
l’opérateur U(β) en puissances de Hint.

Utiliser le théorème de Wick : Le point de départ étant une théorie quadratique (H0 est quadra-
tique dans les opérateurs a et a†) on utilisera le théorème de Wick pour moyenner les produits
d’opérateurs :

〈Tτa(τ1)a†(τ2) · · · a(τ2n−1)a†(τ2n)〉
= 〈Tτa(τ1)a†(τ2)〉 × · · · × 〈Tτa(τ2n−1)a†(τ2n)〉+ (autres contractions) (176)

Notons que le nombre de contractions est ici n! Le théorème de Wick pour 2n répliques d’un
champ scalaire réel ferait intervenir (2n− 1)!! contractions.

Calcul de G̃(iωn) et G̃Ret(ω) :

Théorie libre (gk = 0).– revenons à notre problème d’oscillateurs couplés. On note

G(τ) la fonction de Green de l’oscillateur libre et Dk(τ) celle des oscillateurs (−〈Tτ bk(τ)b†k′〉 =
δk,k′Dk(τ)). En l’absence de couplages les fonctions de Green sont :

G̃(iωn) =
1

iωn − ω0
(177)

D̃k(iωn) =
1

iωn − Ωk
(178)

Calcul perturbatif :

- Exercice 5.7 : Vérifier qu’à l’ordre 2 de la méthode des perturbations

G̃(iωn) = G̃(iωn) + G̃(iωn)
∑
k

|gk|2D̃k(iωn) G̃(iωn) + · · · (179)

En déduire les règles de Feynman.

On introduit la self énergie :

Σ(iωn)
def
=
∑
k

|gk|2D̃k(iωn) =
∑
k

|gk|2

iωn − Ωk
(180)

Le calcul perturbatif se poursuit aux ordres arbitrairement élévés (car la théorie est ici quadra-
tique). Pour s’aider on peut donner une représentation diagrammatique de la correction d’ordre
2 calculée dans l’exercice.

a aa a b bk

gk gk*
k

Figure 33 : Représentation diagrammatique de la correction perturbative d’ordre 2 calculée dans
l’exercice 5.7. Les points représentent les interactions.

La fonction de Green est simplement donnée par une série géométrique56 :

G̃(iωn) =
1

iωn − ω0 − Σ(iωn)
(181)
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Dk
+= + + ...

G G G G

= +

Figure 34 : Représentation diagrammatique de la série géométrique conduisant au
résultat (181). La deuxième ligne représente l’équation de Dyson de la note de bas de page
numéro 56.

- Exercice 5.8 : Dans l’hamiltonien (151), on remplace l’interaction quadratique par une in-

teraction cubique Hint = a†a
∑

k λk(bk+b†k). Dessiner les diagrammes de Feynman correspondant
à cette interaction. Donner les nouvelles règles de Feynman.

On procède à la substitution iωn → ω + i0+ pour revenir à la fonction de Green retardée.
Introduisons

ΣRet(ω) =
∑
k

|gk|2

ω − Ωk + i0+
(182)

dont la partie imaginaire

− Im ΣRet(ω) = π
∑
k

|gk|2δ(ω − Ωk) (183)

nous redonne la règle d’or de Fermi, i.e. − Im ΣRet(ω0) correspond au taux de probabilité pour
que l’oscillateur se désexcite (la partie réelle Re ΣRet(ω0) correspond au Lamb shift).

En supposant que la self énergie est fonction lente de la fréquence, on admet la structure :

G̃Ret(ω) =
1

ω − ω0 − ΣRet(ω)
' 1

ω − ω0 − δω0 + i/2τ0
(184)

où ΣRet(ω0) = δω0 − i/2τ0. On en déduit la fonction de réponse :

χ̃xx(ω) = − 1

2ω0

[
G̃Ret(ω) + G̃Adv(−ω)

]
' 1

−ω2 + ω2
R + 1

4τ2
0
− i

2τ0
ω

(185)

La dissipation régularise la divergence de la fonction de réponse de l’oscillateur harmonique libre.
Lorsque l’oscillateur harmonique est soumis à une force extérieure fωe−iωt, la puissance dissipée
(l’énergie fournie au système est donc évacuée dans le bain d’oscillateurs harmoniques) est :

Pdiss ∝ ω Im χ̃xx(ω) ∝ ω2

(ω2 − ω2
tot)

2 + ω2/4τ2
0

(186)

où ω2
tot = ω2

R + 1
4τ2

0
.

- Exercice 5.9 : Montrer que la fonction de Green des oscillateurs est donnée par :

D̃k,k′(iωn) = δk,k′D̃k(iωn) + g∗kgk′ D̃k(iωn) G̃(iωn) D̃k′(iωn) (187)

Les oscillateurs du bain sont couplés via leur couplage à l’oscillateur harmonique. Ce résultat
traduit la remarque évidente que les nouveaux modes propres de cette théorie quadratique sont
des combinaisons linéaires des modes propres initiaux57.

56 Une autre manière de voir les choses est d’écrire l’équation de Dyson G̃(iωn) = G̃(iωn)+ G̃(iωn) Σ(iωn)G̃(iωn)

dont la solution est G̃(iωn) = 1

G̃(iωn)−1−Σ(iωn)
.

57 J’insiste : il n’était nul besoin du formalisme de Matsubara pour étudier le modèle (151). Celui-ci nous a
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Comparaison avec l’oscillateur harmonique amorti classique : Considérons l’oscil-
lateur amorti décrit par les équations de Langevin :{

ẋ = p

ṗ = −
∫

dt′ γ(t− t′) p(t′)− ω2
0x+ F (t)

(188)

où F (t) est une force de Langevin. L’amortissement est gouverné par une fonction γ(t). La
fonction de réponse est donnée par :

χ̃(ω) =
1

ω2
0 − ω2 − iωγ̃(ω)

' − 1

2ω0

1

ω − ω0 + iγ̃(ω0)/2
(189)

où l’approximation correspond à une faible friction.
Considérons le cas γ(t) → γ δ(t). Si on introduit la variable complexe a = 1√

2ω0
x + i

√
ω0
2 p,

celle-ci obéit à l’équation ȧ = −(iω0 + γ
2 )a+ γ

2 a
∗ + i

√
ω0
2 F (t).

Comme cela apparâıtra dans le paragraphe suivant, à cause du choix de couplage58 gka
†bk +

g∗kab
†
k le modèle décrit par (151) correspond à une version plus symétrique :{

ẋ = −γ
2 x+ p+ Fx(t)

ṗ = −γ
2 p− ω

2
0 x+ Fy(t)

(190)

Dans ce cas l’équation différentielle pour la variable a prend la forme : ȧ = −(iω0 + γ
2 )a+ ξ(t).

L’équation du mouvement ẍ+γẋ+(ω2
0 +γ2/4)x = F (t) a la même structure que précédemment.

Sa fonction de réponse correspond à l’éq. (185).

5.4.3 Méthode no2 : Équation de Langevin quantique (équation de Langevin-Mori)

La stratégie de la section précédente était de donner une analyse perturbative dans l’interaction
système-environnement, puis de resommer les corrections à tous les ordres, ce qui s’est révélé
possible pour cette théorie quadratique. Pour le modèle considéré ici il est possible d’obtenir les
mêmes résultats (la fonction de réponse) par une méthode que nous décrivons. La méthode est
plus souple et plus directe, mais de portée plus limitée car elle repose sur quelques hypothèses
contraignantes notamment sur la forme du couplage.

Idée générale.– Nous décrivons la stratégie présentée dans l’ouvrage [80] qui s’applique à l’étude
d’un système couplé à un environnement, à condition de respecter trois conditions :

(a) L’environnement est décrit comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques de fréquences
Ωk. La densité spectrale des fréquences des oscillateurs est continue, ce qui autorise les
échanges d’énergie à toute énergie.

(b) Le couplage système-oscillateur est linéaire.

(c) Le couplage (gk) est une fonction régulière de Ωk.

servi d’alibi pour introduire une méthode populaire.
Les fonctions de Green peuvent être retrouvées plus simplement en reliant l’hamiltonien (151) à une matrice :
H = A†HA où le vecteur colonne A regroupe tous les opérateurs d’annihilation AT = (a · · · bk · · · ). On écrit la
matrice H = H0 + V où la partie non diagonale couple l’oscillateur ω0 aux oscillateurs du bain V0k = gk. Le
calcul de G(E) = 1

E−H est alors élémentaire : G00 = 1
E−ω0

+
∑
k

1
E−ω0

V0k
1

E−Ωk
Vk0

1
E−ω0

+ · · · . En introduisant

Σ(E) =
∑
k

|g2k|
E−Ωk

nous voyons que G00 = 1
E−ω0−Σ(E)

. De même il est facile de vérifier que : G0k = G00
gk

E−Ωk
et

Gkk′ = δkk′
1

E−Ωk
+

g∗k
E−Ωk

G00
gk′

E−Ω′
k

. Ici, le calcul est simple (et exact) car l’interaction est quadratique.
58 Le terme de friction usuel apparâıt pour un choix de couplage de la forme (a+ a†)(bk + b†k).
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La méthode permet l’analyse de l’hamiltonien (150).
On procède en trois étapes :

(1) on écrit les équations du mouvement pour les observables du système et pour les oscillateurs
(en représentation de Heisenberg) : q̇(t) = ∂pHsys(p(t), q(t)), ṗ(t) = −∂qHsys(p(t), q(t)) +∑

k g̃kχk(t), χ̇k(t) = πk(t) et π̇k(t) = −Ω2
kπk(t) + g̃kq(t).

(2) La linéarité des équations du mouvement pour les oscillateurs (hypothèses (a) et (b))
permet d’intégrer les équations du mouvement des oscillateurs.

(3) La solution est réinjectée dans l’équation du mouvement des variables du système. Nous
verrons que l’équation ainsi obtenue pour le système a la structure d’une équation de
Langevin, pour des opérateurs : elle contient un terme de friction avec effet de mémoire. Les
opérateurs associés aux oscillateurs harmoniques se combinent dans un terme de “bruit”.

L’équation est appelée équation de Langevin quantique (ELQ). Cette “recette” est appliquée à
l’hamiltonien (150) lorsque Hsys = p2/(2m) dans l’annexe A.

Une formulation plus générale du problème existe dans laquelle la procédure d’intégration sur
certaines variables décrite précédemment s’interprète de manière “géométrique” (dans l’espace
des opérateurs) comme une projection dans un sous espace (celui des observables d’intérêt). On
aboutit aux équations de Langevin-Mori (ce que nous avons préféré dénommer dans ces notes
les équations de Langevin quantiques). On pourra trouver une description très claire et détaillée
dans les notes de cours du collège de France de 1978-1979 de Claude Cohen-Tannoudji (voir
aussi [92], § 9.3.3).

Mettons ce programme en œuvre pour l’hamiltonien (151). Le choix de l’oscillateur harmo-
nique conduit à une équation linéaire pour le système également ; de plus en travaillant avec les
opérateurs création/annihilation, nous divisons le nombre d’équations par deux. Les opérateurs
en représentation de Heisenberg obéissent aux équations différentielles

d

dt
â(t) = −iω0 â(t)− i

∑
k

gk b̂k(t) (191)

d

dt
b̂k(t) = −iΩk b̂k(t)− ig∗kâ(t) (192)

L’objectif est d’obtenir une équation pour a(t) et d’éliminer les variables du bain. On intègre la
seconde équation :

b̂k(t) = b̂k(0) e−iΩkt − ig∗k

∫ t

0
dt′ â(t′) e−iΩk(t−t′) (193)

En insérant cette solution dans l’équation pour l’oscillateur, celle-ci prend la forme :

d

dt
â(t) = −iω0 â(t)−

∫ ∞
0

dt′ γ(t− t′) â(t′) + ξ̂(t) (194)

L’équation (194) possède bien la structure d’une équation de Langevin, pour des opérateurs.
Moyennant quelques hypothèses naturelles, nous allons en effet prouver qu’elle conduit à la
phénomènologie de l’équation de Langevin décrivant un oscillateur dans le régime de faible
amortissement (oscillations amorties). La fonction complexe

γ(t)
def
= θ(t)

∑
k

|gk|2 e−iΩkt (195)
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décrit l’amortissement. Cette fonction n’est en général pas locale en temps, ce qui traduit un
effet de mémoire. L’opérateur

ξ̂(t)
def
= −i

∑
k

gk b̂k e−iΩkt (196)

exprimé comme une somme sur tous les degrés de liberté de l’environnement, s’interprète comme
un � opérateur de bruit � . Le calcul du commutateur

[ξ̂(t) , ξ̂†(0)] =
∑
k

|gk|2 e−iΩkt = γ(t) pour t > 0 (197)

fournit une relation réminiscente du théorème fluctuation-dissipation entre l’opérateur de bruit
(les fluctuations) et la fonction γ(t) contrôlant la relaxation.

Nous procédons maintenant à quelques simplifications. Tout d’abord, nous remarquons que
puisque le couplage gk est supposé varier lentement avec Ωk, la fonction γ(t) sera “étroite”
(l’éq. (195) montre que γ(t) est en gros la TF de |gk|2, à une densité d’états près). Nous appelons
τm la largeur de γ(t). Nous supposons que l’amortissement est faible : si nous introduisons le
temps de relaxation τR, relié à l’amplitude de γ(t), la hiérachie des temps est ω−1

0 . τm � τR

(ce qui pécise ce que nous entendions par “étroite”). Cette remarque nous montre que dans
l’éq. (194), l’intégrale

∫ t
0 dt′ γ(t′) a(t − t′) est dominée par les temps t.q. t′ ∼ τm � τR. Sur

l’échelle τm, l’opérateur ne sent pas l’effet de la relaxation et nous pouvons remplacer l’évolution
de l’opérateur par son évolution libre a(t− t′)→ a(t)eiω0t′ . D’autre part nous nous intéressons à
des temps t sur lesquels la relaxation se manifeste, t & τR � τm ; il est donc licite de remplacer
la borne supérieure par l’∞. Ces remarques nous permettent de simplifier le terme de friction
selon ∫ t

0
dt′ γ(t′) â(t− t′) ' â(t)

∫ t

0
dt′ γ(t′) eiω0t′ ' â(t)

∫ ∞
0

dτ γ(t′) eiω0t′ (198)

qui fait apparâıtre la TF de γ(t) à la fréquence ω0 correspondant à l’évolution libre de l’opérateur :

γ̃(ω0) =
∫∞

0 dτ γ(τ) eiω0τ . On introduit γ̃(ω0)
def
= iδω0 + Γ/2 avec

Γ = 2π
∑
k

|gk|2δ(ω0 − Ωk) (199)

δω0 =
∑
k

PP |gk|2

ω0 − Ωk
(200)

(la règle d’or de Fermi et le Lamb shift). Finalement nous aboutissons à une ELQ locale en
temps :

d

dt
â(t) ' −(iωR + Γ/2) â(t) + ξ̂(t) (201)

où
ωR

def
= ω0 + δω0 (202)

est la pulsation renormalisée par le couplage à l’environnement. Puisque la friction ralentit la
dynamique, on s’attend à ce que ωR < ω0, i.e. δω0 < 0.

On peut résoudre formellement la nouvelle équation du mouvement

â(t) = â(0) e−(iωR+Γ/2)t +

∫ t

0
dt′ ξ̂(t′) e−(iωR+Γ/2)(t−t′) (203)

Cette solution va nous permettre d’étudier les propriétés de l’oscillateur.
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Afin d’aller plus loin, nous faisons l’hypothèse supplémentaire que les oscillateurs sont à
l’équilibre thermodynamique 59 : 〈b†kbk′〉 = δk,k′nk où nk

def
= 1

eβΩk−1
. Cette hypothèse est naturelle

puisque l’environnement est constitué d’un nombre macroscopique de degrés de liberté. Nous
obtenons :

〈ξ†(t)ξ(0)〉 =
∑
k

|gk|2 nk eiΩkt et 〈ξ(t)ξ†(0)〉 =
∑
k

|gk|2 (nk + 1) e−iΩkt (204)

Une relation utile.– Si f(ω) est une fonction variant lentement à l’échelle de Γ, nous montrons
que : ∑

k

|gk|2 f(Ωk)
e−i(Ωk−ωR)t

(Ωk − ωR)2 + Γ2/4
' f(ωR) e−Γ|t|/2 (205)

Une telle expression apparâıt à plusieurs reprises. à des fonctions variant lentement avec Ωk sur
une échelle Γ près (le couplage |gk|2, la fonction f(Ωk) et la densité spectrale), l’expression est
celle de la transformée de Fourier d’une Lorentzienne ; elle est donc proportionnelle à e−Γ|t|/2.

D’autre part on remarque que
∑

k
|gk|2

(Ωk−ωR)2+Γ2/4
≈
∑

k |gk|2
π

Γ/2δ(Ωk − ωR) = 1. Qed.

Occupation moyenne.– Commençons par calculer l’occupation de l’oscillateur. La solution (203)
nous donne

〈a(t)†a(t)〉 = 〈a(0)†a(0)〉 e−Γt +
∑
k

|gk|2 nk
1− 2 e−Γt/2 cos(Ωk − ωR)t+ e−Γt

(Ωk − ωR)2 + Γ2/4
(206)

En vertu du résultat (205) nous pouvons remplacer le cos(Ωk − ωR)t dans la somme par e−Γt/2

〈a(t)†a(t)〉 ' 〈a(0)†a(0)〉 e−Γt + (1− e−Γt)
∑
k

couplage︷︸︸︷
|gk|2

1

(Ωk − ωR)2 + Γ2/4︸ ︷︷ ︸
condition de résonance

énergie

disponible︷︸︸︷
nk (207)

Ce résultat intermédiaire s’interprète aisément : après un temps t & 1/Γ, l’oscillateur perd la
mémoire de son occupation initiale. Son occupation est alors gouvernée par celle des modes
d’occupation nk. Le facteur |gk|2 1

(Ωk−ωR)2+Γ2/4
caractérise l’efficacité du couplage en exprimant

notamment une condition de résonance Ωk ∼ ωR. Finalement, (205) nous donne l’expression
plus simple

〈a(t)†a(t)〉 ' 〈a(0)†a(0)〉 e−Γt + (1− e−Γt)n(ωR) où n(ωR) ≡ 1

eβωR − 1
. (208)

où n(ωR) ≡ 1
eβωR−1

. On retrouve une idée vue page 16 : la probabilité d’occupation des états
de l’oscillateur harmonique est la distribution canonique. L’oscillateur est thermalisé par
l’intermédiaire de son interaction avec le bain d’oscillateurs.

Revenons sur l’hypothèse utilisée que la distribution de Bose-Einstein varie lentement sur
l’échelle Γ. Cette condition prend la forme :

1 + n(ωR)� kBT/Γ (209)

59 Autrement dit nous supposons que l’opérateur densité du système est initialement ρ(0) = ρosc ⊗ ρBath avec
ρBath = 1

Z
e−βHBath . Notons que ce choix, bien que courant, n’a rien d’évident. Un choix plus naturel serait

ρ(0) ∝ e−βH où H est l’hamiltonien complet (151). L’équation (187) suggère que 〈b†kbk′〉 = δk,k′nk +O(g∗kgk′).
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Fonction de Green retardée.– (197) nous permet de calculer le commutateur :

[
a(t), a†(t′)

]
'
∑
k

|gk|2
e−iΩk(t−t′)

(Ωk − ωR)2 + Γ2/4
' e−iωR(t−t′)−Γ|t−t′|/2 , (210)

pour t, t′ � 1/Γ. Ce commutateur nous donne précisément la fonction de Green retardée

GRet(t, t′)
def
= −iθ(t− t′)〈[a(t), a†(t′)]〉 :

GRet(t) ' −i θ(t) e−(iωR+Γ/2)t (211)

qui est le résultat donné par l’approche diagrammatique, éq.(184).

Fonction de corrélation.– Le calcul de la fonction de corrélation Cxx(t) = 〈x(t)x〉 = 1
2ω0

(
〈a(t)a†〉+

〈a(t)†a〉
)

est également suggestif :

Cxx(t) =
1

ω0

∑
k

|gk|2

(Ωk − ωR)2 + Γ2/4

[
nk cos Ωkt+

1

2
e−iΩkt

]
(212)

où le [· · · ] correspond à la fonction de corrélation du mode Ωk. En utilisant encore une fois (205),
nous aboutissons à

Cxx(t) ' 1

ω0

[
n(ωR) cosωRt+

1

2
e−iωRt

]
e−Γ|t|/2 (213)

que nous comparons à (78). Les corrélations disparaissent pour t & 1/Γ comme nous pouvions
l’attendre.

Fonction de réponse.– Nous déduisons facilement la fonction de réponse, caractérisant la réponse
à une force extérieure couplée à la position de l’oscillateur :

χxx(t) =
θ(t)

ω0
sin(ωRt) e−Γt/2 (214)

dont la TF est

χ̃xx(ω) ' 1

ω2
R − (ω + iΓ/2)2

(215)

qui présente une partie imaginaire non nulle décrivant de l’absorption ∀ω. L’énergie dissipée est
absorbée par le bain d’oscillateur. La fonction est tracée sur la figure.

- Exercice 5.10 : Modèle spin-bosons.– On étudie le cas d’un spin couplé à un bain d’os-
cillateurs. Dans le modèle décrit par (151), cela revient à remplacer la relation de commutation
[a, a†] = 1 par une relation d’anticommutation {a, a†} = 1. Donner les équations du mouve-
ment pour les opérateurs a(t) et bk(t) en représentation de Heisenberg. En faisant les mêmes
approximations que celles qui ont conduit à (201), déduire l’équation de Langevin quantique
pour a(t).

Un article de revue sur le sujet est [36].

Conclusion.– Le résultat de l’étude du modèle de l’oscillateur couplé au bain d’oscillateurs peut
parâıtre décevant à première vue, puisque nous avons retrouvé le résultat donné par l’approche
phénomènologique de l’équation de Langevin classique : ẍ = −ω2

0x− γẋ+ ξ(t) + f(t) où ξ(t) est
la force de Langevin, 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = δ(t− t′), et f(t) la force extérieure. Cependant notre analyse
a permis de montrer rigoureusement sur quelles bases nous pouvons introduire une équation
de Langevin pour des opérateurs, éqs. (194) & (201). Notons qu’il n’est pas surprenant que les
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Figure 35 : Parties réelle (réactive) et imaginaire (dissipative) de la fonction de réponse de

l’oscillateur harmonique amorti : χ̃(ω) = 1
ω2
R−(ω+iΓ/2)2 = A2−ω2+iΓω

(A2−ω2)2+(Γω)2 où A2 = ω2
R + Γ2/4. La

puissance dissipée Pdiss ∝ ωχ̃(ω) est positive.

résultats classiques et quantiques soient si proches dans le cas de l’analyse de la dynamique
de l’oscillateur harmonique. Des propriétés proprement quantiques sont discutées dans le cas
du mouvement brownien quantique (annexe A) qui montre la compétition entre fluctuations
quantiques et classiques. Puisque notre point de départ a été un modèle “microscopique”, nous
avons obtenu l’expression des paramètres Γ et δω0 en terme des paramètres microscopiques Ωk

et gk, éqs. (199) & (200). Enfin nous avons à nouveau vu à l’œuvre l’idée intéressante que la mise
en équilibre du système microscopique se fait par son interaction avec le système macroscopique
thermalisé, éq. (208). Rappelons à nouveau que les réalisations physiques de ce modèle (ou
de ses variantes) sont nombreuses, du circuit RLC quantique au cas d’un atome subissant les
fluctuations thermiques du champ électromagnétique.

, Les idées importantes :

• On peut décrire la dissipation dans un cadre hamiltonien en couplant un système à un
“environnement” (un grand système ayant un nombre infini de degré de liberté).

• Un modèle populaire et commode “d’environnement” est celui du bain harmonique : un
ensemble d’oscillateurs harmoniques de fréquences distribuées par une densité spectrale
continue (ce qui autorise les échanges d’énergie à toute énergie). Le couplage système-
environnement est choisi linéaire.

• Dans le cadre de ce modèle on reconstruit l’équation phénomènologique de Langevin, dans
un cadre quantique si besoin est.

+ Pour en savoir plus

• Les cours du collège de France de C. Cohen-Tannoudji des années 88–89 et 89–90 [71].

• L’ouvrage de Gardiner [80] (très bien écrit). Le livre de Weiss [110] (plus difficile).

• Le chapitre 6 de l’ouvrage de Nazarov & Blanter [100].

• Des articles pédagogiques [26, 59] ou plus avancés [16, 36, 60].
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6 Transport électronique dans les métaux

Un métal est constitué d’atomes formant des liaisons chimiques et stabilisant leurs positions
aux nœuds d’un réseau cristallin. L’énergie du système se décompose d’une part en énergie de
vibration des atomes autour de leurs positions d’équilibre, 60 et d’autre part en énergie des
électrons (cinétique + potentielle). Afin de déterminer cette dernière, il convient de commencer
par étudier les états propres d’un électron dans le potentiel cristallin périodique. Ces états
quantiques sont décrits par des fonctions d’onde délocalisées à l’échelle du cristal, ayant des
propriétés similaires aux ondes planes d’un problème libre 61. C’est pourquoi un modèle simple,
fréquemment utilisé pour décrire les électrons d’un métal, est celui d’un gaz dégénéré d’électrons
libres : des états d’énergie ε~k = ~k 2/2m, occupés jusqu’à l’énergie de Fermi εF

62. L’étude de
la thermodynamique des électrons et des phonons dans le cadre de cette modélisation simple
a certainement été menée dans le cours de physique statistique d’équilibre. En particulier les
deux contributions à l’énergie du métal peuvent être identifiées dans la chaleur specifique :
Cphonons ∼ T 3 à basse énergie (modèle de Debye) et Celectrons ∼ T .

Figure 36 : Enrico Fermi (1901-1954).

- Exercice 6.2 : Ordres de grandeurs dans Ag.– Dans le modèle des électrons libres,
exprimer la densité n en fonction de kF . En déduire que la densité d’états par unité de volume
est donnée par ρ0 = nd

2εF
, où d est la dimension. Dans le cas de l’argent, qui a une surface de

Fermi quasiment sphérique (figure 37), on donne k−1
F = 0.83 Å. Calculer εF , la vitesse de Fermi

vF , n puis ρ0 en eV−1nm−3.

Au moins deux choses viennent compliquer cette première description : d’une part les in-
teractions (entre électrons mais aussi entre électrons et phonons) et d’autre part le désordre
(des impuretés ou des défauts structurels du cristal). L’interaction entre électrons est respon-
sable du phénomène d’écrantage et de l’existence de modes collectifs de vibration du plasma

60 les excitations élémentaires des modes propres de vibrations quantifiés sont appelés les phonons.
61 Rappelons le résultat du théorème de Bloch : les états propres du hamiltonien d’un électron soumis à un

potentiel périodique sont de la forme ψ~k,n(~r) = u~k,n(~r)ei~k·~r où ~k est un indice continu, un vecteur de la première
zone de Brillouin, et n un indice discret. La fonction u~k,n(~r) est une fonction ayant la périodicité du réseau. Le

spectre des énergies εn(~k) est constitué de bandes.

- Exercice 6.1 : Retrouver le résultat du théorème de Bloch pour le problème 1d : V (x) = λ
∑
n∈Z δ(x−na).

Calculer explicitement la relation de dispersion εn(k) et la densité d’états intégrée.

Le nombre d’électrons par atome détermine le remplissage des bandes. Si la dernière bande est entièrement
pleine à T = 0 K (le niveau de Fermi est dans un gap), le système est isolant. Si le niveau de Fermi se trouve au
milieu d’une bande, le système est métallique.

62 Dans de nombreux cas, en l’absence de champ magnétique, la structure de bandes des métaux intervient peu
dans leurs propriétés car seuls les électrons d’énergie proche de l’énergie de Fermi interviennent dans la physique
(d’énergie |εk − εF | . kBT ). Une description globale du spectre n’est pas nécessaire : il suffit de se donner une
densité d’états régulière au niveau de Fermi, comme celle des électrons libres.
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Figure 37 : Surface de Fermi de l’argent ; tiré de http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/

électronique 63 : les modes plasmons. D’autre part le désordre limite la portée du théorème de
Bloch et est responsable d’une conductivité finie à température nulle σ0 = ne2τe

me
où n est la den-

sité électronique et τe le temps de collision élastique (le temps typique entre deux collisions d’un
électron sur des défauts). L’interaction électron-phonon induit des collisions supplémentaires
diminuant le temps de relaxation 1/τe → 1/τ > 1/τe. La conductivité à température finie est

σ = ne2τ
me

. Nous discutons d’abord le rôle des interactions entre électrons puis celui du désordre.

6.1 Conductivité des électrons

6.1.1 Conductivité d’un gaz d’électrons libres pour ~q = 0

Commençons par un exercice simple consistant à calculer la conductivité d’un électron libre.
Nous cherchons donc la réponse du courant de la densité de courant moyen ~j = e

V ~v à une

perturbation Hpert(t) = −e ~E(t) · ~r. L’équation (58) prend la forme :

σij(t) =
i

~
θ(t)

e2

V
〈[vi(t), rj ]〉 (216)

Dans le cas des électrons libres l’équation du mouvement est ṗi(t) = 0. Nous obtenons une ex-

pression indépendante de la nature de la moyenne statistique/quantique : σ
(1e−)
ij (t) = δij θ(t)

e2

mV .
Il suffit donc de la multiplier par le nombre d’électrons pour obtenir la conductivité d’un gaz
d’électrons libres

σij(t) = δij θ(t)
ne2

m
(217)

où n = N/V est la densité moyenne d’électrons. Il traduit simplement qu’en l’absence de collision
une impulsion de force à t = 0 engendre un mouvement rectiligne uniforme des électrons, c’est-
à-dire un courant constant. Ce comportement est associé à la divergence de la transformée de
Fourier pour ω → 0 :

σ̃ij(ω) = δij
ne2

m

i

ω + i0+
(218)

Cette divergence de la conductivité à fréquence nulle ne doit pas nous préoccuper : puisqu’elle
traduit la conservation de l’impulsion de l’électron, en pratique elle ne résiste pas à l’introduction

63 L’interaction a d’autres effets dont la discussion approfondie [104, 98, 82] dépasse l’ambition de ces notes.
Quelques idées ont déjà été introduites au § 4.2.3.
Le régime de faible interaction : Ce chapitre discute le cas des bons conducteurs dans lesquels l’interaction
est faible. Discutons précisément comment caractériser une telle situation : dans un gaz dégénéré, les électrons
ont une densité n ∼ kdF . Ils sont caractérisés par une énergie cinétique Ecin ∼ k2

F /m ∝ n2/d. D’autre part,

l’énergie d’interation (interaction coulombienne e2

r
) typique est ECoul ∼ e2kF ∝ n1/d. Nous obtenons finalement

que ECoul/Ecin ∝ n−1/d , i.e. l’interaction est faible dans la limite de haute densité.
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des processus de collision. Rappelons nous la remarque du début du cours que le 0+ peut
s’interpréter comme un taux de relaxation 1/τ extrèmement petit (pour des collisions élastiques,
il s’agit de la relaxation de la direction de la vitesse, son module étant conservé).

6.1.2 Le modèle semiclassique de Drude-Sommerfeld

Le modèle phénomènologique de Drude 64 consiste à écrire une équation de Langevin pour la
vitesse de l’électron. Après moyenne sur la force de Langevin : 〈~̇v〉 = − 1

τ 〈~v〉 + e
m
~E où τ est un

temps de relaxation de la vitesse dû aux collisions et E le champ électrique65. En écrivant la
densité de courant comme ~j = ne〈~v〉 on montre que

σ̃Drude(ω) =
ne2

m

1

1/τ − iω
(219)

qui correspond bien à la substitution 0+ → 1/τ dans l’équation (218). Retrouver ce résultat
par un calcul quantique n’est pas complètement évident pour la raison suivante : le résultat à
fréquence nulle σ̃Drude(0) = σ0 = ne2τ

m n’est pas perturbatif puisqu’en mécanique quantique c’est
en le taux 1/τ qui est calculé perturbativement (par la règle d’or de Fermi). Nous reviendrons
sur ce point à la fin du chapitre.

- Exercice 6.3 : Dans le cadre du modèle de Drude, calculer le tenseur de conductivité
pour un gaz d’électrons bidimensionnel. Montrer que les éléments du tenseur de résistivité sont
ρxx = 1/σ0 et ρyx = B/(ne).

Figure 38 : Paul Karl Ludwig Drude (1863-1906) & Arnold Johannes Wilhelm Sommerfeld
(1868-1951).

6.1.3 Une règle de somme pour la conductivité

L’expression (216) nous permet de trouver très facilement une règle de somme en calculant :∫
dω
∫

dt eiωtσij(t) = 2πθ(0)δij
ne2

m qui découle de [ri, pj ] = i~δij (pour un électron la densité est
n = 1/V ). En utilisant66 θ(0) = 1/2 nous obtenons la règle de somme :∫

dω σ̃ij(ω) = δij π
ne2

m
= δij

ω2
p

4
(220)

64 Sommerfeld améliore le modèle classique de Drude en prenant en compte la nature fermionique des électrons
dans les calculs [64].

65 Introduisons la notion de “mobilité”, chère aux expérimentateurs : µ
def
= 〈v〉

E = eτ
m

.
66 La distribution δ est apparue dans les calculs comme la partie imaginaire de 1

t+iε
= t−iε

t2+ε2
dans la limite ε→

0+. C’est donc la limite d’une fonction δε(t) = ε/π

t2+ε2
symétrique. La cohérence des calculs impose que la fonction

de Heaviside soit reliée à notre définition de la distribution de Dirac et soit donc la limite de θε(t) =
∫ t
−∞ dt′ δε(t′),

qui satisfait bien θε(0) = 1/2.
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qui est bien vérifiée par l’expression de la conductivité dans le cas libre et par la formule de Drude.
Le sens physique de la pulsation ωp sera discuté plus loin. Notons que l’utilisation de cette règle
de somme donne accès à la densité de porteurs, ce qui peut être utilisé expérimentalement [21].

6.2 Compressibilité du gaz de fermions libres

Avant de discuter l’effet de l’interaction entre électrons, nous introduisons un dernier ingrédient :
nous analysons en détail la compressibilité du gaz d’électrons libres, qui a été obtenue dans
l’exercice 4.5, p. 39 :

χ0(~q, ω) =
1

V

∑
k

f~k − f~k+~q

ω + ε~k − ε~k+~q
+ i0+

. (221)

Une discussion simplifiée, valable en d = 3 et pour q
def
= ||~q|| � kF , est donnée dans l’annexe C.

Nous donnons ici une analyse plus générale, qui suit le § 4.4 de l’ouvrage [82]. Tout d’abord, un
changement de variable permet d’écrire

χ0(~q, ω) =
1

V

∑
~k

f~k

[
1

ω − ε~k+~q
+ ε~k + i0+

+
1

−ω − ε~k−~q + ε~k − i0+

]
. (222)

Dans le cadre du modèle des électrons libres ε−~k = ε~k et le second terme est simplement obtenu

à partir du premier par la substitution ω + i0+ → −ω − i0+. En pratique εF � T et le gaz
d’électrons peut être considéré complètement dégénéré. Nous obtenons

χ0(~q, ω) =

∫ kF

0

dk kd−1

(2π)d

∫
dΩd

1

ω − q2

2m + i0+ − kq
m cos θ

+
(
ω + i0+ → −ω − i0+

)
(223)

où q = ||~q|| et dΩd est l’élément d’angle solide en dimension d et θ l’angle entre le vecteur ~k et
l’axe associé à la dernière composante.

En remarquant que la densité d’états est ρ0 =
Sdmk

d−2
F

(2π)d
et en introduisant la vitesse de Fermi

vF = kF /m on aboutit sans peine à

χ0(~q, ω) = ρ0
kF
q

[
Ψd

(
ω + i0+

vF q
− q

2kF

)
−Ψd

(
ω + i0+

vF q
+

q

2kF

)]
(224)

où

Ψd(z)
def
=

∫ 1

0
dκκd−1

∫
dΩd

Sd

1

z − κ cos θ
(225)

où Sd est la surface de la sphère unité en dimension d (Sd = 2πd/2/Γ(d/2)).

- Exercice 6.4 : Vérifier que

Ψ2(z) = z −
√
z2 − 1 , (226)

Ψ3(z) =
z

2
+
z2 − 1

4

[
ln(z − 1)− ln(z + 1)

]
. (227)

Rq : on fera attention à ce que dans C on n’a pas toujours égalité entre ln z1z2 et ln z1 + ln z2.
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Figure 39 : Interprétation de χ0(~q, 0) '
q→0
−ρ0.

Le cas statique (ω = 0) en d = 3 : la fonction de Lindhard.– En utilisant le résultat (227) de
l’exercice, nous pouvons nous placer à fréquence nulle. Nous obtenons facilement67 [111, 82, 63]

χ0(~q, 0) = −ρ0

[
1

2
+

4k2
F − q2

8kF q
ln

∣∣∣∣2kF + q

2kF − q

∣∣∣∣] = −ρ0

[
1 +O

(
q2/k2

F

)]
(228)

ce résultat est dû à Lindhard (1954). Le résultat à q → 0 s’interprète aisément : à εF fixée, une
variation du potentiel statique extérieur δU conduit à une variation de la densité de δn = −ρ0δU
(figure 39). La compressibilité statique est tracée sur la figure 40. Notons la divergence de la
dérivée pour q = 2kF , appelée singularité de Kohn (ou “Kohn anomaly”), sur laquelle nous
reviendrons.
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Figure 40 : Fonction de Lindhard χ0(~q, 0)/ρ0 en fonction de Q = q/(2kF ).

Développement à ω → 0 et q fini.– Le développement à ω → 0 (pour q fini) est obtenu à
l’aide de (224,227) :

χ0(~q, ω) = −ρ0

[
1− 1

3

(
q

2kF

)2

+
iπ

2

ω

vF q
+ · · ·

]
pour

ω

vF q
� q

kF
� 1 (229)

(en dimension d = 3).

Développement à q → 0 et ω finie.– Le résultat (227) nous permet d’obtenir sans peine le
développement de la compressibilité aux petits q

χ0(~q, ω) = +ρ0

[
1

3

(vF q
ω

)2
+

1

5

(vF q
ω

)4
+ · · ·

]
. (230)

La comparaison des deux développements montre que les limites q → 0 et ω → 0 ne commutent
pas :

lim
q→0

lim
ω→0

χ0(~q, ω) = −ρ0 6= lim
ω→0

lim
q→0

χ0(~q, ω) = 0 . (231)

67 Rappelons que pour x ∈ R, on a ln(x+ i0+) = ln |x|+ iπ θ(−x).
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Figure 41 : Domaine du plan (Q = q/(2kF ),Ω = ω/εF ) où Imχ0(~q, ω) 6= 0. Les deux paraboles
délimitant la zone hachurée (excitations particule-trou) sont ω = q2/(2m)+vF q et ω = q2/(2m)−
vF q ; cf. figure 24. À droite : plot 3d de − Imχ0(~q, ω).

Partie imaginaire de la compressibilité.– La partie imaginaire de la fonction de réponse
joue un rôle particulier puisqu’elle est liée à l’apparition de phénomènes dissipatifs. En utilisant
(224,227) nous voyons que la compressibilité acquiert une partie imaginaire lorsque les arguments
des logarithmes, ω

vF q
± q

2kF
±1, deviennent réels négatifs. Il est aisé de vérifier que ceci se produit

dans le domaine du plan (q, ω) délimité par les deux paraboles ω = vF q+ q2

2m et ω = −vF q+ q2

2m
(figure 41). Sans surprise, ce domaine correspond précisément au continuum des excitations
particule-trou (figure 24, p. 44).
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Figure 42 : Parties réelle et imaginaire de la compressibilité dynamique des fermions libres en
fonction de la fréquence Ω = ω/εF ; à gauche pour q/(2kF ) = 0.25 et à droite pour q/(2kF ) =
1.25.

Nous pouvons obtenir l’expression de la partie imaginaire de la susceptibilité (224). On vérifie
sans peine que68

− 1

ρ0
Imχ0(~q, ω) = π

kF
4q

{[
1−

(
ω

vF q
− q

2kF

)2
]
θ

(
1−

∣∣∣∣ ωvF q − q

2kF

∣∣∣∣) (232)

−

[
1−

(
ω

vF q
+

q

2kF

)2
]
θ

(
1−

∣∣∣∣ ωvF q +
q

2kF

∣∣∣∣)} (233)

Imχ0(~q, ω) est représentée sur la figure 41. Partie réelle et partie imaginaire sont tracées sur la
figure 42 pour q < 2kF puis q > 2kF .

68 À partir de cette expression, nous pouvons retrouver l’allure tracée schématiquement sur la figure 24 et plus
précisément sur la figure 42. Écrivons − 1

ρ0
Imχ0(~q, ω) = π kF

4q
Θ(ω).

A) Pour q < 2kF nous obtenons un comportement linéaire Θ(ω) = ω
εF

pour 0 < ω < vF q− q2

2m
, puis une parabole

Θ(ω) = 1− ( ω
vF q
− q

2kF
)2 pour vF q − q2

2m
< ω < vF q + q2

2m
(le résultat est continu).

B) Pour q > 2kF nous n’obtenons que le deuxième de ces comportements.
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6.3 Constante diélectrique, écrantage et oscillations plasma

Les électrons d’un métal forment un plasma se mouvant sur un fond chargé (les ions) de façon
que l’ensemble soit électriquement neutre. Un premier phénomène induit par l’interaction entre
électrons est l’écrantage : lorsqu’une charge est introduite dans un métal, les charges du métal se
redistribuent autour d’elle pour assurer la neutralité électrique. Si on note φext(~q, ω) le potentiel
électrostatique que crée la charge dans le vide, le potentiel électrostatique prenant en compte
l’effet de l’écrantage est réduit

φ(~q, ω) =
φext(~q, ω)

ε(~q, ω)
(234)

Cette réduction est caractérisée par la constante diélectrique ε(~q, ω). Celle-ci est obtenue en
résolvant trois équations :

1. La densité totale est la somme de la densité de charges extérieures (introduites) et de la
densité de charges induite

ρ = ρext + ρind (235)

2. Les charges du métal se réorganisent pour écranter la charge extérieure. ρind est la variation
de la densité de charges du métal due à l’introduction de la charge extérieure. Elle est
donnée par le formalisme de la réponse linéaire :

ρind(~q, ω) = e2χ(~q, ω)φext(~q, ω) (236)

où χ est la fonction de réponse densité-densité.

3. La densité de charges totale obéit à l’équation de Poisson69 :

∆φ+ 4πρ = 0 (237)

Les données du problèmes sont donc ρext (la perturbation introduite) et χ (une propriété du
système, en principe connue et qui devra être calculée plus tard). Les inconnues sont ρind, ρ et
φ. La résolution de (235,236,237) conduit à

1

ε(~q, ω)
= 1 + UCoul(~q)χ(~q, ω) où UCoul(~q)

def
=

4πe2

q2
(238)

représente l’interaction de Coulomb (en d = 3). Pour discuter plus en avant le problème de
l’écrantage, il nous faut maintenant préciser l’expression de χ(~q, ω).

Approximation 1 : χ→ χ0

Nous avons étudié la fonction de réponse densité-densité du gaz d’électrons libres et avons en
particulier montré que (exercice 4.5 p. 39 ou équation (228)) pour q � kF

χ0(~q, 0) ' −ρ0 (239)

où ρ0 est la densité d’états par unité de volume. Si l’on introduit ce résultat dans (238) nous
sommes immédiatement confronté à un problème qui est la divergence de 1/ε et du potentiel
écranté :

φ(~q) '
q→0
−4πe2

q2
φext(~q) −→

q→0
∞ (240)

L’origine du problème est aisée à comprendre : l’écrantage n’est pas un effet perturbatif mais
correspond à une réorganisation d’une quantité de charges du même ordre que celle introduite.

69 écrite en unités CGS, i.e. ε0 = 1/4π et µ0 = 4π/c2. Il est commode de retenir que la charge est alors mesurée

selon e2 ≡ q2e
4πε0

' 14.4 eV Å, si qe est la charge en unité du système MKSA.
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6.3.1 Approximation 2 : Raisonnement autocohérent (RPA)

L’écrantage est dû à l’interaction entre électrons, qui doit être prise en compte pour calculer la
fonction de réponse χ(q, ω). Ceci peut être mené dans le cadre de l’approche diagrammatique,
ce qui nécessite des développements assez techniques dont l’exposition [77, 98, 68, 82, 63] va
bien au delà de ces brèves remarques sur le transport. Toutefois on peut montrer que la partie
dominante du résultat (la fonction diélectrique à l’approximation RPA70) peut être retrouvée
par un raisonnement autocohérent que nous décrivons [111, 64].

Nous écrivons la réponse de la densité au potentiel extérieur comme :

ρind = e2χ0 φext︸ ︷︷ ︸
approximation 1

−→ ρind = e2χ0 φ (241)

Il s’agit bien d’un raisonnement autocohérent puisque le potentiel écranté φ dépend de la charge
induite. (235,237,241) conduisent alors à :

1

εRPA(~q, ω)
=

1

1− UCoul(~q)χ0(~q, ω)
(242)

Cette expression relie la constante diélectrique prenant en compte l’interaction entre électrons à
la compressibilité du gaz sans interaction71. D’après (238) la fonction de réponse densité-densité
du gaz d’électrons en interaction, au même niveau d’approximation, i.e.

1

εRPA(~q, ω)
= 1 + UCoul(~q)χRPA(~q, ω) (243)

est :

χRPA(q, ω) =
χ0(~q, ω)

1− UCoul(~q)χ0(~q, ω)
=

χ0(~q, ω)

εRPA(~q, ω)
(244)

Cette expression de la compressibilité caractérise bien la réponse linéaire puisqu’elle relie le
potentiel extérieur à la densité induite ρind = e2χRPA φext. La fonction de réponse χRPA peut
être développée comme une série géométrique de termes en 1/q2n, qui redonne un résultat
χRPA(~q, 0) ∝ q2 pour q → 0. Ceci soigne le problème de la divergence de 1/ε de l’approximation 1
dans la limite q → 0.

Dans l’approximation d̂ıte de Thomas-Fermi, χ0(~q, 0) ' −ρ0, nous obtenons :

εRPA(~q, 0) = 1 +
κ2

q2
(245)

où κ
def
=
√

4πe2ρ0 est l’inverse de la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi. La présence de la
densité d’états dans cette longueur nous rappelle que l’écrantage vient d’une redistribution des
charges, ce qui est possible si suffisamment d’états sont libres, i.e. si la densité d’états au niveau
de Fermi est importante. L’écrantage n’est efficace que dans un bon métal dans lequel
les charges se déplacent librement.

Pour clarifier le sens de ce résultat, nous introduisons une charge ρext(~r) = Qδ(~r) nous
constatons que le potentiel dans le métal n’est pas le potentiel de Coulomb, φext = 4πQ

q2 , mais le

potentiel de Yukawa φ = φext

εRPA(~q,0) = 4πQ
q2+κ2 , i.e. :

φ(~r) =
Q

||~r||
e−κ||~r|| (246)

70 RPA = Random Phase Approximation.
71 La théorie de perturbation par rapport à l’interaction montre que cette remarque doit être nuancée et la

susceptibilité du membre de droite peut prendre en compte partiellement l’effet de l’interaction ; cf. § 5.2 de [104]
ou [68, 63].
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La distribution de charges correspondante est donnée par :

ρ(~r) = Q
[
δ(~r)︸︷︷︸
ρext

− κ2

4π||~r||
e−κ||~r||︸ ︷︷ ︸

ρind

]
⇒

∫
d~r ρind(~r) = −Q (247)

où le second terme correspond à la charge induite, globalement égale à la charge extérieure.
Il est instructif de comparer les dépendances spatiales de χ0(~r, ω = 0) ' −ρ0 δ(~r) et

χRPA(~r, ω = 0) ' −ρ0

[
δ(r) − κ2

4π||~r|| e
−κ||~r||

]
: l’approximation 1 ne décrit que le comportement

aux distances courtes (||~r|| � 1/κ) sur lesquelles l’écrantage n’est pas encore effectif.
Nous pouvons reformuler ces remarques en comparant ces résultats avec la situation ne

prenant pas l’interaction en compte. Alors que nous avions vu que χ0(q → 0, 0) ' −ρ0, ce qui
avait été interprété sur la figure 39, nous constatons que l’écrantage conduit à χ(q → 0, 0) '
−ρ0

q2

q2+κ2 → 0, ce qui exprime que, grâce à l’écrantage, l’électroneutralité reste globalement

(q → 0) satisfaite.

Figure 43 : Walter Kohn (1923-), prix Nobel de chimie 1998, et Jacques Friedel (1921-).

Singuarité de Kohn et oscillations de Friedel.– La discussion précédente repose sur l’approximation
RPA, éq. (242), puis sur l’approximation de Thomas-Fermi χ0(~q, 0) ' −ρ0. Tout en restant dans
le cadre de l’approximation RPA nous aurions aussi bien pu injecter dans l’éq. (242) l’expression
de la compressibilité des fermions libres (228), ce qui permettrait d’accéder à la physique aux
petites distances (comparables à k−1

F ). La structure de la fonction de Lindhard, et en particulier
la singularité de Kohn 72 à q = 2kF , est responsable de l’existence de petites modulations
spatiales de la densité autour de la charge écrantée, sur l’échelle 2kF . On parle d’oscillations de
Friedel [104, 111].

Interaction effective dans un métal.– Une conséquence très importante du phénomène d’écrantage
est que l’interaction effective entre deux charges dans le métal n’est pas décrite par le potentiel
de Coulomb mais par le potentiel de Yukawa (246). Par exemple dans l’argent (k−1

F = 0.83Å), la
densité d’états est ρ0 = 18eV−1nm−3. On trouve une longueur d’écran κ−1 ' 0.5Å. L’interaction
effective entre deux électrons du métal est à très courte portée

Ueff(~r) =
e2

||~r||
e−κ||~r|| ≈ 1

ρ0
δ(~r) . (248)

Notons que jusqu’à présent nous n’avons pas évoqué les effets dynamiques : l’écrantage nécessite
un déplacement de charges qui n’est pas instantané. En général il faut également prendre
en compte la dépendance en fréquence de la constante diélectrique : Ueff(~q, ω) = UCoul(~q)

ε(~q,ω) où

UCoul(~q) = 4πe2/q2 est l’interaction coulombienne. Dans l’approximation RPA, ε(~q, ω)→ εRPA(~q, ω),

72 Kohn a proposé d’exploiter la présence de cette “anomalie” (de Kohn) pour visualiser la surface de Fermi
d’un métal [33].
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on obtient

Ueff(~q, ω) =
1

UCoul(~q)−1 − χ0(~q, ω)
. (249)

On parle d’écrantage dynamique.

Par la suite nous notons simplement εRPA → ε et χRPA → χ que nous distinguons bien de χ0,
la compressibilité du gaz d’électrons libres.

La conductivité.– La conductivité est définie comme la réponse du courant (induit) au champ
électrique (écranté) ~E = −~∇φ :

~jind = σ ~E (250)

On trouvera également définie une conductivité [89] reliant courant induit au champ extérieur
~D = ε~E = −∇φext : ~jind = σe ~D. Les deux conductivités sont reliées par σe = σ/ε.

À cause de la conservation du courant, ωρind = ~q ·~jind, la conductivité est étroitement reliée
à la fonction de réponse densité-densité :

σ(~q, ω) =
iω

q2
e2 χ0(~q, ω) (251)

ou σe = iω
q2 e

2 χ. Nous déduisons la relation entre constante diélectrique et conductivité73 :

ε(~q, ω) = 1 +
4πi

ω
σ(~q, ω) (252)

Nous vérifions également que 1
ε(~q,ω) = 1− 4πi

ω σ
e(~q, ω).

Nous avions vu que la partie réelle de la conductivité décrit la dissipation, sa partie imaginaire
est donc reliée à l’indice du milieu et au phénomène de réfraction.

6.3.2 Théorème fluctuation-dissipation dans le métal

Nous étudions dans ce paragraphe les fluctuations de charges et de tension dans le métal. La
perturbation est de la forme Hpert(t) =

∫
d~r ρind(~r)φext(~r, t) = 1

V

∑
~q ρ

ind
−~qφ

ext
~q (t) (en l’absence

de la perturbation le métal est neutre). Rappelons que la réponse de la densité (n = ρ/e)
au potentiel (V = e φ) est caractérisée par la fonction de réponse densité-densité χ~q(t) =

− i
~V θ(t)〈[n~q(t), n−~q]〉, reliée à la fonction spectrale ξ~q(t)

def
= 1

2~V 〈[n~q(t), n−~q]〉 par : ξ(~q, ω) =
− Imχ(~q, ω). On se convainc que cette dernière caractérise la dissipation en introduisant une
perturbation sinusöıdale φext

~q (t) = φext
~q,ω cosωt. La puissance moyenne dissipée est

Pdiss =
e2ω

2

1

V

∑
~q

Im [χ(~q, ω)]
∣∣φext
~q,ω

∣∣2 (253)

on a utilisé χ(~q, ω)∗ = χ(−~q,−ω).

La fonction de corrélation non symétrisée C~q(t)
def
= 1

V 〈n~q(t)n−~q〉, caractérisant les fluctua-
tions, est reliée à la fonction spectrale par la relation (72) et donc à la fonction de réponse

C(~q, ω) =
2~

1− e−β~ω
Im [−χ(~q, ω)] (254)

Ce résultat caractérise les fluctuations de la densité induite e n~q → ρind
~q (l’opérateur qui

apparâıt dans Hpert(t)) ; nous introduisons la notation plus suggestive 〈|ρind
~q,ω|

2〉 ≡ e2C(~q, ω). En

73 dans les unités CGS une conductivité a la dimension d’une fréquence en 3d (car [e2] =énergie×longueur).
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utilisant la relation (238) et l’équation de Poisson nous obtenons l’expression pour les fluctuations
de potentiel :

e2〈|φind
~q,ω|

2〉 =
2~

1− e−β~ω
4πe2

q2
Im

[
−1

ε(~q, ω)

]
=

2~
1− e−β~ω

Im [−Ueff(~q, ω)] (255)

où Ueff(~q, ω) est l’interaction dynamiquement écrantée introduite plus haut. Nous rappelons que
le théorème fluctuation-dissipation relie les fluctuations (ici du potentiel) en l’absence de la
perturbation (i.e. lorsque φ~q,ω = φind

~q,ω = 4π
q2 ρ

ind
~q,ω) au coefficient de réponse (ici la compressibilité

ou la constante diélectrique).

- Exercice 6.5 : Vérifier que 〈|φind
~q,ω|

2〉 ' 2kBT
σ0 q2 pour les basses fréquences (σ0 est la conduc-

tivité de Drude). Discuter la condition “ω petite”.

+ Pour en savoir plus

Sur l’écrantage et le théorème fluctuation-dissipation dans les métaux : [111, 68]. Le théorème
fluctuation-dissipation dans des géométries complexes a été discuté très récemment dans [54].

6.3.3 Les oscillations plasma et la non commutativité des limites q → 0 & ω → 0

Nous avons déjà observé que limq→0 limω→0 χ(~q, ω) 6= limω→0 limq→0 χ(~q, ω) (avec notamment
un changement de signe de la compressibilité du gaz d’électrons sans interaction suivant l’ordre
des limites : éq. (229) et éq. (230)). Cette propriété est également vraie pour la conductivité
limq→0 limω→0 σ(~q, ω) 6= limω→0 limq→0 σ(~q, ω). Loin d’être une curiosité mathématique, cette
remarque est associée à une physique riche.

• limq→0 limω→0 : la physique de l’écrantage statique.– L’étude du cas statique, ω = 0, correspond
à la discussion de la section précédente de la physique de l’écrantage. Ce résultat conduit au
comportement σ(~q, ω) ' − iω

q2 e
2ρ0 pour la conductivité.

• limω→0 limq→0 : les oscillations de plasma.– La limite inverse est associée aux effets dynamiques
du gaz de fermions. Si nous injectons les deux premiers termes du développement (230) dans le
résultat (244) nous obtenons pour la compressibilité du gaz en interaction

χ(~q, ω) ' ρ0

1
3

(vF q
ω

)2
1− κ2

q2

[
1
3

(vF q
ω

)2
+ 1

5

(vF q
ω

)4] . (256)

L’analyse du dénominateur nous montre que celui-ci s’annule pour ω2 ' ω2
p + 3

5(vF q)
2, où

ωp
def
=
κvF√

3
=

√
4π
ne2

m
(257)

est la fréquence plasma. Autrement dit nous avons mis en évidence l’existence de modes collectifs
(résonances) décrivant des ondes de densité du gaz de fermions. Ces ondes de compression du
plasma sont appelées les modes de plasmons. Leur relation de dispersion est donc donnée par

Ωp(~q) =

√
ω2
p +

3

5
(vF q)2 ' ωp +

3kF
5κ

q2

2m
. (258)

Ces modes ne peuvent être excités qu’en fournissant une énergie importante au système74, d’ordre
ωp ∼ κ

kF
εF . La compressibilité présente finalement un comportement divergent sur la relation

74 Comme nous l’avons déjà mentionné au § 4.2.3, l’existence du gap ωp vient de l’interaction de Coulomb.
Pour un gaz de fermions neutres (l’Helium-3 par exemple), on parle de “zero sound” pour désigner les modes
collectifs de compression ; comme on peut s’y attendre (en faisant ωp → 0), leur relation de dispersion est linéaire
aux petits vecteurs d’onde Ω(~q → ~0) ' cpq [104].
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de dispersion de ces excitations

χ(~q, ω) '
q�kF

ρ0

1
3(vF q)

2

(ω + i0+)2 − [Ωp(~q)]2
(259)

(nous avons re-introduit le +i0+ pour satisfaire le principe de causalité). Nous renvoyons à la
discussion du § 4.2.3, p. 42.

Nous pouvons maintenant passer à l’analyse de la constante diélectrique. En utilisant (238)
nous aboutissons à

ε(~q, ω) '
q�kF

1−
ω2
p

ω2 − 3
5(vF q)2

. (260)

À q = 0 nous obtenons simplement

ε(~0, ω) = 1−
ω2
p

ω2
(261)

Ce résultat simple est relié au comportement χ0(~q, ω) ' n q2

mω2 de la compressibilité nue75 et au

comportement σ(~0, ω) ' ne2

m
i
ω de la conductivité, obtenu dans le § 6.1.1 d’introduction.

Pour insister sur l’origine du phénomène de résonance, nous reformulons le problème d’une
manière plus simple (négligeant la dépendance en ~q). Nous reprenons la résolution du système
d’équations (235,241,237), en insistant sur l’image des excitations collectives du gaz d’électrons.

Tout d’abord nous retrouvons la compressibilité libre : considérons une charge en x sou-
mise à un champ électrique oscillant. L’équation fondamentale de la dynamique prend la forme
−ω2m~rω = e~Eω et donc ~Pω = ne~rω = − ne2

mω2
~Eω. En utilisant ρind = −~∇ · ~P on trouve finalement

ρind = i ne
2

mω2 ~q · ~Eω = ne2q2

mω2 φω ce qui nous donne bien la compressibilité nue χ0(~q, ω) ' n q2

mω2 . No-
tons que l’aspect dynamique du problème est bien introduit dans l’éq. (241) à travers la réponse
(retardée) χ0(~q, ω).

Rappelons que les trois inconnues du système (235,241,237) sont ρ, ρind et φ (ρext est une

“donnée” du problème). Commençons par éliminer φ en utilisant (237) : ρind = ne2q2

mω2 φω =
ω2
p

ω2 ρ.

Cette équation nous permet de trouver une équation unique pour la densité totale ρ− ω2
p

ω2 ρ = ρext,
i.e. en temps (

d2

dt2
+ ω2

p

)
ρ =

d2ρext

dt2
(262)

décrivant les oscillations globales du plasma, de fréquence propre ωp. L’écrantage induit une “for-

ce” de rappel (la densité induite est ω2
pρ = −d2ρind

dt2
) ; celle-ci trouve son origine dans l’interaction

entre électrons ω2
p ∝ e2. L’annulation de la constante diélectrique à ω = ωp et la divergence de

la compressibilité χ(~0, ω) correspondent en effet à la résonance.

Ordres de grandeur.– L’équation (261) montre que les métaux sont opaques au rayonnement
électromagnétique pour ω < ωp et transparents pour ω > ωp. Pour avoir une idée des ordres
de grandeur, considérons le cas de l’argent pour lequel k−1

F = 0.83 Å. On déduit que la densité

de porteurs est n =
k3
F

3π ' 6 1028 m−3, ce qui conduit à ωp ' 1.4 1016 s−1 soit 8.7 eV (ce qui
correspond à des transitions dans l’UV de longueur d’onde λ ' 140 nm).

75 Si on ne s’intéresse pas à la structure à q fini, ce résultat s’obtient plus simplement directement à partir de

l’éq. (222) en écrivant χ0(~q, ω) = 2
V

∑
~k f~k

ε~k+~q−ε~k
(ω+i0+)2−(ε~k+~q−ε~k)2

. On injecte ε~k+~q − ε~k = ~v~k · ~q + q2

2m
au numérateur

tandis que la dépendance en ~q du dénominateur est négligée.
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- Exercice 6.6 : Quelle est la longueur de pénétration du rayonnement électromagnétique
dans un métal à ω < ωp ? Donner un ordre de grandeur (pour l’argent) à ω � ωp.

Figure 44 : Diffusion vers l’avant d’électrons de haute énergie (20keV) sur une feuille d’Alumi-
nium. Intensité du faisceau en fonction de l’énergie perdue par ces électrons ; L’écart entre pics
∆E = 14.8eV correspond à la fréquence plasma ~ωp dans l’aluminium. Tiré de la référence [39].

Les modes plasmons ont été observés expérimentalement dans une célèbre expérience par
Marton et al [39]. On bombarde une feuille d’aluminium par un faisceau d’électrons de très
haute énergie (pour la physique de la matière condenséee) Eini

c = 20keV. L’énergie des électrons
diffusés vers l’avant est mesurée : on observe des pics dans l’intensité des électrons détectés à
des énergies Efin

c = Eini
c − n~ωp, correspondant aux électrons excitant n plasmons lors de la

traversée de la feuille (figure 44).

Amortissement des modes plasmons.– L’existence de modes collectifs a été pointée en analysant
la divergence de la fonction de réponse à l’approximation RPA

χ(q, ω) =
χ0(~q, ω)

1− κ2

q2
χ0(~q,ω)
ρ0

=
χ0(~q, ω)

1 + 4iπ
ω σ(~q, ω)

. (263)

Pour q � kF nous avons constaté une annulation du dénominateur pour des valeurs réelles de la
fréquence, conséquence du fait que Imχ0(q � kF , ω) = 0. Nous avions toutefois remarqué dans
la section 6.2 que la compressibilité du gaz d’électrons libres acquiert une partie imaginaire non
nulle dans un domaine du plan (||~q||, ω) correspondant au continuum des excitations particule-
trou (figure 24). Dans la région hachurée de la figure 24, Imχ0(~q, ω) 6= 0 (i.e. Reσ(~q, ω) 6= 0) et
on obtient donc une structure

χ(~q, ω) ∼ 1

ω − Ωp(~q) + i/τ(~q)
(264)

les oscillations du plasma s’amortissent à cause de la dissipation (l’excitation de paires particule-
trou). On parle de “Landau damping” (figure 24). 76

76 En écrivant (263) en terme de la conductivité nous avons souhaité insister sur le fait que l’amortissement
des plasmons vient de la partie réelle, dissipative, de la conductivité. Il serait tentant d’utiliser la formule de

Drude pour rendre plus précise la discussion, toutefois il faut noter que le comportement σ(~0, ω) = ne2

m
i

ω+i/τ

n’est valable que dans un domaine de basses fréquences ωτ . 1, alors que les modes plasmons sont associés à de
très hautes fréquences, comme on l’a vu. La durée de vie des modes plasmons n’a en général rien à voir avec le
taux de relaxation de la formule de Drude. Par exemple, dans les échantillons d’argent très purs Ag6N (moins
d’un impureté pour 106 atomes, le libre parcours moyen élastique est `e ≈ 30 nm, i.e. 1/τe = vF /`e ≈ 4 1013 s−1

alors que nous avons vu plus haut que ωp ' 1.4 1016 s−1.
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6.4 Conductivité et fonction de Green – Formule de Kubo-Greenwood

Le point de départ de la discussion qui sera menée dans la section suivante est la formule de
Kubo-Greenwood que nous démontrons dans ce paragraphe.

Dans un expérience de transport typique, la mesure de la résistance de l’échantillon est une
mesure d’une propriété globale du système : le courant total, plutôt qu’une densité de courant
locale, en fonction de la d.d.p aux bornes du système. Bien souvent, la mesure est effectuée à une
fréquence petite, mais finie, ce qui aide à séparer le signal du bruit. La situation expérimentale
qui nous intéresse correspond donc à l’ordre des limites limω→0 limq→0 σ(~q, ω), aussi nous allons
directement étudier la réponse du courant moyen (~q = 0), à fréquence finie.

Choix de jauge.– Le calcul de la conductivité dans la section 6.1.1 a été fait pour un choix
particulier de jauge : φext(~r, t) = −~E(t) ·~r et ~Aext(~r, t) = 0. En appliquant les résultats généraux
du cours nous avons abouti à la formule (216). Pour décrire la situation où le champ électrique
est uniforme, nous aurions pu faire un autre choix de jauge : φext(~r, t) = 0 et ~Aext(~r, t) =
−
∫ t

dt′ ~E(t′). Nous faisons ce choix de jauge dans le paragraphe qui suit.

Le courant total est une moyenne de l’opérateur m~vtot = ~p− e ~A− e ~Aext. La réponse linéaire
du courant contient donc un terme directement proportionnel au potentiel vecteur extérieur, et
la réponse linéaire de ~v = (~p− e ~A)/m. Nous aboutissons alors à :

σ̃ij(ω) =
1

iω − 0+

e2

V

(
− 1

m
δij + i

∫ ∞
0

dt e(iω−0+)t 〈[vi(t), vj ]〉
)

(265)

Cette expression montre clairement que la conductivité est reliée à une fonction de corrélation
courant-courant.

- Exercice 6.7 : Vérifier que (216) et (265) sont deux expressions équivalentes.

Nous pouvons écrire l’expression de la conductivité du gaz d’électrons sous la forme :

σ̃ij(ω) =
i

ω + i0+

e2

V

[
1

m
δij
∑
α

fα − K̃ij(ω)

]
(266)

où

K̃ij(ω) = −
∑
α,β

(fα − fβ)
(vi)αβ(vj)βα

ω + εα − εβ + i0+
(267)

est la TF de la fonction de corrélation courant-courant : Kij(t) = iθ(t)〈[vi(t), vj ]〉. On rappelle
que fα ≡ f(εα) désigne la distribution de Fermi-Dirac.

Par la suite nous laissons tomber les indices pour simplifier la discussion (ce qui revient à
nous concentrer sur la conductivité longitudinale σxx).

- Exercice 6.8 : Règle de somme-f .– Montrer que 1
2m +

∑
β
|vαβ |2
εα−εβ = 0, où vαβ

def
= 〈α |vx|β 〉,

puis déduire :
1

m

∑
α

fα +
∑
α,β

(fα − fβ)
|vαβ|2

εα − εβ
= 0 (268)

- Exercice 6.9 : Dans le cas libre la fonction K̃(ω) est discontinue en ω = 0.– On a

K̃(ω) = −
∑
α,β

(fα − fβ)
|vαβ|2

ω + εα − εβ + i0+
(269)
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Lorsque ω = 0, le 0+ au dénominateur devient inutile car le numérateur s’annule pour77 εα = εβ.

En déduire K̃(ω = 0). Dans le cas libre les éléments de matrice de la vitesse sont : 〈~k |~v|~k ′ 〉 =
~k
mδ~k,~k ′ (|~k 〉 est une onde plane). Montrer que K̃(ω 6= 0) = 0. Retrouver l’expression de la
conductivité du gaz de fermions libres.

La règle de somme-f , qui traduit la conservation du nombre de particules nous a permis de
montrer que

σ̃(ω) =
ie2

V

K̃(0)− K̃(ω)

ω + i0+
(270)

Cette structure peut également se comprendre comme une conséquence de l’invariance de jauge78

puisque K̃(0) traduit la réponse à un potentiel vecteur constant qui peut être éliminé par une
une transformation de jauge, et ne doit donc pas donner lieu à l’apparition d’un courant.

Notons que l’expression (270) de la conductivité doit être maniée avec précaution. En effet,
nous avons vu que la fonction K̃(ω) du gaz d’électrons libres est discontinue en ω = 0. Cette
fonction n’est pas toujours dérivable à l’origine. Cette expression nous permet d’obtenir l’ex-
pression de la partie réelle (dissipative) de la conductivité (longitudinale) en terme des éléments
de matrice de l’opérateur vitesse à un corps (formule de Kubo-Greenwood) :

Re σ̃(ω) =
πe2

V

∑
α,β

f(εα)− f(εα + ~ω)

ω
|vαβ|2 δ(~ω + εα − εβ) (271)

En introduisant
∫

dε δ(ε− εα) = 1 dans la somme, nous aboutissons à l’expression :

Re σ̃(ω) =
πe2

V

∫
dε
f(ε)− f(ε+ ~ω)

ω
Tr
{
v̂xδ(ε+ ~ω − Ĥ)v̂xδ(ε− Ĥ)

}
(272)

où la trace est prise sur les états à une particule (dans l’expression H est l’hamiltonien d’un
électron). L’intérêt de cette relation apparâıtra par la suite lorsque nous relierons la conductivité
aux fonctions de Green à un corps. Nous en déduisons l’expression de la conductivité à fréquence
nulle σ

def
= σ̃(ω = 0) :

σ =
πe2

V

∫
dε

(
−∂f
∂ε

)
Tr
{
v̂xδ(ε− Ĥ)v̂xδ(ε− Ĥ)

}
−→
T→0

πe2

V
Tr
{
v̂xδ(εF − Ĥ)v̂xδ(εF − Ĥ)

}
(273)

La fonction −∂f
∂ε est une fonction étroite, de largeur kBT : seuls les états dans le voisinage de

εF , t.q. |εα − εF | . kBT interviennent dans le transport longitudinal. La vertu de l’expression
est de montrer que la conductivité longitudinale est une propriété de surface de Fermi
(contrairement à la conductivité transverse [49, 50]). L’expression présente la structure d’un
corrélateur de la vitesse (le courant moyen) pour les électrons à la surface de Fermi.

6.4.1 Conductivité d’un anneau mésoscopique

Nous allons voir que la règle de somme (268) est modifiée lorsque le système possède une
géométrie non connexe, comme c’est le cas pour un anneau. La conductivité reçoit alors un
terme supplémentaire. La présente discussion est inspirée des références [55, 45].

77 si f(0) = 0 et |f ′(0)| <∞ on vérifie sans peine que f(x)

x+i0+ = f(x)
x

puisque f(x)δ(x) = 0 et P f(x)
x

= f(x)
x

.
78 Rappelons que l’invariance de jauge est la symétrie continue associée à la conservation de la charge électrique

(théorème de Nœther). Il n’est donc pas surprenant d’aboutir au même résultat en utilisant l’invariance de jauge
ou la conservation du nombre de particules.
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- Exercice 6.10 : Courant permanent dans un anneau.– On considère un anneau unidimen-
sionnel de périmètre L traversé par un flux magnétique φ. Le potentiel vecteur dans l’anneau peut
être choisi constant A = φ/L. Donner le spectre {ϕn(x), εn} de l’hamiltonien Hφ = 1

2m(p−eA)2.
Calculer le courant In(φ) associé à l’état ϕn(x). Vérifier que In(φ) = −∂φεn(φ) (on pourra
retrouver cette relation par le théorème Feynman-Hellmann).

- Exercice 6.11 : Règle de somme-f dans l’anneau.– Soit Hφ+δφ l’hamiltonien obtenu pour
un flux φ + δφ. Expliciter le développement des énergies εα(φ + δφ) = εα(φ) + δφ ∂φεα(φ) +
1
2δφ

2 ∂2
φεα(φ) + · · · en utilisant les formules de la méthode des perturbations stationnaires pour

Hφ+δφ = Hφ +W . En déduire que
∑

β
|vαβ |2
εα−εβ = − 1

2m + L2

2e2
∂2εα
∂φ2 puis

1

m

∑
α

fα +
∑
α,β

(fα − fβ)
|vαβ|2

εα − εβ
= −L

2

e2

∑
α

fα
∂Iα
∂φ

(274)

où Iα = −∂φεα désigne le courant permanent de l’état individuel.

Alors que l’expression (266) de la conductivité est générale, la relation (270) se trouve mo-
difiée par la présence du nouveau terme dans la règle de somme :

σ̃anneau(ω) =
e2

L

K̃(ω)− K̃(0)

iω
+
L

iω

∂Iperm

∂φ
+
L

iω

∑
α

f ′α I
2
α (275)

où Iperm(φ)
def
=
∑

α fαIα(φ) est le courant permanent total. Nous voyons donc apparâıtre deux
nouveaux termes ayant pour origine la totpologie non triviale du système (un anneau). Le
troisième terme s’interprète facilement : une modulation du flux φ→ φ+ δφωe−iωt correspond à
un champ électrique E(t) = iω

L δφωe−iωt. Le terme proportionnel à ∂
∂φIperm est un terme réactif

et traduit simplement la modulation du courant permanent : Iperm(φ + δφ(t)) ' Iperm(φ) +
L
iω
∂Iperm

∂φ E(t). La présence de f ′α = ∂εf(εα) dans le quatrième terme indique qu’il s’agit d’un
terme de surface de Fermi).

Les deux derniers termes de (275) sont en pratique difficiles à observer car il s’agit d’effets
cohérents, i.e. d’un effet d’interférences quantiques79. En pratique la cohérence de phase est
limitée sur une échelle Lϕ, que nous appellerons longueur de cohérence de phase, à cause des
interactions avec les autres degrés de liberté (phonons, autres électrons,...). À basse température
(T ∼ 1 K on attend typiquement Lϕ ∼ 1 µm). On s’attend à une suppression du courant
permanent du type Iperm ∼ e−L/Lϕ , qui ne le rend observable que pour des anneaux de diamètre
micrométrique.

Conductivité grand-canonique/canonique.– L’expression (275) a été obtenue en supposant que
l’équilibre thermodynamique correspond à l’ensemble grand-canonique, i.e. pour un potentiel
chimique fixé. Il existe différentes manières de mesurer la conductivité d’un anneau [45] : soit en

79 Courant permanent et effet Aharonov-Bohm.– L’existence du courant permanent est lié à l’effet
Aharonov-Bohm [2] que nous décrivons. L’équation du mouvement en mécanique classique fait intervenir les
champs électrique et magnétique alors que l’équation de Schrödinger (l’équation gouvernant la dynamique quan-
tique) dépend des potentiels scalaire et vecteur. Il est possible d’imaginer une situation où une particule explore
une région où les champs sont nuls sans que les potentiels ne le soient. Sa dynamique classique serait la dyna-
mique libre alors que la dynamique quantique est affectée par la présence des potentiels. Dans le cas de l’effet
Aharonov-Bohm, on considère un solénöıde infiniment fin traversé d’un flux φ. Hors du solénöıde, supposé à
l’origine, le potentiel vecteur est ~A = φ

2π r
~uθ. Alors qu’il n’explore que des régions où le champ magnétique

est nul, un électron tournant autour du flux recevra une phase eieφ/~ qui peut être mise en évidence dans une
expérience d’interférences. Dans un anneau traversé d’un flux magnétique, c’est cette phase Aharonov-Bohm qui
induit l’existence du courant permanent.
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Figure 45 : David Bohm (1917-1992) et Yakir Aharonov (1932-).

connectant l’anneau dans une expérience de transport, soit en mesurant l’absorption de l’anneau
isolé. Alors que la première situation correspond à fixer le potentiel chimique, la deuxième impose
de fixer le nombre de particules, ce qui induit une modulation du potentiel chimique avec le flux
et génère l’apparition d’un autre terme dans la conductivité [55, 45].
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• The material in the rest of the document (electronic transport in a weakly
disordered metal) will be discussed in the optional course (2nd semester)
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Dominique Delande & Christophe Texier
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6.5 Conductivité d’un métal faiblement désordonné

Jusqu’à présent, notre analyse des propriétés de transport a été essentiellement basée sur la
théorie des bandes de Bloch, ou sur sa version simplifiée (le modèle des électrons libres), qui
suppose une structure cristalline parfaite. En pratique l’existence de défauts structurels ou la
présence d’impuretés brise l’invariance par translation dans le cristal, ce qui a des conséquences
importantes sur les propriétés de transport. La modélisation de ces défauts se fait via l’introduc-
tion d’un potentiel aléatoire V(r). Insistons : ce potentiel n’a pas de dynamique, à un échantillon
correspond une configuration du potentiel désordonné. On parle de désordre gelé (quenched). À
une situation expérimentale donnée correspond une réalisation de V(r) et les quantités physiques
dépendent elles-mêmes de la configuration du désordre. Dans le cadre d’une analyse théorique,
nous ne serons capables de calculer que des quantités moyennes (ou de caractériser leurs fluc-
tuations). Dans une situation expérimentale il faudra se poser la question de savoir comment la
moyenne sur le désordre est réalisée, ou comment utiliser les informations sur la moyenne et les
fluctuations pour analyser le résultat obtenu pour une configuration.

La première question est donc : que devons-nous calculer ? La distribution de la conducti-
vité 80 P(σ) ? Sa valeur moyenne σ ? Évidemment la réponse n’est pas unique et dépend de la
situation (et du courage du physicien). Dressons un panorama pour avoir une idée du comporte-
ment d’une onde électronique dans un métal désordonné. 81 Nous introduisons quelques échelles
pour cela. Rappelons que le transport est une propriété de surface de Fermi, une première échelle
d’énergie est l’énergie de Fermi εF . Il faudra lui comparer une échelle d’énergie liée au potentiel
désordonné. 82 Nous introduisons plutôt le vecteur de Fermi kF (l’inverse de la longueur d’onde
de Broglie) et le libre parcours moyen élastique `e, la distance entre collisions sur le désordre.

Le régime de faible désordre (kF `e � 1).– La conductance adimensionnée 83 est grande g � 1
(c’est le cas d’un bon métal). La conductance est donnée par le résultat classique (Drude) à de
petites corrections quantiques près : g = gDrude +∆g avec gDrude � 1 et ∆g . 1. Les fluctuations
relatives de la conductance sont faibles (dans un échantillon macroscopique gDrude � 1 �
∆g � (g − g)2. Les fluctuations sont maximales dans le régime mésoscopique où l’échantillon
est complètement cohérent ; dans ce cas gDrude � ∆g ∼ (g − g)2 ∼ 1 ; le régime “mésoscopique”
est défini ci-dessous).

Le régime de fort désordre (kF `e . 1).– Lorsque le désordre est trop important le système
devient isolant. Ce phénomène d’interférences est appelé localisation forte [9]. Dans ce cas la
conductance varie fortement d’un échantillon à l’autre (certaines configurations rares des impu-
retés peuvent favoriser le transport et augmenter énormément la conductance). La distribution
de la conductivité est une loi large et la donnée de σ n’a pas forcément un grand intérêt.

Le critère λF ∼ `e permettant de séparer les deux régimes de localisation est appelé “critère
de Ioffe-Regel” [28].

Le rôle de la dimensionnalité.– La dimensionnalité est un paramètre essentiel dans le problème
de propagation d’un onde en milieu désordonné et l’effet du désordre est renforcé en allant vers
les basses dimensions. 84 Dans un échantillon tridimensionnel, la transition de localisation se

80 Nous notons · · · la moyenne sur le désordre et gardons 〈· · ·〉 pour la moyenne statistique/quantique.
81 Si nous parlons de transport quantique, les aspects ondulatoires sont importants : nous sommes ici intéressés

par la question de la propagation d’une onde dans un milieu désordonné.
82 Par exemple l’intégrale de la fonction de corrélation w =

∫
dr V(r)V(0) est une échelle pertinente.

83 Dans une expérience de transport on mesure une résistance ou une conductance G = 1/R. La conductance

adimensionnée est donnée par le rapport de la conductance par le quantum de conductance : g
def
= G

e2/h
(si on

prend en compte la dégénérescence de spin une meilleure définition est g
def
= G

2e2/h
; dans cette fin de chapitre nous

ignorerons le spin qui ne joue aucun rôle dans la discussion). Le quantum de conductance vaut e2/h = 1/(25.8kΩ).
84 Par exemple, en dimension 1, le régime diffusif de faible désordre n’existe pas et tout potentiel aléatoire à
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produit en augmentant la force du désordre. Dans la situation unidimensionnelle le régime de
localisation forte peut être observé pour un désordre faible (kF `e � 1). Si on considère un fil
quasi-undimensionnel, de longueur L et de section W t.q. Nc ∼ (kFW )d−1 � 1 (le nombre de
canaux 85). En faisant varier la longueur du fil à désordre (faible) fixé, nous observons trois
régimes (a) L . `e correspond au régime balistique, (b) `e . L . `loc ∼ Nc`e au régime diffusif
et (c) L & `loc au régime localisé. 86 Le cas extrême montrant le rôle de la dimension est la
situation strictement unidimensionnelle pour laquelle le régime intermédiaire de faible désordre
n’existe pas car `loc ∼ `e. Enfin, mentionnons l’approche de la théorie d’échelle [1] : en postulant
l’existence d’un unique paramètre d’échelle (la conductance) et moyennant quelques hypothèses
minimales, les auteurs montrent que la transition de localisation n’existe que pour d > 2.

La décohérence.– Nous avons discuté des propriétés de la diffusion d’une onde électronique
dans un environnement désordonné. En pratique, les phénomènes d’interférences sont limités
car l’électron interagit avec d’autres degrés de liberté : il subit des collisions inélastiques (col-
lisions entre électrons ou avec les phonons) qui modifient son énergie et donc sa phase de
manière aléatoire. Dans une situation réelle les phénomènes d’interférences quantiques ne sont
observables qu’en deçà d’une certaine échelle de longueur caractérisant l’efficacité des processus
inélastiques pour détruire les phénomènes d’interférences. Cette longueur est appelée longueur de
cohérence de phase Lϕ. Nous définissons le régime mésoscopique comme le régime où le système
est complètement cohérent : L . Lϕ où L est la taille typique du système. Lϕ dépend fortement
de la température. Typiquement Lϕ(T = 1K) ∼ 1µm et peut atteindre 10 ou 20µm vers 10mK.
Les phénomènes d’interférences ne sont donc observables qu’aux très basses températures et le
phénomène de localisation forte difficile à observer [24]. Bien que l’étude du problème soit gran-
dement compliquée par l’interaction électron-électron [76], puisque celle-ci détruit la cohérence
de phase assez vite, nous nous retrouvons de facto dans le régime de faible désordre, même
en basse dimension (quasi 1D). Pour formuler les choses autrement, disons que le phénomène
de localisation forte, un phénomène cohérent, ne peut être observé que pour L & `loc mais
qu’en pratique il est très difficile que le système soit cohérent à cette échelle : on a en général
Lϕ(T ) . `loc.

Toutes ces remarques montrent qu’en ce qui concerne les métaux, il est pertinent de se limiter
au problème de l’étude du transport quantique dans un bon conducteur dans le régime de faible
désordre et nous nous attacherons à calculer la conductivité moyennée sur le potentiel aléatoire.

Le seconde question est d’ordre méthodologique : comment effectuer la moyenne sur le
désordre dans le calcul d’une quantité (la conductivité) ? Nous avons souvent décomposé la
conductivité sur le spectre de l’Hamiltonien ; il est exclu de résoudre l’équation de Schrödin-
ger pour une configuration du potentiel puis de réinjecter le spectre dans une formule de type
Kubo-Greenwood

Re σ̃(ω) =
πe2

Vol

∑
α,β

f(εα)− f(εα + ~ω)

ω
|vαβ|2 δ(~ω + εα − εβ) (276)

où la somme porte sur le sepctre des états quantiques individuels {εα, |ϕα 〉} et vαβ = 〈ϕα |vx|ϕβ 〉
est l’élément de matrice de l’opérateur vitesse. Vol est le volume et f(ε) la distribution de Fermi-
Dirac. Il devient donc essentiel de manipuler un objet compact contenant toute l’information
sur le spectre, qui sera directement calculé en présence du potentiel désordonné. Un tel objet est

la fonction de Green G(r, r′;E)
def
= 〈r | 1

E−H |r
′ 〉 =

∑
n
ψn(r)ψ∗n(r′)
E−En , dont les pôles correspondent

corrélations de portée finie conduit à la localisation de toutes les fonctions d’onde [95].
85 Un fil balistique se comporte comme un guide d’onde et est caractérisé par un certain nombre de modes

transverses. On parle de “canaux”.
86 Ici nous avons introduit la longueur de localisation calculée dans le contexte de la théorie des matrices

aléatoires [20, 40] `loc ∼ Nc`e. On pourra se référer à l’article de revue très pédagogique de Carlo Beenakker [10].
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au spectre des valeurs propres et les résidus aux fonctions d’onde. La conductivité peut en effet
être reliée à la fonction de Green

Re σ̃(ω) =
πe2

Vol

∫
dε
f(ε)− f(ε+ ~ω)

ω
Tr
{
v̂xδ(ε+ ~ω − Ĥ)v̂xδ(ε− Ĥ)

}
(277)

où la trace est prise sur les états à une particule (dans l’expression H est l’Hamiltonien d’un

électron). Nous introduisons les fonctions de Green retardée et avancéeGR,A(r, r′;E)
def
= G(r, r′; z =

E ± i0+) qui peuvent être reliées aux opérateurs de la trace : ∆G(r, r′;E)
def
= GR(r, r′;E) −

GA(r, r′;E) = −2iπ〈r |δ(E − H)|r′ 〉. L’étude du transport dans les métaux nous suggère de
travailler plutôt dans une base d’ondes planes |k 〉 (états propres du problème non désordonné).
Nous introduisons

GR,A(k, k′;E)
def
= 〈k | 1

E −H ± i0+
|k′ 〉 (278)

en terme de laquelle (277) devient :

Re σ̃(ω) = − e2

4πm2

∫
dε
f(ε)− f(ε+ ω)

ω

1

Vol

∑
k,k′

kx k
′
x ∆G(k, k′; ε+ ω) ∆G(k′, k; ε) (279)

La méthode ? Maintenant que nous avons introduit le “bon” objet, reste à savoir comment
le manipuler, i.e. comment effectuer la moyenne sur le désordre de produits de fonctions de
Green, supposant donnée la distribution DV P [V] du désordre. La difficulté vient notamment
de la présence du potentiel au dénominateur dans G(E) = 1

E−H . Deux méthodes utilisent un
“truc” pour exponentier le dénominateur et faire apparâıtre la fonctionnelle caractéristique du
potentiel : la méthode des répliques [86] 87 et la méthode supersymétrique [57, 75]. La mise en
œuvre de ces deux approches nécessite des techniques de théorie des champs assez sophistiquées.

La troisième méthode, que nous suivrons, est l’approche perturbative où nous développons
perturbativement G(E) avant de le moyenner sur le désordre. Comme nous l’avons déjà souligné,
les résultats intéressants sont non perturbatifs dans le désordre. Cette approche n’est intéressante
que si nous pouvons resommer les corrections perturbatives. Le cas unidimensionnel permet une
resommation complète des corrections perturbatives dans le cas où le potentiel est un bruit
blanc [11, 12]. En vérité ces techniques assez lourdes ne sont pas indispensables et peuvent être
évitées au profit de méthodes non perturbatives probabilistes plus élégantes [95, 96] (au moins
à mon goût, par exemple cf. [19]). Dans les problèmes à plusieurs dimensions nous devrons
nous contenter de resommations partielles qui ne seront valables que dans le domaine de faible
désordre. Nous préciserons cette remarque par la suite.

6.5.1 Méthode des perturbations et choix d’un modèle de désordre

Nous avons expliqué plus haut que l’objet de base codant l’information sur le système est la
fonction de Green. Celle-ci peut être calculée perturbativement. Si on pose G = 1

E−H avec

87 La méthode des répliques [22, 23] repose sur le truc suivant. On écrit : 1
A

= limn→0

∫
d~φ

~φ2

n
e−

1
2
A~φ2

, où
~φ est un “champ” à n composantes (les n répliques). On transforme le calcul de 〈 1

A
〉 (difficile) en 〈e−kA〉 (facile).

Le prix à payer est de faire tendre le nombre de composantes n vers 0 ! Appliquons le truc au calcul de la fonction

de Green moyenne : 〈x |(H − E)−1|x′ 〉 = limn→0

∫
D~φ ~φ(x)·~φ(x′)

n
e−S où ~φ(x) est un champ à n composantes. La

moyenne sur un désordre gaussien, DV P [V] = DV exp− 1
2w

∫
dxV(x)2, génère une action S =

∫
dxL pour une

théorie des champs en interaction L = 1
2
(∂x~φ)2 − E

2
~φ2 − w

8
~φ4 (chapitre 9 du tome 2 de l’ouvrage d’Itzykson &

Drouffe [86]). Si on considère un problème invariant par translation (au moins après moyenne sur le désordre) on

peut encore simplifier le calcul en écrivant 〈x |(H − E)−1|x 〉 = limn→0
2
n

∂
∂E

∫
D~φ e−S de laquelle on peut extraire

la DoS en faisant E → E + i0+.
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H = H0 + V on a G = G0 + G0VG0 + G0VG0VG0 + · · · où G0 = 1
E−H0

. La fonction de Green
libre est diagonale dans l’espace de Fourier

〈k | 1

E −H0
|k′ 〉 = δk,k′G0(k) avec G0(k) =

1

E − εk
(280)

où εk
def
= k2

2m . (Tant que cela n’est pas nécessaire nous ne spécifions pas s’il s’agit de la fonction de
Green avancée ou retardée). Pour aller plus loin il nous faut savoir comment modéliser les défauts
(impuretés, défauts structurels) et le choix du modèle a-t’il une influence sur la physique ? En
général la réponse est oui, évidemment, toutefois nous nous intéresserons à un régime de faible
désordre (encore à caractériser) et seul le second cumulant de V sera important. Pour cette raison
nous pouvons nous limiter au choix d’une distribution gaussienne, entièrement caractérisée par la
fonction de corrélation V(r)V(r′). En pratique il est raisonnable de supposer que les corrélations
du potentiel désordonné sont à courte portée, nous les prendrons de portée nulle pour simplifier.
En conclusion, pour l’étude des propriétés de transport dans les métaux faiblement désordonnés
il est suffisant de choisir le modèle minimal :

DV P [V] = DV exp− 1

2w

∫
dr V(r)2 (281)

Afin de comprendre comment fonctionne la méthode des perturbations, calculons les premiers
termes de la fonction de Green moyenne G.

Vertex.– Comme nous travaillons dans l’espace réciproque le calcul fera intervenir la moyenne
des éléments de matrice de V (le vertex élémentaire décrivant l’interaction entre un électron et
le potentiel désordonné pour le calcul de quantités moyennées) :

〈kg |V|kd 〉〈k′g |V|k′d 〉 =
w

Vol
δkg+k′g ,kd+k′d

(282)

où kd et k′d sont des impulsions entrantes et kg et k′g des impulsions sortantes. Cette expression,

la TF de la fonction de corrélation V(r)V(r′) = wδ(r−r′), montre que l’invariance par trans-
lation est restaurée après moyenne sur le désordre. On peut interpréter physiquement
le corrélateur comme une double interaction avec un défaut localisé. 88 Cette diffusion par le
défaut permet de transférer de l’impulsion d’une fonction de Green à une autre.

Nous commençons par calculer le premier terme non nul en moyenne : G0VG0VG0. Le terme
d’ordre 2 de G(k, k′) s’écrit :

〈k |G0VG0VG0|k′ 〉 = G0(k)
∑
k′′

w

Vol
δk,k′G0(k′′)G0(k′) = δk,k′G0(k)2 w

Vol

∑
q

G0(q) (283)

D’après la remarque sur l’invariance par translation et la conservation des impulsions au niveau
du vertex, il était clair que le résultat avait la structure G(k, k′) ≡ δk,k′G(k). Le premier terme
du calcul perturbatif de la fonction de Green moyenne est finalement

δ2G(k) = G0(k)

[
w

Vol

∑
q

G0(q)

]
G0(k) =

k!q

q kk

w
k!q

(284)

La petite représentation graphique nous permet de déduire facilement les règles de Feynman.

88 Si nous avions choisi un modèle plus général de désordre, le cumulant d’ordre p serait associé à p interactions
avec un défaut. Pour clarifier cette remarque, considérons le modèle de potentiel désordonné V(r) = v0

∑
i δ(r−ri)

où les positions sont distribuées selon la loi de Poisson (positions décorrélées pour une densité moyenne ni). Le
calcul du second moment V(r)V(r′) = v2

0

∑
i 6=j δ(r − ri)δ(r′ − rj)+v

2
0δ(r−r′)

∑
i δ(r − ri) = (niv0)2+niv

2
0δ(r−r′)

montre que le second cumulant s’interprète comme une double interaction avec une même impureté. Le cumulant

V(r1) · · · V(rn)
C

= niv
n
0 δ(r1 − r2) · · · δ(r1 − rn) correspond à n interactions avec une impureté.
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Figure 46 : Richard Feynman (1918-1988).

Règles de Feynman.

1. À l’ordre 2n des perturbations en V, on dessine les (2n − 1)!! diagrammes : une ligne
continue représente une fonction de Green libre G0(k), une ligne pointillée une double
interaction avec un défaut.

2. On associe des impulsions de façon à respecter la conservation de l’impulsion à chaque
vertex.

3. Chaque double interaction est associée à un poids w/Vol.

4. On somme sur toutes les impulsions libres selon
∑

q.

Nous déssinons les trois diagrammes obtenus à l’ordre suivant :

δ4G(k) = + + (285)

Self énergie.– Nous pouvons remarquer que le premier des diagrammes de (285) correspond à
une répétition du bloc de la première correction (284), que nous notons :

Σ2 = =
w

Vol

∑
q

G0(q) (286)

à chaque ordre, certaines des corrections contiendront également ce bloc et un des (2n − 1)!!
termes sera n répétitions de ce bloc. Il y a un moyen très simple de resommer tous ces termes
(c’est une série géométrique) :

1

G0(k)−1 − Σ2
= + + + +· · · (287)

Nous pouvons donc regrouper dans un objet que nous appelons la self énergie et notons Σ(E),
tous les blocs insecables par un seul “coup de ciseau” dans une ligne de fonction de Green.
Outre que cette remarque permet de resommer une infinité de diagrammes sans effort, l’intérêt
d’introduire cet objet est de conduire à une fonction de Green moyenne présentant une structure
similaire à la fonction de Green libre, donc plus facile à analyser :

G(k) =
1

E − εk − Σ(E)
(288)

Le calcul du terme d’ordre n de Σ(E) présente moins de diagrammes que celui de G(E).
Considérer le développement perturbatif de Σ(E) est une manière de prendre en compte des
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corrections d’ordre n de G(E) se déduisant de manière évidente des ordres n′ < n. Par exemple,
à l’ordre w2, Σ4 sera donné par le diagramme de Σ2 plus deux diagrammes d’ordre w2 corres-
pondant aux deux derniers termes de (285) :

Σ4 = + + (289)

- Exercice 6.12 : Dessiner tous les diagrammes de Σ6 (la self-énergie à l’ordre w3). Comparer
avec δ2G(k) + δ4G(k) + δ6G(k).

Les deux échelles du problème sont l’énergie de Fermi εF (rappelons-nous que la conductivité
longitudinale fait intervenir les fonctions de Green à E = εF ) et le désordre w. Dans la limite
de faible désordre nous pouvons rester à l’approximation Σ(E) = Σ2(E) + O(w2). La partie
imaginaire est importante car elle décale le pôle de la fonction de Green 89

1

2τe
= − Im ΣR(E) ' − Im ΣR

2 (E) = − w

Vol

∑
q

ImGR
0 (q) = πρ0w ⇒ 1

τe
= 2πρ0w (290)

où ρ0 est la densité d’états par unité de volume. Nous oublions sa partie réelle (si elle est
constante elle peut être absorbée dans un changement de zéro des énergies). À cette approxima-
tion

G
R

(k; εF ) =
1

εF − εk + i
2τe

(291)

τe s’interprète comme la durée de vie de l’onde plane, i.e. le temps pendant lequel la direction
de l’impulsion est conservée (le module de l’impulsion est conservé au cours des processus de
collision sur le désordre statique). Il s’agit donc du temps de parcours moyen élastique. On peut
lui associer le libre parcours moyen élastique `e = vF τe, où vF est la vitesse de Fermi. Nous
pouvons maintenant définir précisément le critère de faible désordre : l’échelle d’énergie 1/τe
caractérise la “force” du désordre (le taux de diffusion d’un électron par le potentiel désordonné),
le régime de faible désordre correspond donc à

εF τe � 1 ou kF `e � 1 (292)

- Exercice 6.13 : Montrer que, dans la limite de faible désordre, la fonction de Green dans
l’espace réel présente la structure

G
R

(r, r′) ' GR
0 (r, r′) e−R/2`e ∝ 1

R(d−1)/2
eikFR−R/2`e (293)

où R = ||r − r′||. (Le calcul est simple en d = 1 et d = 3 ; en d = 2 il n’est valable que pour
kFR� 1).

- Exercice 6.14 : Dans cet exercice on souhaite resommer une classe particulière de dia-
grammes pour calculer la self énergie :

Σemp = = + + + · · · (294)

Dans l’espace de Fourier, écrire une équation de récurrence pour Σemp. En déduire l’expression
de la self énergie. Montrer que Σemp ' Σ2 pour εF τe � 1.

89 Nous jetons un voile pudique sur la partie réelle de la self énergie. A priori celle-ci est une fonction régulière
de l’énergie et elle pourrait être éliminée par une reparamétrisation du spectre des énergies. En y regardant de
plus près nous constatons que Re Σ diverge en dimension d > 1. Ce problème vient de la nature singulière des
corrélations du potentiel en δ de Dirac. La même difficulté apparâıt dans l’analyse de l’Hamiltonien −∆ + v δ(r)
en dimension d > 1. Une manière de donner un sens au problème a été proposée dans l’article [29].
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6.5.2 La conductivité à l’approximation de Drude

Nous commençons par plusieurs remarques permettant de simplifier (279). (i) Dans la pratique
les fréquences correspondant à une situation expérimentale sont toujours t.q. ω � T (rappelons-

nous que T = 1 K correspond à 140 GHz). Nous procédons à la substitution f(ε)−f(ε+ω)
ω → −∂f

∂ε .
(ii) D’autre part l’élargissement thermique ne joue aucun rôle dans la calcul de la conductivité
moyenne (ceci ne serait pas vrai si nous étudiions les fluctuations de la conductivité). Nous fixons
T = 0. (iii) Dans le produit ∆G∆G = (GR − GA)(GR − GA), on peut montrer que seuls les
termes GRGA et GAGR apportent des contributions importantes, après moyenne. Finalement,
notre point de départ est 90 :

σ(ω) =
e2

2πm2

1

Vol

∑
k,k′

kx k
′
xG

R(k, k′; εF + ω)GA(k′, k; εF ) (295)

La conductivité est donnée par un produit de fonctions de Green. La première chose la plus simple

à faire consiste à négliger les corrélations entre les deux fonctions de Green : GRGA ' G
R
G

A
.

En utilisant GR(k, k′) = δk,k′G
R

(k), nous obtenons

σ(ω)
Drude

=
e2

2πm2

1

Vol

∑
k

k2
xG

R
(k; εF + ω)G

A
(k; εF ) (296)

Le calcul de ce type de quantité est tout à fait standard et des expressions similaires apparâıtront
par la suite. Nous remplaçons k2

x par k2/d (isotropie de la relation de dispersion) puis k2 par
k2
F pour le sortir de la somme (ce qu’on peut justifier plus soigneusement en calculant la somme

dans l’exercice ci-dessous).

- Exercice 6.15 : Montrer que w
Vol

∑
kG

R
(k; εF + ω)G

A
(k; εF ) = 1

1−iωτe
.

Indication : justifier 1
Vol

∑
k → ρ0

∫
R dεk, où ρ0 est la densité d’états par unité de volume au

niveau de Fermi, puis utiliser le théorème des résidus.

Finalement nous aboutissons à :

σ(ω)
Drude

=
e2

2πm2

k2
F

d
2πρ0τe

1

1− iωτe
=
e2τe
m

2εFρ0

d

1

1− iωτe
(297)

Nous reconnaissons la densité électronique, n = 2εF ρ0

d , et finalement

σ(ω)
Drude

=
σ0

1− iωτe
où σ0 =

ne2τe
m

(298)

Nous avons bien retrouvé le résultat du modèle semi-classique de Drude-Sommerfeld. Alors que
la conductivité du système balistique présente une divergence à ω → 0, σ(ω) ∝ i/ω, que nous
avons interprétée, 91 les collisions sur les défauts sont responsables d’une conductivité finie à
fréquence nulle.

- Exercice 6.16 : Montrer que la conductivité de Drude peut également se reécrire sous la
forme σ0 = e2ρ0D (relation d’Einstein) où D = `2/(τed) est la constante de diffusion. On donne
k−1
F = 0.83 Å(argent), quelle est la distance parcourue par un électron balistique en 1 s ? On

donne `e ' 30 nm (Ag6N, argent très pur). Calculer D. Quelle est la distance parcourue par un
électron diffusif en 1 s ?

90 Notons que ces trois hypothèses conduisent à Reσ(ω) ∝
∑
k,k′ kx k

′
x Re[GR(k, k′; εF + ω)GA(k′, k; εF )], ce

qui est un petit peu plus faible que (295), sauf dans le cas ω = 0.
91 elle correspond à un comportement de la réponse impulsionnelle σ(t) ∝ θ(t), traduisant l’apparition d’un

courant constant (i.e. la conservation de l’impulsion des électrons) suite à une impulsion de champ électrique.
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Effet de la température : à T 6= 0, le résultat (298) doit être convolué par la dérivée d’une fonction
de Fermi −∂f/∂ε. Comme le résultat à T = 0 K dépend faiblement de l’énergie (à travers n et
τe), la convolution est sans effet. Toutefois la température n’est pas sans effet. En effet, nous
venons de montrer que les collisions (élastiques) sur le désordre, induisent une conductivité
finie. Si les électrons sont soumis à d’autres processus de collission 92 (électron-phonon,...) la self
énergie de la fonction de Green reçoit les contributions des différentes perturbations : désordre,
interaction électron-phonon, etc. Cela correspond à ajouter les taux de relaxation 93 selon la loi
de Matthiesen

1

τ(T )
=

1

τe
+

1

τe−ph(T )
+ · · · (299)

Le calcul de la conductivité conduit à σDrude = ne2τ(T )
m .

6.5.3 Corrélations entre fonctions de Green

Nous avons retrouvé le résultat semi-classique en négligeant les corrélations entre les fonctions
de Green dans l’équation (295). Nous souhaitons maintenant étudier l’effet des corrélations sur
la conductivité moyenne. Cette discussion repose sur l’analyse des corrections perturbatives de
(295), qui sera menée en analysant physiquement différents types de contributions. À cette fin
nous commençons par donner la représentation diagrammatique de (295), que nous dessinons
comme une bulle (figure 47) constituée par les deux fonctions de Green. Les lignes ondulées
représentent les éléments de matrice de l’opérateur courant moyen, ekx/m et ek′x/m, et nous
rappellent que la conductivité est une fonction de corrélation courant-courant.

!F

!F

k’k
+"

k k’

Figure 47 : Représentation diagrammatique d’une correction perturbative pour la conductivité
moyenne donnée par l’équation (295). Les lignes continues (tirés) représentent des fonctions

de Green retardées G
R

(avancées G
A

). Les lignes ondulées représentent l’opérateur de courant
(ekx/m et ek′x/m). Les lignes pointillées reliant les lignes retardées et avancées correspondent à
corréler les fonctions de Green GR et GA dans l’équation (295).

Dans le cas du terme de Drude les lignes de fonctions de Green sont les fonctions de Green

moyennes G
R

et G
A

. Les corrélations entre fonctions de Green sont représentées par des dia-

92 autres que électron-électron qui conserve le courant total,
93 Temps de vie et temps de transport.– Nous devons ici apporter une petite précision sur la nature du

temps de relaxation intervenant dans la conductivité. Nous avons introduit le temps de vie des états électroniques

comme : 1/τ = −2 Im ΣR = 2πρ0〈C(θ)〉θ, où C(θ)
def
=
∫

dr e−i(k′−k)rV(r)V(0) où θ est l’angle entre les deux
vecteurs k et k′ sur la surface de Fermi, ||k|| = ||k′|| = kF (à l’approximation de Born, C(θ) est proportionnelle à
la section efficace de diffusion dans la direction θ). Le temps qui intervient dans la conductivité n’est en général

pas ce temps mais le temps de relaxation de la vitesse [105, 61, 62] : σ = ne2τtr
m

(ceci est lié à la présence de kxk
′
x

dans les relations (279,295)) ; ce temps est appelé temps de transport 1/τtr = 2πρ0〈C(θ)(1− cos θ)〉θ. Dans le cas
de la diffusion isotrope, C(θ) = w n’a pas de structure et les deux temps cöıncident. Dans le cas de diffusion
anisotrope (lorsque la fonction de corrélation de V présente une structure), les deux temps peuvent toutefois
différer notablement τtr > τ . Cette discussion s’applique au cas de la diffusion électron-phonon (chap. 26 de
[64]) : le temps de collision électron-phonon est τe−ph ∝ T−3 mais la diffusion est fortement anisotrope à basse
température (� ωD, la coupure de Debye) et le temps de transport correspondant est τe−ph, tr ∝ T−5 ce qui
conduit à σ(T ) ∼ 1/T 5 pour T � ωD.
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grammes dans lesquels les lignes de fonctions de Green retardée et avancée sont couplées par
des lignes d’impureté (figure 47).

ii Légère modification des règles de Feynman pour la conductivité ii.– Dans les
diagrammes, les lignes de fonctions de Green seront désormais des fonctions de Green moyennes,

G
R

et G
A

(au lieu des fonctions de Green libres), ce qui est une manière de resommer une partie
des diagrammes ne couplant pas les fonctions retardées et avancées.

Transport classique et localisation faible : présentation heuristique Nous avons déjà
noté au cours du calcul de la conductivité à l’approximation de Drude que les résultats intéres-
sants sont non perturbatifs et correspondent à resommer certaines classes de diagrammes. La
question est donc d’identifier les classes de diagrammes qui apportent les corrections dominantes.
Pour cela nous faisons une petite digression et donnons une image plus qualitative de l’étude
du transport dans un métal diffusif. Lorsqu’on étudie la conductance d’un système relié à deux
contacts, on peut montrer que la conductance est reliée à la probabilité de traverser le système.
Cette probabilité s’exprime comme le module carré d’une somme d’amplitudes de probabilité :

G =
e2

h
g ∼ e2

h

∣∣∣∑
C
AC
∣∣∣2 (300)

où la somme porte sur tous les chemins C allant d’un contact à l’autre, pour un électron d’énergie
εF . La conductance adimensionnée est notée g. Cette formulation des propriétés de transport
peut être rendue rigoureuse, c’est l’approche de Landauer-Büttiker. La relation avec la formule
de Kubo se comprend en remarquant que l’amplitude AC est associée à la fonction de Green
retardée, et l’amplitude conjuguée A∗C à la fonction de Green avancée (formule de Fisher &
Lee GR(contact 1 ←contact 2; εF ) ∼

∑
C AC) : cette expression de la conductance possède la

structure g ∼ |GR(contact 1←contact 2; εF )|2 ∼ GRGA.
Dans le cas d’un métal faiblement désordonné (kF `e � 1), la somme porte sur les chemins

classiques décrivant des collisions sur les impuretés (rappelons qu’avec notre choix de modèle
désordonné, après moyenne, l’interaction avec le désordre s’interprète comme une double inter-
action avec une impureté localisée). La phase d’une amplitude est donc proportionnelle à la
longueur `C du chemin de diffusion : AC ∝ eikF `C .

La conductance moyenne est donnée en moyennant l’expression :

g ∼
∑
C
|AC |2︸ ︷︷ ︸

classique

+
∑
C6=C′
ACA∗C′︸ ︷︷ ︸

quantique

(301)

On peut montrer que le premier terme, la somme des probabilités, correspond au terme classique
(Drude). C’est le terme dominant car donné par une somme de termes positifs. En revanche
le terme d’interférences (quantique) est une somme de termes portant des phases ACA∗C′ ∝
eikF (`C−`C′ ). On comprend que ce type de contributions a d’autant plus de mal à survivre à la
moyenne sur le désordre que la différence `C − `C′ est grande (le terme classique |AC |2 domine
car les deux chemins correspondent à la même séquence de collisions (figure 48)). Une façon de
minimiser la différence des longueurs est de considérer une séquence de collisions identiques au
milieu de laquelle on introduit un croisement. Cette construction fait apparâıtre une boucle à
l’intérieur de laquelle une des trajectoires est renversée (figure 48). Ce terme décrit l’interférence
entre deux trajectoires diffusives renversées : les deux trajectoires subissent les collisions dans
l’ordre inverse, ce qui correspond aux diagrammes maximallement croisés (figure 49) que nous
analyserons. À cause du croisement les phases des deux amplitudes diffèrent légèrement et cette
contribution est petite (une bonne introduction est donnée au chapitre 1 de [61, 62]).
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C

C
A
RContact 1 Contact 2

CC’

R
AContact 1 Contact 2

Figure 48 : À gauche :contribution au terme classique
∑
C |AC |2. À droite : contribution au

terme quantique
∑
C6=C′ ACA∗C′ qui minimise `C − `C′. La boucle décrit l’interférence quantique

de trajectoires renversées.

6.5.4 Diffuson (contribution non cohérente)

Nous venons de montrer par des arguments heuristiques que les séquences de collisions identiques
jouent un rôle important. Avant d’étudier les diagrammes maximallement croisés de la figure 49,
il est instructif de commencer par étudier les diagrammes en échelle :

σ(ω)
diff

= ...+++ (302)

Chaque contribution peut être analysée facilement à l’aide des règles de Feynman énoncées plus
haut.

- Exercice 6.17 : Donner l’expression (sans les calculer) des deux premiers termes de (302)

en fonctions des G
R

et G
A

.

- Exercice 6.18 : Nous introduisons la quantité

Λ(q, ω)
def
=

w

Vol

∑
k

G
R

(k + q; εF + ω)G
A

(k; εF ) =

+qk

k

(303)

que nous calculons dans la limite q → 0 et ω → 0.

Vérifier que G
R

(k+ q; εF +ω) = G
R

(k) + (vk · q−ω)[G
R

(k)]2 + (vk · q)2[G
R

(k)]3 + · · · où toutes
les fonctions de Green du membre de droite sont prises à énergie de Fermi ; vk = k/m (on

admettra que le terme εq[G
R

(k)]2 d’ordre q2 peut être négligé, ainsi que le terme ω2). Comme

nous l’avons signalé, les quantités w
Vol

∑
k[G

R
(k)]n [G

A
(k)]m se calculent aisément en faisant

1
Vol

∑
k → ρ0

∫
R dεk puis en utilisant le théorème des résidus. En déduire que

Λ(q, ω) = 1 + iωτe − q2`2e/d+ · · · (304)

Ce résultat sera utilisé à plusieurs reprises.

Nous isolons la série apparaissant au milieu des corrections à la conductivité (302) :

Γd(q, ω) =

k k’

k+q +qk’

k1 k2

k +q1 k +q2k +q1

k1

+ + + ...= (305)

(une impulsion supplémentaire q a été introduite dans les fonctions de Green retardées). Cet
objet est appelé diffuson. Il est facile de voir qu’il obéit à l’équation (de Bethe-Salpether)

Γd(q, ω) = w + Λ(q, ω)Γd(q, ω) (306)
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où Λ(q, ω) est la quantité introduite dans l’exercice précédent. Autrement dit, Γd correspond à
une série géométrique que nous resommons :

Γd(q, ω) =
w

1− Λ(q, ω)
(307)

Pôle de diffusion.– D’après le résultat de l’exercice nous voyons que, dans la limite q → 0 et
ω → 0, le diffuson cöıncide avec la fonction de Green de l’équation de diffusion :

Γd(q, ω) ' w

τe

1

−iω +Dq2
(308)

Nous comprenons qu’il n’est pas possible de tronquer la série perturbative (305) à un ordre
donné car la limite q → 0 et ω → 0 nous conduit au bord du domaine de convergence de la série
géométrique Γd = w

∑∞
n=0 Λn.

Le comportement de Γd est la signature de la nature diffusive des trajectoires électroniques
dans le métal (on pourrait s’en convaincre en calculant la fonction de réponse densité-densité

du métal qui est reliée au diffuson χ0(q, ω) ' −ρ0
Dq2

−iω+Dq2 [6] ; cette remarque permet de relier

le pôle de diffusion à la conservation du nombre de particules [56]).
Nous sommes en mesure de calculer la contribution des diagramnes en échelle à la conduc-

tivité

σ(ω)
diff

=
e2

2πm2

1

Vol2

∑
k,k′

kx k
′
x |G

R
(k)|2 Γd(0, ω) |GR

(k′)|2 (309)

L’isotropie de la relation de dispersion conduit à 1
Vol

∑
k kx |G

R
(k)|2 = 0 et donc

σ(ω)
diff

= 0 (310)

Ce résultat s’interprète facilement : rappelons-nous que la conductivité est reliée à constante de
diffusion, i.e. à la fonction de corrélation de la vitesse σ ∼ D =

∫∞
0 dt 〈vx(t) vx〉 (ce que nous

rappelle la présence de kxk
′
x dans (295)). Le diffuson (305) décrit une séquence de collisions

arbitrairement grande, après laquelle la mémoire de la direction initiale de la vitesse est perdue. 94

- Exercice 6.19 : Limite limq→0 limω→0 σ(q, ω).– On admet que la conductivité moyenne

à q 6= 0 est donnée par : σxx(q, ω) = e2

2πm2
1

Vol

∑
k,k′ kx k

′
xG

R(k + q, k′ + q; εF + ω)GA(k′, k; εF ).

Montrer que la contribution des diagrammes en échelle (le diffuson) est σxx(q, 0)
diff

= −σ0
q2
x
q2

(qui diffère donc de σxx(0, ω)
diff

= 0).
Indication : En utilisant les mêmes approximations que dans l’exercice 6.18, montrer que
w

Vol

∑
k kxG

R
(k + q)G

A
(k) ' −ikF `ed qx.

6.5.5 La localisation faible : une correction quantique (cohérente)

Sur la base d’arguments heuristiques, nous avons montré quelle classe particulière de corrections
perturbatives domine après moyenne sur le désordre : les lignes d’impuretés maximalement
croisés (figure 49). Cette correction à la conductivité moyenne s’appelle la correction de lo-
calisation faible. Physiquement elle trouve son origine dans les interférences quantiques entre
trajectoires électroniques symétriques par renversement du sens du temps (ce que les figures 48
et 49 suggèrent). Ces interférences conduisent à une augmentation cohérente de la rétrodiffusion
des électrons, i.e. une diminution de la conductivité.

94 Notons que dans le cas où la diffusion est anisotrope, la contribution du diffuson est non nulle. Elle fait
apparâıtre le temps de transport τtr lorsqu’elle est ajoutée à la contribution de Drude [61, 62].
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Figure 49 : Diagrammes maximalement croisés : correction de localisation faible σ(ω)
coop

.

La structure du bloc central apparaissant sur la figure est très similaire au diffuson, seul
le sens des lignes des fonctions de Green avancées a été changé. Lorsque nous retournons les
fonctions de Green avancées nous constatons que le vecteur d’onde q du diffuson (305) remplacé
par k + k′ :

Γc(Q = k + k′, ω) =

k+ k’!

k k’

k’k

k k’

kk’

k1

k1

+ + + ...== (311)

Cet objet porte le nom de “cooperon” et présente également un pôle de diffusion pour Q→ 0 :

Γc(Q,ω) =
w

1− Λ(Q,ω)
' w

τe

1

−iω +DQ2
. (312)

À la différence du diffuson, la contribution σ(ω)
coop

à la conductivité moyenne est cohérente : elle
décrit les interférences quantiques entre trajectoires électroniques renversées par sens du temps.
Pour tenir compte de cette remarque, nous introduisons un cutoff 1/τϕ dont le rôle est d’éliminer
les contributions des boucles de tailles supérieures à Lϕ =

√
Dτϕ (i.e. des Q . 1/Lϕ) :

Γc(Q,ω) ' w

τe

1
1
τϕ
− iω +DQ2

(313)

Ici l’introduction de Lϕ est purement phénomènologique mais elle peut être justifiée un peu
plus rigoureusement (on pourra se reporter au chapitre 6 de [61, 62] par exemple, ou plus
directement aux articles [7, 18] présentant une description plus microscopique de la décohérence
par l’interaction entre électrons ; ou encore à la référence [52, 54] et au chapitre 5 de [51]).
Finalement la contribution des diagrammes maximalement croisés à la conductivité prend la
forme :

σ(ω)
coop

=
e2

2πm2

1

Vol2

∑
k,k′

kx k
′
x |G

R
(k)|2 Γc(k + k′, ω) |GR

(k′)|2 . (314)

À la différence de la contribution du diffuson où l’introduction du diffuson dans (295) conduit
à une décorrélation des impulsions k et k′ (décorrélation de la direction de l’impulsion après
une séquence de collisions), le cooperon introduit une forte corrélation entre les impulsions k
et k′ : les intégrales de l’équation (295) sont dominées par k + k′ = 0 (ce qui correspond à la

rétrodiffusion). Le découplage entre petites et grandes échelles (dans l’espace réel G
R

décrôıt
sur des distances courtes ∼ `e alors que Γc décrôıt sur de grandes distances ∼ Lϕ) nous permet
d’écrire ∑

k,k′

kx k
′
x |G

R
(k)|2 Γc(k + k′, ω) |GR

(k′)|2 ' −
k2
F

d

∑
k

|GR
(k)|4

∑
Q

Γc(Q,ω) (315)

Finalement, en utilisant le résultat de l’exercice 6.20, nous aboutissons à :

∆σ(ω) = − e
2

π~
1

Vol

∑
Q

1

1/L2
ϕ − iω/D +Q2

(316)
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où 95 ∆σ(ω)
def
= σ(ω)

coop ' σ(ω)−σ(ω)
Drude

. Le signe de la correction est négatif, d’où le nom de

correction de localisation faible. Une condition de validité de ce résultat est Lϕ � `e puisque

∆σ(ω) décrit des effets d’interférences quantiques sur des échelles sur lesquelles le mouvement
de l’électron est diffusif, i.e. dans un régime de collisions multiples. 96 Par la suite on fixe ω = 0 :
∆σ ≡ ∆σ(ω = 0)

- Exercice 6.20 : Montrer que w
Vol

∑
k |G

R
(k)|4 = 2τ2

e .

L’expression de la localisation faible est plus aisée à manipuler si nous retournons dans
l’espace réel. Nous remarquons que la somme correspond à la trace de la fonction de Green du

Laplacien :
∑

Q
1

1/L2
ϕ+Q2 = Tr

{
1

1/L2
ϕ−∆

}
. Nous pouvons donc écrire

∆σ = − e
2

π~

∫ ∞
0

dtPc(t) e−t/L
2
ϕ où Pc(t) = 〈r |et∆|r 〉 (317)

Pc(t) s’interprète comme une probabilité de retour à l’origine (nous avons supposé l’invariance
par translation). Elle mesure le nombre de boucles renversées pour une échelle t (la constante
de diffusion D avait disparu de nos expressions à ω = 0. Nous ne l’avons pas réintroduite et le
“temps” t a donc la dimension d’une [longueur]2). Cette expression montre plus clairement que
l’introduction de Lϕ correspond bien à l’élimination des boucles s’étendant sur des distances
supérieures à Lϕ.

Correction de localisation faible du fil et du plan.– On utilise l’expression bien connue de
la probabilité en dimension d : 1/(4πt)d/2. Pour un fil de longueur L� Lϕ, on vérifie facilement
que :

∆σfil = −e
2

h

Lϕ
s

(318)

où s est la section du fil (si on tient compte de la dégénéréscence de spin, le résultat est multiplié
par 2). Il est remarquable de noter que, contrairement au terme classique de Drude, ce résultat
est indépendant de propriétés telles que la densité n ou le libre parcours moyen élastique. On
peut montrer que dans le régime mésoscopique (Lϕ � L) la correction de localisation faible à
la conductance adimensionnée est universelle 97,98 ∆g = −1

3 .

95 La contribution du cooperon n’est que la contribution dominante au terme d’interférences quantiques σ −
σDrude.

96 En pratique Lϕ décrôıt lorsque la température augmente. Pour des températures t.q. Lϕ . `e, les effets
d’interférences se manifestent dans un régime où le mouvement de l’électron est balistique. C’est pourquoi on
parle de régime diffusif pour Lϕ � `e et de régime balistique lorsque Lϕ . `e.

97 Nous partons de l’équation (316) : ∆g = − 2
L2

∑∞
n=1

1
1/L2

ϕ+(nπ/L)2
où la somme sur le vecteur Q est remplacée

par une somme sur les modes propres de l’opérateur de diffusion sur [0, L]. La connection du fil à des contacts à
ses deux extrémités est prise en compte en considérant des conditions de Dirichlet, ce qui exclut le mode zéro de
l’opérateur de diffusion (l’hypothèse semble naturelle, cependant elle touche à un point plus subtil qu’il n’y parâıt
et meriterait d’être discutée plus en détail, cf. [61, 62]).
Le résultat peut être obtenu encore plus directement en utilisant le déterminant spectral [3, 51] ∆g = 1

L
∆σ̃ où

∆σ̃ = −2∂γ lnS(γ). Pour le fil connecté le déterminant spectral est donné par S(γ) =
sinh
√
γL√
γ

et nous obtenons

immédiatement ∆g = −Lϕ
L

(
coth L

Lϕ
− Lϕ

L

)
qui est le résultat de la sommation donnée ci-dessus, et interpole bien

entre −1/3 et −Lϕ/L.
98 La transition entre ∆g ' − 1

3
et ∆g ' −Lϕ

L
peut se comprendre de la manière suivante. Dans la limite

complètement cohérente, Lϕ � L, la correction est d’ordre ∆gcoh ∼ −1 (rappelons que gcl � 1). Si on considère
maintenant un échantillon beaucoup plus long que la longueur de cohérence de phase, Lϕ � L, nous pouvons le
“découper” en N = L/Lϕ tranches de tailles Lϕ, incohérentes entre elles, dont nous ajoutons les résistances : R '

N
gcl+∆gcoh

' N
gcl

(
1− ∆gcoh

gcl

)
. Nous obtenons la correction de localisation faible à la résistance ∆R ' −N∆gcoh/g

2
cl,

i.e. ∆g = −∆R/R2 = 1
N∆gcoh ∼ −

Lϕ
L

. Qed.
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Pour un film mince (un plan) l’intégrale de (317) présente une divergence aux petits temps,
que nous coupons à t ∼ `2e (temps en deçà duquel le mouvement n’est plus diffusif).

∆σplan = − e2

πh b
ln(Lϕ/`e) (319)

où b est l’épaisseur du film métallique.

Dimensionalité effective.– Si on considère un film métallique mince d’épaisseur finie b et de
largeur finie W la dimension effective est donnée en comparant la longueur de cohérence de phase
Lϕ à la longueur, comme on peut s’en convaincre à l’aide de (316). Lϕ � W, b correspond à la
situation (quasi) unidimensionnelle. W � Lϕ � b correspond à la situation bidimensionnelle.

Figure 50 : à gauche : Magnétorésistance ∆R
R = −∆σ

σ d’un fils quasi 1D de Lithium [37]. à
droite : Magnétorésistance de film d’or (situation 2d) [13]. L’inversion de la magnétorésistance
s’explique par l’existence d’un fort couplage spin-orbite dans les métaux lourds.

Magnétoconductance positive (anormale).– Quel est l’intérêt à étudier une petite correc-
tion quantique (de l’ordre ou inférieure au 1% dans une situation typique, cf. figure 50) ? La
réponse est fournie par les deux expressions que nous venons d’obtenir : ∆σ fournit une
mesure de la longueur de cohérence de phase. Elle permet donc de sonder l’efficacité des
processus inélastiques (électron-électron, électron-phonon, etc) à détruire la cohérence quantique
dans un métal. Elle donne accès à des informations fondamentales du point de vue du transport
quantique. En pratique la mesure de la correction de localisation faible est rendue possible grâce
à sa sensibilité au champ magnétique. Pour comprendre cela rappelons nous que ∆σ décrit l’in-
terférence entre trajectoires renversées par le sens du temps. En présence du champ magnétique,
chaque trajectoire porte une phase eieΦC/~ où ΦC =

∫
C dr A(r) est le flux magnétique à travers la

trajectoire fermée, où A(r) est le potentiel vecteur. Parce qu’une des trajectoires est renversée,
les deux flux magnétiques s’ajoutent et le terme d’interférence est pondéré par e2ieΦC/~. On a
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donc un doublement du couplage au champ. L’écriture de Pc(t) sous forme d’intégrale de chemin
permet de prendre facilement en compte cette phase magnétique :

Pc(t) =

∫ r(t)=r

r(0)=r
Dr(τ) e−

∫ t
0 dτ [ ṙ

2

4
+2ieA(r)·ṙ] (320)

On peut vérifier que la correction de localisation faible du fil de largeur W devient [5] :

∆σfil = −e
2

h

1

s

[
1

L2
ϕ

+
1

L2
B

]−1/2

où
1

LB

def
=
eBW√

3 ~
(321)

à fort champ la correction décrôıt comme ∆σ ∝ −1/B. La conductivité augmente avec le champ
magnétique (le comportement inverse de la conductivité de Drude) : on parle de magnétocon-
ductance positive ou anormale. Le champ magnétique introduit donc un cutoff supplémentaire
comme on peut le comprendre facilement à l’aide de l’argument suivant. Pour une échelle de
temps t l’aire algébrique typique des trajectoires browniennes fermées est W

√
t (la largeur du fil

W × la distance typique explorée le long du fil
√
t). Le flux correspondant est ΦC ∼ BW

√
t (il

est de signe aléatoire). Pour les trajectoires associées à des temps courts t � τB = (φ0/BW )2,
où φ0 = h/e est le quantum de flux, la présence de la phase magnétique est sans importance :
e4iπΦC/φ0 ' 1. En revanche si t � τB les contributions des trajectoires sont affectées par une
phase importante ΦC/φ0 � 1. Le champ magnétique introduit donc un cutoff à t = τB et la

correction de localisation faible a la structure ∆σ ∼ −
∫ min(τB ,τϕ)

0
dt√
4πt

(ici τϕ = L2
ϕ).

- Exercice 6.21 : Magnétoconductance classique et magnétoconductance anor-
male (d’un fil).– On rappelle que la conductivité de Drude varie à “bas” champ comme
∆σclass(B)/σ0 ' −(Bµ)2 où µ = eτe

m est la mobilité. On considère de l’argent avec `e = 30 nm
(on rappelle que k−1

F = 0.83 Å). Vérifier que ∆σclass(B)/σ0 ' −10−5B2 (B en Tesla).
On considère un fil d’argent de section S = W × a = 60 nm×50 nm soumis à un champ

magnétique perpendiculaire. Calculer la longueur LB pour B = 1 T. Vérifier que la localisation
faible décrôıt comme ∆σ/σ0 ' −10−5/B (B en Tesla).

La figure 50 (gauche) présente un résultat expérimental pour un fil de Lithium. La mesure
est effectuée à différentes températures : on observe une disparition de cette correction quan-
tique lorsque la température augmente, due à une augmentation de la fréquence des collisions
inélastiques, i.e. une diminution de Lϕ. L’analyse des données avec (321) permet de déduire la
dépendance de Lϕ avec la température.

Le résultat expérimental pour le film mince (situation 2d) est représenté sur la partie droite
de la figure 50 et montre bien la dépendance logarithmique aux forts champs. Notons que le

résultat expérimental de [13] présente une variation avec le signe opposé (∆R
R = −∆σ

σ ∝ ln(B)
sur la figure). Ce changement de signe, ainsi que le changement de signe de la dérivée de ∆R

R à
fort champ pour T = 20.8 K, s’expliquent par la présence d’un fort couplage spin-orbite dans les
métaux lourds tels que l’or.

+ Pour en savoir plus

• Sur la question de l’écrantage et des interactions électroniques : à un niveau très basique on
pourra lire le chapitre 10 de [87] et un ouvrage un peu plus avancé [111]. Avec le formalisme de
problème à N corps : [68] est assez pédagogique, [104] & [82] sont plus avancés.
• Sur le rôle du désordre : Il existe de nombreux articles de revue sur le sujet : un article
introductif est celui de B. Al’tshuler & P. Lee [8]. Une revue classique est celle de G. Bergmann
[14], avec de nombreux résultats exprérimentaux. L’article de Chakravarty & Schmid [18] donne
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une vision plus intuitive basée sur l’intégrale de chemin et l’approche semiclassique. Une référence
récente et complète est l’ouvrage d’É. Akkermans & G. Montambaux [61], qui présentent les
concepts en les appliquant en parallèle à l’optique et au transport électronique.

7 Au delà de la réponse linéaire

Dans ce cours j’ai souhaité appliquer les concepts du formalisme de la réponse linéaire à différents
problèmes physiques et principalement au transport électronique. D’une part ces notes n’ont
donné qu’un très bref aperçu des questions traitées. D’autre part il faut garder à l’esprit que
l’étude du régime non linéaire (la caractéristique I(V ) d’un conducteur par exemple) donne accès
à des informations d’autre nature, fort intéressantes. Le théorème fluctuation-dissipation nous a
montré que les fluctuations dans le régime linéaire n’apportent pas d’information supplémentaire
par rapport aux coefficients de réponse, autrement dit la mesure de 〈δI2〉 n’apporte rien de plus
que celle de 〈I〉. Il a été mentionné en TD que l’étude des fluctuations dans le régime non
linéaire pouvait en revanche apporter des informations très différentes (bruit de Nyquist/bruit
de Shottky). Parmi les méthodes permettant d’attaquer ces questions, mentionnons le forma-
lisme des fonctions de Green de Keldysh, ou le formalisme de Landauer-Büttiker (l’approche de
“scattering” du transport et du bruit, plus intuitive).
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A Problème : Mouvement brownien quantique

Nous étudions la dynamique d’une particule libre de position q et d’impulsion p couplée à un
bain d’oscillateurs harmoniques décrits par les variables canoniquement conjuguées xn, pn. Nous
dérivons une équation de Langevin quantique. La dynamique du problème est décrite par :

Ĥ = ĤS +
∑
n

(
p̂2
n

2mn
+

1

2
mnω

2
n

(
x̂n −

cn
mnω2

n

q̂

)2
)

(322)

ĤS =
p̂2

2M
+ V (q̂) (323)

Le problème est inspiré de l’article [26] et du chapitre 3 de [80].

1/ Préciser l’état d’équilibre (classique). Commenter l’intérêt de la forme de couplage choisi.

Par la suite nous considérons la particule libre V (q) = 0.

2/ Équations du mouvement.– On introduit les opérateurs en représentation de Heisenberg

q̂(t)
def
= eiĤtq̂e−iĤt, etc. Calculer d

dt q̂(t),
d
dt p̂(t),

d
dt x̂n(t) et d

dt p̂n(t).

3/ Intégration des équations du mouvement des oscillateurs.– Montrer que

x̂n(t) = x̂n(0) cosωnt+
p̂n(0)

mnωn
sinωnt+

cn
mnωn

∫ t

0
dt′ sinωn(t− t′) q̂(t′) (324)

Indication : Vérifier que : exp

[
t

(
0 1/m

−mω2 0

)]
=

(
cosωt 1

mω sinωt
−mω sinωt cosωt

)
4/ Équation de Langevin quantique.– En réinjectant cette solution dans l’équation pour q, mon-
trer que l’équation du mouvement présente la structure :

M
d2

dt2
q̂(t) +M

∫ t

0
dt′ γ(t− t′) q̂(t′) = ξ̂(t) (325)

Donner l’expression de la fonction γ(t). Montrer que l’opérateur ξ(t) peut se décomposer comme :
ξ(t) = ζ(t)− γ(t) q(0) où ζ(t) est une combinaison linéaire des opérateurs xn et pn.

5/ Montrer que [ζ(t), ζ(0)] = −i~Mγ′(t).

Dans la suite on suppose que le couplage des oscillateurs au système ne modifie pas leur
propriétés d’équilibre thermodynamique. La nature macroscopique du bain d’oscillateurs nous
permet de le supposer à l’équilibre thermodynamique.

6/ Calculer 〈xnxm〉, 〈pnpm〉 et 〈xnpm〉. En déduire que

〈ζ(t)ζ(0)〉 =
~
2

∑
n

c2
n

mnωn

(
coth

~ωn
2kBT

cosωnt− i sinωnt

)
(326)

où 〈· · ·〉 est la moyenne grand canonique. Montrer qu’à la limite classique le corrélateur est relié
à γ(t).

7/ Fonction spectrale.– On définit99 :

J(ω)
def
= π

∑
n

c2
n

2mnωn
δ(ω − ωn) (327)

99 Rq : Il faut noter que dans le cadre du modèle général présenté au début du problème, la particule ne présente
pas systématiquement un comportement diffusif. L’existence de celui-ci est lié au comportement aux temps courts
de la fonction spectrale. Si on fixe les constantes de couplage comme cn = mnω

2
n on peut montrer que la masse
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Cette fonction code toute l’information sur les oscillateurs nécessaire pour notre problème. Pour
le vérifier montrer que

γ(t) =
2

M

∫ ∞
0

dω

π

J(ω)

ω
cosωt (328)

et exprimer le corrélateur 〈ζ(t)ζ(0)〉 en fonction de J(ω).

8/ Calculer γ(t) pour une densité spectrale J(ω) = Mγω
ω2
D

ω2
D+ω2 . Interpréter ωD.

9/ Le cas “ohmique”.– le cas ohmique correspond à la limite ωD → ∞ du cas précédent :
J(ω) = Mγω. Montrer que l’équation du mouvement pour l’opérateur devient locale en temps

d2

dt2
q̂(t) + γ

d

dt
q̂(t) =

1

M
ξ̂(t) (329)

(au cours du calcul on devra utiliser
∫ 0

dt δ(t) = 1/2, ce qu’on justifiera à l’aide de la question
précédente). Vérifier que

1

2
〈{ζ(t), ζ(0)}〉 = M~γ

∫ ∞
0

dω

π
ω coth

~ω
2kBT

cosωt (330)

On se place dans le cas ohmique jusqu’à la fin de l’exercice.

10/ Intégrer l’équation du mouvement. On exprimera q(t)−q(t′) en fonction de ζ(t) (on négligera
les termes transitoires).

11/ Déplacement moyen.– Montrer que

〈[
q̂(t)− q̂(t′)

]2〉
=

2~
M

∫ +∞

−∞
dω

γ/π

ω2 + γ2
ω coth

(
~ω

2kBT

)
sin2 ω(t− t′)/2

ω2
(331)

Pour aboutir à cette équation il faut négliger les termes transitoires (qui sont reliés à des
intégrales sur les fréquences divergentes. Ces divergences ne doivent pas nous préoccuper : elles
proviennent de la divergence de J(ω) à haute fréquence qui peut être régularisée comme on l’a
vu à la question 8).

12/ Mouvement brownien classique.– Montrer que dans le régime |t − t′| � 1/γ, ~/kBT le
résultat correspond au déplacement d’une particule brownienne.

13/ Température nulle : mouvement brownien quantique.– Montrer que dans la limite ~/kBT �
|t − t′|, 1/γ le déplacement, induit par les fluctuations de point zéro des oscillateurs, est de la
forme : 〈[

q(t)− q(t′)
]2〉 ∼ ~γ

M
ln γ|t− t′| (332)

14/ On considère la diffusion d’un neutron. On choisit γ = 1010 s−1. Commenter la condition
de validité du régime de température nulle.

totale des oscillateurs est reliée à la fonction spectrale selon Mosc =
∑
nmn ∼

∫∞
0

dω J(ω)

ω3 . La fonction spectrale
est naturellement coupée aux hautes fréquences, puisqu’il existe toujours un cutoff naturel ωD dans ce type de
modèles (sauf lorsque le bain d’oscillateurs est le champ électromagnétique). Supposons que son comportement
de basse fréquence est J(ω) ∼ ωα. On a [26] :
(1) Pour α 6 2 on a Mosc =∞ et le comportement de la particule est diffusif.
(2) Pour α > 2 on aMosc <∞. Le comportement de la particule est balistique, avec une masse renormalisée par
le couplage aux oscillateurs.
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B Problème : Ondes de spin dans un ferromagnétique - magnons

On étudie100 un modèle (quantique) phénoménologique de ferromagnétique. Soit ~̂S(~r) l’opérateur
densité de spins (l’aimantation locale) correspondant à des spins localisés ou aux spins des
électrons de conduction. Nous écrivons l’énergie d’interaction entre spins sous la forme :

Ĥ0 =
1

2

∫
d~r d~r ′ v(~r − ~r ′) ~̂S(~r) · ~̂S(~r ′) (333)

où v(~r−~r ′) est un potentiel d’interaction. Cette interaction, supposée isotrope, est une interaction
effective qui trouve son origine dans l’interaction de Coulomb entre électrons et le principe de
Pauli (mécanisme d’échange dans le cas d’une interaction ferromagnétique ou de superéchange
dans le cas d’une interaction antiferromagnétique). Nous nous intéressons à la situation où
l’interaction est responsable de l’alignement de l’ensemble des spins dans une même direction,
en dessous d’une certaine température, d̂ıte de Curie. L’objet du problème est d’étudier la
susceptibilité magnétique dans cette phase ferromagnétique et de mettre en évidence l’existence
de modes collectifs d’excitation, les magnons, correspondant à des ondes de densité de spin.

Puisque nous ne sommes pas capables de trouver le spectre d’états propres de l’hamiltonien
en interaction, nous allons adopter la stratégie suivante pour le calcul de la fonction de réponse :
une dérivation par rapport au temps de la fonction de corrélation conduira à une équation
différentielle soluble, moyennant certaines approximations (cette approche est appelée “equation
of motion theory” [68] ; elle consiste à obtenir une hiérarchie d’équations couplées pour des
corrélateurs. Négliger certaines corrélations d’ordre élevé rend le système tronqué soluble).

Afin d’éviter des ambigüıtés, ou simplement pour aider la discussion, les opérateurs seront
“chapeautés”.

1/ Justifier que

[Ŝi(~r), Ŝj(~r
′)] = iεijk δ(~r − ~r ′) Ŝk(~r) (on choisit ~ = 1) (334)

(avec sommation implicite sur les indices répétés) où εijk est le tenseur de Levi-Civita101.

Suggestion : on peut considérer la densité de spin pour une particule : ~̂S(~r) = ~̂S δ(~r − ~̂r) où ~̂r
est l’opérateur position et ~S l’opérateur de spin.

2/ Équation du mouvement.– On introduit l’opérateur en représentation de Heisenberg

Â(t)
def
= eiĤ0tÂe−iĤ0t. Montrer que

d

dt
~̂S(~r, t) =

∫
d~r ′ v(~r − ~r ′) ~̂S(~r ′, t)× ~̂S(~r, t)− i v(0) ~̂S(~r, t) (335)

Vérifier l’hermiticité du résultat.

Indication : On rappelle que ( ~A× ~B)i = εijkAjBk et εijkεijl = 2δkl.

3/ Susceptibilité magnétique.– Le système est soumis à un champ magnétique extérieur
~B(~r, t), ce qui apporte la contribution à l’énergie :

Ĥpert(t) = −
∫

d~r ~̂S(~r) · ~B(~r, t) (336)

100Il s’agit du sujet d’examen du 19 décembre 2007, complété par quelques questions.
101 εijk est le tenseur antisymétrique par rapport à l’échange de couples d’indices : εijk = −εjik, etc, avec
ε123 = +1.
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La susceptibilité magnétique est définie selon

〈Si(~r, t)〉B
def
= 〈Si(~r)〉+

∫
dt′d~r ′ χij(~r − ~r ′, t− t′)Bj(~r ′, t′) +O(B2) (337)

où 〈· · ·〉 et 〈· · ·〉B sont respectivement les moyennes quantiques/statistiques à l’équilibre et en
présence de la perturbation. Exprimer la susceptibilité comme une fonction de corrélation du
système à l’équilibre.

4/ Utiliser l’équation du mouvement pour calculer d
dtχij(~r − ~r

′, t).

5/ On suppose que l’interaction est telle que le système est dans une phase ferromagnétique à

suffisamment basse température. On note ~M l’aimantation moyenne ~M
def
= 〈 ~̂S(~r)〉 et on introduit

l’opérateur ~m(~r) décrivant les fluctuations d’aimantation (||~m|| � || ~M ||) :

~̂S(~r) = ~M + ~̂m(~r) (338)

En négligeant les termes d’ordre ||~m||3 dans l’équation obtenue au 4, montrer qu’on obtient une
équation différentielle pour la susceptibilité.

6/ Susceptibilité dans l’espace de Fourier.– On définit

χ̃ij(~q, ω) =

∫
dtd~r χij(~r, t) e−i~q·~r+iωt (339)

On suppose l’aimantation selon Oz : ~M = ~uzM0. On s’intéresse aux composantes χxx = χyy et
χxy = −χyx (pour un système isotrope). Montrer que celles-ci obéissent au système d’équations :

i[ω − v(0)] χ̃xx(~q, ω) = M0 [ṽ(~q)− ṽ(0)] χ̃xy(~q, ω) (340)

i[ω − v(0)] χ̃xy(~q, ω) = −M0 [ṽ(~q)− ṽ(0)] χ̃xx(~q, ω) +M0 (341)

où ṽ(~q)
def
=
∫

d~r v(~r) e−i~q·~r

7/ Magnons.

a/ Résoudre le système. Montrer que les susceptibilités divergent sur une ligne ω = ω~q. Donner
l’expression de ω~q (la relation de dispersion). Interpréter physiquement cette divergence.

b/ La divergence de χ̃ij(~q, ω) se produit-elle vraiment pour ω ∈ R ? à quel principe ce problème
est-il relié ?

c/ à quelle(s) condition(s) le développement de la transformée de Fourier du potentiel pour
~q → 0 est-il de la forme : ṽ(~q) ' ṽ(0)− A

2 ~q
2. Relier A à une propriété du potentiel. Déduire que

la relation de dispersion des magnons est quadratique, ω~q '
~q→0

cste + ~q 2

2m∗ , et exprimer la masse

effective m∗ en terme du potentiel et de l’aimantation.

d/ Ferromagnétique isotrope - théorème de Goldstone.– À quoi correspondent les magnons de
vecteur ~q → 0 ? Déduire la valeur de v(0) dans un ferromagnétique isotrope.

Rq : ce résultat est lié au théorème de Goldstone. Dans un ferromagnétique isotrope, alors
que l’hamiltonien est invariant par rotation, sous la température de Curie le système fixe son ai-
mantation dans une certaine direction. L’état fondamental (la phase ferro) possède une symétrie,
SO(2), plus basse que celle de l’hamiltonien, SO(3). On parle de brisure spontanée de symétrie.
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Ce phénomène s’accompagne de l’apparition de modes de Goldstone, des modes collectifs non
massifs (sans gap)102. L’origine de ce(s) mode(s) vient du fait que l’aimantation peut être tournée
sans coût énergétique.

e/ Commenter la figure 51. L’expérience pour un alliage de cobalt avec 8% de fer trouve ~ωq '
C+ 1

2JSa
2 ~q 2 où JS ' 14.7meV et C ' 1.3meV. En supposant un paramètre de maille a ∼ 1Å,

donner la valeur de la masse effective en unité de masse de l’électron.

Figure 51 : R. N. Sinclair & B. N. Brockhouse, Phys. Rev. 120(5), 1638 (1960). Expérience
de diffusion de neutrons par un alliage de cobalt avec 8% de fer (fcc).

8/ Loi de Bloch.– On admet que les fluctuations de l’aimantation δM(T ) sont proportion-
nelles au nombre de modes de magnons excités thermiquement. Donner la densité de modes
ρM (ω) et déduire le comportement de δM avec T et M (on ne s’intéresse pas aux préfacteurs
numériques)103.

102ne pas confondre la notion de mode massif avec la masse effective m∗ introduite ci-dessus. Dans la terminologie
standard, un mode massif correspond à des excitations avec un gap fini. L’origine de cette terminologie vient de
la structure de la fonction de Green 〈r | 1

−∆+m2 |0 〉 associée à une relation de dispersion k2 +m2. La quantité m

joue le rôle de gap dans le spectre de l’opérateur (ou de masse dans une théorie relativiste ∂2
t φ = (−∆ +m2)φ).

103 Cette question offre une autre illustration du théorème de Mermin-Wagner : soit ρM (ω) la densité de modes
magnons. La relation de dispersion quadratique montre que ρM (ω) ∝ ωd/2−1. Les fluctuations sont données par

δM(T ) ∼
∫∞

0
dω ρM (ω)

eβω−1
∼ T

∫ T
0

dω ρM (ω)
ω

. Nous voyons que l’intégrale ne converge que pour d > 3. En dimension

d 6 2 les fluctuations sont infinies, ce qui signale la destruction de l’ordre (la phase ferromagnétique) induit par
la brisure de la symétrie continue (de rotation).
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C Problème : Compressibilité des fermions chargés - plasmons

Nous analysons la compressibilité d’un liquide délectrons dans un métal104. Dans un premier
temps nous étudions la compressibilité χ0 du gaz de fermions sans interaction. Celle-ci sera prise
en compte dans un second temps, à l’approximation RPA.

Le gaz de Fermi.– Nous nous plaçons dans le cadre du modèle des électrons libres (dans

l’espace tridimensionnel) : Ĥ0 = 1
2m

∑
i ~̂pi

2 =
∑

~k
ε~k ĉ
†
~k
ĉ~k où ĉ†~k

et ĉ~k sont les opérateurs création

et annihilation de fermions dans les états individuels φ~k(~r) = 1√
V

ei~k·~r d’énergie ε~k =
~k 2

2m (on fera

~ = 1) ; V désigne le volume occupé par les fermions. L’état fondamental du gaz de fermions
est une mer de Fermi : |Fermi Sea 〉 = |all φ~k with ||~k|| < kF occupied 〉. En pratique l’énergie
de Fermi εF = 1

2mk
2
F est beaucoup plus grande que la température et nous pouvons considérer

que le système est à température nulle (gaz dégénéré). Nous rappelons que la densité des états
individuels par unité de volume, mesurée à l’énergie de Fermi est ρ0 ≡ ρ(εF ) = 1

V

∑
~k
δ(εF−ε~k) =

mkF
2π2 . La densité d’électrons à T = 0 est donc n =

∫ εF
0 dε ρ(ε) = k3

F /(6π
2) (nous omettons la

dégénérescence de spin).

Compressibilité dynamique.– La compressibilité caractérise la réponse de la densité à une
perturbation scalaire

Ĥpert(t) = +

∫
d~r n̂(~r) Upert(~r, t) =

1

V

∑
~q

n̂−~q U
pert
~q (t) . (342)

La composante de Fourier de la compressibilité dynamique est définie comme

〈n̂~q(t)〉Upert = nV δ~q,0 +

∫
dt′ χ~q(t− t′)Upert

~q (t′) +O[(Upert)2] , (343)

où 〈· · ·〉Upert désigne la moyenne quantique et statistique en présence de la perturbation.

1. Question de cours : compressibilité du gaz de fermions sans interaction.

a. Exprimer χ~q(t) comme une fonction de corrélation du problème à l’équilibre.

b. Montrer que la transformée de Fourier χ0(~q, ω)
def
=
∫ +∞
−∞ dt χ~q(t) eiωt est donnée par

χ0(~q, ω) =
1

V

∑
~k

f(ε~k)− f(ε~k+~q
)

ω + ε~k − ε~k+~q
+ i0+

, (344)

où f(ε~k) est la distribution de Fermi-Dirac. Interpréter physiquement la position des pôles.

Indication :
• On rappelle l’expression de la composante de Fourier de la densité : n̂~q =

∑
i e−i~q·~̂ri =∑

~k
ĉ†~k
ĉ~k+~q

où ~̂ri est l’opérateur position de la particule i.

2/ Développement à q → 0 et ω finie.– Afin d’étudier cette limite, nous faisons deux
approximations dans l’éq. (344) :
(i) si q � kF nous pouvons négliger le terme en q2 dans ε~k+~q

− ε~k '
1
m
~k · ~q.

(ii) Le gaz peut être considéré dégénéré, donc −∂f(ε)
∂ε ' δ(ε− εF ).

a. Nous introduisons la vitesse de Fermi vF
def
= kF /m. Pour q ≡ ||~q|| � kF , montrer que

χ0(~q, ω) ' ρ0

2vF q

∫ +vF q

−vF q
dΩ

Ω

ω − Ω + i0+
, (345)

104Sujet d’examen du 17 décembre 2008.
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b. Déduire que : χ0(~q → 0, ω) ' ρ0

[
a1( qω )2 + a2( qω )4

]
et donner les expressions de a1 et a2.

3/ Compressibilité des fermions en interaction à l’approximation RPA.– Nous considé-
rons maintenant le liquide de fermions chargés. On peut montrer que la compressibilité prennant
en compte l’effet de l’interaction entre électrons à l’approximation RPA est reliée à la compres-
sibilité du gaz sans interaction par

χRPA(~q, ω) =
χ0(~q, ω)

1− κ2

~q 2
1
ρ0
χ0(~q, ω)

, (346)

où κ
def
=
√

4πe2ρ0 est l’inverse de la longueur d’écrantage de Thomas-Fermi (la portée du potentiel

de Coulomb écranté). e = q2
e

4πε0
= 1.44 eV.nm est la charge de l’électron en unité CGS.

a. Montrer que la compressibilité présente la structure χRPA(~q, ω) ∝ q2

ω2−[Ωp(q)]2
. Quelle est

l’expression de Ωp(q) ? Quelle interprétation physique pouvez-vous donner à cette divergence ?

b. La divergence de χRPA(~q, ω) se produit-elle pour ω ∈ R ? Comment corriger le résultat obtenu ?
À quel principe ce problème est-il lié ?

c. Montrer que Ωp(q → 0) ' ωp + 1
2m∗p

q2. Exprimer ωp en fonction de vF et κ, puis vérifier que

ωp ∝ κ
kF
εF et préciser la constante de proportionalité. Montrer que m∗p ∝ κ

kF
m et donner le

préfacteur adimensionné.

d. Vérifier que pour q assez grand, χ0(~q, ω) acquiert une partie imaginaire et donner son ex-
pression. Quelle est la conséquence physique (pour les excitations du liquide d’électrons en
interaction) ?

e. AN : Dans l’aluminium, k−1
F = 0.57Å et εF = 11.7eV (Ashcroft & Mermin). La densité d’états

vaut ρ0 = 20 eV−1nm−3 (cette valeur tient compte de la dégénérescence de spin). Déduire κ−1

puis ~ωp (en eV).
Expérience : Dans une expérience réalisée en 1962, Marton et al ont envoyé un faisceau d’électrons
de haute énergie (20keV) sur une feuille d’Aluminium. L’intensité du pic de diffusion vers l’avant
est représentée en fonction de l’énergie perdue par ces électrons lors de la traversée du métal (en
unité de ∆E = 14.8 eV). Interpréter les différents pics.

Figure 52 : Diffusion vers l’avant d’électrons de haute énergie (20 keV) sur une feuille d’Alu-
minium. Intensité du faisceau en fonction de l’énergie perdue par ces électrons ; ∆E = 14.8 eV.
L. Marton, J. Arol Simpson, H. A. Fowler & N. Swanson, Plural Scattering of 20-keV electrons
in Aluminium, Phys. Rev. 126, p. 182 (1962).
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D Problème : Obstacle en mouvement dans un superfluide

Nous étudions le problème du mouvement d’un obstacle dans un superfluide.105. La phase
condensée de Bose est décrite par l’équation (de champ moyen) de Gross-Pitaevskii pour la
fonction d’onde du condensat106 ψ(x, t)

i
∂

∂t
ψ(x, t) = − 1

2m

∂2

∂x2
ψ(x, t) +

[
U(x, t) + ε(|ψ(x, t)|2)

]
ψ(x, t) (347)

où ε(|ψ|2) décrit l’interaction entre bosons. (~ = 1). Nous traitons le problème en dimension d = 1
pour simplifier107. À l’équilibre ψ(x, t) =

√
n0 e−iµt où la densité n0 est reliée au potentiel chi-

mique par µ = ε(n0). Nous nous intéressons aux faibles excitations ψ(x, t) =
[√
n0 +ϕ(x, t)

]
e−iµt

avec |ϕ| � √n0. On a donc n(x, t) = n0 + δn(x, t) ' n0 + 2
√
n0 Re[ϕ(x, t)].

Partie A : calcul de la compressibilité

La réponse de la densité est reliée à la perturbation (U(x, t)) via la compressibilité (en Fourier)
δñ(q, ω) = χ̃(q, ω) Ũ(q, ω). Dans cette partie nous montrons que celle-ci prend la forme

χ̃(q, ω) =
n0

m

q2

ω2 − ω2
B(q)

où ω2
B(q) = q2c2 +

(
q2

2m

)2

(348)

est le spectre de Bogoliubov (avec c
def
=
√

1
mn0 ε′(n0)).

1. Une petite perturbation U(x, t) introduit une fluctuation ϕ(x, t) autour de l’équilibre. Nous
étudions la réponse ϕ(x, t) à l’ordre le plus bas dans la perturbation. Vérifier que ϕ(x, t)
obéit à l’équation d’onde :

i∂tϕ = − 1

2m
∂2
xϕ+ λ (ϕ+ ϕ∗) +

√
n0 U (349)

Donner l’expression du paramètre λ en terme de la vitesse du son c.

2. Montrer que seules les composantes de Fourier ϕ̃(q, ω) et ϕ̃(−q,−ω)∗ sont couplées.

3. Résoudre ce système d’équations et déduire δñ(q, ω) =
√
n0[ϕ̃(q, ω)+ ϕ̃(−q,−ω)∗], et donc

(348) (notons que U ∈ R ⇒ Ũ(−q,−ω)∗ = Ũ(q, ω) ; le champ ϕ étant complexe il n’y a
pas de propriété équivalente).

4. Tracer le spectre de Bogoliubov. Discuter les limites de petit q et de grand q.

Partie B : analyse de la réponse du fluide

1. Discuter physiquement la structure de la fonction de réponse.

2. Comment modifier l’équation (348) pour satisfaire le principe de causalité ?

3. On considère un obstacle en mouvement, induisant la perturbation U(x, t) = f(x − V t)
avec V > 0, où f(x) est une fonction positive, rapidement décroissante, localisée autour de
x = 0. La transformée de Fourier correspondante est Ũ(q, ω) = 2πδ(ω−qV ) f̃(q) où f̃(q) est
la TF de f(x). Montrer que les fluctuations de densité sont de la forme δn(x, t) = Φ(x−V t)
où Φ = K ∗ f . Exprimer108 K(x) comme une intégrale.

105 La partie B était le premier exercice du sujet d’examen du 16 décembre 2009.
106Normalisé selon

∫
dx |ψ(x, t)|2 = N , où N est le nombre de bosons.

107Rappelons toutefois que la condensation de Bose n’existe pas en d = 1. Considérer d > 1 ne changerait pas
fondamentalement notre analyse.

108En simplifiant, faire attention à (x+ i0+)2 = x2 + i0+ sign(x).
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4. Cas V < c.– Calculer explicitement K(x). Donner une expression approchée du profil de
densité δn(x, t) en supposant que la fonction K est “étroite” comparativement au profil
de U(x, t). Dessiner l’allure de n(x, t).

5. Cas V > c.– Calculer K(x). Tracer l’allure de n(x, t). Commenter.

6. Que laissent penser ces observations sur la dissipation dans les deux cas ?

Annexe :
• Convention pour les transformations de Fourier :

f̃(q, ω) =

∫
dtdx eiωt−iqx f(x, t) et f(x, t) =

∫
dω

2π

dq

2π
f̃(q, ω) e−iωt+iqx (350)
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E Problème : Effet Hall

Nous étudions109 la conductivité d’un gaz d’électrons se mouvant dans un plan110 xOy soumis
à un champ magnétique perpendiculaire homogène (figure 53).

Rq : Les opérateurs sont repérés avec des ˆ. Ces derniers peuvent être épargnés au correcteur.

A/ Hamiltonien de Landau.– La dynamique d’une particule de charge e (supposée sans spin
pour simplifier) est décrite par l’Hamiltonien :

ĤL =
1

2
m~̂v 2 =

1

2m

[
~̂p− e ~A(~̂r)

]2
(351)

où le potentiel vecteur décrit un champ magnétique uniforme : rot ~A = ∂xAy − ∂yAx = B.

1. Donner la dimension111 de ωc
def
= eB

m .
A.N. : calculer ~ωc (en eV) pour B = 1 T. Convertir cette énergie en Kelvin.

2. Montrer que [v̂x, v̂y] = i~ωcm .

3. On introduit v̂a(t)
def
= eiĤLt/~ v̂a e−iĤLt/~ où a ∈ {x, y}. Donner les équations du mouvement

de Heisenberg d
dt v̂x(t) = ? et d

dt v̂y(t) = ?

B/ Conductivité pour un électron.– Nous introduisons un champ électrique homogène,
décrit par la perturbation Ĥpert(t) = −eE(t)x̂. L’invariance par translation du problème nous

permet de considérer la densité de courant moyennée spatialement ĵy
def
=
∫

d~r
Surf ĵy(~r) = e

Surf v̂y.
La conductivité relie le champ électrique extérieur à la densité de courant :

〈ĵa(t)〉E =

∫
dt′
∑
b

σab(t− t′) Eb(t′) +O(E2) (352)

1. (Question importante) Exprimer σxx(t) et σyx(t) sous la forme de deux corrélateurs
du problème à l’équilibre.

2. On écrit σxx(t) = e2

~Surf θ(t)X(t) et σyx(t) = e2

~Surf θ(t)Y (t). Calculer Ẋ(t) et Ẏ (t). Préciser
la valeur de X(0) et Y (0).

3. On introduit Z(t)
def
= X(t) + iY (t). Montrer que Z(t) = ~

me−iωct. Déduire l’expression de
σxx(t) et σyx(t). Expliquer physiquement la dépendance temporelle de ce résultat.

C/ Conductivité du gaz d’électrons.– Nous considérons maintenant un gaz de N électrons
(les interactions entre électrons ne sont pas considérées).

1. Comment interprétez-vous que le résultat pour σ
(1 élec.)
ab (t) soit indépendant de la moyenne

statistique/quantique ? Déduire la conductivité du gaz de N électrons (on note n = N/Surf
la densité surfacique moyenne d’électrons).

2. Calculer Σ(ω)
def
= σ̃xx(ω)+iσ̃yx(ω). Commenter la structure analytique. Déduire la conduc-

tivité Hall du gaz σH
def
= σ̃xy(ω = 0) = −σ̃yx(ω = 0) (pour B 6= 0).

109Second exercice du sujet d’examen du 16 décembre 2009.
110Il s’agit des électrons piégés à une interface de semiconducteurs GaAs/GaAlxAs1−x, par exemple.
111Ne pas confondre “dimension” et “unité”.
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3. On rappelle que le spectre de Landau de l’Hamiltonien (351) est En = ~ωc(n+1/2), n ∈ N
où chaque niveau de Landau est dégénéré NLL = eBSurf

h fois, où h = 2π~. Exprimer la

conductivité Hall en fonction du facteur de remplissage ν
def
= N

NLL
.

4. Relier la résistance Hall RH = V/I (V et I sont définis sur la figure 53 à la conductivité
Hall. Donner la valeur numérique de h/e2 en kΩ. Commenter la courbe expérimentale de
la figure 53.

−e
yL

Lx

E

B

V

I

A
x

y

Figure 53 : À gauche : Gaz d’électrons bidimensionnel soumis à un champ magnétique per-
pendiculaire homogène et à un champ électrique longitudinal. Klaus von Klitzing (1943-), prix
Nobel 1985. À droite : Résistivité Hall et longitundinale d’un gaz d’électrons bidimensionnel.

D/ Épilogue.– Le calcul que nous venons de faire, qui a montré que ρyx ∝ B, ne permet
pas d’expliquer la quantification mise en évidence expérimentalement. Pour cela nous devons
invoquer la présence de désordre (impuretés, défauts structurels) expliquant la localisation d’une
partie des états quantiques, et donc leur non-participation au transport électronique. L’effet
remarquable est que, même si seule une fraction des NLL états d’un niveau de Landau participe
au transport, la contribution totale des NLL états à la conductivité Hall est insensible à la
présence du désordre. Pour davantage d’informations, on pourra aller lire la conférence Nobel de
K. von Klitzing : http ://nobelprize.org/nobel−prizes/physics/laureates/1985/klitzing−lecture.html

Annexe :
• Quelques constantes fondamentales : e ' 1.602 10−19 C, ~ ' 1.054 10−34 J.s et kB '
1.380 10−23 J.K−1. Masse effective dans un 2DEG à une interface GaAs/GaAlAs : m ' 0.067me

avec me ' 0.9× 10−30 kg.
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F Problème : Formule de Kubo dans un anneau

Introduction :112 Nous étudions le transport électrique dans un anneau métallique mésoscopique,
une question discutée dans un article de Nandini Trivedi & Dana A. Browne, “Mesoscopic ring in
a magnetic field : reactive and dissipative response”, Phys. Rev. B 38, 9581 (1988). Les auteures
montrent que la topologie non triviale du système est à l’origine de termes supplémentaires dans
la conductivité, par rapport au résultat obtenu pour un fil infini.

A. Équation de Schrödinger dans un anneau et courant permanent (∼ 2)

On considère un électron dans un anneau de périmètre L, supposé unidimensionnel pour
simplifier, traversé par un flux magnétique φ. L’hamiltonien est

Ĥφ =
1

2me
(p̂− eA)2 + V (x̂) , (353)

où l’opérateur agit sur les fonctions périodiques définies sur [0, L] [i.e. t.q. ψ(0) = ψ(L) et
ψ′(0) = ψ′(L)]. Le potentiel vecteur dans l’anneau peut être choisi uniforme A = φ/L.

1/ Théorème de Feynman-Hellmann (cas particulier).– L’opérateur densité de courant
électrique (moyenné spatialement) est ĵ = e

L v̂, où v̂ = p̂−eA
me

est l’opérateur vitesse. Soit |ϕα 〉 un

état propre de Ĥφ, d’énergie εα(φ). Montrer que le courant permanent moyen est donné par

jα(φ)
def
= 〈ϕα |ĵ|ϕα 〉 = −∂εα(φ)

∂φ
(354)

2/ Pouvez-vous justifier (brièvement) que le problème est périodique en fonction du flux, i.e.
que la physique est inchangée si φ → φ + φ0. Appl. Num. : Donner la valeur du quantum de
flux φ0 = h/e en Gauss.µm2 (1 T=10 000 Gauss). Quelle variation du champ magnétique δB
correspondrait à une variation du flux δφ = φ0 pour un anneau de périmètre L = 5 µm ?

L’existence du courant permanent est un effet cohérent ayant pour origine la phase Aharonov-
Bohm de la fonction d’onde. Dans la pratique la cohérence est limitée par les interactions avec
l’environnement. On s’attend alors à une suppression (exponentielle) de jperm =

∑
α fαjα si L

excède la longueur de cohérence de phase Lϕ (dans un cas typique Lϕ ∼ 1µm à T = 1 K). C’est
pourquoi l’anneau doit être mésoscopique.

B. Conductivité (∼ 4)

Nous supposons que l’anneau est soumis à un champ électrique uniforme E(t) (en plus du flux
φ). Nous choisissons la jauge telle que les potentiels scalaire et vecteur soient respectivement
φext = 0 et Aext(t) = −

∫ t
dt′ E(t′). L’hamiltonien de perturbation est donc de la forme

Ĥpert(t) = −ev̂ Aext(t) avec v̂ =
1

me
[p̂− eA] (et A = φ/L) . (355)

L’opérateur de densité de courant contient maintenant deux contributions : Ĵ = e
L

[
v̂− e

me
Aext(t)

]
=

ĵ − e2

meL
Aext(t).

1/ Réponse de v̂ (Question de cours).– La réponse de l’opérateur vitesse est donnée par

〈v̂(t)〉Aext = 〈v̂〉+ e

∫
dt′K(t− t′)Aext(t

′) +O(A2
ext) . (356)

112Sujet d’examen du 5 janvier 2011.
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a/ Donner l’expression de K(t).
b/ Montrer que la réponse fréquentielle d’un gaz d’électrons en contact avec un thermostat/réservoir
est

K̃(ω) = −
∑
α,β

(fα − fβ)
|vαβ|2

~ω + εα − εβ + i0+
où vαβ

def
= 〈ϕα |v̂|ϕβ 〉 . (357)

K̃(ω)
def
=
∫

dt eiωtK(t) et fα ≡ f(εα) est la distribution de Fermi/Dirac.

Indication (rappel) : Soit Â et B̂ deux opérateurs à N corps, sommes d’opérateurs à un corps
Â =

∑
i â

(i) et B̂ =
∑

i b̂
(i). On rappelle qu’à l’équilibre thermodynamique, la moyenne du

commutateur peut s’exprimer à l’aide du spectre des états individuels 〈[Â, B̂]〉 = tr{f(ĥ)[â, b̂]} =∑
α,β(fα − fβ)(â)αβ(b̂)βα où fα est la distribution de Bose/Einstein ou de Fermi/Dirac.

2/ Conductivité.– La conductivité caractérise la réponse de la densité de courant au champ
électrique

〈Ĵ (t)〉Aext = 〈Ĵ 〉+

∫
dt′ σ(t− t′)E(t′) +O(E2) . (358)

Montrer que

σ̃(ω) =
i

ω

e2

L

[
1

me

∑
α

fα − K̃(ω)

]
. (359)

C. Règle de somme-f dans un anneau (∼ 4)

On peut montrer (cela n’est pas demandé) que 113
∑

β
|vαβ |2
εα−εβ + 1

2me
= L2

2e2
∂2εα
∂φ2 .

1/ Déduire la règle de somme-f dans l’anneau

1

me

∑
α

fα +
∑
α,β

(fα − fβ)
|vαβ|2

εα − εβ
= −L

2

e2

∑
α

fα
∂jα
∂φ

, (360)

où jα(φ) est le courant permanent associé à l’état individuel (dans un fil infini jα → 0).

2/ Montrer que la conductivité peut se mettre finalement sous la forme

σ̃(ω) =
e2

L

K̃(ω)− K̃(0)

iω
+
L

iω

∂jperm

∂φ
+
L

iω

∑
α

f ′α j
2
α où jperm

def
=
∑
α

fα jα . (361)

Cette expression respecte-t-elle le principe de causalité ?

3/ Quel terme de la conductivité caractérise la dissipation ? Que devient le troisième terme à
T = 0 K ? Donner une interprétation physique du deuxième terme.

Indication : Si on applique un flux variant très lentement au cours du temps, φ→ φ+ δφωe−iωt

avec ω → 0, on pourrait utiliser l’approximation adiabatique.

113 Pour cela on considère Hφ+δφ l’hamiltonien obtenu pour un flux φ+ δφ. On écrit Hφ+δφ = Hφ +W puis on
explicite le développement perturbatif des énergies εα(φ+ δφ) = εα(φ) + δφ ∂φεα(φ) + 1

2
δφ2 ∂2

φεα(φ) + · · ·
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G Problème : Ferromagnétisme itinérant & continuum de Sto-
ner

Introduction :114 On étudie un modèle de ferromagnétisme itinérant (magnétisme porté par
les électrons de conduction d’un métal). Si elles sont assez fortes, les interactions électroniques
induisent une instabilité ferromagnétique et sont responsables de la polarisation en spin du gaz
d’électrons, i.e. d’une aimantation spontanée du métal. Nous supposons que cette condition est
satisfaite et décrivons le métal dans le cadre d’un modèle d’électrons libres et indépendants, où
tout l’effet des interactions est inclu dans le champ d’échange Bech lié à l’aimantation spontanée,
supposée dans la direction Oz. Les états propres à un corps sont donc

|~k,±〉 =

onde plane︷︸︸︷
|~k 〉 ⊗

etat propre de Sz︷︸︸︷
|±〉 d’énergie ε~k,± =

~k 2

2me
±

def
= ∆ech/2︷ ︸︸ ︷
|qe|
2me

Bech (362)

(~ = 1). À T = 0, les électrons de spin ↑ (+) et ↓ (−) forment chacun deux mers de Fermi
indépendantes (figure 54), avec kF↑ < kF↓ si Bech > 0.

ky

kx
kF

kF

Figure 54 : Coupe dans le plan kz = 0 des deux mers de Fermi : εF =
k2
F↑

2me
+ ∆ech

2 =
k2
F↓

2me
− ∆ech

2 .

Nous étudions la dynamique des composantes de l’aimantation du gaz dans le plan xOy
perpendiculaire à la direction de l’aimantation spontanée. Considérons un électron dont nous

notons les opérateurs position et spin ~̂r et ~̂S. L’opérateur densité de spin (la densité d’aimantation
en unités appropriées) correspondant est

~̂m(~r ) = ~̂S δ
(
~r − ~̂r

)
, c’est-à-dire ~̂m~q = ~̂S e−i~q·~̂r (363)

dans l’espace de Fourier. Si l’on souhaite étudier mx et my, il est commode d’introduire les
composantes m±

def
= mx ± imy. Les opérateurs correspondants (à un corps) sont

m̂+
~q = |+ 〉〈−| e−i~q·~̂r et m̂−~q = |−〉〈+ | e−i~q·~̂r (364)

(on a utilisé S± = Sx ± iSy = |±〉〈∓|).

1/ Que valent les éléments de matrice 〈~k, σ |m̂−~q |~k
′, σ′ 〉 et 〈~k, σ |m̂+

~q |~k
′, σ′ 〉 ?

2/ On introduit un faible champ magnétique extérieur ~B(~r, t) dans le plan xOy perpendiculaire
à l’aimantation. L’hamiltonien de perturbation est donc

Ĥpert(t) = −
∫

d~r ~B(~r, t) · ~̂m(~r) = − 1

Vol

∑
~q

(
B+
~q (t) m̂+

−~q +B−~q (t) m̂−−~q

)
(365)

114Sujet d’examen du 4 janvier 2012.
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où B±
def
= 1

2(Bx∓ iBy). On introduit la fonction de réponse χ−+ caractérisant la réponse linéaire
à une perturbation du type 115 B+ = 1

2(Bx − iBy) :

〈m̂−~q (t)〉B =

∫ +∞

−∞
dt′ χ−+

~q (t− t′)B+
~q (t′) +O(B2) . (366)

Exprimer χ−+
~q (t) en termes des opérateurs m̂±~q .

3/ Susceptibilité magnétique dynamique.– On introduit la transformée de Fourier tempo-
relle de la fonction de réponse

χ−+(~q, ω)
def
=

∫ +∞

−∞
dt eiωt χ−+

~q (t) . (367)

a) Montrer que (cf. annexe)

χ−+(~q, ω) = − 1

Vol

∑
~k

f(ε~k,↓)− f(ε~k+~q,↑)

ω + ε~k,↓ − ε~k+~q,↑ + i0+
(368)

où f(ε) est la fonction de Fermi. Justifier que χ−−(~q, ω) = 0

b) Quel rôle joue le i0+ ?

c) Donner l’expression de Im
[
χ−+(~q, ω)

]
. Que représente physiquement cette quantité ?

d) Continuum de Stoner.– Montrer que, pour chaque valeur de ~q, il existe un continuum de
valeurs de ω telles que Im

[
χ−+(~q, ω)

]
6= 0 (on suppose le gaz à température nulle). Trouver un

encadrement des ω
~q,~k

def
= ε~k+~q,↑−ε~k,↓ correspondantes pour ~q fixé. Quelle interprétation physique ?

Discuter et interpréter la limite ~q → 0.

e) Représenter dans un diagramme (||~q||, ω) la région où Im
[
χ−+(~q, ω)

]
est non nulle (on sup-

posera que ∆ech � εF ' kF↑vF↑ ' kF↓vF↓, où vF = kF /me est la vitesse de Fermi).

Figure 55 : Deux couches atomiques de Fer dans une phase ferromagnétique : en haut la relation
de dispersion des magnons Ωmagnon(q). En bas la largeur de la résonance γmagnon(q). W. X.
Tang et al, � Large wave vector spin waves and dispersion in two monolayer Fe on W (110) �,
Phys. Rev. Lett. 99, 087202 (2007).

115 Pour un système isotrope avec χxx = χyy et χyx = −χxy on aurait χ−+ = χxx + iχxy.
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4/ Magnons et continuum de Stoner.– En TD nous avons montré que la phase ferro-
magnétique est caractérisée par l’existence de modes collectifs appelés magnons, des ondes d’ai-
mantation dans le plan xOy (notons qu’ils ne sont pas prédits au niveau des calculs précédents :
il faudrait pour cela tenir compte de l’effet des interactions dans l’analyse de la susceptibilité).

a) Quelle est la différence de nature avec les excitations rencontrées au 3 ? Représenter le spectre
des magnons sur le même diagramme (||~q||, ω) que le continuum de Stoner (on rappelle que
Ωmagnon(~q) ' 1

2m∗
~q 2 aux petits vecteurs d’onde).

b) Des mesures récentes ont été faites sur un film ultramince constitué de deux couches d’atomes
de Fer déposées sur un substrat de tungstène. Le film est dans une phase ferromagnétique. La
technique SPEELS (� spin polarized electron energy loss spectroscopy �) a permis d’obtenir
le spectre des magnons (ondes de spin, � spin waves �), montré sur la partie supérieure de la
figure (on voit que la relation est bien quadratique pour ~q → 0). La partie inférieure montre la
dépendance de la largeur du pic des magnons γmagnon(q) (inverse de la durée de vie des magnons)
en fonction du vecteur d’onde. Proposer une explication possible justifiant qualitativement le
comportement observé de γmagnon(q).

+ Annexe :
• Convention pour les transformations de Fourier :

fq =

∫
Vol

dr e−iqr f(r) et f(r) =
1

Vol

∑
q

fq eiqr −→
Vol→∞

∫
dq

(2π)d
fq eiqr (369)

• On rappelle que la moyenne d’un commutateur d’opérateurs à N corps somme d’opérateurs à
un corps, du type Â =

∑
i â

(i), est〈
[Â , B̂]

〉
=
∑
α, β

(fα − fβ) aαβ bβα , (370)

où la somme porte sur les états individuels stationnaires. aαβ = 〈ϕα |â|ϕβ 〉 est un élément de
matrice de l’opérateur à un corps et fα = f(εα) est l’occupation moyenne de l’état individuel.

+ Pour en savoir plus :
• R. M. White, Quantum Theory of Magnetism, Springer (2006), third edition.
• J. F. Cooke, J. W. Lynn and H. L. Davis, Calculations of the dynamic susceptibility of nickel
and iron, Phys. Rev. B 21, 4118–4131 (1980).
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H Problème : Peierls instability in one-dimensional metals

H.1 Subject of the exam

Introduction :116 Some metallic compounds are organised as weakly coupled one-dimensional
(1D) chains. It is possible to show that the 1D metallic phase is unstable below a critical
temperature TPeierls under a periodic distorsion of the lattice with wavevector q = 2kF , where
kF is the Fermi wavevector of the 1D metal : despite the cost in elastic energy, it is more favorable
for the system to open a gap ∆ at the Fermi level, what put the system in an insulating phase.
At the same time the lattice distorsion induces a modulation of the electronic density called a
charge density wave. It is the aim of the problem to study this metal-insulator transition from
above (T > TPeierls) by analysing the response of the electronic gas.

A. Compressibility of the 1D electronic gas.– We provide a continuous description of
the electronic gas (we forget the lattice of atoms) : electrons are free and occupy usual 1D

plane waves ψk(x) = 1√
L

eikx of energy εk = k2

2m , with k ∈ R and where L is the length of the

line (hence the wavevector is quantified). We set ~ = 1. We will forget the spin and will treat
electrons as spinless fermions.

1/ We consider the density operator for a single electron n̂(x) and its Fourier component n̂q =
e−iqx̂, where x̂ is the position operator for one electron. Give the matrix element 〈ψk |n̂q|ψk′ 〉.

2/ Compressibility of the electron gas.– Suppose that a perturbation is introduced under
the form of a scalar external potential V (x, t) = 1

L

∑
q Vq(t)e

iqx. The perturbation reads

Ĥpert(t) =

∫
dxV (x, t) n̂(x) =

1

L

∑
q

Vq(t) n̂−q , (371)

where n̂(x) is now the density of the electron gas. The compressibility characterizes its response :

〈n̂(x, t)〉V = 〈n̂(x)〉+

∫
dt′dx′χ(x− x′, t− t′)V (x′, t′) +O(V 2) (372)

i.e. 〈n̂q(t)〉V = nL δq,0 +
∫

dt′χ̃q(t− t′)Vq(t′) +O(V 2), where n = 〈n̂(x)〉.
a) Express χ̃q(t) as an equilibrium correlation function.

b) Express its Fourier transform χ̃(q, ω) =
∫

dt χ̃q(t) eiωt as a sum over contributions of plane
waves. Analyse its analytical structure. Interpret the position of the poles of the integrand.

3/ Static compressibility.– In the rest of the problem we will consider the static response

χT (q)
def
= χ̃(q, 0) at temperature T .

a) We denote fk ≡ f(εk) the Fermi-Dirac distribution. Show that

χT (q) = − 1

L

∑
k

fk − f−k−q
εk+q − εk

= − 2

L

∑
k

PP fk
εk+q − εk

(373)

b) At zero temperature T = 0, we can use that 1
L

∑
k fk →

∫ kF
−kF

dk
2π , where εF = 1

2mk
2
F is the

Fermi energy. Compute explicitely χ0(q).

c) Show that limq→0 χ0(q) is related to the density of states at Fermi level ρ0 = m
πkF

. Analyse
χ0(q) for q → 2kF and q →∞. Plot carefully χ(q)/ρ0 as a function of q/(2kF ).

116Sujet d’examen du 9 janvier 2013.
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4/ Static response at q = 2kF for finite T .– We assume that the chemical potential
is independent on temperature, µ = εF ∀ T . The divergence of χ0(2kF ) originates from the
neighbourhood of k ∼ −kF in the sum (373). When q ∼ 2kF , it is therefore justified to linearize
the spectrum as εk − εF ' −vF (k + kF ) and εk+q − εF ' vF (k + q − kF ), where vF = kF /m is
the Fermi velocity ; hence we may simplify the sum in Eq. (373) as

1

L

∑
k

PP fk
εk+q − εk

−→
q∼2kF

r
∫ −kF+kc

−kF−kc

dk

2π

1

eβ(εk−εF ) + 1

1

εk+q − εk
, (374)

where kc is a cutoff (a scale over which the linearization of the spectrum is justified).

a) Compute χT (2kF ) for small temperatures kBT � εc
def
= vFkc and deduce that the divergence

of χ0(2kF ) is regularized by thermal fluctuations (use integral given in the appendix).

b) Assuming that χT (q) ' χ0(q) far from 2kF (when
∣∣ q

2kF
− 1
∣∣ & kBT

εc
), give a sketch of χT (q).

B. Coupling between electrons and lattice distorsions.– If δn(x) = 〈n̂(x)〉V − n denotes
the variation of density, the change in energy of the electron gas due to the introduction of the
potential V (x) can be expressed as

δEelec =
1

L

∑
q

V−q δnq =
1

L

∑
q

χT (q) |Vq|2 (375)

1/ Discuss the sign of δEelec.
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temperature superstructure is provisionally in-
terpreted as being dynamic, rather than static,
in nature one arrives at the picture of K,Pt(CN), -
Br„~3H,O as being a 1D conductor which is un-
dergoing a transition" from a high-temperature
metallic state—with a giant Kohn anomaly —to a
low-temperature Peierls insulator.
As is well known, ' the theoretical giant Kohn

anomaly characteristic of a 1D metal results
from the logarithmic divergence at 2k F of the
wave -vector-dependent dielectric constant of the
conduction electrons. If the latter picture of
K,Pt(CN'), Br, , ~ 3H,O is correct, it should show
up as a pronounced anomaly in the room-temper-
ature phonon spectrum of this conductor.
It is the purpose of this Letter to report the re-

markable observation —made by means of coher-
ent inelastic neutron scattering —of such a giant
Kohn anomaly in the longitudinal acoustic phonon
spectrum of K,Pt(CN), Br» SH,O.
The measurements were made on the triple-

axis neutron spectrometer at the reactor FR2 in
the neutron energy loss mode of operation. Both
"constant-Q" and "constant-u" types of scans
were performed. Incident energies between 15
and 45 meV were used. The mean resolution was
about 5% in incident energy and about O.lq, „ in
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FIG. 1. Representative phonon groups observed in
"constant-~" scans. The second peaks at q =0.59 in the
scans at 3.08, 4.06, and 5.09 meV are due to the occur-
rence of a Kohn anomaly.

momentum transfer. The size of the available
single crystal was 0.4 cm'. All measurements
were made at room temperature. Figure 1 shows
a series of "constant-~" scans at the (004) recip-
rocal lattice point in the [001] direction. Besides
the expected phonon group at low q values a sec-
ond peak shows up at q =0.59q „.This second
phonon group is observed at the same q values in
a number of scans for different h~ values above
3 meV. The two phonon groups come close to-
gether at 5.5 meV, and at still higher energies
only one group remains.
On the other side a series of "constant-Q"

scans in the range of the anomaly clearly estab-
lished a q-dependent decrease of the phonon fre-
quency which is characteristic for a Kohn anoma-
ly. Figure 2 shows a plot of the LA phonon
groups measured in the [001] direction. The
most prominent feature is the anomaly at q = (0.59
+0.02)q,„,„. Measurements in off-symmetry di-
rections, e.g. , along [0, 2, q], show an anomaly
at the same value of q, and therefore prove that
this effect is due to a one-dimensional property
of the material.
Our resolution was not sufficient to resolve the

two phonon groups to be expected in the range of
the anomaly. Within the experimental error, the
position of the anomaly is in agreement with the
estimated value q=0.6q ~ (see the following
paragraph) for the position of the Kohn anomaly.
In the estimate it was assumed that the d,2 band
looses 0.3 electrons per Pt ion because of the
oxidation by Br.
From the present measurements it is difficult
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E
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WAVE NUMBER q [Tt;/2C]

F~G. 2. I A phonon branch of K2Pt(CN) 4Bro 3'3H20 in
I001] direction at room temperature. Solid line, fit of
the simple free-electron model discussed in the text.

1145

Figure 56 : Kohn anomaly in the phonon spectrum of the quasi-1D conductor
K2Pt(CN)4Br0.3 · 3H20 at T = 300K. From : B. Renker et al, Phys. Rev. Lett. 30, 1144 (1973).

The potential V (x) is caused by a lattice distorsion characterised by some elastic energy Evib.
We consider a simple model of cristal : N = L/a identical atoms of mass M with lattice spacing a.
Elastic energy can be expressed in terms of the displacement of the n-th atom ξn = 1

N

∑
q ξ̃qe

iqna

Evib =
N∑
n=1

1

2
Mω2

0 (ξn+1 − ξn)2 =
1

N

∑
q

1

2
Mω2

q |ξ̃q|2 (376)

where ωq = 2ω0 | sin(qa/2)| is the phonon dispersion relation. Displacement of atoms is respon-

sible for the potential � seen � by the electrons, therefore ξ̃q and Vq are related. We assume :

Vq =

√
λ a

M

2
ωq ξ̃q , (377)
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where λ is a constant characterizing the electron-phonon coupling.

2/ Writing the total energy characterising the lattice distorsion as δEelec+Evib = 1
N

∑
q

1
2MΩ2

q |ξ̃q|2,
deduce the renormalised phonon dispersion relation Ωq as a function of ωq, λ and χT (q). Assu-
ming weak coupling, λρ0 � 1, give a sketch of Ωq as a function of q for different temperatures.
Discuss the experimental data (Fig. 56).

3/ Show that our approach can only be valid above a certain critical temperature, denoted
TPeierls. Express this temperature in terms of εc, λ and ρ0. More difficult : interpret physically
what occurs for T = TPeierls.

+ Appendix :
• Convention for Fourier transform in dimension d :

fq =

∫
Vol

dr e−iqr f(r) & f(r) =
1

Vol

∑
q

fq eiqr −→
Vol→∞

∫
dq

(2π)d
fq eiqr (378)

• Consider two operators Â and B̂ sums of one-particle operators, as Â =
∑

i â
(i). If 〈· · ·〉 is the

grand canonical averaging, we recall the useful relation〈
[Â , B̂]

〉
=
∑
α

fα 〈ϕα |[â, b̂]|ϕα 〉 =
∑
α, β

(fα − fβ) aαβ bβα where fα =
1

eβ(εα−µ) ± 1
(379)

and the summations run over individual (one-particle) stationary states. aαβ = 〈ϕα |â|ϕβ 〉 is a
matrix element of the one-body operator.
• We give the integral ∫ x

0

dy

y
tanh y ' ln(

4

π
e−Cx) for x� 1 (380)

where C = −0.577215... is the Euler-Mascheroni constant.
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Peierls instability in 1D conductors

We analyse two oversimplified models of 1D metal and show that the metallic phase is
unstable under lattice distorsion with wavevector 2kF .

References are : [103, 53, 25, 83]. See also [48] for a recent overview. The lecture notes of
Gilles Montambaux [99] were a source of inspiration of the present text.

H.2 Electron gas on a lattice of atoms

We consider a tight-binding Hamiltonian. We treat electrons as spinless fermions to avoid spin
degeneracy factor. Anticipating that the lattice distorsion will open a gap, we consider succes-
sively two phases and will compare the energy of the electron gas in the two situations.

H.2.1 Metallic phase

We consider a regular chain of atoms with lattice spacing a. Schrödinger equation for a given
electron is

− t (ψn+1 + ψn−1) = ε ψn . (381)

Spectrum is given by plane waves, ψ
(k)
n = 1√

N
eikna, with dispersion relation

ε
(metal)
k = −2t cos ka with k ∈

]
−π
a
,+

π

a

]
(382)

Periodic boundary conditions imply quantification of the wavevector as k = 2πm
N with m ∈

{−N
2 + 1, · · · ,+N

2 }. In order to mimmic spin degeneracy we consider the case where each atom
releases half electron, the system is in a metallic phase with half-filling

kF =
π

2a
(383)

Group velocity is vk = ∂
∂k ε

(metal)
k = 2ta sin ka, therefore Fermi velocity is vF = 2ta. Near Fermi

energy εF = 0, the spectrum may be linearised as

ε
(metal)
k − εF '

|k|∼kF
vF (|k| − kF ) (384)

H.2.2 Insulating phase

We assume that a periodic distorsion for wavevector q = 2kF is introduced (this will be the aim
of the next section to understand its origin). The nearest-neighbour coupling alternate as t± δt.
The lattice cell has now size 2a, with two types of atoms, say A and B (more precisely, the same
atom with two different environments). Schrödinger equation now reads

−(t− δt)ψB,n−1 − (t+ δt)ψB,n = ε ψA,n (385)

−(t+ δt)ψA,n − (t− δt)ψA,n+1 = ε ψB,n (386)

Using again Bloch theorem we find the two band spectrum

ε
(insul)
k,± = ±2 |t cos ka− iδt sin ka| with k ∈

]
− π

2a
,+

π

2a

]
(387)

separated by the gap

∆ = 2|δt| (388)
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Because the Brillouin zone is divided by two, compared to the metal, the lower band is now filled
and the upper band empty. The system is therefore in an insulating phase. It is also convenient
to approximate the spectrum near its boundary

ε
(insul)
k,± '

|k|∼kF
±
√
v2
F (|k| − kF )2 + ∆2 , (389)

where kF = π/2a is the Fermi wavevector of the metallic phase and the edge of the Brillouin
zone of the insulating phase.
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Figure 57 : Dispersion relation in the metallic phase (blue) and the insulating phase (black)
after unfolding of the Brillouin zone. Thick lines indicate filling with electrons.

H.2.3 Comparison of the two phases

We may compute the difference in energy of the two phases at T = 0 :

δεelec
def
=

Einsulator − Emetal

L
(390)

=

∫ +kF

−kF

dk

2π

[
ε
(insul)
k,− − ε(metal)

k

]
'
∫ 0

−kc

dκ

π

[
−
√
v2
Fκ

2 + ∆2 − vFκ
]

(391)

where we have used that the main difference in energy is due to the neighbourhood of |k| ∼ kF :
this allows to use the linearised spectra, on a scale given by the cutoff kc ∼ 1/a above which
linearisation does not hold. Using∫

dx
√
x2 + b2 =

1

2
x
√
x2 + b2 +

1

2
b2argsh(x/b) (392)

we finally obtain (for ∆� εc = vFkc ∼ 1/a2)

δεelec = −ρ0

2
∆2

[
1

2
+ ln

( εc
∆

)]
(393)

where ρ0 = 1
πvF

is the DoS at Fermi level. From the point of view of the 1D electron gas, the
insulating phase is therefore energetically more favorable.

Remark : It is important to have in mind that this instability is related to the electron gas :
it is due to the degeneracy of the energies εkF = ε−kF , which makes the Fermi surface very
sensitive to perturbations. The choice made above of a Fermi wavevector commensurate with

120



the lattice was convenient in order to analyse the metallic and insulating phases on the same
footing. However we will show within a continuum model that the energy of the Fermi sea is
lowered when a modulated external potential is introduced ; this diminishing of the energy is
maximised when the modulation is characterised by a wavevector q = 2kF , which is in general
incommensurate with the lattice spacing. This analysis will be presented below in section H.5.

H.3 Lattice of atoms

Lattice distorsion has an elastic energy cost. A simple model for the potential (elastic) energy
of the lattice is

Evib =

N∑
n=1

1

2
M ω2

0 (ξn+1 − ξn)2 (394)

where ξn measures the displacement of atom n with mass M . Set ξN+1 ≡ ξ1. Introducing the
normal coordinate

ξ̃q
def
=
∑
n

ξn e−iqna i.e. ξn =
1

N

∑
q

ξ̃q eiqna (395)

the energy rewrites

Evib =
1

N

∑
q

1

2
M ω2

q |ξ̃q|2 (396)

where
ωq = 2ω0 | sin(qa/2)| for q ∈

]
−π
a
,+

π

a

]
(397)

is the phonon dispersion relation.

H.4 Peierls transition

H.4.1 Electron-phonon interaction

The coupling between atomic orbitals leading to electronic transport depends on the distance
between atoms. Assuming weak displacements, we may write the hopping energy between atoms
n and n+ 1 as

tn = t+ δtn with δtn ∝ ξn − ξn+1 (398)

(the shorter the distance a − ξn + ξn+1 is, the stronger the coupling is). The lattice distorsion
responsible for the insulating phase occurs at frequency q = 2kF (note that in general 2kF
does not coincide with the edge of the phonon dispersion relation, when the cristal is more
complex). We have seen above that the metal is driven to the insulator when the modulation
of the couplings of amplitude δt = ∆/2 occurs with frequency q = 2kF , i.e. is due to a periodic
displacement of atoms

ξn = 2δ2kF cos(2kFna) i.e.
1

N
ξ̃±2kF = δ2kF (399)

characterised by an energy
Evib = N M ω2

2kF
δ2

2kF
. (400)

Assumption of a linear relation between atomic displacements and hopping can now be translated
as a relation between the gap and the displacement amplitude, ∆ = 2|δt| ∝ 2δ2kF [1−cos(2kFa)],
conveniently rewritten as

∆ =

√
λM

a
ω2kF δ2kF (401)
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where λ is the electron-phonon coupling constant at q = 2kF . The elastic energy per unit length
can therefore be rewritten in term of the gap

εvib
def
=
Evib

Na
=

1

λ
∆2 (402)

H.4.2 Insulating phase at T = 0 – Charge density wave

We now determine the gap by minimizing the total energy

∂

∂∆
(δεelec + εvib) = 0 ⇒ ∆ = 2εc e−2/ρ0λ (403)

We check that this value of the gap corresponds to a negative energy (i.e. the insulator has a
lower energy than the metal)

δεelec + εvib = −ρ0

2
∆2 . (404)

The opening of the gap in the electronic spectrum is due to a lattice distorsion for wavevector
q = 2kF to which corresponds a modulation of the electronic density

δn(x) = δn2kF cos(2kFx+ φ) (405)

The line is therefore in a charge density wave (CDW) phase. The amplitude of this modulation
is related to the gap (the order parameter) and the electron-phonon coupling constant δn2kF ∼
∆/λ [99].

H.4.3 Peierls transition

We now study the effect of temperature and determine the position of the critical temperature
where the metal-insulator transition takes place.

We come back to the simple model of two band insulator. A first important remark is that
since the spectrum have the symmetry εk,+ = −εk,−, the Fermi level remains at εF = 0 ∀ T .
This allows to write the grand potential of the electronic gas as

Jinsulator = − 1

β

∑
k,±

ln

(
1 + e−βε

(insul)
k,±

)
(406)

Using the same approximation as above (linearisation of spectra) we find

Jinsulator − Jmetal

L
= −ρ0

β

∫ εc

0
dε ln

[(
1 + eβ

√
ε2+∆2

)(
1 + e−β

√
ε2+∆2

)]
+ cste (407)

where the constant is independent on ∆. The grand potential for the vibration reads

Jvib

L
=
Jthermal

L
+

1

λ
∆2 (408)

where the first part is the contribution of phonons excited by thermal fluctuations, independent
on the gap. The second term is the cost of lattice distorsion, obtained above. Minimization of
the total grand potential

∂

∂∆

(
Jinsulator − Jmetal

L
+
Jvib

L

)
= 0 (409)

leads to the gap equation ∫ εc

0

dε√
ε2 + ∆2

tanh
β

2

√
ε2 + ∆2 =

2

ρ0λ
(410)
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This equation in principle allows us to determine the temperature dependence of the gap ∆(T ).
At zero temperature, we obtain argsh εc∆ = 2

ρ0λ
, i.e. ∆(0) ' 2εc e−2/ρ0λ, that is (403). The gap

equation allows us to determine the position of the transition. Setting ∆(TPeierls) = 0 we obtain
the equation ∫ εc

0

dε

ε
tanh

(
ε

2kBTPeierls

)
=

2

ρ0λ
(411)

Using that ∫ x

0

dy

y
tanh y ' ln

(
4

π
e−Cx

)
for x� 1 , (412)

where C = −0.577215... is the Euler-Mascheroni constant, we finally get the critical temperature
where the Peierls transition takes place

kBTPeierls '
2

π
e−C εc e−2/ρ0λ (413)

that is of the same order as the gap ∆(0).

Remark : The equation for the gap (410) is formally similar to the one describing a super-
conductor.

H.5 A continuous description of the electronic gas

In this section we consider a different model of metal and forget the lattice of atoms : we provide
a continuous description of the electronic gas. This analysis will emphasize that the q = 2kF
instability originates from the properties of the 1D Fermi gas. This is due to the fact
that the two plane waves |ψ−kF 〉 and |ψkF 〉 (the Fermi surface) have the same energy, therefore
any perturbation that couples these two states (a potential with Fourier component V±2kF 6= 0)
has a strong effect : it lifts the degeneracy and open a gap at Fermi energy. The 1D Fermi surface
is unstable under perturbations. This explains why the Peierls transition may occurs although
λF /2 = π/kF is not commensurate with the lattice spacing.

Electrons occupy usual 1D plane waves ψk(x) = 1√
L

eikx of energy εk = k2

2m , with k ∈ R and

where L is the length of the line (hence the wavevector is quantified). As before, we will forget
the spin and will treat electrons as spinless fermions.

The aim of this section is to analyse the response of the electron gas to a perturbating
potential. This perturbation theory will hold only above the Peierls transition.

H.5.1 Linear response theory – compressibility of the electronic gas

Suppose that a perturbation is introduced under the form of a scalar external potential V (x, t) =
1
L

∑
q Vq(t)e

iqx. The perturbation reads

Ĥpert(t) =

∫
dxV (x, t) n̂(x) =

1

L

∑
q

Vq(t) n̂−q . (414)

The compressibility characterizes the response of the electronic density :

〈n̂(x, t)〉V = 〈n̂(x)〉+

∫
dt′dx′χ(x− x′, t− t′)V (x′, t′) +O(V 2) (415)

i.e.

〈n̂q(t)〉V = nL δq,0 +

∫
dt′χ̃q(t− t′)Vq(t′) +O(V 2) (416)
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where n = 〈n̂(x)〉.
Linear response theory gives the compressibility χ̃q(t) = − i

LθH(t) 〈[n̂q(t), n̂−q]〉. Some algebra
gives the Fourier transform

χ̃(q, ω) =

∫
dt χ̃q(t) eiωt =

1

L

∑
k

fk − fk+q

ω + εk − εk+q + i0+
(417)

where fk ≡ f(εk) is the Fermi-Dirac distribution.

H.5.2 Static compressibility

We consider the static limit and denote χT (q)
def
= χ̃(q, 0) the static compressibility at temperature

T . Using symmetry of the spectrum, ε−k = εk, we find

χT (q) = − 1

L

∑
k

fk − f−k−q
εk+q − εk

= − 2

L

∑
k

PP fk
εk+q − εk

= − 2

L

∑
k

PP fk
q
m(k + q

2)
(418)

where we have used the symmetry of the integrand under k ↔ −(k+ q) (i.e. around the pole at
k = −q/2) in order to re-introduce the principal part. 117 The zero temperature compressibility
is straighforwardly obtained

χ0(q) = −m
πq

r
∫ kF

−kF
dk

1

k + q/2
= −m

πq
lim
η→0+

(∫ −q/2−η
−kF

+

∫ kF

−q/2+η

)
dk

1

k + q/2
(419)

hence

χ0(q) = −m
πq

ln

∣∣∣∣q + 2kF
q − 2kF

∣∣∣∣ ' −ρ0 ×


1 for q � kF
1
2 ln 4kF

|q−2kF | for q ∼ 2kF(
2kF
q

)2
for q � kF

(420)

where ρ0 = m
πkF

= 1
πvF

is the DoS at Fermi level and vF = kF /m is the Fermi velocity. It is
negative.
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Figure 58 : Zero temperature compressibility with logarithmic divergence at q = 2kF .

117 We use that
∫
R dx f(x)−f(−x)

2x
= −
∫
R dx f(x)

x
.

In other terms, we could have kept the i0+ and write

1

L

∑
k

fk − fk+q

εk − εk+q + i0+
=

1

L

∑
k

fk

(
1

εk − εk+q + i0+
+

1

εk − εk+q − i0+

)
=

2

L

∑
k

PP fk
εk − εk+q
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Divergence at q = 2kF is regularised by thermal fluctuations. For q ∼ +2kF the integral is
dominated by the transition between k ∼ −kF to k + q ∼ +kF :

χT (q) = − 2

L

∑
k

PP fk
εk+q − εk

'
q∼2kF

−2 r
∫ −kF+kc

−kF−kc

dk

2π

1

eβ(εk−εF ) + 1

1

εk+q − εk
, (421)

where kc is a cutoff. In this small energy domain, we may linearise the spectrum as εk − εF '
−vF (k + kF ) and εk+q − εF ' vF (k + q − kF ). The sum simplifies as

χT (q) '
q∼2kF

−ρ0

2
r
∫ +βεc

−βεc

du

e−u + 1

1

u+ βεF

(
q

2kF
− 1
) ⇒ χT (2kF ) ' −ρ0

2

∫ βεc/2

0

dy

y
tanh y ,

(422)
where εc = vFkc. Using (412) we find

χT (2kF ) ' −ρ0

2
ln

(
2e−C

π

εc
kBT

)
(423)

Therefore the logarithmic divergence of χ0(2kF ) = −∞ is regularised by temperature. For∣∣ q
2kF
− 1
∣∣ & kBT

εc
we expect χT (q) ' χ0(q).

H.5.3 Energy of the electron gas and cost of the distorsion

The variation of the energy of the electron gas due to the static potential V (x) may be expressed
in terms of the static compressibility as

δEelec =
1

L

∑
q

V−q δnq =
1

L

∑
q

χT (q) |Vq|2 (424)

The fact that χT (q) < 0 shows that lattice distorsion decreases the energy of the electron gas.
The potential is due to displacement of atoms, characterised by the elastic energy

Evib =
1

N

∑
q

1

2
Mω2

q |ξ̃q|2 (425)

where ωq is the phonon dispersion relation. Displacement of atoms is responsible for the potential

� seen � by the electrons, therefore ξ̃q and Vq are related. We write this relation as :

Vq =

√
λ a

M

2
ωq ξ̃q , (426)

where λ is a constant characterizing the electron-phonon coupling. We may write the total energy
as

δEelec + Evib =
1

N

∑
q

1

2
MΩ2

q |ξ̃q|2 (427)

where the renormalised phonon dispersion relation is

Ωq = ωq
√

1 + λχT (q) (428)

In the weak coupling limit λρ0 � 1, the renormalised phonon spectrum is almost unchanged
apart for q ∼ 2kF , corresponding to the divergence of the static compressibility (see sketch on
Fig. 59).
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Figure 59 : Sketch of the renormalised phonon dispersion relation for different temperatures.

Linear response theory is based on perturbation theory, what can only hold in the metallic
phase. The description of the section only works for T > TPeierls as long as 1 + λχT (2kF ) > 0.
Writing

χT (2kF ) = − 1

λ
for T = TPeierls (429)

and using (423), we recover exactly the expression of the Peierls critical temperature (413).
For T = TPeierls the phonon dispersion relation presents a soft mode Ω2kF = 0, i.e. a static
deformation of the lattice at wavevector q = 2kF is costless. This announces the Peierls instability
for T < TPeierls (below the critical temperature δEelec+Evib can be made negative if the potential
presents a modulation for wavevector 2kF ).

H.5.4 Experiments

Two experiments where the phonon spectrum is measured : in K2Pt(CN)4Br0.3 · 3H20 [44] and
in TTF-TCNQ [42]. See figure 60.
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temperature superstructure is provisionally in-
terpreted as being dynamic, rather than static,
in nature one arrives at the picture of K,Pt(CN), -
Br„~3H,O as being a 1D conductor which is un-
dergoing a transition" from a high-temperature
metallic state—with a giant Kohn anomaly —to a
low-temperature Peierls insulator.
As is well known, ' the theoretical giant Kohn

anomaly characteristic of a 1D metal results
from the logarithmic divergence at 2k F of the
wave -vector-dependent dielectric constant of the
conduction electrons. If the latter picture of
K,Pt(CN'), Br, , ~ 3H,O is correct, it should show
up as a pronounced anomaly in the room-temper-
ature phonon spectrum of this conductor.
It is the purpose of this Letter to report the re-

markable observation —made by means of coher-
ent inelastic neutron scattering —of such a giant
Kohn anomaly in the longitudinal acoustic phonon
spectrum of K,Pt(CN), Br» SH,O.
The measurements were made on the triple-

axis neutron spectrometer at the reactor FR2 in
the neutron energy loss mode of operation. Both
"constant-Q" and "constant-u" types of scans
were performed. Incident energies between 15
and 45 meV were used. The mean resolution was
about 5% in incident energy and about O.lq, „ in
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FIG. 1. Representative phonon groups observed in
"constant-~" scans. The second peaks at q =0.59 in the
scans at 3.08, 4.06, and 5.09 meV are due to the occur-
rence of a Kohn anomaly.

momentum transfer. The size of the available
single crystal was 0.4 cm'. All measurements
were made at room temperature. Figure 1 shows
a series of "constant-~" scans at the (004) recip-
rocal lattice point in the [001] direction. Besides
the expected phonon group at low q values a sec-
ond peak shows up at q =0.59q „.This second
phonon group is observed at the same q values in
a number of scans for different h~ values above
3 meV. The two phonon groups come close to-
gether at 5.5 meV, and at still higher energies
only one group remains.
On the other side a series of "constant-Q"

scans in the range of the anomaly clearly estab-
lished a q-dependent decrease of the phonon fre-
quency which is characteristic for a Kohn anoma-
ly. Figure 2 shows a plot of the LA phonon
groups measured in the [001] direction. The
most prominent feature is the anomaly at q = (0.59
+0.02)q,„,„. Measurements in off-symmetry di-
rections, e.g. , along [0, 2, q], show an anomaly
at the same value of q, and therefore prove that
this effect is due to a one-dimensional property
of the material.
Our resolution was not sufficient to resolve the

two phonon groups to be expected in the range of
the anomaly. Within the experimental error, the
position of the anomaly is in agreement with the
estimated value q=0.6q ~ (see the following
paragraph) for the position of the Kohn anomaly.
In the estimate it was assumed that the d,2 band
looses 0.3 electrons per Pt ion because of the
oxidation by Br.
From the present measurements it is difficult
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F~G. 2. I A phonon branch of K2Pt(CN) 4Bro 3'3H20 in
I001] direction at room temperature. Solid line, fit of
the simple free-electron model discussed in the text.
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while some crystals are stacked with the c axis
104.46 deg from the b axis on the plate in one di-
rection other crystals have their c axis 75.54 deg
from this direction. However, since b is along
b* no difficulty is encountered in working in the
b*-c*plane as all crystals are aligned in these
directions. Our measurements were thus largely
confined to the b*-c*plane. An additional prob-
lem is that the material contains hydrogen and
thus has a large incoherent cross section that
causes a high background especially near zero
energy transfer. Some deuterated TTF and TCNQ
starting material was provided by A. F. Garito
but crystals obtained with this material were
quite small and only limited data were obtained
with them.
The experiments were performed on the triple-

axis spectrometers located at the high-flux reac-
tor at Oak Ridge National Laboratory. Graphite-
crystal monochromators and analyzers were used
and graphite filters were employed to eliminate
higher-order contamination. Most of the mea-
surements were made around the (013) lattice
point which is the strongest reflection in the b*-
c*plane although cross checks were made around
the (006), (008), (012), (021), and (027) reflec-
tions. Measurements of the Kohn anomaly were
checked around equivalent points in reciprocal
space in both energy-gain and energy-loss meas-
urements. In some cases in the energy-loss
measurements the analyzer was misoriented by
2 and the scans repeated to prove that the scat-
tering was indeed inelastic and to obtain back-
ground information. Figure 1 shows some of the
dispersion curves measured at room temperature
along the b direction. Other modes were observed
but only the strongest ones that were measured in
some detail are shown in Fig. 1. Most of the
modes are nearly flat and probably correspond
to intramolecular excitation. These can be close-
ly linked to measurements made with infrared
techniques. ' Modes that at q=0 are mostly trans-
verse and longitudinal were also observed. These
are labeled TA and LA in Fig. 1. The phonon dis-
persion curves are quite complicated and data
taken at Brookhaven National Laboratory on a
deuterated sample that has rather different pho-
non structure factors were very valuable in ob-
taining the correct mode assignments especially
in the region near 0.2(2m/b) where there are a
number gf mode crossings. '
The most striking feature is the large Kohn

anomaly that seems to stem from the LA branch.
It is possible that the Kohn anomaly is connected
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FIG. 1. Phonon dispersion curves a1ong the chain di-
rection for TTF-TCNQ.

to some other branch, but constant-momentum-
transfer scans at 0.295(2n/b), the midpoint of the
Kohn anomaly, show peaks in all branches except
the LA, which confirms the interpretation shown
in Fig. 1. It is also possible that some of the
measured scattering intensity is at least partly
magnetic in nature since no effort has been made
to distinguish between the phonons and magnetic
excitations. However, it seems likely that the
magnetic scattering would be very small com-
pared to the scattering from phonons.
The Kohn anomaly is sufficiently steep that it

can only be observed in constant-energy-transfer
scans. Figure 2 shows three of these scans plus
one scan through the LA phonon. The scans of
the Kohn anomaly show two peaks that have been
interpreted as the descending and ascending pho-
non branches that compose the Kohn anomaly.
All the phonon measurements not in the Kohn
anomaly and all the elastic Bragg scans show no
double structure, which supports the interpreta-
tion that the double peaks observed in the Kohn-
anomaly scans are not the result of misorienta-
tions in the sample stacking or some other sam-
ple-dependent effect.
As the scans in Fig. 2 show, the Kohn anomaly

is easiest to see at energies around 1.4 THz and
becomes more difficult to observe at lower ener-
gies, finally becoming almost unobservable at
about 0.3 THz. This is because the scattering

802

Figure 60 : Kohn anomaly in the acoustic phonon spectrum of two quasi-1D conductors. Left :
K2Pt(CN)4Br0.3 · 3H20 at room temperature ; from B. Renker et al, Phys. Rev. Lett. 30, 1144
(1973). Right : TTF-TCNQ above T ' 55 K ; from H. A. Mook et al, Phys. Rev. Lett. 36, 801
(1976).

H.6 Final remarks

I borrow few remarks from Gilles Montambaux’s lecture notes [99].

• In practice, it is important to remember that the Mermin-Wagner theorem [41] prevents
for the existence of an ordered phase in low dimension d = 1 or 2 : quantum and/or
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thermal fluctuations destroy any ordered phase and no phase transition can take place (in
particular we have seen in the lecture that the 1D cristal cannot exist). For this reason, the
coupling between 1D chains is crucial in order to stabilize the charge density wave
phase, and the Peierls transition can only exists in systems of weakly coupled chains.

• In strongly anisotropic materials, the Brillouin zone is not anymore one dimensional, al-
though very anisotropic. The 2kF instability of the Fermi surface can however appear for
an open Fermi surface with parallel planes : this phenomenom is refered as nesting of the
Fermi surface. For example if the dispersion relation can be approximated as

ε~k ' vF (|kx| − kF ) + t⊥(ky) (430)

For a periodic modulation t⊥(ky) = −2tb cos kyb (perfect nesting), where b is the distance
between chains, we still have a divergence of the static compressibility χ0(2kF , π/b) =
−∞. In general there is however no reason for perfect nesting. An additional modulation
t⊥(ky) = −2tb cos kyb− 2t′b cos 2kyb regularises the divergence of the static compressibility
χ0(2kF , π/b) = −ρ0

2b ln(εc/t
′
b). In experiment the ratio t′b/tb may be tuned by applying an

external pressure.

• A final remark is that spin may also play an important role. A spin density wave is also
possible at low temperature without lattice distorsion [48].

+ More about quasi-1D conductors :
Few references :
• R. E. Peierls, Quantum theory of solids, Clarendon, Oxford, 1955.
• G. Grüner, Density waves in solids, Perseus, Cambridge, 1994.
• For a recent overview : P. C. Snijders & H. H. Weitering, Electronic instabilities in self-
assembled atom wires, Rev. Mod. Phys. 82, 307–329 (2010).
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I Problème : Métaux quasi-ferromagnétiques – Paramagnons

Introduction :118 Les propriétés magnétiques des métaux sont dominées par les électrons de
conduction (on parle de �magnétisme itinérant �). L’interaction coulombienne joue un rôle très
important : répulsive et à très courte portée à cause de l’écrantage, elle peut être modélisée
comme

Ĥint = U

∫
V

d~r n̂↑(~r) n̂↓(~r) =
U

V

∑
~q

n̂~q ↑ n̂~q ↓ avec U > 0 , (431)

où n̂σ(~r) est la densité des électrons de spin σ ∈ {↑, ↓}. Le volume est noté V . Lorsque l’interac-
tion est suffisamment forte, la polarisation du gaz (en spin) devient favorable énergétiquement,
i.e. il apparâıt une aimantation spontanée et le métal est ferromagnétique.

L’objet du problème est d’étudier les métaux paramagnétiques dans lesquels l’interaction
est très proche de la valeur critique correspondant à la transition vers le ferromagnétisme.
Nous allons analyser un effet précurseur qui est l’apparition d’importantes fluctuations de spin,
dénommées � paramagnons �.

A. Électrons libres sans interaction.– Dans cette première partie, nous étudions la réponse
magnétique du métal d’électrons libres sans interaction.

Considérons dans un premier temps un électron dont nous notons les opérateurs position et

spin ~̂r et ~̂S. Les états stationnaires sont des ondes planes ψ~k(~r) = 〈~r |~k 〉 = 1√
V

ei~k·~r d’énergie ε~k,

combinées à des états de spin (on notera |±〉 les états propres de Ŝz ; on notera ↑≡ + & ↓≡ −).
Nous introduisons l’opérateur densité d’aimantation pour un électron

~̂m(~r ) = µB ~̂S δ
(
~r − ~̂r

)
, i.e. ~̂m~q = µB ~̂S e−i~q·~̂r dans l’espace de Fourier. (432)

µB = e~
2me

est le magnéton de Bohr (on fixe un facteur de Landé égal à 1 pour simplifier). Si
l’on souhaite étudier les composantes mx et my, il est commode d’introduire les combinaisons
m±

def
= mx ± imy. Les opérateurs correspondants (à un corps) sont

m̂+
~q = µB |+ 〉〈−| e−i~q·~̂r et m̂−~q = µB |−〉〈+ | e−i~q·~̂r (433)

(on a utilisé Ŝ± = Ŝx ± iŜy = |±〉〈∓|, avec ~ = 1).

1/ Que valent les éléments de matrice 〈~k, σ |m̂+
~q |~k

′, σ′ 〉 et 〈~k, σ |m̂−~q |~k
′, σ′ 〉 ?

2/ Susceptibilité magnétique.– On introduit un faible champ magnétique extérieur ~B(~r, t)
dans le plan xOy. L’hamiltonien de perturbation correspondant est

Ĥpert(t) = −
∫
V

d~r ~B(~r, t) · ~̂M(~r) = − 1

V

∑
~q

(
B+
~q (t) M̂+

−~q +B−~q (t) M̂−−~q

)
(434)

où ~M(~r) désigne la densité d’aimantation du gaz et B±
def
= 1

2(Bx∓ iBy). On introduit la fonction
de réponse χ+− caractérisant la réponse linéaire à une perturbation du type 119 B− = 1

2(Bx +
iBy) :

〈M̂+
~q (t)〉B =

∫ +∞

−∞
dt′ χ+−

~q (t− t′)B−~q (t′) +O(B2) . (435)

Exprimer χ+−
~q (t) comme une fonction de corrélation.

118Sujet d’examen du 8 janvier 2014.
119 Pour un système isotrope avec χxx = χyy et χyx = −χxy on a χ+− = χxx − iχxy.
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3/ On considère maintenant la transformée de Fourier temporelle de la susceptibilité χ+−(~q, ω)
def
=∫ +∞

−∞ dt eiωt χ+−
~q (t).

a) Calculer χ+−(~q, ω) en fonction du spectre des énergies à un corps, ε~k. Montrer qu’elle est
proportionnelle à la compressibilité du gaz de fermions libres

χ0(~q, ω) = − i

V

∫ ∞
0

dt e(iω−0+)t
〈[
n̂~q(t), n̂−~q

]〉
=

2

V

∑
~k

f(ε~k)− f(ε~k+~q
)

ω + ε~k − ε~k+~q
+ i0+

, (436)

où f(ε) est la fonction de Fermi. Le facteur 2 est la dégénérescence de spin.

b) Quel rôle joue le i0+ ?

4/ Réponse statique (ω = 0).– On note kF le vecteur de Fermi.

a) Calculer χ0(~q, 0) lorsque q
def
= ||~q || � kF . Interpréter physiquement son signe.

b) Déduire χ+−(~q, 0) dans la même limite. Commenter le signe de la susceptibilité magnétique.

B. Électrons en interaction.– Dans la suite du problème on discute l’effet de l’interac-
tion (431), traitée à l’approximation RPA (∼ champ moyen). On peut montrer que la suscepti-
bilité magnétique du gaz en interaction est donnée par

χ+−
RPA(~q, ω) =

χ+−(~q, ω)

1 + 1
2U χ0(~q, ω)

, (437)

où χ0(~q, ω) et χ+−(~q, ω) désignent respectivement la compressibilité et la susceptibilité du gaz
d’électrons sans interaction étudiées au A. 120

1/ Instabilité de Stoner.– Donner une forme approchée de la susceptibilité dans la limite
statique χ+−

RPA(~q, 0) lorsque q � kF . Montrer qu’elle diverge pour une certaine valeur critique de
l’interaction, notée Uc. Interpréter physiquement cette divergence.

On considèrera le cas où l’interaction est proche mais inférieure à cette valeur
critique : U < Uc. On introduira le paramètre ε

def
= Uc

U − 1 > 0 avec ε� 1.

On donne le développement de la compressibilité (436) :

χ0(~q, ω) = −2ρ0

[
1 +

iπ

2

ω

vF q
− 1

3

(
q

2kF

)2

+ · · ·

]
pour

ω

vF q
� q

kF
� 1 (438)

où ρ0 = ρ(εF ) est la densité d’états au niveau de Fermi (par spin et par unité de volume) et
vF = kF /me est la vitesse de Fermi.

2/ Pouvez-vous interpréter le comportement de χ+−
RPA(~q, ω) obtenu dans la limite ω

vF q
� q

kF
� 1

comme l’existence d’un mode collectif ?

3/ On introduit le facteur de structure S+−(~q, ω)
def
= 1

V

∫ +∞
−∞ dt eiωt 〈M̂+

~q (t)M̂−−~q〉. Celui-ci est
relié à la susceptibilité par

S+−(~q, ω) =
2

1− e−ω/kBT
Im
[
χ+−

RPA(~q, ω)
]
. (439)

a) Quelle propriété de l’aimantation est-elle caractérisée par S+−(~q, ω) ? Quel est le sens physique
de la relation (439) ?

120 Corrélativement, la compressibilité à l’approximation RPA est χRPA(~q, ω) = χ0(~q, ω)/
[
1− 1

2
U χ0(~q, ω)

]
.
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b) Dans la limite ω � kBT , montrer que le facteur de structure présente le comportement

S+−(~q, ω) ∝ Γ(q)

ω2 + Γ(q)2
(440)

où l’on donnera l’expression de Γ(q) en fonction de q et du paramètre ε = Uc
U − 1� 1.

4/ Il est possible de mesurer le facteur de structure par diffusion de neutrons . La figure montre
le résultat d’une telle expérience de diffusion sur un métal de Ni3Ga à T = 22 K, en fonction de
l’énergie transférée ~ω et de l’angle de diffusion θ, lui-même relié au transfert d’impulsion par
q2 = k2

N

[
2 + ~ω/EN − 2 cos θ

√
1 + ~ω/EN

]
où kN et EN sont le vecteur d’onde et l’énergie des

neutrons incidents [si l’on néglige ~ω, on a q ' 2kN sin(θ/2)]. Commenter l’allure des données
expérimentales à l’aide de l’analyse précédente.

dσ
dΩ ∝ S

+−(~q, ω)
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azimuthal scattering angle. The magnitude of the 
scattering wavevector q may be evaluated for 
each 8 and E via the simultaneous energy and 
momentum conservation condition q*(8, E) = 
Z&2 + E/E, - 2~0s 0(1+ EIEN)l’*], where E, 
and fik, are the energy and momentum of the 
incident neutrons, respectively. For incident neu- 
tron energies in the range 1 to 4 meV and scatter- 
ing wavevectors q,, = q(8, E = 0) between 0.04 
and 0.4 A-‘, E and q resolutions (FWHM) of 50 
to 200 PeV and of 0.01 to 0.05 A-‘, respectively, 
have been obtained (the 50 PeV and 0.01 A-’ 
resolutions apply to the conditions E, z 1 meV 
and qO z 0.04 A-l). 

We proceed to examine the main features of 
the thermally induced scattering intensity Z(0, E) 
observed. Examples of Z(r3, E)(= Ad%/ 
do ’ dE’) are presented in fig. 2 for the exchange 
enhanced paramagnet Ni,Ga [19, 201 (Ll, struc- 
ture [18]) at 22 K, and in fig. 3 in the weak 
ferromagnet ZrZn, [22] (Cl5 structure, 0.15&I 

$$& (mb/str/at/meV) 

E (meV) 
Fig. 2. Energy dependence of the scattering intensity I(@, E) 
(= A d*aidfl dE) at 22 K relative to the 1.5 K background in 
Ni,Ga, measured by the time-of-flight technique for incident 
wavelength A, = 5.0 + 0.1 8, (E, = 3.3 + 0.1 meV) and for 
mean scattering angles t9 of 3.4”, 4.7”, 6.0”, 7.2”, 8.2”, 9.0” 
and 12.0” (corresponding to elastic scattering wavevectors of 
0.075 A-’ to 0.26A-‘), as shown in frames (a) to (g), 
respectively [19, 201. The scattering intensity has been aver- 
aged over the azimuthal angle I$ and over a range of 8 about 
the mean values equal to ? f” in frames (a) to (f), and 21” in 
frame (g). The solid lines represent the scattering intensity 
calculated in terms of the model for x( 4, w) defined by (4) 
and (7) in the text with Tiy = 3.0 peV A and c = 1.0 x lo5 A’, 
and x( T = 22 K) as given in ref. [18]. The calculations are 
based on an absolute calibration of the intensity including the 
effects of instrumental resolution and the energy dependence 
of the scattering wavevector. (The uncertainties in the values 
of y and c are discussed in ref. [20].) 

+& (102mb/str/ot/meV) 

13 
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Fig. 3. Energy dependence of the scattering intensity I(& E) 
at 35 K relative to the 1.5 K background in ZrZn, (T, = 
28 K) under conditions equivalent to those given in the 
caption of fig. 2 except that A, = 7.9 % 0.1 A and in frames 
(a) to (d) 0 is 3.6”, 4.4”, 5.3” and 6.2” (corresponding to 
elastic scattering wavevectors of 0.05 to 0.10 A-‘), respec- 
tively [22]. The solid lines represent, as in fig. 2, the intensity 
calculated in terms of the model defined by (4) and (7) in the 
text with fLy = 1.8 FeV 8, and c = 3.0 X lo5 A’ and x(T = 
35 K) as inferred from bulk susceptibility measurements [22]. 

Zr atom in the low temperature and low field 
limit, T, = 28 K [21]) above its Curie tempera- 
ture at 35 K. First, the thermally induced scatter- 
ing intensity is, within our experimental resolu- 
tion and range, diffusive, i.e. Z(0, E) is peaked 
around the origin in E. Secondly, the scattering 
intensity has a strong 8 dependence, and the 
peak height of Z(I~, E) falls by an order of mag- 
nitude over an angular range of less than 10 
degrees. This behaviour is inconsistent with that 
expected from incoherent or multiple phonon 
scattering processes which would increase in in- 
tensity with increasing angle. Moreover, from 
estimates of the phonon density of states the 
observed scattering intensities in figs. 1 and 2 are 
up to two orders of magnitude stronger than 
expected from any phonon scattering mechan- 
ism. The magnitude of Z(0, E) is also too large to 
be attributed to orbital or current fluctuations, to 
magnetic polarisation clouds surrounding residu- 
al structural or chemical imperfections in the 
pure samples employed, or to scattering from the 
walls of the cryostat (or to known effects as- 
sociated with the time-of-flight measurement 
technique itself). Hence, the bulk of Z(0, E) is 
attributed to the scattering from spin density 
fluctuations and provides a direct measure of the 
imaginary part of x( q, w), where q = (0, E) and 
w = Elfi. 

~ω (meV)

Figure 61 : Section efficace différentielle pour la diffusion de neutrons en fonction de l’énergie
transférée Efinale

N − Einitiale
N = ~ω et de l’angle de diffusion (i.e. du moment transféré). G. G.

Lonzarich, N. R. Bernhoeft and D. McK. Paul, Spin density fluctuations in magnetic metals,
Physica B156&157, 699–705 (1989).

+ Annexe :
• Convention pour les transformations de Fourier :

f~q =

∫
Vol

d~r e−i~q·~r f(~r) et f(~r) =
1

Vol

∑
~q

f~q ei~q·~r −→
Vol→∞

∫
d~q

(2π)d
f~q ei~q·~r (441)

• On rappelle que la moyenne grand canonique d’un commutateur d’opérateurs à N corps somme
d’opérateurs à un corps, du type Â =

∑N
i=1 â

(i), est

〈[Â , B̂]〉 =
∑
α

fα 〈ϕα |
[
â, b̂
]
|ϕα 〉 =

∑
α, β

(fα − fβ) aαβ bβα , (442)

où la somme porte sur les états individuels stationnaires. aαβ = 〈ϕα |â|ϕβ 〉 est un élément de
matrice de l’opérateur à un corps et fα = f(εα) est l’occupation moyenne de l’état individuel.

+ Pour en savoir plus :
• P. Fulde, Electron correlations in molecules and solids, Solid State Science, Springer, 1995.
• R. M. White, Quantum Theory of Magnetism, Springer, 2006.
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J Problème : Oscillations de Weiss de la magnétorésistivité d’un
2DEG

J.1 Subject of the exam

Introduction :121 Gerhardts, Weiss and von Klitzing analysed the conductivity of a two di-
mensional electron gas (electrons confined at the interface of two semiconductors) submitted to
a strong magnetic field. They were able to introduce some additional external (scalar) potential
modulated in space in one direction only, V (x) = V0 cos(2πx/a). The aim of the problem is to
study the effect of V (x) on the longitudinal conductivity.

The Hamiltonian describing the dynamics of one electron moving in the plane xOy is

H0 =
1

2
m∗~v

2 + V (x) =

(
~p− e ~A(~r)

)2
2m∗

+ V (x) (443)

where ~v = (vx, vy) is the velocity operator and ~A = (0, B x, 0) describes a magnetic field per-
pendicular to the plane. m∗ = 0.067me is the effective mass in AsGa (me ' 10−30 kg).

We denote by {εα, |ϕα 〉} the spectrum of H0.

A. Conductivity.– The conductivity tensor characterizes the response of the spatially averaged
current density ~j to an external uniform time dependent electric field :

B

Lx

Ly
−e

〈ji(t)〉~E =
∑
j

∫
dt′ σij(t− t′) Ej(t′) +O(E2) . (444)

The current density operator for one electron is ~j = e
Surf~v, where Surf = LxLy is the surface of

the plane. The perturbation is chosen under the form Hpert(t) = −e ~E(t) · ~r.

1. Express the conductivity tensor as an equilibrium correlation function (for one electron).

2. Show that the frequency dependent conductivity for the electron gas is given by

σ̃ij(ω)
def
=

∫ +∞

−∞
dt eiωt σij(t) = − i~e2

Surf

∑
α,β

fα − fβ
εα − εβ

(vi)αβ(vj)βα
~ω + εα − εβ + i 0+

, (445)

where fα ≡ f(εα) is the Fermi function.

Hint : use the formula recalled in the appendix.

3. Discuss the role and the origin of the � i 0+ � in the denominator.

4. Zero frequency.– We will consider the zero frequency conductivity σij ≡ σ̃ij(ω = 0) :

σij = − i~e2

Surf

∑
α,β

fα − fβ
εα − εβ

(vi)αβ(vj)βα
εα − εβ + i~/τ

, (446)

where we performed the substitution 0+ −→ ~/τ . What is the physical meaning of τ ?

We admit that the formula is meaningfull for a finite 1/τ .

121Sujet d’examen du 7 janvier 2015.
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B. Conductivity of the Landau problem (case V (x) = 0).

The Landau problem.– The one body Hamiltonian has the explicit form

H0 =
1

2
m∗~v

2 =
1

2m∗
p2x +

1

2
m∗ω

2
c

(
x− py

eB

)2
(447)

where ωc = eB
m∗

> 0 is the cyclotron pulsation. Translation invariance in the y direction allows to

write the eigenstates as ϕ(x, y) = f(x) eiky. We obtain that f(x) is the eigenstate for a 1D harmonic
oscillator centered around xc = ~k/eB. Denoting by φn(x) the well-known eigenfunctions of the
harmonic oscillator (Gaussian×Hermite polynomial), we find that the eigenstates of H0 are

ϕn,xc(x, y) = φn(x− xc)
eixcy/`

2
B√

Ly

for an energy εn = ~ωc

(
n+

1

2

)
, n ∈ N . (448)

`B =
√

~/(eB) is the magnetic length setting the typical width of the narrow function φn(x).

The quantum number xc replaces the wavevector k. Imposing periodic boundary condition in the

y direction, we obtain that xc is quantised as xc = 2mπ`2B/Ly, with m ∈ N. The spectrum of the

one particle Hamiltonian is similar to that of a harmonic oscillator (reflecting the existence of the

cyclotron orbits) with macroscopically degenerate Landau levels (because εn is independent on

quantum number xc) : degeneracy of levels is dLL = LxLy/(2π`
2
B), which follows from xc ∈ [0, Lx].

Matrix elements of ~v are deduced from standard properties of the 1D harmonic oscillator

〈ϕn,xc |vx|ϕm,x′c 〉 = −i δxc,x′c

√
~ωc
2m∗

(√
n+ 1 δm,n+1 −

√
n δm,n−1

)
(449)

〈ϕn,xc |vy|ϕm,x′c 〉 = −δxc,x′c

√
~ωc
2m∗

(√
n+ 1 δm,n+1 +

√
n δm,n−1

)
(450)

1. Compute explicitly the longitudinal (zero frequency) conductivity σxx = σyy from Eq. (446).

Express the result in terms of the Drude conductivity σ0 = nee2τ
m∗

, where ne = N/Surf is
the electronic density, and a dimensionless function of ωcτ . Plot neatly σyy as a function
of the magnetic field and explain physically the behaviour.

Hint : the filling factor (number of filled Landau levels) may be written as N/dLL =
neh/(eB) =

∑∞
n=1 n

[
f(εn−1)− f(εn)

]
2. One could compute the Hall conductivity along the same lines : one obtains σxy = −σyx =
σ0 ωcτ/

[
1 + (ωcτ)2

]
. Deduce the resistivity tensor ρ = σ−1.

C. Effect of the oscillating potential V (x).– We now consider the experimental situation
described by the Hamiltonian (443) where V (x) = V0 cos(2πx/a).

1. If the modulation occurs on large scale, a � `B, justify that (448) are still eigenstates of
the Hamiltonian, with eigenvalues now depending on the quantum number xc as

εn,xc ' ~ωc
(
n+

1

2

)
+ V (xc) . (451)

2. Show that the speed operator in the y direction now aquires some non zero diagonal matrix
element, given by the Feynman-Hellmann theorem :

〈ϕn,xc |vy|ϕn,x′c 〉 = δxc,x′c
1

m∗ωc

∂εn,xc
∂xc

. (452)

Hint : write vy = ωc(xc − x).
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In the expression of the conductivity (446), considering separatly the diagonal terms
∑

α=β

and non diagonal term
∑

α 6=β [the indices designate each a pair of quantum numbers α ≡ (n, xc)],
leads to the conclusion that the longitudinal conductivity receives an additional contribution
σyy −→ σyy + ∆σyy due to the introduction of the oscillating potential :

∆σyy =
e2τ

Surf

∑
n, xc

−f ′(εn,xc) |〈ϕn,xc |vy|ϕn,xc 〉|
2 (453)

3. Is the conductivity σxx affected by the presence of V (x) ? Justify your answer.

4. Bonus : Assuming that ~ωc > V0, show that the zero temperature result reads

∆σyy =
e2

h

2τ`2B
a ~
|V ′(Xn)| where V (Xn) = εF − ~ωc(n+ 1/2) . (454)

Hint :
∑

xc
−→ Ly

2π`2B

∫ Lx
0 dxc

5. The expression (454) does not allow for a simple analysis of the experiment for two reasons :
(i) one should add several such contributions when ~ωc < V0 (0 < ~ωc < 1.2 meV and
V0 = 0.3 meV) and (ii) thermal effect is not negligible (kBT = 0.19 meV) ; many Landau
levels are filled (εF = 11meV). Recalling that the longitudinal transport involves cyclotron

orbits of energy εF =
~2k2

F
2m∗

, i.e. of radius Rc = kF `
2
B, argue that one expects that ∆σyy is

(pseudo) periodic as a function of 1/B. Give the period of these oscillations.

Explain qualitatively the data of Fig. 62 in the low magnetic field domain (B . 0.5 T).

ρ
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Figure 62 : Magneto-resistivities ρxx (continuous) and ρyy (dashed) at T = 2.2 K (i.e. kBT =
0.19 meV). Data from : Gerhardts, et al, Phys. Rev. Lett. 62, 1173 (1989).

6. Bonus : What is the origin of the rapid oscillations appearing at larger field (B & 0.4T) ?

+ Appendix :

We recall that the grand canonical average of a commutator of many body operators, sums of
one particle operators, of the form Â =

∑N
i=1 â

(i) and B̂ =
∑N

i=1 b̂
(i), is

〈[Â , B̂]〉 =
∑
α

fα 〈ϕα |
[
â, b̂
]
|ϕα 〉 =

∑
α, β

(fα − fβ) aαβ bβα , (455)

where the sum runs over one particle stationary states. aαβ = 〈ϕα |â|ϕβ 〉 is a matrix element of
the one particle operator and fα = f(εα) denotes the occupancy of the individual eigenstate.
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J.2 Solutions of the problem

A. Conductivity.

1. With the perturbation of the form Hpert(t) = −e ~E(t) · ~r, we get the conductivity for one
electron as σij(t) = i

~ θH(t)
〈[

e
Surf vi(t) , e rj

]〉
.

2. The conductivity of the gas of N electrons is obtained by doing vi →
∑N

a=1 v
(a)
i and

rj →
∑N

a=1 r
(a)
j in the correlator. Using the formula of the appendix for the grand canonical

average of the commutator, we get

σij(t) =
ie2

~Surf
θH(t) tr {f(H0) [vi(t) , rj ]} (456)

=
ie2

~Surf
θH(t)

∑
α, β

(fα − fβ) (vi)αβ ei(εα−εβ)t/~ (rj)βα (457)

where the trace, runing in the one electron Hilbert space, has been expanded over the one
electron eigenstates ; fα ≡ f(εα) is the Fermi function.

The last steps are :
(i) Fourier transform

∫
dt e+iωt and use

∫∞
0 dt eiΩt = 1

0+−i Ω
, where 0+ is a regulator.

(ii) Make use of ~v = i
~ [H0, ~r ] to relate the matrix elements (rj)βα = i~ (vj)βα/(εα − εβ).

We get (445).

3. The i 0+ is a regulator which shifts the pole away from the real axis of the frequency. It
originates from the heaviside function, i.e. from the causality of the response.

4. The subtitution 0+ −→ ~/τ recalls the physical interpretation of the regulator as an infi-
nitly small damping rate (here this should correspond to the relaxation of the momentum
orientation due to collisions).

The formula (446) will be the starting point of the analysis in the following, assuming that
it is correct to consider a constant damping rate (this is the � constant relaxation rate
approximation �).

B. Conductivity of the Landau problem (case V (x) = 0).

1. The index α labelling the eigenstates is replaced by the quantum numbers (n, xc). Injecting
the matrix element in (446) we get

σyy = − ie2~
Surf

∑
n, xc,m, x′c

fn − fm
εn − εm

δxc,x′c
~ωc
2m∗

(√
n+ 1 δm,n+1 +

√
n δm,n−1

)2
εn − εm + i~/τ

(458)

= − ie2~
Surf

~ωc
2m∗

dLL

( ∞∑
n=0

fn − fn+1

εn − εn+1

n+ 1

εn − εn+1 + i~/τ
+
∞∑
n=1

fn − fn−1

εn − εn−1

n

εn − εn−1 + i~/τ

)

=
ie2~
Surf

~ωc
2m∗

dLL

(
1

−~ωc + i~/τ
+

1

~ωc + i~/τ

)
1

~ωc

∞∑
n=1

n [fn−1 − fn]︸ ︷︷ ︸
=N/dLL=neh/(eB) (filling factor)

(459)

Finally we obtain

σyy = σxx = σ0
1

1 + (ωcτ)2
(460)

134



where σ0 = nee2τ
m∗

is the Drude conductivity.

The magnetoconductivity has the form of a Lorentzian as a function of B ∝ ωc. The decay
of the longitudinal conductivity comes from the effect of the Lorentz force which bends
the electronic trajectories.

2. The calculation of the Hall conductivity (not asked) follows the same lines. The product
of matrix element is

σyy = · · ·
(√
n+ 1 δm,n+1 +

√
n δm,n−1

)2 · · ·
replaced by−→ σxy = · · ·

(√
n+ 1 δm,n+1 −

√
n δm,n−1

) (√
n+ 1 δm,n+1 +

√
n δm,n−1

)
· · ·

hence there is now a minus sign :

σxy = · · ·
(
− 1

−~ωc + i~/τ
+

1

~ωc + i~/τ

)
· · · ⇒ σxy = (ωcτ)σyy = σ0

ωcτ

1 + (ωcτ)2

(461)
The inversion of the conductivity tensor reads :

σ = σ0
1

1 + (ωcτ)2

(
1 ωcτ
−ωcτ 1

)
⇒ ρ =

1

σ0

(
1 −ωcτ
ωcτ 1

)
(462)

i.e. explicitly

ρxx = ρyy =
1

σ0
and ρyx = −ρxy =

B

nee
. (463)

C. Effect of the oscillating potential V (x).– The complete Hamiltonian is now

H0 =
1

2m∗
p2
x +

1

2
m∗ω

2
c

(
x− py

eB

)2
+ V (x) . (464)

1. We can still look for eigenstates under the form ϕ(x, y) = f(x) eixcy/`2B .

The low energy states of the quadratic potential (V (x) = 0) are spread over a distance
∼ `B =

√
~/(eB). If the potential V (x) is smooth at this scale (for a � `B), it may be

considered as constant, replaced by its value at the minimum of the quadartic potential
→ V (xc), hence the spectrum of energy

εn,xc ' ~ωc
(
n+

1

2

)
+ V (xc) . (465)

The denegeracy of Landau levels is now lifted.

2. We write

〈ϕn,xc |v̂y|ϕn,xc 〉 = 〈ϕn,xc |ωc(xc − x̂)|ϕn,xc 〉 =
1

m∗ωc
〈ϕn,xc |

∂

∂xc

1

2
m∗ω

2
c (xc − x̂)2|ϕn,xc 〉

We may now introduce the other terms of the Hamiltonian as they do not depend on xc :

1

m∗ωc
〈ϕn,xc |

∂

∂xc

[
1

2
m∗v̂

2
x +

1

2
m∗ω

2
c (xc − x̂)2 + V (x̂)

]
|ϕn,xc 〉 .

The partial derivative may be extracted from the quantum averaging thanks to normali-
sation condition ∂

∂xc
〈ϕn,xc |ϕn,xc 〉 = 0. Finally we obtain the desired relation (application

of the Feynman-Hellmann theorem)

〈ϕn,xc |v̂y|ϕn,xc 〉 =
∂εn,xc
∂xc

=
V ′(xc)

m∗ωc
(466)
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The fact that the Landau band is not flat anymore (degeneracy lifted) is related to the
presence of a current in the y direction.

Note that the current in the other direction is not affected : 〈ϕn,xc |v̂x|ϕn,xc 〉 = 0 (it follows
from the effective confinment by the quadratic potential in the x direction).

3. Off-diagonal matrix elements of the velocity operator are not changed by the introduction
of the smooth V (x).

Hence the non vanishing diagonal matrix elements 〈ϕn,xc |v̂y|ϕn,xc 〉 brings an additional
contribution, σyy −→ σyy + ∆σyy, to the longitundinal conductivity (446) :

∆σyy =
e2τ

Surf

∑
α

−f ′(εα) |(vy)αα|2 (467)

σxx is not changed by the introduction of V (x) since (vx)αα = 0.

4. We analyse the conductivity at T = 0. We assume ~ωc > V0 for simplicity, which means
that at most one oscillating Landau band may cross the Fermi level εF (Fig. 63).
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Figure 63 : Landau bands.

We can write

∆σyy =
e2τ

LxLy

Ly
2π`2B

∫ Lx

0
dxc

∑
n

δ(εF − εn,xc)
∣∣∣∣V ′(xc)m∗ωc

∣∣∣∣2 (468)

Using the periodicity of the potential :
∫ Lx

0 dxc −→ Lx
a/2

∫ a/2
0 and that δ(εF − εn,xc) =

δ(xc −Xn)/|V ′(Xn)|, we obtain (454).

We may be more explicit by using the expression of the cosine potential. We obtain finally

∆σyy =
2e2

~
`2B
a2

∞∑
n=0

τ
√
V 2

0 − (εF − ~ωc(n+ 1/2))2

~
(469)

where we have reintroduced the sum over Landau bands in order to account for the case
where several bands cross the Fermi level (when ~ωc < V0). It is understood that the
contribution is zero when the argument of the square root is negative.

Assuming that this correction remains small compare to σij for V (x), we obtain that the
longitunial resistivity are

∆ρxx '
∆σyy

σ2
xx + σ2

xy

and ∆ρyy = 0 (470)

In the experiment of Weiss et al, the parameters are :
• εF = 11 meV
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• 0 < B < 0.8 T, i.e. 0 < ~ωc < 1.2 meV
• V0 = 0.3 meV
• T = 2.2 K i.e. kBT = 0.19 meV
• ~/τ = 0.013 meV

If we plot (470) with the T = 0 expression (469), we obtain the Fig. 64 (the range corres-
ponds to 0 < B < 0.8 T).
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=
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Figure 64 : Weiss oscillations at T = 0 K.

For a finite temperature, all the rapid oscillations are smoothed and only the smooth
envelope remains.

5. The form of the smooth envelope can be understood by a semiclassical argument : the
transport properties are controlled by cyclotron orbits. The electron of energy εF (lon-
gitudinal conductivity is a Fermi surface property) has a circular trajectory of radius

Rc =

√
2εF /m∗
ωc

= `2BkF .

The periodic potential V (x) is equivalent to a periodic electric field ~E = −~uxV ′(x)/e.

If the radius is commensurate with the period, 2nRc = a, the electron feels an electric
field with the same sign at the left and the right of the orbit, what induces a drift in the
y direction, hence the anisotropy in the transport properties. The period is

∆(1/B) ∼ e a

~kF
(471)

On the experimental data (Fig. 62), we can see that, in the low field part of the graph
(B . 0.4T) the resistivity ρxx oscillates while ρyy is flat. These oscillations becomes slower
as B increases. This is consistent with our analysis.

6. The rapid oscillations appearing at larger magnetic field (B & 0.4 T) are Shubnikov-de
Haas oscillations.

hω
c

DoS

...

E

localised states

delocalised states

with disorderwithout disorder

DoS

...

E

hω
c

Figure 65 : Landau spectrum (density of states) without and with disorder.
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The expected density of states (DoS) of a disordered 2DEG is represented on Fig. 65. The
oscillations of the DoS (i.e. the quantisation of energy) are responsible for oscillations of
thermodynamic quantities (like the de Haas-van Alphen effect for the magnetisation).

Concerning the transport properties : the constant relaxation rate approximation (0+ →
~/τ) has led to the semi-classical (Drude-Sommerfeld) expression for ρxx = 1/σ0 (with no
oscillation). A more reallistic treatment of scattering processes on the disordered potential
(by self consistent Born approximation for example) shows that the conductivity presents
oscillations as a function of 1/B similar to oscillations of thermodynamic quantities (remind
that the conductivity is proportional to the DoS by the Einstein relation σxx = e2ρ(εF )D).
We emphasize that, contrarily to the case of thermodynamic properties, the conductivity
oscillations relies crucially on the presence of disorder : it localises a fraction of eigenstates
which do not participate to transport. The period of SdH oscillations is

∆(1/B) =
2e

~k2
F

=
2e

neh
(472)

Remark : the study of SdH oscillations is a common experimental tool to determine the
density of charge carriers at low temperature.
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Figure 4. pxx vs. B i n the temperature range between 1.5 and 22K. The commensura-

b i l i ty oscillations are less temperature dependent compared to the SdH-osci l lations. 

5 

•e 3 

o 

% 

^ 2 

1 

0 1 2 3 4 5 6 
N s d O ^ c m ' 2 ) 

Figure 5. n = ^ ~ r ( A ^ ) - 1 versus Ns. F u l l symbols correspond to a laser wavelength 

A=488nm, open symbols to A=633nm and different symbols represent different samples. 

The solid lines are calculated using the condition that the cyclotron orbit diameter 2RC 

is equal to an integer mult ip le of the interference period a, as is sketched i n the inset. 

Figure 66 : From D. Weiss, � Magnetoquantum oscillations in a lateral superlattice � (1990).

The two types of oscillations (Weiss oscillations and SdH oscillations) do not have the same
period (besides, the Weiss oscillations signals anisotropic transport). They have different
temperature dependences : the SdH oscillations rapidly disappear due to thermal broade-
ning whereas the Weiss oscillations are weakly dependent on temperature (see Fig. 66).

+ To learn more :
• Experiment analysed here was reported in : R. R. Gerhardts, D. Weiss and K. von Klitzing,
Novel magnetoresistance oscillations in a periodically modulated two-dimensional electron gas,
Phys. Rev. Lett. 62, 1173 (1989).
• A semiclassical theory, which is more appropriate to describe the experiment, was developed in :
C. W. J. Beenakker, Guiding-center-drift resonance in a periodically modulated two-dimensional
electron gas, Phys. Rev. Lett. 62, 2020 (1989) ; R. R. Gerhardts, Quasiclassical calculation
of magnetoresistance oscillations of a 2D electron gas in an anharmonic lateral superlattice
potential, Phys. Rev. B 45, 3449 (1989).
• A little review which may be found on the internet is : D. Weiss, �Magnetoquantum oscillations
in a lateral superlattice �, pp. 133–150, in Electronic properties of multilayers and low-dimensional
semiconductors structures, Edited by J. M. Chamberlain et al., Plenum Press, New York, 1990.
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• The detailed analysis of the Landau problem can by found in : L. Landau & E. Lifchitz,
volume 3 or my book, C. Texier, � Mécanique quantique �, chapter 16, 2nd edition, Dunod
(2015). Discussion of the Feynman-Hellmann theorem can be found in my book as well.
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K Problème : Zero sound in Helium-3

K.1 Subject of the exam

Introduction :122 In usual fluids, the propagation of sonic waves (first sound) is explained by
compression waves where local thermal equilibrium is ensured. Dissipation arises from tempe-
rature and velocity gradients. The absorption coefficient of a wave of frequency ω is found to
depend on temperature as Γ1 ∼ ω2/T 2 ; such increase at low temperature makes propagation
of first sound impossible at low T . In 1957, Landau predicted the existence of another type
of waves in electrically neutral Fermi liquids, which can propagate at zero temperature, hence
the denomination � zero sound �. These waves are of different nature than first sound as they
arise from Fermi distribution deformations (an out-of-equilibrium phenomenon). Dissipation of
zero sound is controlled by the collision rate in Fermi liquid, which vanishes at low temperature
as Γ0 ∼ T 2.

Parts A & B are (almost) independent

A. Compressibility of non-interacting Fermions.– We first derive the compressibility of
the Fermi gas within the model of non-interacting free fermions. The one-body Hamiltonian is
simply

Ĥ
(one body)
0 =

~̂p 2

2m∗
(473)

where m∗ is the effective mass. Eigenstates are simply the plane waves ϕ~k(~r) = 1√
V

ei~k·~r of energy

ε~k = ~k 2/(2m∗), with ~ = 1 (V is the volume ; we recall that the momentum is quantised in
finite volume). We introduce the Fourier component of the one body density operator

n̂~q
def
=

∫
V

d3~r e−i~q·~r n̂(~r) = e−i~q·~̂r (474)

where ~̂r is the position operator.

1/ Calculate the matrix element 〈ϕ~k |n̂~q|ϕ~k ′ 〉.

2/ An external scalar potential is applied, leading to the perturbation Hamiltonian

Ĥext(t) =

∫
d3~r n̂(~r)V ext(~r, t) =

1

V

∑
~q

n̂−~q V
ext
~q (t) . (475)

The compressibility is defined by

〈
n̂~q(t)

〉
V ext =

〈
n̂~q
〉

+

∫ +∞

−∞
dt′ χ~q(t− t′)V ext

~q (t′) + · · · (476)

Express the response function as an equilibrium correlation function.

3/ We denote by χ0(~q, ω) =
∫ +∞
−∞ dt eiωt χ~q(t) the compressibilty of the fermion gas where χ~q(t)

now denotes the response function of the many body problem. Express it in terms of the matrix
elements of the one body operator of question 1 (Hint : use appendix).

4/ Show that lim~q→0 limω→0 χ0(~q, ω) is related to the density of states ν0 per unit volume
at Fermi energy εF , assuming that the temperature is small compared to the Fermi energy,
kBT � εF . Justify physically the sign.

122Sujet d’examen du 6 janvier 2016.
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B. Interacting Fermions.– We first reformulate the result of part A by introducing the
notation

δn(~q, ω)
def
=

∫
dt eiωt

(〈
n̂~q(t)

〉
V ext −

〈
n̂~q
〉)

(477)

for the extra density induced by the external perturbation in the gas. δn(~q, ω) is controlled by
the compressibilty χ0(~q, ω) studied in part A :

δn(~q, ω) = χ0(~q, ω)V ext(~q, ω) . (478)

We now consider a fluid of interacting fermions described by the many-body Hamiltonian

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint = Ĥ0 +
1

2

∫
d3~rd3~r ′ n̂(~r)u(~r − ~r ′) n̂(~r ′) . (479)

Due to the interaction, a variation of the density produces a contribution to the potential :

V Hartree(~r) =
δHint

δn(~r)
=

∫
d3~r ′ u(~r − ~r ′)n(~r ′) . (480)

We now follow a self consistent approach in order to determine the compressibility χ(~q, ω) for
the interacting fermions. Introducing ũ(~q) =

∫
V d3~r e−i~q·~r u(~r), we write the total potential as

V tot(~q, ω) = V ext(~q, ω) + V Hartree(~q, ω) = V ext(~q, ω) + ũ(~q) δn(~q, ω) . (481)

In the self consistent approach, one replaces Eq. (478) of part A by the equation

δn(~q, ω) = χ0(~q, ω)V tot(~q, ω) . (482)

1/ Deduce the expression of the compressibility of the interacting gas, defined by δn(~q, ω) =
χ(~q, ω)V ext(~q, ω). Express χ(~q, ω) in terms of χ0(~q, ω) and ũ(~q).

A lengthy calculation shows that the compressibility for the non-interacting fermions found
in part A is χ0(~q, ω) ' +ν0

1
3

(vF q
ω

)2
for vF q � ω, where q

def
= ||~q|| and vF is the Fermi velocity.

For electrically neutral fermions like Helium-3 atoms, interaction can be considered purely
local, i.e ũ(~q) ' ũ(0) = cst.

2/ Show that the compressibility presents the behaviour

χ(~q, ω) ∝ q2

ω2 − ω0(q)2
. (483)

Discuss the physical meaning of such a structure. Identify an important aspect which has been
forgotten in this derivation and correct the expression.

3/ We recall the expressions of the density of states ν0 = m∗kF /(π~)2 and the fermion density
n = k3

F /(3π
2). Identify the speed of zero sound c0 in the dispersion relation and express it as a

function of n, m∗ and the interaction strength ũ(0).
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Figure 1 : Dissipation rate and celerity of
sound waves in liquid Helium-3 at p = 0.32 atm
as a function of temperature.
From : W. R. Abel, A. C. Anderson and J. C.
Wheatley, � Propagation of zero sound in He3

at low temperatures �, Phys. Rev. Lett. 17, 74
(1966).

4/ Discuss the experimental result of Fig. 1 (at
the light of the discussion of the introduction).

5/ A.N. : The Fermi velocity given in the article
is vF = 54 m/s. Deduce the value of the inter-
action strength ũ(0) in meV.nm3 (we recall that
the proton mass is mp = 1.67× 10−27 kg).
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Also important is the temperature Tmax*
at which one finds maximum attenuation or max-
imum rate of change with temperature of the
velocity. Under the simplest assumptions this
temperature corresponds to wT = 1, where v
is the relaxation time for velocity, which is
assumed to have a T ' temperature dependence.
However, mare generally one would expect
~'"/Tmax* to be a. constant at the maximum.
Table II shows the results of an analysis of
this point, both for the present experiments
and for those of Ref. 3. Inspection of the table

I86 I I iI I I IIII I I I I I IIII I

FIG. 2. Amplitude attenuation coefficient and sound
propagation velocity as a function of magnetic tempera-
ture in pure liquid He3 at 0.32 atm and for frequencies
of 15.4 and 45.5 MHz. Each point shown on the graph
is the average of several raw data points. The straight
line drawn through the low-temperature attenuation da-
ta represents Eq. (1), while the straight lines drawn
through the high-temperature data represent Eq. (2),
with u/27r equal to 15.4 and 45.5 MHz. With the present
gap it was not possible to measure the 45.5-MHz atten-
uation coefficient above e =200 cm . The smooth
curve just above the attenuation data for 15.5 MHz is a
plot of Eq. (6) with cd/27I =15.4 MHz and eo and 0.

& given
by Eqs. (1) and (2).

15.4
15.4
45.5
15.4

1.44
1.57
l.58
1.62

2.74
2.65
2.66
2.65

shows that, in the case of attenuation measure-
ments, in which Tmax* is well determined,
the frequency dependence is quantitatively veri-
fied. It is difficult to estimate Tm~ from
the velocity measurements, so the scatter is
greater. However, it seems clear from these
data that the transition observed in Ref. 3 is
indeed to be attributed to a transition from first
to zero sound.
Our results can also be compared with the

theory of Khalatnikov and Abrikosov' in which
the velocity of zero sound is found to be given
by the implicit equation

1 + ,'E, —
Eo(l +—,'E, ) + so'E, '

(4)

For the values given above for the parameters
in Eq. (4), one finds T,T'=1.5xlp "secK".

where zo(s, ) =1(s,/2) ln[(s, +1)/(s, -l)]f-l, sp
=cp/vF, and vF is the Fermi velocity. Recent-
ly determined' values of the Fermi-liquid param-
eters are Eo:10 77 +,:6 25 and vF:53 8
m/sec for a pressure of 0.28 atm (close to the
present one). At this pressure c, =187.2 m/sec.
Solving Eq. (3) for s, one finds s, = 3.597 [and
M (s,) = 0.027 033]. This leads to [(cp-cl )/
cl]p 28 atm

——0.034, in remarkable agreement
with the measured value at 0.32 atm of 0.035
+ 0.003. Using a theory for energy transfer
from a solid to liquid He', Keen, Matthews,
and Wilks' found (c,-c,)/c, =0.10+0.03, a larger
effect than observed here. Assuming the es-
sential correctness both of the experirgents
of Ref. 3 and of the present ones, the discrep-
ancy in the value of (co—c,)/c, must be attributed
to an inadequacy of the theory explaining ener-
gy transfer into the liquid.
In regard to attenuation, at high temperatures

one expects'

6/ Bonus : Comparison with electrically charged Fermi liquid.– We now compare
the previous discussion with the case of charged Fermi liquids. In this case the interaction is the
Coulomb interaction ũ(~q) = 4πe2/q2, where e2 = q2

e/(4πε0) = 1.44 eV.nm. Given that the two
first terms of the expansion of the compressibility of the free fermion gas are

χ0(~q, ω) ' +ν0

[
1

3

(vF q
ω

)2
+

1

5

(vF q
ω

)4
]

for vF q � ω , (484)

analyse the compressibility χ(~q, ω) in this case (show that it involves the characteristic frequency
ωp =

√
4πne2/m∗). Deduce a new dispersion relation ωpl(q). Compare with the dispersion

relation of the neutral Fermi liquid. Estimate ωp for n ' 6 × 1028 m−3 and m∗ ' 10−30 kg
(electrons in silver).

+ Appendix :

We recall that the grand canonical average of a commutator of many body operators, sums of
one particle operators, of the form Â =

∑N
i=1 â

(i) and B̂ =
∑N

i=1 b̂
(i), is

〈[Â , B̂]〉 =
∑
α

fα 〈ϕα |
[
â, b̂
]
|ϕα 〉 =

∑
α, β

(fα − fβ) aαβ bβα , (485)

where the sum runs over one particle stationary states. aαβ = 〈ϕα |â|ϕβ 〉 is a matrix element of
the one particle operator and fα = f(εα) denotes the occupancy of the individual eigenstate.
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K.2 Solutions of the problem

A. Compressibility of non-interacting Fermions.

1/ Preliminary : we need the matrix element

〈ϕ~k |n̂~q|ϕ~k ′ 〉 =

∫
V

d3~r

V
e−i~k·~re−i~q·~rei~k ′·~r = δ~k ′,~k+~q

2/ Within the notations of the course : f(t)→ V ext
~q (t), A→ −(1/V )n̂−~q and B → n̂~q, thus the

response function is

χ~q(t) = − i

V
θH(t)

〈[
n̂~q(t) , n̂−~q

]〉
(486)

3/ Using the formula of the appendix we get

χ0(~q, ω) = − i

V

∫ ∞
0

dt e(iω−0+)t
∑
~k,~k ′

(
f~k − f~k ′

)
eiε~kt〈ϕ~k |n̂~q|ϕ~k ′ 〉e

−iε~k ′ t〈ϕ~k ′ |n̂−~q|ϕ~k 〉

=
1

V

∑
~k

f~k − f~k+~q

ω + ε~k − ε~k+~q
+ i0+

4/ We first consider the limit ω → 0, then

χ0(~q, 0) =
1

V

∑
~k

f~k − f~k+~q

ε~k − ε~k+~q

(the regulator is not needed as the fraction is regular for ~q → 0). In the small wavevector limit
we can write

lim
~q→0

χ0(~q, 0) =
1

V

∑
~k

∂f~k
∂ε~k
' − 1

V

∑
~k

δ(εF − ε~k) = −ν0

(in usual metals we can always assume kBT � εF ). The negative sign is interpreted as follows :

a positive uniform static potential changes the spectrum as ε~k =
~k 2

2m∗
−→ ε~k =

~k 2

2m∗
+ V ext. At

fixed εF , the electron density is thus diminished by δn ' −ν0 V
ext.

Remark : Note that the two limits do not commute. We see from (484) that lim~q→0 χ0(~q, ω) = 0.

B. Interacting Fermions.

1/ We use the self consistent argument : we replace δn(~q, ω) = χ0(~q, ω)V ext(~q, ω) for the non-
interacting fermions by δn(~q, ω) = χ0(~q, ω)V tot(~q, ω), thus

δn(~q, ω) = χ0(~q, ω)
[
V ext(~q, ω) + ũ(~q) δn(~q, ω)

]
leading to

δn(~q, ω) =
χ0(~q, ω)

1− χ0(~q, ω)ũ(~q)︸ ︷︷ ︸
=χ(~q,ω)

V ext(~q, ω)

This coincides with the RPA approximation

χ(~q, ω) =
1

1/χ0(~q, ω)− ũ(~q)
(487)
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2/ Assuming constant interaction and using the expansion of the free compressibility we get

χ(~q, ω) ' 1
3
ν0

(
ω
vF q

)2 − ũ(0)
=
ν0v

2
F

3

q2

ω2 − (ν0/3)v2
F ũ(0) q2

Defining c0
def
= vF

√
ν0ũ(0)/3 and re-introducing the regulator ensuring causality we obtain

χ(~q, ω) ' ν0

3

(vF q)
2

(ω + i0+)2 − c2
0 q

2
(488)

The resonance line in the place (q, ω) corresponds to the spectrum of collective excitations with
a linear dispersion relation ω = ω0(q) = c0q (like usual sound). Since we are studying density
modulations, these collective excitations are density waves mediated by the interaction : this is
the zero sound.

3/ Using the expression of the DoS and the density we can rewrite the zero sound velocity as

c0 =

√
n ũ(0)

m∗
= vF

√
ν0ũ(0)

3
. (489)

The measure of sound velocity directly provides the interaction strength. Nice !

4/ The experimental data shows a clear crossover between the dissipation rate Γ1 ∼ ω2/T 2

characteristic for first sound (high T ) to the collision rate Γ0 ∼ T 2 (low T ) between fermions
controlling the damping of zero sound. This is a clear indication that sound waves characterised
by celerity c0 ' 194 m/s (for T . 10 mK) is zero sound.Helium-3, Phase diagram 

High temperatures 

 
 

Differences compared to He-4: 
He-3 atoms are fermions, i.e. no ordinary BEC 
No super fluid transition at “high” temperature 
Lower Tboil, higher Pmelt, due to lower mass larger 
zero point fluctuations. 
Melting curve is non-monotonous. 
Super fliud transition around 1mK. 

Logarithmic temperature scale 

  
the polycritical point 

 

Figure 2 : Phase diagram of Helium-3. Experiment was realised at p = 0.32 atm.

5/ A.N. : Given the Fermi velocity vF = 54 m/s (measured by Wheatley) we deduce the Fermi
energy εF = 45 µeV (TF = 0.53 K), the Fermi wavevector kF = 2.7 nm−1 and the density
n = k3

F /(3π
2) = 0.66 nm−3 (this corresponds to a volumic mass ρ = 3.3 g/liter).123

The density of states is ν0 = 3n/(2εF ) = 22 meV−1.nm−3.
In the experiment, Abel et alter measured the zero sound velocity c0 ' 194m/s, thus ũ(0)ν0 ' 39
i.e. ũ(0) ' 1.76 meV.nm3.

123 Temperature and preassure dependences of the density of Helium-3 were studied in the article : J. E. Rives
and H. Meyer, Phys. Rev. Lett. 7, 217 (1961).
Note that Helium-3 boils at T = 3.19 K (at p = 1 atm). At the boiling point, the mass per unit volume is
ρ = 59 g/liter (Wikipedia).
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Remark : The form χ0 ' 1
3ν0

(vF q
ω

)2
is only the first term of the expansion (484). If instead of

one term, one has kept the two first terms, the denomitor of χ would take the form

ω2
[
1− χ0(~q, ω) ũ(0)

]
=

1

ω2
(ω2 − λ+)(ω2 − λ−)

with λ± = (c0q)
2 1

2

[
1±

√
1 + 36/(5ũ(0)ν0)

]
. For ũ(0)ν0 � 1, the denomitor then reads

ω2
[
1− χ0(~q, ω) ũ(0)

]
' (ω2 − (c0q)

2)
ω2 + 9(c0q)

2/(5ũ(0)ν0)

ω2
' ω2 − (c0q)

2 ,

for small q and finite ω. The calculation performed above is thus valid in the limit ũ(0)ν0 � 1.

6/ Electrically charged Fermi liquids.– If we introduce the Coulomb interaction in the RPA
compressibility, we obtain a completly different result,

χ(~q, ω) =
χ0(~q, ω)

1− χ0(~q, ω)4πe2/q2
=
ν0

3

(vF q)
2 + · · ·

ω2 − 4πe2ν0v2
F

[
1
3 + 1

5

(vF q
ω

)2
+ · · ·

] , (490)

as the q2 in χ0 simplifies with the 1/q2 in ũ. As for neutral fermions, we must identify the pole.

a) Shortcut : for q → 0 the denominator is simply ω2−ω2
p where we have introduced the plasma

frequency ωp
def
= vF

√
4πe2ν0/3 =

√
4πne2/m∗. For finite q we may therefore simply replace the

1/ω2 by 1/ω2
p in the denominator of (490). Thus, reintroducing the regulator ensuring causality,

we deduce

χ(~q, ω) ' ν0

3

(vF q)
2

(ω + i0+)2 − ω2
p − (3/5)(vF q)2

We deduce the dispersion relation for the plasmon modes

ωpl(q) =
√
ω2
p + c2

pq
2 with cp = vF

√
3

5
,

characterising charge density waves. For silver we obtain ωp ' 1.3×1016 s−1 = 8.1 eV, i.e. a very
big gap.

b) Direct analysis : If you prefer, you can write

ω2 − 4πe2ν0v
2
F

[
1

3
+

1

5

(vF q
ω

)2
]

=
1

ω2
(ω2 − λ+)(ω2 − λ−)

with now λ± = ω2
p

1
2

[
1±

√
1 + (12/5)(vF q/ωp)2

]
. Hence the denominator of (490) is

'
(
ω2 − ω2

p −
3

5
(vF q)

2

)
ω2 + (3/5)(vF q)

2

ω2
' ω2 − ω2

p − (3/5)(vF q)
2

for small q and finite ω.
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149



[74] B. Diu, C. Guthman, D. Lederer and B. Roulet, Physique Statistique, Hermann, Paris
(1989).

[75] K. Efetov, Supersymmetry in disorder and chaos, Cambridge University Press (1997).

[76] A. L. Efros and M. Pollak (editors), Electron-electron interactions in disordered systems,
North-Holland (1985).

[77] A. L. Fetter and J. D. Walecka, Quantum theory of many-particle systems, McGraw-Hill
(1971).

[78] R. P. Feynman, Le Cours de physique de Feynman : Électromagnétisme, tome 2 , In-
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[88] H. Krivine, Exercices de mathématiques pour physiciens, Cassini, Paris (2003).

[89] R. Kubo, M. Toda and N. Hashitsume, Statistical physics II : non-equilibrium statistical
mechanics, Springer-Verlag (1992).

[90] L. D. Landau and E. Lifchitz, Physique statistique, Mir (1966), tome 5.

[91] M. Le Bellac, Physique quantique, EDP Sciences – CNRS Éditions (2003).
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Causalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Chaleur spécifique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Fonction de réponse statique . . . . . . . . . . . . . . . 21
Fonction spectrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Susceptibilité magnétique . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

T
Temps de libre parcours moyen élastique . . . 89
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