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Introduction

Afin de faciliter le travail de tous, voici la troisieme mouture de ce recueil d’exercices. L’esprit
n’a pas changé : simplifier le concoctage des feuilles d’exercices par un simple «copier-collers.
Je n’ai pas saisi tous les exercices, je remercie vivement les «gros» contributeurs :

- Franz Ridde;

- Francois Gourio;

- Pierre-Yves Legall ;

- Pascal Ortiz.
Sans oublier tous ceux qui m’ont fourni leurs feuilles d’exercices : Jean-Francois Barraud, Cécile
Drouet, Olivier Gineste, Vincent Guirardel, Jean-Marc Hécart, Jean-Marie Lescure, Sylvain
Maillot, Nicolas Marco, Bertrand Monthubert, Nadja Rebinguet, Sandrine Roussel, Marie-
Helene Vignal. Qu'ils et elles en soient tous remerciés.
La «bibliotheque» s’agrandie encore : environ 1500 exercices. Les fichiers sources sont dispo-
nibles en KTEX2¢e, et récupérables a I'adresse suivante :

http ://fermat.ups-tlse.fr/~bodin/

Certains exercices sont corrigés (environ 10%), ils sont signalés par le symbole (©), cependant
les corrections ne sont disponibles que pour la version électronique. Vous pouvez contribuer a
ce recueil en m’envoyant vos fichiers :

bodin@picard.ups-tlse.fr ou abodin@crm.es

Donc n’hésitez pas a taper vos feuilles, ce sera fait une fois pour toutes et pour tous!

Arnaud Bodin
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1 Nombres complexes 1

Premiere partie

ALGEBRE 1

1 Nombres complexes

1.1 Forme cartésienne, forme polaire

Exercice 1© Mettre sous la forme a + b (a,b € R) les nombres :

3+6i  (1+i\* 3+6i 245 2-5i
3—4i  \2-4) "3—4i 7 1—i 1+4i

Exercice 2 Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme a +ib (a,b € R) :

542 (1 ,ﬁ)s BEE

1—2i Tty

Exercice 3 Représenter sous forme trigonométrique les nombres :

. e . 1+iV3
1+i ; 1+4V3 ; V3+i ; i
Exercice 4© Etablir les égalités suivantes :
1. (cos(m/7) + isin(w/?))(#)(l + 1) = v/2(cos(57/84) + i sin(57/84)),
2. (1 —1i)(cos(m/5) +isin(n/5))(v/3 — i) = 2v/2(cos(137/60) + i sin(137/60)),

g VE(cos(n/12)tisin(r/12)) _ v/B-i
: 141 2 -

:@etvzl

Exercice 5© Calculer le module et I’argument de u —1. En déduire le module

et 'argument de w = .
v

Exercice 6 Ecrire sous la forme partie réelle-partie imaginaire, puis sous la forme module-
argument le nombre complexe :

141

<1+z—\/§(1—¢)>2

Exercice 7€ Déterminer le module et I’argument des nombres complexes :

e

et et 619 + 62“9.

Exercice 8© Déterminer le module et Uargument de % Calculer (%)32

Exercice 9 Calculer (1 +iv/3)° + (1 —iv3)® et (1 +iv3)® — (1 —iv/3)°.

1

Exercice 10 Calculer le module et Pargument de z = .
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Exercice 11 Calculer les puissances n-iemes des nombres complexes :

Z:1+i\/§ 14 ZZl—i—z'tanG
! 141 b2 T BT T itane

Exercice 12 Comment choisir I’entier naturel n pour que (\/§+z)” soit un réel 7 un imaginaire ?

Exercice 139 Soit z un nombre complexe de module p, d’argument 6, et soit Z son conjugué.
Calculer (2 +2)(2% +2?%)... (2" +2") en fonction de p et 6.

Exercice 14 (partiel novembre 88)©

Soient o et 8 deux nombres réels. Mettre le nombre complexe z = €' 4 €’ sous forme trigo-
oy — o (ndieation - _atf , _ aB

nométrique z = pe” (indication : poser u = 5=, v = *57).

En déduire la valeur de

i C? cos[pac + (n — p) ).

p=0

Exercice 15 Mettre sous forme trigonométrique 1+€ ot1 § €]—, 7[. Donner une interprétation
géométrique.

Exercice 16 Montrer que si |z|] < k < 1l alors 1 —k < |1+ 2| < 1+ k. Faire un dessin et
montrer qu’il peut y avoir égalité.

Exercice 17 Montrer algébriquement et géométriquement que si |z| = 1 alors [1 4 z| > 1 ou
11+ 22 > 1.

Exercice 18 Résoudre 'équation exp(z) = /3 + 3.

1.2 Racines carrées, équation du second degré
Exercice 199 Calculer les racines carrées de 1, 4, 3444, 8 — 61, et 7+ 244.

Exercice 20©
1. Calculer les racines carrées de 1—\;; En déduire les valeurs de cos(7/8) et sin(7/8).

2. Calculer les valeurs de cos(7/12) et sin(r/12).

Exercice 21© Montrer que les solutions de az? + bz + ¢ = 0 avec a, b, ¢ réels, sont conjuguées.

Exercice 22© Résoudre dans C les équations suivantes :
P2hz41=0 ; 22-(142)z+i—-1=0 ; 22-V32—i=0 ;
22— (5—-14i)2 —2(5i +12) =0; 2> — (3+4i)z2 —1+5i=0; 42> =22 +1=0;
241022 4169=0 ; 2*4+2:24+4=0.
Exercice 23 Trouver les racines complexes de I’équation suivante :
zt — 302° + 289 = 0.
Exercice 24 Pour z € C\ {2i}, on pose

f(z) =

1. Résoudre ’équation 22 =i, z € C.
2. Résoudre I'équation f(z) =z, z € C\ {2i}.

22 — 1

2 —2i
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1.3 Racine n-ieme

Exercice 259 Calculer la somme S,=142z4+224--- 42"

Exercice 26 ©

1. Résoudre z® = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1, 7, j2. Calculer 1 + j + j2 et en
déduire les racines de 1 + z + 22 = 0.

2. Résoudre 2" = 1 et montrer que les racines s’écrivent 1,¢,...,c" 1. En déduire les racines
del+2z4+ 224+ 271 =0. Calculer, pour p € N, 1 + &P + % 4 ... 4 (»=Dp,

Exercice 27 1. Calculer les racines n-iémes de —¢ et de 1 4+ 1.
2. Résoudre 22 —z2+1—1i=0.

3. En déduire les racines de z?® — 2" +1 —i = 0.
Exercice 28 Soit ¢ une racine n-ieme de 'unité; calculer
S=1+2+3+-+ne"".
Exercice 29 Résoudre, dans C, I'équation (z +1)" = (z — 1)".
Exercice 30 Résoudre, dans C, I’équation 2" =Z oun > 1.
Exercice 31 Résoudre les équations suivantes :

6 L1+iV3 . 1=
= — =
1—iv3 1+iv3

Exercice 32 Résoudre 2° +27 = 0. (z € C)

Exercice 33 (partiel novembre 91)©

1. Soient zy, 2o, 23 trois nombres complexes distincts ayant le méme cube.

Exprimer z5 et z3 en fonction de z;.

2. Donner, sous forme polaire, les solutions dans C de :
4 (7T—i)2® —8—-8i=0.
(Indication : poser Z = 23 ; calculer (9 +4)?)
Exercice 34 Résoudre dans C I'équation 27(z — 1)% + (2 + 1)¢ = 0.

Exercice 35 Déterminer les racines quatriemes de —7 — 244.

1.4 Géométrie

Exercice 36© Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tels que :

1. 2_3‘:1,
z—25

5 z—3 _\/§

P
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Exercice 37 Montrer que pour u,v € C, on a |u+ v[* + [u — v|? = 2(Jul* + |[v|?).

Exercice 38 Soient z, 2’ € C tels que Arg(z) — Arg(2') = 7.
1. Montrer que 2z’ 4+ zz' = 0.
2. Montrer que |z + 2/|? = |z — 2/|> = |z|* + ||~
Exercice 39 1. Déterminer I’ensemble des points M du plan complexe, d’affixe z tels que :
Z(z—1)=2%z - 1).
2. Déterminer I'ensemble des points M du plan complexe, d’affixe z tels que les images de
1, z, 1 + 22 soient alignées.

Exercice 40 Soit s = (1 — 2)(1 —iz).
1. Déterminer ’ensemble des images des nombres complexes z tel que s soit réel.

2. Déterminer ’ensemble des images des nombres complexes z tel que s soit imaginaire pur.

Exercice 41 Déterminer les nombres complexes z tels que le triangle ayant pour sommets les
points d’affixes z, 22, 2% soit rectangle au point d’affixe z.

Exercice 42 Déterminer les nombres complexes z € C* tels que les points d’affixes z,% et
(1 — 2) solent sur un méme cercle de centre O.

Exercice 43 Résoudre dans C le systeme :
lz—1<1,]z+1] < L

Exercice 44 (Comment construire un pentagone régulier ?)©

Soit (Ap, A1, A, A3, A4) un pentagone régulier. On note O son centre et on choisit un repere
orthonorm’e (O, W, V) avec U = O—)Ao, qui nous permet d’identifier le plan avec I’ensemble des
nombres complexes C.

A
A
. /
(0]
%\
A4
1. Donner les affixes wy,...,w, des points Ay, ..., As. Montrer que w, = w,* pour k €
{0,1,2,3,4}. Montrer que 1 + w; + w? + w + wi = 0.

2

) est I'une des solutions de 'équation 42% + 2z — 1 = 0. En déduire

2. En déduire que cos(
la valeur de cos(%).
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3. On considere le point B d’affixe —1. Calculer la longueur BA; en fonction de sin {5 puis

e T 27
de v/5 (on remarquera que sin 15 = COs ).

4. On considere le point I d’affixe %, le cercle C de centre I de rayon % et enfin le point J

d’intersection de C avec la demi-droite [BI). Calculer la longueur BI puis la longueur
BJ.

5. Application : Dessiner un pentagone régulier a la regle et au compas. Expliquer.

1.5 Divers

Exercice 45 1. Calculer cos 56, cos 86, sin 66, sin 96, en fonction des lignes trigonométriques
de I'angle 6.

2. Calculer sin®@, sin @, cos®d, cos® 6, a 'aide des lignes trigonométriques des multiples
entiers de 6.

Exercice 46 Exprimer (cos5x)(sin3z) en fonction de sinz et cosx.

Exercice 47 Montrer que tout nombre complexe z non réel de module 1 peut se mettre sous
la forme 32 ol r € R.

1—ir?
Exercice 48 Soit u, v des nombres complexes non réels tels que |u] = [v] = 1 et uv # —1.
u+v 4
Montrer que § Tuy Cst réel.

Exercice 49 Calculer les sommes suivantes :

Z cos(kx) ; Z C* cos(kz).

Exercice 50 (Entiers de Gauss)®©
Soit Z[i] = {a+1ib; a,b e Z}.

1. Montrer que si « et 3 sont dans Z[i| alors « + (3 et a3 le sont aussi.
2. Trouver les élements inversibles de Z[i], c’est-a-dire les éléments o € Z[i] tels qu’il existe
B € Z[i] avec aff = 1.
3. Vérifier que quel que soit w € C il existe z € Z[i] tel que |w — z| < 1.
4. Montrer qu’il existe sur Z[i] une division euclidienne, c¢’est-a-dire que, quels que soient «
et [ dans Z[i] il existe q et r dans Z[i] vérifiant :
a=PBq+r avec Ir| < |3

(Indication : on pourra considérer le complexe %)

[R(2)| + [S(2)]
V2

Exercice 51 Montrer que Vz € C < |2] < |R(2)| + |S(2)|. Etudier les cas

d’égalité.

d
Exercice 52 Soit (a,b,c,d) € R* tel que ad — bec = 1 et ¢ # 0. Montrer que si z # —— alors
c
az+b. ()
cz+d" |(ez+d))*

3(



2 Logique, ensembles, raisonnements 6

Exercice 53 Que dire de trois complexes a, b, ¢ non nuls tels que |a + b+ ¢| = |a| + |b] + |c].

Exercice 54 1. Etudier la suite (zn)nen définie par : zo = 4, 2,41 = f(2z,) ou f est I'appli-
cation de C sur lui-méme définie par :

VzeC, f(z) =i+ i(l —iV3)z.

Indication : on commencera par rechercher les coordonnées cartésiennes de I'unique point
a tel que f(a) = «, puis on s’intéressera a la suite (x,),en définie par :

VneN,x, =z, —a.

2. On pose Vn € N1, = |zp41 — 2n|. Calculer

n
n—oo
k=0

et interpréter géométriquement.

2 Logique, ensembles, raisonnements

2.1 Logique

Exercice 55 Soient R et S des relations. Donner la négation de R = S.
Exercice 56© Démontrer que (1 = 2) = (2 = 3).
Exercice b7 Soient les quatre assertions suivantes :

(@) IxreRVyeR z2+y>0 ; (HVeeRIyeR z+y>0;

(c)VzeRIyeR x+y>0 ; (d)3weRVyeR 3 >u.
1. Les assertions a, b, ¢, d sont-elles vraies ou fausses ?

2. Donner leur négation.

Exercice 589 Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniere la plus précise possible,
les énoncés qui suivent :

1. Pour tout z € R f(z) < 1.

2. L’application f est croissante.

3. L’application f est croissante et positive.
4. Tl existe x € RT tel que f(z) < 0.

On ne demande pas de démontrer quoi que ce soit, juste d’écrire le contraire d’un énoncé.

Exercice 59 Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s’impose : <, <, = .
l.z2€R 22=4 ...... xr=2;
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Exercice 60© Dans R?, on définit les ensembles Fy = {(z,y) € R?* y <0} et 5 = {(z,y) €
R? zy > 1, > 0}. Evaluer les propositions suivantes :

_
1. Ve E]O,+OO[ E|M1 € F1 E|M2 € F2 / HMIMQH <€

—_—
2. E|M1 S Fl E|M2 S F2 / Ve G]O, +OO[ HMlMQH <e€
3. Jde E]O,+OO[ / VM, € FiVM, € F, ||M1M2H <e

_
4. VM, € F,VM, € F5 He E]O, +OO[ / ||M1M2|| <€

Quand elles sont fausses, donner leur négation.

Exercice 61 Nier la proposition : “tous les habitants de la rue du Havre qui ont les yeux bleus
gagneront au loto et prendront leur retraite avant 50 ans”.

Exercice 62 Ecrire la négation des assertions suivantes ou P, (), R, S sont des propositions.
1. P=Q,
2. P et non (),
3. Pet (QetR),
4. Pou (Q et R),
5. (Pet Q)= (R=09).

Exercice 639 Nier les assertions suivantes :
1. tout triangle rectangle possede un angle droit;
2. dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs;

3. pour tout entier z, il existe un entier y tel que, pour tout entier z, la relation z < =z
implique le relation z < x + 1;

4. ¥Ve>03a>0 / |[z—-7/5|<a=|bx—T| <e.

Exercice 64 (Le missionnaire et les cannibales)

Les cannibales d’une tribu se préparent a manger un missionnaire. Désirant lui prouver une
derniere fois leur respect de la dignité et de la liberté humaine, les cannibales proposent au
missionnaire de décider lui-méme de son sort en faisant une courte déclaration : si celle-ci
est vraie, le missionnaire sera roti, et il sera bouilli dans le cas contraire. Que doit dire le
missionnaire pour sauver sa vie? (d’apres Cervantes)

Exercice 65 La proposition (P A Q = (=P) V Q) est-elle vraie ?

Exercice 66 On suppose que la proposition P est vraie ainsi que les propositions suivantes :
1. ("Q)ANP = S.

S=(=P)VQ.

P=RVS.

SANQ=-P.

RA=(SVQ)=>T.

R= (=P)V (—Q).

La proposition T est-elle vraie ?

AR AN ol 2

Exercice 67 Ecrire la négation des phrases suivantes :
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1.
2.
3.
4.
5. (Ve > 0)(AN € N)/(Vn = N)(|un| < ).

6. (var € R)(Ve > 0)(3a > 0)/(Vf € F)(Vy € R)(|r — y| < a = |f() — fy)| < 2).

Exercice 68 Comparer les différentes phrases (sont-elles équivalentes, contraires, quelles sont
celles qui impliquent les autres...)

1. (Vz)(3y)/(x < y).

N O e W

Exercice 69 Si P(r) est une proposition dépendant de z € X, on note P = {x € X/P(z) est vraie}.
Exprimer en fonction de P et @) les ensembles =P, PAQ,PV Q,P = Q,P < Q.

Exercice 70 Montrer que Ve >0 dN € Ntel que (n > N =2 —¢e < % < 2+e¢).

2.2 Ensembles

Exercice 71 Montrer que ) C X, pour tout ensemble X.

Exercice 72 Montrer par contraposition les assertions suivantes, F étant un ensemble :
1. VA,BeP(F) (AnNB=AUB)= A=B,
2. VA,B,CeP(E) (AnNB=AnCet AUB=AUC)=B=C.

Exercice 739 Soit A, B deux ensembles, montrer ((AUB) = CANCB et (AN B) = CAUCB.

Exercice 74© Soient E et F deux ensembles, f : F — F. Démontrer que :
VA,BeP(E) (ACB)=(f(A)C [(B)),

VA,BeP(E) f(ANB)C f(A)N f(B)
VA,BeP(E) [f(AUB)=f(A)U [f(B),
VA,BeP(E) fYAUB)=[f"(A)U[f(B),
VAGP( ) fTHENA)=EN\ fH(A).

Exercice 75 Soient E un ensemble et A, B, C' trois parties de F telles que AUB = AUC et
AN B=ANC. Montrer que B = C.

Exercice 76 Soient E un ensemble et A, B, C trois parties de E.
Montrer que (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

Exercice 77 Donner les positions relatives de A, B,C C Esi AUB=BnNC.
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Exercice 78 Est-il vrai que P(ANB) =P(A)NP(B)? Et P(AUB) =P(A)UP(B)?
Exercice 79 Montrer que ANB=ANC < AnCB=AnCC.
Exercice 80 Donner la liste des éléments de P(P({1,2})).

Exercice 81 Soient A, B C E. Résoudre les équations a l'inconnue X C F
1. AUX = B.
2. ANX =B.

Exercice 82 Soient E, F, G trois ensembles. Montrer que (E x G)U (F x G) = (EUF) x G.

Exercice 83 Soient E, F, G, H quatre ensembles. Comparer les ensembles (E x F)N (G x H)
et (ENG)x (FNH).

Exercice 84 Soit E l’ensemble des fonctions de N dans {1,2,3}. Pour ¢ = 1,2,3 on pose
A; ={f € E/f(0) =i}. Montrer que les A; forment une partition de E.

2.3 Absurde et contraposée

Exercice 85 Montrer que v/2 ¢ Q.

Exercice 86 Soit X un ensemble et f une application de X dans ’ensemble P(X) des parties
de X. On note A l'ensemble des z € X vérifiant ¢ f(x). Démontrer qu’il n’existe aucun
z € X tel que A = f(z).

Exercice 879 Soit (fn)nen une suite d’applications de 'ensemble N dans lui-méme. On définit
une application f de N dans N en posant f(n) = f,(n) + 1. Démontrer qu’il n’existe aucun
p € N tel que f = f,.

Exercice 88©

1. Soit p1,p2,...,pr r nombres premiers. Montrer que l'entier N = pips...p, + 1 n’est
divisible par aucun des entiers p;.

2. Utiliser la question précédente pour montrer par l'absurde qu’il existe une infinité de
nombres premiers.

2.4 Récurrence

Exercice 89 Démontrer, en raisonnant par récurrence, que 10"+2 + 103"+ +1 est divisible par
111 quel que soit n € N. (Indication : 1000 =9 x 111 +1 ).

Exercice 90 Montrer :

1. Zk:w Vn € N*.
k=1

- 1)(2n +1
9. Zkﬁ:"(”Jr )6<”+ ) Vnen
k=1

Exercice 91 En quoi le raisonnement suivant est-il faux ?
Soit P(n) : n crayons de couleurs sont tous de la méme couleur.
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— P(1) est vraie car un crayon de couleur est de la méme couleur que lui-méme.

— Supposons P(n). Soit n + 1 crayons. On en retire 1. Les n crayons restants sont de la méme
couleur par hypothese de récurrence.
Reposons ce crayon et retirons-en un autre; les m nouveaux crayons sont a nouveau de la
méme couleur. Le premier crayon retiré était donc bien de la méme couleur que les n autres.
La proposition est donc vraie au rang n + 1.

— On a donc démontré que tous les crayons en nombre infini dénombrable sont de la méme
couleur.

222 — 3

Exercice 929 Soit la suite (Tn)nen définie par xo =4 et x,41 = ey
Tn

1. Montrer que : Vn € Nz, > 3.
2. Montrer que : Vn € N 2,11 — 3 > 3(z, — 3).
3. Montrer que : Vn e N 1z, > (%)n + 3.

4. La suite (z,)nen est-elle convergente ?

Exercice 93©

1. Dans le plan, on considere trois droites Ay, Ay, Az formant un “vrai” triangle : elles ne
sont pas concourantes, et il n’y en a pas deux paralleles. Donner le nombre R3 de régions
(zones blanches) découpées par ces trois droites.

2. On considere quatre droites Ay, ..., A4, telles qu’il n’en existe pas trois concourantes, ni
deux paralleles. Donner le nombre R4 de régions découpées par ces quatre droites.

3. On considere n droites Ay, ..., A,, telles qu’il n’en existe pas trois concourantes, ni deux
paralleles. Soit R,, le nombre de régions délimitées par A;...A,, et R,_; le nombre de
régions délimitées par Ay ...A,_;. Montrer que R, = R,,_1 + n.

4. Calculer par récurrence le nombre de régions délimitées par n droites en position générale,
c’est-a-dire telles qu’il n’en existe pas trois concourantes ni deux paralleles.

Exercice 94 Soit X un ensemble. Pour f € F(X, X), on définit f° = id et par récurrence pour
neN frtl = fro f,

1. Montrer que Vn € N f*tl = fo fm.

2. Montrer que si f est bijective alors Vn € N (f~1)" = (f*)~1.

Exercice 95 Montrer que

2.5 Divers

Exercice 96 Quels sont les entiers n tels que 4™ < n!?

Exercice 97 Montrer que :
"1
vn > 2,u, = — ¢ N.
2kt

Indication : montrer que

2pn + 1
¥n > 2,3(pu. gn) € (N)?, 0, = p2q+ ‘
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Exercice 98 Soit f : N* — N* une application vérifiant :

VYn e N* f(n+1) > f(f(n)).

Montrer que f = Idys. Indications : que dire de k € N tel que f(k) = inf{f(n)|n € N}? En
déduire que Vn > 0, f(n) > f(0). Montrer ensuite que Yn € N, on a : Ym > n, f(m) > f(n) et
Vm < n, f(m) = m (on pourra introduire k tel que f(k) soit le plus petit entier de la forme
f(m) avec m > n). En déduire que f est strictement croissante et qu’il n’existe qu’'une seule
solution au probleme. Laquelle ?

Exercice 99 Pour p € {1,2,3} on note S, = > kP.
k=0

1. A laide du changement d’indice ¢ = n — k dans Sy, calculer Sj.
2. Faire de méme avec S,. Que se passe-t-il 7
3. Faire de méme avec S pour I'exprimer en fonction de n et Ss.

4. En utilisant I'exercice 90, calculer Sj.

Exercice 100 Pour calculer des sommes portant sur deux indices, on a intérét a représenter la
zone du plan couverte par ces indices et a sommer en lignes, colonnes ou diagonales... Calculer :

LY i

1<i<j<n

2. S i —1).

1<i<j<n

3. Y (i- 1)

1<i<j<n

4. 2 (n=i)(n—7)

1<i<G<n

5. (p+ q)? (on posera k = p + q).
1<p,a<n

3 Injection, surjection, bijection

3.1 Application
Exercice 101 Soient f: R — Ret g: R — R telles que f(z) =3z +1et g(x) = 2> — 1. A-t-on
fog=gof?
3.2 Injection, surjection

Exercice 102 Donner des exemples d’applications de R dans R (puis de R? dans R) injective
et non surjective, puis surjective et non injective.

Exercice 103 Soit f : R — R définie par f(z) = 2 — z.
f est-elle injective ? surjective ? Déterminer f~1([—1,1]) et f(R,).

Exercice 104 Les fonctions suivantes sont-elles injectives 7 surjectives 7 bijectives ?
fZ—-Z, n—2n ; f:Z—>7Z, n— —n

fFR-R z—2*> ; f:R-R,, z— 22
f:C—C, z— 22
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Exercice 105 Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

1. f:{N_)N
n—n+1
{ZHZ
2. ¢g:
n—n+1
R? — R?
3. h: ~

B k:{R—{l}—ﬁR

T Ztl
rz—1

Exercice 106 Soit f : R — R définie par f(z) = 2z/(1 + z?).
1. f est-elle injective 7 surjective 7
2. Montrer que f(R) = [—1,1].
3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [=1,1] g(z) = f(z) est une bijection.

4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.

Exercice 107 L’application f : C\ {0} — C, z — z + 1/z est-elle injective? surjective ?
bijective ?

Donner I'image par f du cercle de centre 0 et de rayon 1.

Donner I'image réciproque par f de la droite ¢R.

Exercice 108 © On considére quatre ensembles A, B,C' et D et des applications f : A — B,
g: B—C,h:C — D. Montrer que :

g o [ injective = f injective,

g o f surjective = g surjective.

Montrer que :
(g o f et h o g sont bijectives ) & (f, g et h sont bijectives).

Exercice 109 Soit f : X — Y. Montrer que
1. VBCY f(f(B)) = Bn f(X).
2. f est surjective ssi VB C Y f(f~1(B)) = B.
3. f est injective ssi VA C X f1(f(A)) = A.
4. f est bijective ssi VA C X f(CA) = Cf(A).

Exercice 110 Soit f : X — Y. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
i. f est injective.

ii. VA, BC X f(AnB) = f(A)n f(B).

iii. VAABCX ANB=0= f(A)n f(B)=0.

Exercice 111 Soit f : X — Y.On note / : {7’<X) —PY) 7 {P(Y) — P(X)

A f(A) R B FYB)

Montrer que :



3 Injection, surjection, bijection 13

1. f est injective ssi f est injective.

2. f est surjective ssi f est injective.

Exercice 112 (Exponentielle complexe)© Si z = z + iy, (2,y) € R2, on pose €7 = % x e,
1. Déterminer le module et I'argument de e*.
2. Calculer e*+# €% 7%, (¢*)" pour n € Z.

3. L’application exp : C — C, z +— €7, est-elle injective 7, surjective ?

3.3 Bijection

Exercice 113 Soient a, b € R avec a # 0, et f, : R — R telle que f,4(z) = ax +b. Démontrer
que fqp est une permutation et déterminer sa réciproque.

Exercice 114 Soit f : [0,1] — [0, 1] telle que

f(a:)—{x size0,1]NQ,

1 —2x sinon.
Démontrer que f o f =id.

Exercice 115 © Soit f:R — Ct— €. Montrer que f est une bijection sur un ensemble &
préciser.

Exercice 116 On appelle demi-plan de Poincaré 'ensemble P des nombres complexes z tels
que Im z > 0, et disque unité 'ensemble D des nombres complexes z tels que |z| < 1. Démontrer

que z — 2 est une bijection de P sur D.

Exercice 117© Soit f : [1, +oo|— [0, +oo] telle que f(z) = 22 — 1. f est-elle bijective ?

Exercice 118 Soient A L B % ¢ D. Montrer que si go f et ho g sont bijectives alors f, g
et h le sont également.

Exercice 119 Soient A L B % ¢ % A. Montrer que si hogo f et go foh sont injectives et
f o ho g surjective alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 120 Soit X un ensemble. Si A C X on note y4 la fonction caractéristique associée.
P(X) — F(X.{0,1})

est bijective.
A > XA

Montrer que & : {

Exercice 121 Soit F un ensemble non vide. On se donne deux parties A et B de E et on
définit 'application f : p(F) — p(E), X — (ANX)U(BNX°). Discuter et résoudre 1'équation
f(X) = 0. En déduire une condition nécessaire pour que f soit bijective.

On suppose maintenant B = A°. Exprimer f al’aide de la différence symétrique A. Montrer que
f est bijective, préciser f~1. f est-elle involutive (i.e. f2 = id)? Quelle propriété en déduit-on ?
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4 Relation d’équivalence, relation d’ordre

4.1 Relation d’équivalence
Exercice 122 1. Soit F = Nx N, on définit R par : (a,b)R(a',V') < a+b = b+a’. Montrer
que R est une relation d’équivalence. Identifier £/R.

2. Mémes questions avec £ =Z x N* et (p,q)R(p,¢') < pqd = p'q.
Exercice 123 Dans R? on définit la relation R par :

(z,y)R(z",y) e y=1.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de (z,y) € R?.
Exercice 1249 Dans C on définit la relation R par :
2R & |z = 7.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de z € C.

Exercice 125 Soit R une relation binaire sur un ensemble E, symétrique et transitive. Que
penser du raisonnement suivant ?

“Ry = yRz car R est symétrique,
or (rRy et yRx) = xRx car R est transitive,
donc R est réflexive.”

Exercice 126 Etudier la relation ® définie sur R® (I'ensemble des applications de R dans R)
par :
fRg <= 3JA>0,Ve € R, |z| > A= f(z) = g(x).

Exercice 127 Montrer que la relation R définie sur R par :
TRy <= ze’ = ye”

est une relation d’équivalence. Préciser, pour z fixé dans R, le nombre d’éléments de la classe
de x modulo .

4.2 Relation d’ordre

Exercice 128 La relation “divise” est-elle une relation d’ordre sur N7 sur Z 7 Si oui, est-ce une
relation d’ordre total ?

Exercice 129 Etudier les propriétés des relations suivantes. Dans le cas d'une relation d’équivalence,
préciser les classes; dans le cas d'une relation d’ordre, préciser si elle est totale, si I’ensemble
admet un plus petit ou plus grand élément.

1. Dans P(E) : AR\B& ACB ; AR,B< ANB=0.

2. DansZ : aR3b < a et bont la méme parité ; aRyb<dIneNa—b=3n ; aRsb&
a — b est divisible par 3.
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Exercice 130 Soient (X, <) et (Y, <) deux ensembles ordonnés (on note abusivement les deux
ordres de la méme fagon). On définit sur X x Y la relation (z,y) < (2/,¢') ssi (x < 2’) ou
(x = 2’ et y < ¢'). Montrer que c’est un ordre et qu'il est total ssi X et Y sont totalement
ordonnés.

Exercice 131 Un ensemble est dit bien ordonné si toute partie non vide admet un plus petit
élément.

1. Donner un exemple d’ensemble bien ordonné et un exemple d’ensemble qui ne l'est pas.
2. Montrer que bien ordonné implique totalement ordonné.

3. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 132 Soit (F, <) un ensemble ordonné. On définit sur P(FE) \ {0} la relation R par
XRY ssi (X =Y ouVe e X VyeY z<y). Vérifier que c’est une relation d’ordre.

a+b
14+ ab

Exercice 133 Montrer que a*xb = est une l.c.i sur | — 1, 1] et déterminer ses propriétés.

5 Dénombrement
5.1 Bindéme de Newton et C?
Exercice 134 Démontrer que si p est un nombre premier, p divise C]’; pour 1 <k<p—1.

Exercice 135 En utilisant la fonction x — (1 + z)", calculer :
n n n 1
k. koo k
PRLCIEED DL IR Bl v peit
k=0 k=1 k=1
Exercice 136 Démontrer que C*C?~} = C*C? (pour 0 < k < p < n). En déduire que
> Crerm =2nCe,
k=0

Exercice 137© En utilisant la formule du bindme, démontrer que :
1. 2" 4+ 1 est divisible par 3 si et seulement si n est impair ;
2. 32+l 4 24n+2 ost divisible par 7.

Exercice 138 Démontrer que C? = C?_ | + C*~ pour 1 <p <n — 1.

Exercice 139 Soient m,n € N* et p € N. En utilisant la formule du binéme, démontrer que
m?PHL 4+ n2P+L est divisible par m + n.

Exercice 140© En utilisant la formule du binéme montrer :

n

(a) Y (~DFCE=0  (b) i ECE =n(n —1)2"2 4 n2" L.

k=0

Exercice 141© Démontrer les formules suivantes :
1. C = Cr=™ (on pourra utiliser le fait que P(E) — P(E)A — A° est une bijection.)
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2. O = Oy + O

n—1"
3. Cm=(Cm, 420, + O 2.
Exercice 142 Soient E un ensemble non vide et X, Y une partition de F.

1. Montrer que I'application suivante est une bijection :
P(E) — P(X)xP(Y)
A— (ANX,ANY)

2. Montrer que pour p,q,” € N tel quer <p+qon a:

Z C;Cg = C;Jrq'

i+j=r

3. En déduire que :

n

> (Ch)? =Gy,
k=0
P(E) — P(E)
Exercice 143 Soit £ un ensemble, a € Eet f: ¢ X — X U{a} sia¢ X
X—X—{a} stae X
1. Montrer que f est une bijection.

2. On suppose désormais que F est fini et Card (E)) = n. On pose Py(E) l'ensemble des
parties de E de cardinal pair et P;(E) I'ensemble des parties de E de cardinal impair.
Montrer que Card (Py(E)) = Card (P1(E)).

3. Calculer ces cardinaux et en déduire la valeur de Y (—1)*C*.
k=0

Exercice 144 En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que Y (—1)*C* = 0. En

k=0
déduire la valeur de Y. C2k.
0<2k<n

Exercice 145 Soient 0 < p < n.

n
. 1
1. Montrer par récurrence sur n que . CF = CPT7.
k=p

2. Ecrire ces égalités pour p = 2 et p = 3.

3. En déduire les sommes
Sy =12+4+23+...+(n—1mn  So=12+22+ ... +n?

Sh=1224+23+...+(n—1°%n S3=134+22+...+n°
3
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5.2 Cardinal

Exercice 146 Montrer que Z est dénombrable en utilisant I’application :

6:N Z{n»—>2n—1 sin>0;
. —

n— —2n sinon.

Exercice 147© Pour A, B deux ensembles de E on note AAB = (AU B) \ (AN B). Pour E
un ensemble fini, montrer :

Card AAB = Card A + Card B — 2Card AN B.

Exercice 148 © Soit F un ensemble & n éléments, et A C F un sous-ensemble & p éléments.
Quel est le nombre de parties de E qui contiennent un et un seul élément de A7

Exercice 149 Déterminer le nombre de mots distincts que ’on peut former avec 6 voyelles et
20 consonnes, chaque mot étant composé de 3 consonnes et 2 voyelles, en excluant les mots qui
renferment 3 consonnes consécutives.

Exercice 150 Soient A, A’, B, B’ quatre ensembles tels que :
Card (A) = Card (4’) = a et Card (B) = Card (B') = b.

1. Déterminer le nombre de bijections de A x B sur A’ x B’.

2. Supposons maintenant que {A, B}, {A’, B’} forment deux partitions de E, un ensemble.
Déterminer le nombre de bijections f : E — E telles que f(A) = A" et f(B) =B’

Exercice 151 Soient A et B deux sous ensembles finis d'un ensemble E.
1. Montrer que : Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B).
2. Montrer par récurrence que si (£})i<i<n est une famille de sous-ensembles finis de E alors :

n

Card(UFi) < iCard (Fi)

=1

avec égalité si les F; sont deux a deux disjoints.

Exercice 152 Soient 1 < k < n. Déterminer le nombre de k-uplets (iq,...,i) tels que 1 <
11 < ...<1 <N

5.3 Divers

Exercice 153 1. (principe des bergers) Soient E, F' deux ensembles avec F' ensemble fini, et
f une surjection de E sur F' vérifiant :

Yy e F, Card (f~'(y)) =p

Montrer que E est alors un ensemble fini et Card (E£) = pCard (F).

2. (principe des tiroirs) Soient aq, g, ..., ap, p élements distincts d'un ensemble E, répartis
entre une famille de n sous-ensembles de F. Si n < p montrer qu’il existe au moins un
ensemble de la famille contenant au moins deux éléments parmi les a;.(on pourra raisonner
par I’absurde)
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Exercice 154 Montrer par récurrence sur n que si Ay, ..., A, C E alors Card (A;U...UA,) =
S (—1)kH > Card (A, N...NA;).

k=1 1<ii<...<ig<n

Exercice 155 Soit p, (k) le nombre de permutations de {1,...,n} ayant k points fixes, montrer
alors que :

Interpréter.

Exercice 156 Soit £ un ensemble de cardinal nm € N*, ot (n,m) € (N*)? et P, ,,I’ensemble
des partitions de E en n parties a m éléments chacune. Montrer que :

Ny = card(P, ) =

(Indication : on peut procéder par récurrence.)

Exercice 157 L’histoire : n personnes apportent chacune un cadeau a une féte, et chacun tire
au sort un cadeau dans le tas formé par tous les présents apportés. Quelle est la probabilité
qu’au moins une personne reparte avec son cadeau? Que devient cette probabilité quand le
nombre de personnes devient tres grand, i.e. : n — oo ? (On remarquera que l'intuition met en
évidence deux effets contradictoires : plus de personnes c’est plus de proba qu’une personne ait
son cadeau car... il y a plus de personnes, mais c’est aussi plus de cadeaux, donc une proportion
plus élevée de cadeaux “acceptables”).

Soit S, = o({1,...,n}). On dit que o € S,, est un dérangement si Vi € {1,...,n} o(i) #i. On
note A; = {o € S,/o(i) =i} et D,, I'ensemble des dérangements.

1. Calculer Card (A;).
2. Exprimer S,, — D,, en fonction des A;.

3. En déduire Card (D,,) (on pourra utiliser 'exercice 154).
Card D,

4. Déterminer la limite de ————.
éterminer la limite de - S

(on rappelle que lim (1+z+...+ %) =¢").

——400

Exercice 158 Soit F un ensemble de cardinal n, ® une relation d’équivalence sur E, avec k
classes d’équivalences et r couples (z,y) € E? tels que zRy. Montrer que n? < kr.

6 Arithmétique dans 7Z
6.1 Divisibilité, division euclidienne
Exercice 159 Combien 15! admet-il de diviseurs ?
Exercice 160 Trouver le reste de la division par 13 du nombre 100*°%,

Exercice 161 Sachant que 'on a 96842 = 256 x 375 4 842, déterminer, sans faire la division,
le reste de la division du nombre 96842 par chacun des nombres 256 et 375.

Exercice 162 Soient m > 1 et n > 2 des entiers; montrer que :

I.n—1n™—1;
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2. (n —1)}n™ — 1 si et seulement si n — 1|m.

Exercice 163 Soit a un entier relatif quelconque, démontrer que le nombre a(a® — 1) et, plus
généralement, a(a®" — 1) est divisible par 6.

Exercice 164© Démontrer que le nombre 7" 4+ 1 est divisible par 8 si n est impair ; dans le cas
n pair, donner le reste de sa division par 8.

Exercice 165 Quel est le plus petit entier naturel qui, divisé par 8,15, 18 et 24, donne respec-
tivement pour reste 7,14,17 et 237

Exercice 166 Montrer que si = et y sont des entiers naturels tels que 22 divise 2, alors z divise
y. Application : démontrer, par I'absurde, que v/2 n’est pas rationnel.

Exercice 167 © Montrer que Vn € N :
n(n+1)(n+ 2)(n+ 3) est divisible par 24,
n(n+1)(n+2)(n+ 3)(n+4) est divisible par 120.
Exercice 168 Trouver tous les entiers relatifs n tels que n? + n + 7 soit divisible par 13.

Exercice 169 On considere le nombre m = 2"p, dans lequel n désigne un entier naturel quel-
conque et p un nombre premier. Dresser la liste des diviseurs de m, y compris 1 et m lui-méme,
et calculer, en fonction de m et p, la somme S de tous ces diviseurs.

Exercice 170 Le diviseur d'une division est égal a 45 ; le reste est le carré du quotient. Calculer
le dividende entier naturel.

Exercice 171 Trouver le plus petit entier naturel n telle que le développement décimal de 1/n
admette une plus petite période de longueur 5, c’est-a~dire 1/n = 0, abede abede ab. .. avec
a,b,...,e€{0,1,2,...,9}.

Exercice 172 Déterminer les entiers n € N tels que :

1. n|n+8.
2. n—1jn+11.
3. n—3n®—3.

Exercice 173 Soit k € Z. Déterminer les entiers n € N* tels que (n|2k + 1 et n|9k + 4).

Exercice 174 Montrer que ¥(a,b) € N x N* il existe un unique r(a) € {0,...,b— 1} tel qu’il
existe ¢ € N avec a = bqg + r(a).
1. En utilisant ceci pour b = 13, déterminer les entiers n € N tels que 13|n* +n + 7.
2. Sia € Net b= 7, déterminer les valeurs possibles de r(a?) (on rappelle que r(a?) doit
appartenir a {0,...,b— 1}).
Montrer alors que V(z,y) € N? (7|22 + y?) ssi (7|z et T|y).
3. Montrer qu’un entier positif de la forme 8k 4 7 ne peut pas étre la somme de trois carrés
d’entiers.

Exercice 175 1. Montrer que le reste de la division euclidienne par 8 du carré de tout
nombre impair est 1.
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2. Montrer de méme que tout nombre pair vérifie 22 = 0[8] ou 2% = 4[8].

3. Soient a, b, ¢ trois entiers impairs. Déterminer le reste modulo 8 de a? + b? + ¢? et celui de
2(ab + bc + ca).

4. En déduire que ces deux nombres ne sont pas des carrés puis que ab + bc + ca non plus.

6.2 Pgcd, ppcm, algorithme d’Euclide

Exercice 176 Calculer le pged des nombres suivants :
1. 126, 230.
2. 390, 720, 450.
3. 180, 606, 750.

Exercice 177 1. Calculer le ppcm des nombres : 108 et 144 ; 128 et 230; 6, 16 et 50.

2. Montrer que si a > 1 et b > 1 sont des entiers de pged d et, si on pose a = da’;b = db', le
ppem de a et b est da’l’.

3. Montrer que si a, b, ¢ sont des entiers supérieurs a 1, on a :

ppcm(a, b, ¢) = ppem(ppem(a, b), c).

Exercice 178© Déterminer les couples d’entiers naturels de pged 18 et de somme 360. De méme
avec pged 18 et produit 6480.

Exercice 179 Si a, b, ¢, d sont des entiers supérieurs a 1, montrer que 'on a :
(aa b, c, d) = ((aa b)? (Cu d))
ou (, ) désigne le pged .

Exercice 180 1. Soient a,b, ¢ des entiers relatifs tels que (a,b) # (0,0), montrer que pour
que I’équation
ar +by =c
ait une solution (x,y) en entiers relatifs = et y, il faut et il suffit que le pged de a et b
divise c.

2. Résoudre en entiers relatifs les équations suivantes :

Tr — 9y =1,
Tr — 9y = 6,
11z + 17y = 5.

Exercice 181 Soient a et b deux entiers tels que a > b > 1.
1. Montrer que pged(a + b,a —b) =1 ou 2,
2. Si pged(a, b) = 1, montrer que pged(a + b,ab) = 1,
3. Si pged(a, b) = 1, montrer que pged(a + b, a® + b?) = 1 ou 2.

Exercice 182 Calculer par I'algorithme d’Euclide : 18480 A 9828. En déduire une écriture de
84 comme combinaison linéaire de 18480 et 9828.
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Exercice 183 Déterminer I’ensemble de tous les couples (m,n) tels que
955m + 183n = 1.
Exercice 184 Calculer, en précisant la méthode suivie,
a = pged(720, 252) b = ppem(720, 252)
ainsi que deux entiers u et v tels que 720u + 252v = a.
Exercice 185 Démontrer :
al(biby) =1< (anby=1etaAby=1),

puis par récurence :
aN(by...bp)=1<Vi=1,...,n aNb =1.

Exercice 186 Démontrer pour m,n € N* :
a" ANV =1=aNnb=1.
Exercice 187 Déteminer deux entiers naturels connaissant leur somme, 1008, et leur pged, 24.

Exercice 188 Notons a =1 111 111 111 et b = 123 456 789.

1. Calculer le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.

2. Calculer p = pged(a,b).

3. Déterminer deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = p.
Exercice 189 Soient m et n deux entiers (m > n > 0) et a > 2 un entier. Montrer que le
reste de la division euclidienne de a™ — 1 par a™ — 1 est a” — 1 ou r est le reste de la division

euclidienne de m par n, et que le pged de a™ — 1 et a™ — 1 est a? — 1, ot d est le pged de m et
n.

Exercice 190 Résoudre dans Z : 1665z + 1035y = 45.

6.3 Nombres premiers, nombres premiers entre eux
Exercice 1919 Soient a, b des entiers supérieurs ou égaux a 1. Montrer :
1L (2¢—1)|(2% —1);
2. (29— 1) A (2P —1) = (22 —1);
3. (2 — 1 premier ) = (a premier ).

Exercice 192© Démontrer que, si a et b sont des entiers premiers entre eux, il en est de meme
des entiers a + b et ab.

Exercice 193 Résoudre I'équation 29x — 11y = 1 dans Z.
On considere maintenant ’équation 29x — 11y = 5. Déduire de ce qui précede une solution
particuliere de cette équation, puis en donner la solution générale.

Exercice 194 Soit p un nombre premier.
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1. Montrer que Vi e NJ0 < i <pon a:
C; est divisible par p.

2. Montrer par récurence que :

Vp premier,Va € N*, on a a” — a est divisible par p.

Exercice 195 1. Soit (z,y, z) € N® . Montrer que :

24+ =2e 3y, ) €N, In €N tq
pged(2,y', ) =1
l’lQ + y/? _ Z/Q

r=nx et y=ny et z =nz.

2. Soit(x,y, 2) € N3 tels que 2% + y*> = z2. On suppose que pged(z,y, z) =1

(a) Montrer que z et y ne sont pas de mémes parité.

(b) On suppose z pair et y impair. On pose :
r=2u, z—y=2v, z+y="2w

avec (u,v) € N*. Montrer que v et w sont premiers entre eux.
(c) Montrer que
z=2mn, y=m>—n? z=m?+n?
avec m et n entiers naturels de parité différentes.

(d) Montrer que si

z=2mn, y=m?—n? z=m?+n?

alors
x> + y2 = 22

Exercice 196 (Nombres de Fermat) 1. Montrer par récurence que ¥n € N,Vk > 1 on a :

k-1
2 1= (27 - 1) x [T + ).
1=0

2. On pose F,, = 22" 4 1. Montrer que pour m # n, F,, et F,, sont premiers entre eux.

3. En déduire qu’il y a une infinité de nombres premiers.

Exercice 197 Montrer que les nombres suivants ne sont pas premiers :
1. n* —20n2 + 4 pour n € N.
2. 1(n®+ (n+2)*) pour n > 2.
3. a* + 4b* pour a,b > 2.

Exercice 198 Soit X l’ensemble des nombres premiers de la forme 4k + 3 avec k € N.

1. Montrer que X est non vide.

2. Montrer que le produit de nombres de la forme 4k + 1 est encore de cette forme.
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3. On suppose que X est fini et on I'écrit alors X = {p1,...,p,}.
Soit a = 4p1ps . ..p, — 1. Montrer par 'absurde que a admet un diviseur premier de la
forme 4k + 3.

4. Montrer que ceci est impossible et donc que X est infini.

Exercice 199 Montrer que les nombres suivants ne sont pas premiers :

n®+ (n+2)3

1 n=2:at +4bta>2,b> 2.

nt—20n* +4,neN;

Exercice 200 Soit a € N tel que @™ + 1 soit premier, montrer que 3k € N,n = 2*. Que penser
de la conjecture : Vn € N, 22" + 1 est premier ?

Exercice 201 Soit n un nombre premier et p € {1,...,n — 1}, montrer que ndivise C?.
Exercice 202 Soient a et b deux entiers supérieurs a 2 premiers entre eux, montrer que :

ANy € N,Vn > Ny, n € {az + by|(z,y) € N*}.

6.4 Divers
Exercice 203 Résoudre en nombres entiers naturels I’équation :
(z+1)(y+2) = 2zy.

Exercice 204 Montrer que (0,0,0) est le seul triplet (z,y,z) d’entiers naturels tels que 1'on
ait :
2%+ y* = 327

7 Polynomes

7.1 Division euclidienne

Exercice 205 Effectuer la division euclidienne du polynéome P = X% — X4 4 2X3 + X2 + 4 par
Q = X% — 1. Méme exercice lorsque P = X* —2X cos(2p) + 1 et Q = X? — 2X cos(ip) + 1.

Exercice 206 Soit P un polynome. Sachant que le reste de la division euclidienne de P par
X —aest 1 et celui de la division de P par X —b est —1, (a # b), quel est le reste de la division
euclidienne de P par (X —a)(X —b)7

Exercice 207 Calculer le reste de la division euclidienne du polynome X" + X + 1 par le
polynome (X — 1)2.

Exercice 208 Pour quelles valeurs de m le polynome P = (X + 1)™ — X™ — 1 est-il divisible
par le polynéme Q = X2+ X +17

Exercice 209 Montrer que le polynome P(X) — X divise le polynome P(P(X)) — X.

Exercice 210 Déterminer a,b € Z de facon a ce que le polynome a X" —bX" 41 soit divisible
par le polynome (X — 1)2. Calculer alors le quotient des deux polynomes.
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Exercice 211 Existe-t-il un polynome P de degré 7 tel que (X —1)* divise P(X)+1 et (X +1)*
divise P(X) —17

Exercice 212 Effectuer les divisions par puissances croissantes de :
1. P=1par Q =1— X, al'ordre n,
2. P=1+ X par Q =1+ X? al'ordre 5,
X3 X5 N )
3. P:X—T—l—ﬁparQ:1—2X2+X4alordre5.
Exercice 2139 Effectuer les divisions euclidiennes de
3X° +4X%+1 par X%2+2X + 3,

3X° +2X*— X?2+1 par X3+ X +2,
X4 - X3+ X -2 par X?2-2X +4.

Exercice 214 Dans C[X], effectuer les divisions euclidiennes de
X? —3iX —5(1+1i) par X —1+1,
4X3 4+ X? par X +1+i.
Exercice 2159 Effectuer la division selon les puissances croissantes de :
X4+ X3 —2X +1 par X2+ X +1 a lordre 2.
Exercice 216 Déterminer a et b dans R tels que X? + 2 divise X* + X3 +aX? + bX + 2.

Exercice 217 Déterminer le reste de la division euclidienne de (sinaX + cosa)™ par X2 + 1.

Exercice 218 Soit P un polynome dont le reste de la division euclidienne par X — 1 est 7 et
par X + 5 est 3. Quel est le reste de la division euclidienne de P par X2 +4X — 57

Exercice 2199 Effectuer la division euclidienne de X5 — 7X4— X2 —9X +9 par X2 —5X +4.

Exercice 220 Soit n > 1. Déterminer le reste de la division euclidienne de n X" —(n+1) X" +1
par (X —1)%

Exercice 221 Soient P, Q € K[X] tels que X? + X + 1 divise P(X?) + XQ(X?). Montrer que
P(1) = Q(1) = 0. Réciproque ?

Exercice 222 Quels sont les polynomes P € C[X] tels que P’ divise P ?

7.2 Pgcd

Exercice 2239 Calculer pged(P, Q) lorsque :
L P=X?—X2_X_-2etQ=X"—2X'4X>_ X2,
2. P=X*"+X3 - 2X+1letQ=X>+X+1
Exercice 224© Déterminer le pged des polynomes suivants :
Xo43X4+ X3+ X2 43X +1et X 4+2X34+ X +2,

X4+ X3 -3X%2—4X —let X3+ X2 - X —1,
X 4+5X44+9X3 +7X2+5X +3 et X*+2X3+2X2+ X +1.

Exercice 225 Déterminer A, B € R[X] tels que (X? +1)A+ (X?+ X +1)B = 1.
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Exercice 226 Montrer qu'il existe deux polynomes : U, V', vérifiant : (x) (X —1)"U+ X"V = 1.
Déterminer U; et V; de degré strictement inférieur a n, satisfaisant cette égalité. En déduire
tous les polynomes U, V vérifiant (x).

Exercice 227 Soient P, () deux polyndomes premiers entre eux.
1. Montrer qu’alors P™ et (Q™ sont premiers entre eux ou n,m sont deux entiers positifs.

2. Montrer de méme que P + @) et P() sont premiers entre eux.

Exercice 228 Soit n un entier positif.
1. Déterminer le pged des polynomes (X™ — 1) et (X —1)™.

2. Pour n = 3 démontrer qu’il existe un couple de polynomes (U, V) tel que (X? — 1)U +
(X —1)3V = X — 1. En donner un.

Exercice 229 1. Montrer que les polynomes X — 1 et X — 2 sont premiers entre eux et en
déduire d = pged((X — 1)%, (X —2)3) et des U et V polynomes tels que

UX -1 +V(X -2)°=d.

2. Déterminer le polynome P, de degré minimal, tel que le reste de la division euclidienne
de P par (X —1)? est 2X et le reste de la division euclidienne de P par (X —2)3 est 3X.

7.3 Racines, décomposition en facteurs irréductibles

Exercice 230 Montrer que le polynome nX" 2 — (n+2) X" + (n+2)X —n admet une racine
multiple. Application : déterminer les racines du polynoéme 3X° —5X* +5X — 3.

Exercice 231 Soit P = (X? — X + 1)+ 1.
1. Vérifier que 7 est racine de P.
2. En déduire alors la décomposition en produit de facteurs irréductibles de P sur R[X]

3. Factoriser sur C[X] et sur R[X] les polynomes suivants en produit de polynémes irréductibles :
P=X"+X24+1,Q=X"+1, R=X X4+ X*-X34+X2-_X+1,8 =
X5 —13X* +67X3 — 171X?% + 216X — 108 (on cherchera les racines doubles de S).

Exercice 232 Décomposer dans R[X], sans déterminer ses racines, le polynome P = X4 + 1,
en produit de facteurs irréductibles.

Exercice 233 Pour tout a € R et tout n € N*, démontrer que X — a divise X" — a".
Exercice 234 Décomposer X'? — 1 en produit de facteurs irréductibles dans R[X].

Exercice 235 Prouver que B divise A, ou :

A= X302 L X3+l L X% et B=X24+ X +1,
A=(X+1)"—-X?"-2X —let B=X(X+1)(2X +1),
A=nX""'—(n+1)X"+1et B=(X— 1)

Exercice 236 Soit P € Z[X] et n € Z; notons m = P(n); (deg(P) > 1).
1. Montrer que : Vk € Z, m divise P(n + km).

2. Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P dans Z[X], non constant, tel que pour tout
n € Z, P(n) soit premier.
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Exercice 237 Soit P un polynome de R[X] tel que P(z) > 0 pour tout = € R.
Montrer qu'il existe S, T € R[X] tels que P = S*+T? (on utilisera la factorisation dans C[X]).
Indications :

1. Soient a,b € R, déterminer ¢, d € R tels que : ab = ¢ — d?, vérifier que (a®+0?)(c? +d?) =
(ac + bd)* + (bc — ad)?.

2. Résoudre le probleme pour P de degré 2.

3. Conclure.
Exercice 238 Soient 1, 7, 3 les racines de X3 — 2X? + X + 3. Calculer z} + z3 + z3.

Exercice 239 Soit n € N fixé. Montrer qu’il y a un nombre fini de polynémes unitaires de
degré n a coefficients entiers ayant toutes leurs racines de module inférieur ou égal a 1.

Exercice 240 Soit n > 2 et P,(X) = > £ X*. P, a-t-il une racine double?
k=0

Exercice 241 Résoudre les équations :
1. PPP" =18P ou P € R[X].
2. P(X?%) = (X?+1)P(X)ou P e C[X].

Exercice 242 Soit P € R[X] scindé sur R a racines simples.
1. Montrer qu’il en est de méme de P’.

2. Montrer que le polynéme P? + 1 n’a que des racines simples dans C.

Exercice 243 Soit n € N* et P(X) = (X +1)" — (X — 1)
1. Quel est le degré de P?
2. Factoriser P dans C[X].

p krm 1
3. Montrer que Vp € N* cotan = )
e P L cotan(3 =) = —52==

Exercice 244© Factoriser dans R[X] :
L X°+1.
2. X+ X0+ X34+ 1.

7.4 Divers
k+1

Exercice 245 Trouver les polynémes P de R[X] tels que Vk € Z [ P(t)dt = k+ 1 (on
pourra utiliser le polynéme Q(z) = [; P(t)dt).

Exercice 246 Soit (P, P, ..., P,) une famille de polynémes de K[ X] telle que Vi € {0, ...,n} degh; =
k. Montrer a I'aide d’une récurrence soigneuse que cette famille est libre.

R,[X] — R,[X]

P(X)— P(X+1)—- P(X)

1. Montrer que A est linéaire, i.e. que V(a,b) € R? et (P,Q) € R,[X] A(aP + bQ) =
aA(P) + bA(Q).

2. Déterminer ker(A) = {P € R,[X]/A(P) = 0}.

Exercice 247 Soit n € N* fixé et A : {
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kl'X(X _ 1) (X —k+1). Caleuler A(Hy).

4. Soit @ € R,,_1[X]. Comment trouver P € R, [X] tel que A(P) = Q.
5. Déterminer P pour Q = X? tel que P(1) = 0.
6. En déduire la somme 12 + 22 + ... 4+ n?.

3. Soient Hy = 1 et pour k € {1,...,n} Hy =

Exercice 248 Résoudre I’équation d’inconnue P € C[X]: P(X + 1)P(X) = —P(X?).

Exercice 249 Soit (P,Q) € R,[X]? tels que 3(a, A) € (R™)2, Vz €] — a,al,|P(x) — Q(x)| <
Alz" Y. Que dire de P et Q7

Exercice 250 Seint W, = (X2 — 1)", L, = - W\".

2nn!

1. Donner le degré de L,,, son coefficient dominant, sa parité, calculer L, (1). Donner Ly, Ly, L.
2. Démontrer : Vn > 1, (X? — 1)W = 2nXW,, en déduire :

VneN, (X2 = 1)L +2XL, —n(n+1)L, =0.

3. Montrer ensuite : Vn > 1, L, = XL, | +nL, 1, puis nL, = XL, — L,

4. Montrer enfin que les polynomes L,, peuvent étre définis par la récurrence :

n—1-

Exercice 251 Montrer que si n > 3, 'équation =™ + y™ = 2" n’a pas de solution non triviale
(i.e. zyz # 0) dans C[X].

Indication : on peut supposer x,y, z, sans facteurs communs. Dériver la relation, la multiplier
par z, étudier le degré.

Exercice 252 Soit n € N*, P € C[X]| de degré n, avec P(0) =1, P(1) = 0, montrer :
1

sup |P(2)] > 1+ —.

|21=1 n

2ikm

Indication : wy, = e+ montrer Z P(wy) = (n+ 1)ag
k=0

Exercice 253 1. Lemme : Soit P € C[X] non constant, z; € C, montrer que
Ve > 0,3z € D(29,¢) = {2z € C| |z — 20| <€}, |P(2)] > |P(20)]-

Indications : Ecrire P(z9 + h) = P(z) + Sdes ” B P (z0)olt k est le plus petit entier
strictement positif tel que P%(z) # 0.

On se propose de démontrer le théoreme de d’Alembert-Gauss : tout polynéome non
constant a coefficients complexes admet une racine complexe.

2. Expliquer pourquoi le minimum de la fonction z — |P(z)| est atteint sur un disque centré
en 0, mettons D(0,R), et expliquer pourquoi :

Jzo € C,|P(20)| = ilelé |P(2)].

3. Montrer avec le lemme que P(zy) = 0.
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n

Exercice 254 Soit n > 2, et P, = > %X’“. P, a t-il une racine double ?
k=0

Exercice 255 Soit n € N* et P(X) = (X +1)"— (X —1)". Quel est le degré de P 7 Le factoriser
dans C[X].

Exercice 256 Soit P € R[X] un polynome dont tous les zéros sont réels et distincts, montrer
que ¢ = (P")? — PP" n’a pas de zéro réel.

8 Fractions rationnelles

Exercice 257 Décomposer les fractions rationnelles suivantes :

X1 sur C puis sur R

XS
X3 -1
X2+ X+1
(X —1)2(X +1)?

sur R

sur R
1
F(X)= X -1 sur C en remarquant que F(jX) = F(X)
X"+1
(X2+1)(X2+ X +1)
3X5 42X+ X2 +3X +2

sur R

X1 sur R
X1 sur C puis sur R
X+ X R
sur
(X2+ X +1)?
1
Exercice 258 Soient a et b deux réels distincts et FI(X) = X —ap(X — by En utilisant la

formule de Taylor en a pour f(X) = (X — a)"F(X), décomposer F sur R.
Exercice 259 Donner une CNS sur f € C(X) pour qu’il existe g € C(X) tel que f =¢'.

Exercice 260 On appelle valuation une application v : C(X) — Z U {0} telle que : A € C* =
v(A) =0,v(0) =o00,da € C(X) :v(a) =1

V(f,9) € C(X)*v(fg) = v(f) + v(g)
V(f,9) € C(X)* v(f +g) = min(v(f),v(g))

(avec les convention évidentes k 4+ 0o = 00, Vk > 1 : koo = 00,000 = 0, etc.) Déterminer toutes
les valuations de C(X) et montrer la formule (la somme portant sur toutes les valuations) :

Ve C(X)—{0}) v(f)=0.
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Deuxieme partie

ANALYSE 1

9 Propriétés de R

9.1 Les rationnels Q

Exercice 261©
1. Démontrer quesir € Qet t € Qalorsr+z € Qetsir #0r.x & Q.

2. Montrer que v2 ¢ Q,

3. En déduire : entre 2 nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel. (On pourra
utiliser la propriété : pour tout réel a > 0, il existe un entier n tel que n > a.)

Exercice 262 Soient a et b deux rationnels positifs tels que y/a et Vb soient irrationnels. Mon-
trer que v/a 4+ v/b est irrationnel.

Exercice 263 Soit p(z) = 3" a;xt. On suppose que tous les a; sont des entiers.
=0

o

B

2. On considére le nombre v/2 + v/3. En calculant son carré, montrer que ce carré est racine
d’un polynome de degré 2. En déduire, a 'aide du résultat précédent qu’il n’est pas
rationnel.

1. Montrer que si p a une racine rationnelle & alors « divise ag et 3 divise a,.

Exercice 264 Trouver sous la forme § des rationnels x dont les dévelopements décimaux
périodiques sont donnés par :

31414 ... 0,999 ... 3,1499 ..

Exercice 265
1. Soit N,, = 0,19971997...1997 (n fois). Mettre NNV, sous la forme § avec p, q € N*,
2. Soit M =0,199719971997...... Donner le rationnel dont 1’écriture décimale est M.

3. Meéme question avec: P = 0,11111...40,22222...+0,33333...40,44444 .. .4-0,55555 .. .+
0,66666...+0,77777...40,88888...+0,99999...

Exercice 266 Montrer que 'ensemble {r® ; r € Q} est dense dans R.

Exercice 267 Montrer que E—g est irrationnel.

Exercice 268 Soit a € R, montrer :

1
3(p,q) € Z x N7 a—g‘ < -
q q
Indication : considérer les parties fractionnaires de 0, a, 2a, ..., qa et la partition [0, é[, [%, %[, ...[%,

de [0,1].
Exercice 269 Montrer que I’ensemble des nombres dyadiques :

{%,(a,k) erN}

est dense dans R.
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9.2 Maximum, minimum, borne supérieure...

Exercice 270 © Le maximum de 2 nombres x,y (c’est-a-~dire le plus grand des 2) est noté
max(x,y). De méme on notera min(x,y) le plus petit des 2 nombres x,y. Démontrer que :

r+y+|v—yl
9

r+y—|v—1yl
5 .

max(z,y) = et min(z,y) =

Trouver une formule pour max(z,y, z).

Exercice 271 Déterminer la borne supérieure et inférieure (éventuellement infinies) de : A =
{tn,n € N} en posant u,, = 2" si n est pair et u,, = 27" sinon.

Exercice 272© Déterminer (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure,
la borne inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément des ensembles suivants :

[QHHQ,mJWQ,N,{pﬂ”+%,neNﬁ.

Exercice 273 Soit .
I_{xeR|—2<:r+—<2}.

2r
1. Montrer que [ est la réunion de deux intervalles.

2. Déterminer (s'ils existent) : les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le plus grand élément, le plus petit élément de [.

Exercice 274© Soient A et B deux parties bornées de R. On note A+ B = {a+b | (a,b) €
A x B}.

1. Montrer que sup A + sup B est un majorant de A + B.
2. Montrer que sup(A + B) = sup A + sup B.

Exercice 2759 Soit A et B deux parties bornées de R. Vrai ou faux ?
1. AC B = sup A < sup B,

B CA=inf A <inf B,

sup AU B = max(sup A, sup B),

sup(A + B) <sup A + sup B,

sup(—A) = —inf A,

sup A + inf B < sup(A4 + B).

AR AT ol

Exercice 276 Donner la borne supérieure et la borne inférieure (si elles existent) de 'ensemble :

n_ 1
D:{ Tf|nEN*}.
n+ -

Cet ensemble admet-il un maximum, un minimum ?

Exercice 277 Soient n € N* et a; < as < ... < a,, n nombres réels. Calculer :

n
inf Z |z — a;] .
z€eR
k=1
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Exercice 278 Soit f : R — R, f(x) = 2 — 3z. Tracer les graphes des fonctions f, |f], fi, f-
ou : f-‘r = max(f, 0)7 f— = min(f7 0)

Exercice 279 Soient x et y deux réels strictement positifs. On pose

2xy
r+y

1
a=— g=+/xy h = q= §($2+y2)

Montrer que a, g, h, ¢ sont rangés dans un ordre indépendant de x et y.

Exercice 280 Soient A et B deux parties non vides bornées de R.
1. Montrer que AU B est bornée et que sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).
2. Enoncer un résultat analogue pour inf(A U B).
3. Qu’en est-il pour AN B?

9.3 Divers

Exercice 281 Démontrer par récurrence sur n que pour tout n > 2 'implication
[z>-1,z#0=[(1+2)" > 1+ nz]
est vraie.

Exercice 282 Soient ay,...,a,, by,...,b, € R, les a; n’étant pas tous nuls. Soit p(x) =
> (a; + xb;)*. Montrer que le discriminant de cette équation du second degré est < 0. En

déduire que :
" /2 ;. 1/2
<(xa) ()
i=1 i=1

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Beowr) <(2) -+ (20)

=1

n
g a;b;
i=1

et que

Exercice 283 Deux entiers naturels distincts peuvent-ils vérifier la relation a® = b ?

Exercice 284 Résoudre 'équation v/41 + z + /41 — x = 4, x étant un réel positif.
Exercice 2859 Si a et b sont des réels > 0, montrer que :
Vva+ Vb <2vVa+b.

Exercice 286 Soient r = (z1,...,2,) et y = (y1,...,y,) € R™ On note [|z|y = > 1, |z] et
||.T||oo = maxl<i<n|;17i|.
Montrer que dans les deux cas on a :

[z +yll < [l + |yl

Exercice 287 Pout tout z € R on note E(x) sa partie entiere et {x} sa partie décimale.

1. Tracer les graphes des fonctions x — FE(z) et z — {z}.
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2. Montrer les relations suivantes : E(z)+ E(y) < E(x+y), E(x+n) = E(x)+n pour tout
neZ, FE <M> = E(x) pour tout n € N*.

n

3. Déterminer lim E(z) et lim{x} lorsque x — —1; et + — —1_. Ces fonctions ont-elles une
limites lorsque x — —17

Exercice 288 Pour tout z,y € R et A > 0 montrer que :

2

2zy < % + A2

Exercice 289 On note E(x) la partie entiere d'un réel .
1. Montrer que V(z,y) € R? E(z)+ E(y) < E(z +y) < E(x) + E(y) + 1.
2. Calculer E(z) + E(—z) pour z € R.
Exercice 290 © Soit f : R — R croissante telle que V(z,y) € R? f(x +vy) = flz) + f(y).
Montrer que

3. Montrer que Vn € N* et Vo € R E(z) = E(

1. Vvn e N f(n) =nf(1)
2. VneZ f(n)=nf(1).
3.YVqe Q  flq) =qf(1)
4. Ve eR f(z) =xf(1) (on pourra utiliser la densité de Q dans R pour encadrer = par

des rationnels de plus en plus proches de z).
Exercice 291 Soient n € N*, et (1,7, ...,1,) € R™ tels que > x; = > 2? = n. Montrer que
i=1 i=1
Vie{l,..,n}z;=1.

Exercice 292 Soient n € N* et (x1, zo, ..., z,,) € [0, 1]", montrer que :

n n

i=1 i=1
Exercice 293 Soit A une partie de R vérifiant :
A#0,
Ve e A, Je, > 0,]x — e, x 4+ €,[C A,
Ve eR: (Ve >0,]Jz—e,x+e[NA#0) = x € A
Montrer que A = R.

Exercice 294 Montrer :
n—1
k
Vn > 1,V R, E —)=F )
n x € E (x + n) (nx)

k=0

Exercice 295 Soient A et B deux parties denses de R, AB et A + B sont-elles denses ? Etude
de la réciproque.

Exercice 296 Démontrer que :

Vn € N, E(vn++vVn+1) = E(V/4n + 2).
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10 Suites

10.1 Convergence

Exercice 297 © Soit (Un)nen une suite de R. Que penser-vous des propositions suivantes :
e Si (uy,), converge vers un réel [ alors (usy,), et (ugni1), convergent vers [.

o Si (ugn)n €t (Ugny1)n sont convergentes, il en est de méme de (uy,)p.

e Si (ugn)n €t (Ugny1)n sont convergentes, de méme limite [, il en est de méme de (uy,),.

Exercice 298© Montrer que toute suite convergente est bornée.

Exercice 299© Montrer que la suite (Up)nen définie par

1
Up = (_1)" + E

n’est pas convergente.

Exercice 300 Montrer qu'une partie D est dense dans R ssi tout réel est limite d’une suite de
points de D.

Exercice 301 Soit A une partie bornée de R et x un réel.

1. Montrer que x = sup(A) ssi (z majore A et il existe une suite (x,),eny de A qui converge
vers ).

2. Enoncer un résultat analogue pour inf(A).

Exercice 3029 Etudier la convergence des suites :

3 1 2n+1 1 1 n=1 1
E T nsin(n)

RO —+ (=)™ n =3 cos(

=1 nt+k n k=0 vn+k

Exercice 303° Montrer qu’une suite d’entiers qui converge est stationnaire a partir d’'un certain
rang.

)

1 1
Exercice 304° Soit H, =1 + 3 + .+ =
n

S e

1
1. En utilisant une intégrale, montrer que ¥n > 0 ] <In(n+1) —In(n) <
n

2. En déduire que In(n +1) < H, <In(n) + 1.

3. Déterminer la limite de H,,.

4. Montrer que u, = H, —In(n) est décroissante et positive.
9

. Conclusion ?
Exercice 305 Montrer qu’une suite monotone dont une suite extraite converge est convergente.

Exercice 306 Montrer que (u,,) converge ssi (uay,), (U2n+1), (usn) convergent (leurs limites n’étant
pas nécessairement égales).
,n+1

Exercice 307 Etudier la convergence de la suite u,, = (—1) :
n

2nm
Exercice 308 Soit ¢ un entier au moins égal a 2. Pour tout n € N, on pose u,, = cos —.
q
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1. montrer que U,4q = Uy, Yn € N.

2. Calculer uy,, et u,q11. En déduire que la suite u, n’a pas de limite.

Exercice 309 Soit (u,) la suite réelle définie par récurrence en posant ug = 1 et u, 11 = /1 + u,
sin € N*.
1. Montrer que (u,) est croissante et majorée.

2. Montrer que (u,,) converge vers le nombre réel positif [ qui vérifie > —1—1 = 0 et calculer
l.

Exercice 310 Etudier la suite (u,) définie par
1 2
Upy1 = éun(un —3u, +4) Vn > 0.

Exercice 311 Etudier les suites :

1. up =0 et upy1 = Vu, + 2.

2

2. up € Ret upyr =up, —ui.

Exercice 312 Montrer que la suite (Si;n")neN est de Cauchy et que la suite ((—1)" + %)HEN ne
I’est pas.

Exercice 313 Soit (u,)nen une suite réelle prenant toute les valeurs rationnelles. Montrer que
(tn)nen n'admet pas de limite.

Exercice 314 Soit (u,)nen une suite réelle telle que lim w2 = . Que dire de (u,)nen ?

n—o0

Exercice 315 1. Donner un exemple de suite bornée divergente, puis de suite divergente
telle que
Vk € N, lim z,p — 2, = 0.
n—oo

2. Donner un exemple de suite divergente qui a une seule valeur d’adhérence (i.e. telle qu’il

existe une seule extraction ¢ telle que z4(,) converge).

3. Donner un exemple de suite (x,),en divergente telle que Vk > 2, (k) nen converge.

Exercice 316 (Examen 2000)©
On considere la fonction f : R — R définie par

2z 1
fo=g+3 %%

et on définit la suite (z,,)n>0 en posant zo =0 et z,41 = f(z,) pour n € N.
1. Montrer que I’équation 2® — 3z + 1 = 0 posseéde une solution unique « €]0,1/2].

2. Montrer que I'équation f(z) = x est équivalente & I’équation z° —3z+1 = 0 et en déduire
que « est 'unique solution de 'équation f(z) = = dans l'intervalle [0,1/2].

3. Montrer que f(R") C R" et que la fonction f est croissante sur RT. En déduire que la
suite (z,,) est croissante.

4. Montrer que f(1/2) < 1/2 et en déduire que 0 < z, < 1/2 pour tout n > 0.

5. Montrer que la suite (z,),>0 converge vers a.
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10.2 Limites

Exercice 317 Posons us =1 — 2% et pour tout entier n > 3,

p= (e o)1 m) (- ).

22 32 n?
P ) 1
Calculer u,,. En déduire que I'on a lim u,, = 3

Exercice 318 Calculer, lorsqu’elles convergent, les limites des suites définies par :

2 3
n . nw sinn® — cosn
Up =N —Vn?—n U, =/n(n+a)—n Uy = — Sin — Uy = .
2 2 n
Exercice 319 Montrer que les suites définies pour n > 1 par :
n+1 n 1
Up = Up = Up = un:n2+1

n n+1 n2+1
admettent toutes des limites que 1'on calculera.

Exercice 320 Soit (u,)nen la suite de nombres réels définie en posant ug = 0 et Vn > 1, u,1 =
v/6 + u,,. Montrer que la suite (u,),en est convergente et déterminer sa limite.

on
n!

); by = V3 —sinn?; ¢, =

Exercice 321 Etudier la limite des suites suivantes : a,, = cos (—

3 on 2 —1)" —1)"
T pd :w;en:(cosn)sin< )
vn

37t 24+

Exercice 322 (Méthode d’Héron)©
Soit a > 0. On définit la suite (uy)n>0 par ug un réel vérifiant uy > 0 et par la relation

1 a
Un+1:§ Un+u— .

On se propose de montrer que (u,) tend vers y/a.

1. Montrer que

2
Up+1 —a =

2. Montrer que si n > 1 alors u,, > y/a puis que la suite (u,),>1 est décroissante.
3. En déduire que la suite (u,) converge vers /a.

4. En utilisant la relation u,1% — a = (tny1 — /@) (Uny1 + v/a) donner une majoration de
Unt1 — +/a en fonction de u, — +/a.

5. Siuy —+/a < k et pour n > 1 montrer que

2n71

wva<2va(5)

6. Application : Calculer /10 avec une précision de 8 chiffres apres la virgule, en prenant
Uy = 3.
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Exercice 323 On considere les deux suites :
1 1

U, =14+—+..+—; neN,
1! n!

1
Up = Up + — ; n €N,
n

Montrer que (uy,), et (v,), convergent vers une méme limite. Et montrer que cette limite est
un élément de R\Q.

Exercice 324 © Soient a et b deux réels, a < b. On considére la fonction f : [a,b] — [a, D],
supposée continue et monotone, et une suite récurrente (u,,), définie par :

up € [a,b] et Yn €N, wu,i1 = f(uy).
1. On suppose que f est croissante. Montrer que (u,,), est monotone et en déduire sa conver-

gence vers une solution de 'équation f(z) = .

2. Application :

du, + 5
—4 et VnEN, upy=—"2.
U e n Un+1 un+3

3. On suppose que f est décroissante. Montrer que les suites (uay, ), €t (tgpt1)n sont mono-
tones et convergentes.

4. Application :

1
u0:§ et YnEN, up = (1—u,)?

Calculer les limites des suites (ua,)n €t (U2n41)n-

Exercice 325
1. Soient a,b > 0. Montrer que vab < “T“’
2. Montrer les inégalités suivantes (b > a > 0) :

b
aga; <b et  a<ab<b.

3. Soient ug et vy des réels strictement positifs avec ug < vo. On définit deux suites (u,) et
(v,) de la fagon suivante :

Upt1 = UpUp €6 Uy = 2 .

(a) Montrer que u, < v, quel que soit n € N,
(b) Montrer que (v,) est une suite décroissante.

(¢) Montrer que (u,) est croissante En déduire que les suites (u,) et (v,) sont conver-
gentes et quelles ont méme limite.

Exercice 326 Soit x un réel.
E(z)+ E(2z) + ...+ E(nx)
n? ’

1. Déterminer la limite de u,, =

2. En déduire que QQ est dense dans R.

Exercice 3279 Soit n > 1.
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n

1. Montrer que I’équation Y z* = 1 admet une unique solution a,, dans [0, 1].
k=1

2. Montrer que (ay)nen est décroissante minorée par %

1

3. Montrer que (a,) converge vers 5

Exercice 328 Soient ag et by deux réels fixés. On définit par récurrence les suites (a,) et (by,)
2a,, + b, - a, + 2b,

———— et by = ————.

3 ! 3

1. Montrer que ces deux suites sont adjacentes.

par an41 =

ap+b
2. En calculant a,, + b,, montrer qu’elles convergent vers 0 5 0.

Exercice 329 Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose ug = a, vg = b et Vn € N,
Up + v
Up+1 = A/ UnUn, Ung1 = “ 9 =

1. Montrer que Vn € N 0 < u,, < v,,.

2. Montrer que (u,) est croissante, (v,) décroissante et qu’elles convergent vers la méme
limite.
1

3. Montrer que Vn € N 0 < vy41 — Upyq < 8—(vn —up)?
a

4. On suppose désormais que a = 1 et b = 2.

1
Etablir alors que Vn € N, 0 < v,, — u,, < Fp

5. En déduire une valeur approchée de la limite commune & 107! pres.
n—1
Exercice 330 Soit (u,) une suite qui tend vers 0. On pose x,, = — > ug. Montrer que (z,)
N k=0
converge vers 0 ( on pourra fixer € puis séparer la somme en deux et enfin choisir N... ).
nln(n)

In"(n)

et vV/nZ2.

Exercice 331 Déterminer les limites de

Exercice 332 Soit (u,)nen une suite réelle dont tous les termes sont non nuls et telle que :

Up+1
Up,

lim

n—oo

=0.

Montrer que lim wu, = 0.

n—oo
Exercice 333 Etudier la suite définie par récurrence :

ug =a > 0,upt1 = V14 uy.
Exercice 334 Etudier la suite définie par récurrence :
wo=a > 0,u,11 = In(1l + uy,).

Exercice 335 Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (u, )nen- définie
par :

n

k
Vn € N*, u, = H(l + —).

n2
k=1
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Exercice 336 Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (uy, )nen définie

par :

S|
Vn € N,u, = Z o
k=0 ™
Exercice 337 Soit ¢ : N — N bijective, telle que lim @ = (. Calculer /.

n—oo

Exercice 338 Soit ¢ : N — N injective ; montrer que lim ¢(n) = +oo.

n—oo

Exercice 339 Soit (u,),en une suite bornée. On pose v, = U111 — Uy €6 Wy, = Vi1 — Uy, €t on

suppose que (wy, ey converge. Montrer que lim w, = 0, puis que lim v, = 0.
n—oo

n—oo

Exercice 340 Soit (u,),eny une suite réelle convergeant vers ¢ et ¢ une bijection de N sur N.

(pas nécessairement strictement croissante!). Montrer que lim wg,) = ¢.
n—oo

Exercice 341 Soient (uy)nen €t (vn)nen deux suites réelles telles que :

lim «,, + v, = lim u,v, = 0.

n—oo n—oo
Montrer que

lim v, = lim u, = 0.

n—oo n—oo

Exercice 342 Soient (uy,)nen et (v, )neny deux suites réelles telles que :

lim u, = lim v, = +o00, lim ;41 —u, = 0.
n—oo

n—oo n—oo

Montrer que
E = {u, — v|(n,m) € N?}

est dense dans R.
Exercice 343 Soient (uy,)nen €t (vn)nen deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que :

lim u,v, = 1.
n—oo
Montrer que :
lim u, = lim v, = 1.

n—oo n—oo

Exercice 344 Soient (u,)nen €t (vn)neny deux suites convergeant respectivement vers ¢ et L.

Etudier la suite (w;,)nen définie par

Exercice 345 Soit (u,)nen une suite bornée telle que :

lim (u, + %) = 1.

n— o0 2

Que dire de (uy)nen ?
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Exercice 346 Soit f : C — C définie par :

Etudier la suite définie par :
20 € C,Vn € N, 2,11 = f(2n)-

Indication : on écrira 2, = p,e’" ol (pp, ¢n) € RY* x| — 7, 7| et on utilisera :
n
sin¢ = 2" sinﬂ HCOS ?

AL 2
=1

10.3 Equivalents

Exercice 347 Que penser-vous de 1'énoncé suivant : si (u,) ~ (v,) alors (e“*) ~ (e"*). Donner
un énoncé correct.

Exercice 348 1. Montrer que si Vn € N u,, # 0 et si (u,,) — 0 alors In(1 + u,,) ~ .

2. Soit a un réel. Déterminer la limite de (1 + g)".
n

Exercice 349 Comparer les suites suivantes :

2
a, =n", b, = n™, cp =€, d, = (Inn)"m"

Exercice 350 Soient (u,)nen €t (vp)nen deux suites réelles de limite +oo telles que w,, = o(vy,).
Montrer qu’il existe une suite (wy)nen de limite 400 telle que u,, = o(w,,) et w, = o(v,).

Exercice 351 Donner un exemple de suites (1, )nen €t (Vn)nen telles que u,, = O(v,,) mais qu’'on
n’ait ni u,, = o(vy,), ni v, = O(u,).

Exercice 352 Etude de (uy)nen définie par :
Uy € [O, 1], Un+1 = ui
Donner un équivalent de u,, quand n — oo.

Exercice 353 Montrer la réciproque du théoreme de Césaro (i.e. lim u, =1) :

n—oo

1. dans le cas ou lim v, =1{ et

n—oo

L),

Up1 — Up = O(g

2. dans le cas o (uy)nen est croissante.

Exercice 354 Etudier la suite (tn)nen définie par ug = 1 et Vn € N u, 1 = un—i—ui. En utilisant
2
Uy = %", donner un équivalent de u,. Indication : on montrera que lim v,.; —v, = 1, on en
n—oo

déduira un équivalent de v,, puis de wu,,.

Exercice 355 Soit (u,)en la suite définie par u, 1 = u,+u2. L’étudier et, en utilisant v,, = UL,

en donner un équivalent dans le cas ug €] — 1; 0]. Que dire dans le cas ug €]0;00[7 (On étudiera

_ In(un) )

Un n
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Exercice 356 Soient f et g deux formes linéaires sur un espace vectoriel E telles que fg = 0.
Montrer que f = 0 ou g = 0. Etudier la suite (z,)nen définie par g = 1, 2,41 = En

L _ L en donner un équivalent.
Tn+1 In

_Tn _
1+nz2 -~

étudiant y, =
Exercice 357 Etudier la suite (u,)ney définie par :

™ .
ug €10, 5[, Upy1 = SN Uy,.

Donner lim, g —5— — =5 ,(réponse : ) en déduire un équivalent de u,,* donc de u,.
Exercice 358 Montrer que Vn € N*,3!z,, € [n,n + 1[ solution de z — E(z) = Z. Donner un
équivalent de x,, puis faire un développement asymptotique de z,, — n a l'ordre 5 en fonction

de L.
n

Exercice 359 Etudier la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (i, )nexn- définie

par :
1 1 1 1
Vne N u,=1+=-+..4+——

2 n

n+1 7 n?
On montrera préalablement que :

1 1
1+§+...—|—ﬁ:lnn+7—l—o(1)

quand n — oo.

11 Limites de fonctions

11.1 Théorie

Exercice 360 Ecrire les définitions des limites suivantes : lim,__o f(z) = I,1 € R; lim,_,_o, f(z) =
+00; lim, ., f(z) = —00, 29 € R.
(On précisera sur quel type d’intervalle la fonction f doit étre définie.)

Exercice 361 Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x, dans son intérieur.
On suppose que lim,_,, f(z) = v > 0. Démontrer qu'il existe ¢ > 0 tel que si 0 < |x — xo| < ¢
alors |f(z)] = 5.

Exercice 362 Montrer que si une fonction f définie sur £ C R est continue en zy alors la
fonction | f]| est, elle aussi, continue en xy. Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 363

Vitor—+V1—a

T

= 1.

1. Démontrer que lim
z—0

V14 am —/1—am

2. Soient m,n des entiers positifs. Etudier lim

z—0 xn
1 1
3. Démontr