Modéle du tas de sable

Imaginons une grille rectangulaire. A l'intérieue dhaque case figure un certain nombre de grairsadie.
Lorsqu'il y a au moins quatre grains dans une méase, celle-ci est instable, elle distribue alarsgrain a
chacune des quatre cases voisines. Si cette ciablmest sur le bord de notre grille, il y aunsguain de perdu
lors de cet éboulement, si cette case est a I'srcdims, il y aura deux grains de perdus. Un élmoerfe peut en
entrainer un autre et il peut alors se créer @aetion en chaine :

41211 0] 3|1 1| 3| 1 14| 1 42 0 2
3|3|2|—|4|3|2/—| 04| 2— 0 3—-| 1 1 3
112|383 1| 2| 3 2| 2| 3 4 3 3 2 3 B

Ce modele a été introduit pour I'étude des avales@t des propagations des feux de foréts. Il atathé par le
physicien indien Deepak Dhar au début des années 90

Formalisation

Notonsn > 2 le nombre de lignes et > 2 le nombre de colonnes de notre grille. Pbgri<n etl<j<p,
notonsa, ; le nombre de grains de sable se trouvant dareskaen éeligne et j *™colonne. La familleA des
a,; pourl<i<n etl<;j<p estappelée configuration de notre tas de sahléafe A est une matrice a
lignes etp colonnes). Une configuratiod est dite stable si et seulement si tous des sont inférieurs ou

égaux a 3, il n'y alors aucun éboulement possiBlaon, la configurationd est dite instable et tout couple
(4,4) tel quea, ; >4 est appelé case critique de la configuratibn

Eboulements et avalanche

On appelle éboulement de case=(i,j) la fonction notéeA, qui & une configurationd associe la
configuration B obtenue par :

b, =a,;—4,

b., =a,,+1 si(k() estune case voisine ¢t j)
b., = a,, sinon

Cette fonctionA, est définie sur 'ensemble des configuratiaisdont z est une case critique dé. Un

éboulement de case conserve les cases critiques autres guet peut aussi entrainer I'apparition de nouvelles
cases critiques, d'ou la formation d’'une réactionckaine. Néanmoins celle-ci s’arréte nécessaireomnme
cela est démontré dans I'encadré ci-contre. De, pdusonfiguration finale obtenue ne dépend pa$atdre
dans lequel sont réalisés les éboulements, car st y sont des cases critiques d’une configuratibn on

observe aisement qué oA (4)=A oA (4). On appelle avalanche I'application qui associe a une
configuration A, la configuration stablep(A) obtenue par succession d'éboulements. L'applicato ne
modifie pas les configurations stables et dgncp = p .

Opérations sur les configurations

Etant donnés deux configurations et B, on note A+ B la configuration obtenue en sommant pour chaque
case de la grille, le nombre de grains figuranisddnet B. On noteA@® B la configuration stable obtenue par
avalanche ded + B i.e. A& B=p(A+B).

Puisque l'ordre des éboulements n'a pas d'incidesicgour évaluemp(A+ B), on commence par réaliser les
éboulements transformantd en p(4), on constate quep(A+B)=p(p(A)+B). Autrement dit:
A®B=p(A)® B. Par suite, on a aussi I'égalite® B = p(A) ® p(B) . Ces deux relations seront essentielles
pour les manipulations a venir.

-1/3-



L'opération ¢ ainsi définie est commutative, associative et @dsda configuration nulle (i.e. celle sans grain
de sable noté® ) pour élément neutre. Cependant, il n'y a paséd¥énts symétrisables autres gOepour
cette loi car, aprés un éboulement, il y a toujaursnoins deux cases non vides. Néanmoins, nonssaloir
que la loi® munit d'une structure de groupe I'ensemble dedigorations dites effectives

Configuration effective

On appelle configuration totalement instable, tardgafiguration possédant au moins trois grainsatgesdans
chaque case. La configuration, no#®edont toutes les cases sont formées de troisgeaintotalement instable.

On appelle configuration effective toute configioatobtenue par avalanche d’'une configuration émbeint

instable. La configurationy est effective. La configuratio 2 I'est aussi car obtenue par éboulement
5|6 . . .
de 34l En revanche la configuratiofi n’est pas effective.

Etant donné une configuration stable, on appelle complément dd , la configuration A  définie par
a,; =3—a,, de sorte quel®A=34.

Groupe des configurations effectives.

L’ensemble G des configurations effectives est stable pouoiadl, en effet si4,B sont des configurations
effectives alors il existed’,B’ totalement instables telles qud=p(4’) et B=p(B’). On a alors
AeB=pA)opB)=A"®B =p(A’+B') avec A'+ B’ totalement instable. En fait, en adaptant la
démonstration précédente, on a le résultat plds fmur A € G et B quelconque A& BeG .

Considérons maintenant I'élémeat=6©626c G . Pour toutAcG, on a AGe=A. En effet, écrivons
A=p(A) avec Al=A"+6 totalement instable. On a A=A"®s et

Ape=A"@sdépéns=A"®6=A
Ainsi ¢ est neutre pou& muni de la loid .

De plus pourB= A& 6 on a
AGA®s=A"060A05=A"0(6050606)® A6
=AGOBABIBDIDO)=06D6DPo=¢

Ainsi A est symétrisable, de symétriquie.
FinalementG est un groupe abélien pour la loi.

2|2

Pourn=p =2, CardG = 19 et le neutre e°t2 1k

2112
Pourn = 2,p = 3, CardG = 241° et le neutre est

2112

2112
Pourn=p=3, CardG = 10035 et le neutreegtl | 0| 1|.

2112

Le modéle présenté ici, dans le cadre simple degmde sable disposés sur une grille, se généralides
configurations plus complexes, ou chaque case edgera un certain nombre de voisines et ou chaque
éboulement d’'une case redistribue un ou plusietatg a chacune de ses voisines. L'étude de ce leodée
général est assez semblable a celle qui précédenduit aussi a I'existence d’'un groupe des comditions
effectives.
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Encadré

Montrons qu'il n'existe pas de succession infinigbdulements. Par I'absurde, supposons qu'une telle
succession existe. Comme il y a un nombre finirdéng au départ et un nombre fini de cases suilla,dl n'y

a qu'un nombre fini de configurations possiblestril@éaction en chaine infinie doit donc passesiplus fois

par les mémes configurations et il doit donc exisiae suite d’éboulements qui conserve une certaine
configuration. Lors de cette suite d’éboulementeildoit y avoir aucun grain perdu. Par suitejilaura aucun
éboulement sur le bord de notre grille. Mais ilpgait y avoir non plus d’éboulement sur le bord drdide la
grille, car un tel éboulement envoie un grain supdrd de la grille, grain qui ne pourra plus révar’intérieur.

En reprenant ce raisonnement, on constate qu’ilanpas d’éboulement du tout. Nous avons notre dbéur

Une autre méthode, moins visuelle, pour établirrésultat, consiste a observer que l'applicatian fait
systématiquement croitre la quantité4:Zai,j(i2+j2) lorsque le nombre de grains est constant.

i

Visualisation sous forme d’histogramme du neutre
Casn=p=8 Casn=3,p=10

-3/3-



