Trois problemes antiques

Les mathématiciens de la Gréce antique ont lai$s@ra successeurs trois problemes de constructianégle
et au compas devenus célebres. Ces problémes sont :

« la duplication du cube : construire la racine cubigle 2 en vue de savoir réaliser un cube dontllene
soit le double de celui d'un cube donné

« latrisection de I'angle : construire un angle égatiers d’'un angle donné.
» la quadrature du cercle : construire un carré tainé est égale a celle d'un cercle donné.

Ces trois problémes se sont avérés insolubles @biimpossible quadrature du cercle »). Néanmoirsjs
allons voir dans cet article, comment ces problépees/ent étre résolus par des courbes dont lesspméuvent
étre construits a la régle et au compas.

La cissoide de Dioclés

La cissoide de Dioclés (ou cissoide droite) estdupdicatrice, c’est a dire une courbe permettantédeudre le
probléme de duplication du cube. Pour la construire introduit un pointP évoluant sur la droiteA
d’équationz =1. Notons @ le projeté orthogonal dé& sur I'axe (Oy) et M le projeté de) sur la droite

(OP) . La cissoide de Diocles est la courbe décritegopoint M lorsque le pointP parcourt la droiteA .
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En introduisantd une mesure de 'angle entre le vectéuet le vecteurOP , on observe que les coordonnées
du point M sont z=sin’d et y=sin’ftard. Cela permet d’établir que notre courbe a pouration
cartésienne

(2’ +y*) =y*.
Quand le pointP a pour ordonnéd/2, les coordonnées d&/ sont
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Le point M appartient donc a la droite d’équation cartésie@ne-y = 2. En construisant l'intersection de
cette droite et de la cissoide de Dioclés, on nbtie point M/ et on en déduit le poinf et donc une

construction géométrique du nomb¥& .




La trisectrice de Mac Laurin

La trisectrice de Mac Laurin est, comme son nondltjue, une courbe résolvant le probléme de ladtien de
I'angle. Pour la construire, on introduit @ nouvaau point P évoluant sur la droiteA d'équation z=1.
Notons A le symétrique d& par rapport 8A et M la deuxiéme intersection de la dro{teP) avec le cercle
de centreA passant parP . La trisectrice de Mac Laurin est la courbe pargeyar le pointd lorsque P
décrit A .

Par construction, on a la double égalité :
OP=AP=AM
qui assure que les trianglé@PA) et (PAM) sont isoceles. En posafitune mesure de I'angle entre le vecteur

i etle vecteutOM , on observe que l'angle entieet AM est égal 39 .
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Il est maintenant facile de réaliser une trisectiarpartir d’'un anglex on positionne un poind/ sur la courbe

de sorte quex soit une mesure de I'angle entre le vectéuet le vecteurAM , 'angle entrei et OM est
alors égal au tiers de I'angte.
La spirale d’Archiméde

Il ne reste plus qu'a évoquer le plus célébre detrms problémes : la quadrature du cercle. Aréldiensait que
I'aire d’'un disque de rayork et de périmetrep =27 R est égale a celle d'un triangle rectangle dondkssx

cbtés adjacents a I'angle droit ont pour longuBuet p .




Il cherche alors a construire ce triangle a lagéglau compas. Il introduit pour cela une spicdienue par la
composée de deux mouvements :

e une droite, initialement confondue avec I'ak®y) pivote autour d& dans un mouvement uniforme,

¢ sur cette droite, un mobile initialement én, avance a vitesse constante.

Si I'on connait les positiond/, et M, du mobile aux instant§ et ¢,, il est facile de construire la positiai

de ce mobile a I'instanft, +t,)/2 car on a la relatio® M :M.
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Partant des deux extrémités d’'une spirale, il esicdoossible de construire autant de points que \Veut de
celle-ci.

Plus précisément, Archiméde considére la spiradégatant le bord du disque a la fin de sa premiévelution.
En combinant la vitesse radiale du mobile qui esistante, et sa vitesse orthoradiale, qui est ptiopoelle a
sa distance au centre, il observe que la tangentexrémité finale de cette spirale coupe I'a¢@z) en un

point dont I'abscisse est le périmétpedu cercle. La construction de cette tangente peatoes de tracer le
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triangle voulu.
Malheureusement, cette tangente n’est pas constieiétila regle et au compas, on doit donc se ctarteiune
approximation de celle-ci, approximation qui estgible puisque I'on sait construire autant de [sodpute voulus
de cette spirale.




