Démonstrations d’ existence par compacité

Il est souvent délicat en mathématique de justiies existences. L'une des possibilités consigrhiber une
solution comme lors de résolutions d’équations. Hdateusement cela n'est pas toujours possible. dutre
possibilité consiste a faire appel a des théorédomedamentaux comme le théoréme des valeurs intéamesl
qui assure une existence en exploitant la propdétéomplétude de la droite réelle. Dans cet cdddée, nous
allons présenter ici plusieurs théorémes permettbaffirmer des existences, théoremes justifiés par
argument topologique : la compacité.

Valeur d'adhérence d’une suite

On appelle valeur d’adhérence d’'une suite touttpdamt les voisinages contiennent une infinitéefenes de la
suite : il y a accumulation de termes de la suitevaisinage de ce point. Si la suite est convemelie ne
possede gu'une seule valeur d’adhérence : sa liSit®n la suite peut avoir plusieurs valeurs d&aedhce ou
bien ne pas en avoir.

Une partie est dite compacte ssi toute suite d'éfémde celle-ci posséde au moins une valeur dradbé dans
cette partie. Cela a pour conséquence que cetesghacelativement petit : on ne peut y reparsitégmes d’'une
suite sans qu'il y ait au moins une accumulatioeletermes quelque part. De part sa définitiamgliment de
compacité assure l'existence de valeurs d'adhésencest ce qui nous permettra de justifier I'exmste
d’éléments particuliers vérifiant une certaine pi@i@. Mais avant cela il est nécessaire de camnglielques
parties compactes.

Les segments deR sont des compacts

Considérons une suite d’éléments d’un segnjest. En découpant ce segment en son milieu, au mains |
des deux segments formés contient une infinitéedmds de la suite. En reprenant le processus i garte
segment, on construit par dichotomie une suiteeggnents emboités de longuei—a)/2" contenant chacun

une infinité de termes de la suite. L'intersecttinces segments déterminent alors une valeur daate a la
suite étudiée : nous pouvons affirmer que les sepre R sont des parties compactes. Plus généralement, et
l'aide de ce résultat, on démontre que les pactmspactes d’'un espace vectoriel normé de dimerisi@nsont

les parties fermées et bornées.

Image continue d’un compact

L'un des principaux résultats de compacité estuieasit : I'image d’'un compactk’ par une applicationf
continue est un compact. En effet, considérgns: f(z,) le terme général d’'une suite d’élémentsfq&’) , les
élémentsz, évoluant dans le compadt , la suite (z,) présente une valeur d’adhérence par continuité de
f. y= f(z) seravaleur d’'adhérence de la suige) . On peut donc conclure qu& k) est compact.

Pour une fonction d'une variable réelle a valeugslles, ce résultat, ainsi que le théoréme desursle
intermédiaires, permet d’établir que I'image d'@gsient est un segment. Dés lors nous disposonsirutipe
suivant :

« toute fonction réelle continue sur un segmenbestée et atteint ses bornes »

Ce résultat permet donc de justifier I'existencend@ximum et de minimum & une fonction continue wur
segment.

Théoreme de Rolle
Considérons une fonction réelle définie et contisueun segmer{n,b] (aveca <b e R). Par le principe établi
ci-dessus, cette fonction présente un minimum emarimum en des points et d de [a,b}. Supposons que

cette fonction soit de plus dérivable s}mrb[ et prenne la méme valeur enet b . A moins que cette fonction ne

soit constante au quel cas sa dérivée serait fulleau moins des extremum et d n’est pas une extrémité de
lintervalle [a,b} . En cet extremum, la tangente est horizontale ebmbre dérivé correspondant est nul. Ainsi

nous justifions I'existence d’'une valeur d’annwdati@a la dérivée de la fonction étudiée.
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Le théoréme de Rolle est un outil trés fort en ys®&lil permet d’'établir le théoréme des accroissemfinis

(qui exprime que la vitesse moyenne d’'un mobilégetle a I'une des vitesses instantanées) ou saajjéation
gu’est I'égalité de Taylor-Lagrange.

Théoreme de Darboux

En suivant des idées quelques peu semblables ascphlésentées ci-dessus, considérons une fonction
f:[a,b] — R dérivable vérifiantf’(a) >0 et f'(b) <0. Cette fonction présente un maximum car continue s

le segmenl{a,b} , Ce maximum ne peut étre @nni enb compte tenu des hypothéses sur les nombres dérivés
ces points. En ce maximum, la dérivéefde’annule.

a ¢ b
Par ce résultat, on établit que méme si la dériVéee fonction n’est pas nécessairement continile satisfait
néanmoins la propriété du théoréme des valeumsmétdiaires : c’est le théoréme de Darboux. En apptin de
celui-ci, nous pouvons justifier I'inexistence deéntives a une fonction continue par morceaux enésnt un

saut.
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Théoréme de d’Alembert-Gauss

Le théoreme de d’Alembert-Gauss affirme que touymfime non constant posséde au moins une racine
complexe. Pour établir ce résultat nous allons amtifier 'ensembleC . Partons d’une spher8 de I'espace.
Toute droite menée du pdle nofd & un autre pointM de la sphére coupe en un unique pdint le plan
équatorialP . La transformation correspondante est appeléegiof stéréographique.
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Cette transformation réalise une bijection contidaé\{N} vers P . En identifiant le plan géométrique et

le plan complexeC et en adjoignant & un élémentw qui correspondrait a I'image du poiff on obtient
une bijection continue d& vers@:(CU{w}. L'élément w ainsi introduit se comprend comme un élément
rejeté a linfini. La sphéreS est compacte car fermée et bornée donc son imagéapplication continue
précédente I'est aussi. Ain§l est un compact : on I'appelle compactifié d’Aledeov de C .

Considérons alorsp une fonction polynomiale complexe non constanta. fPolonge p & C en posant
p(w)=w et on vérifie que la fonction ainsi formée est towre. La fonction|p| étant alors une fonction

continue sur le compadt , elle admet un minimum en un poiatqui ne peut étre ew . Il reste alors a établir
que |p(a)|:0 pour assurer quep possede une racine. La démarche est ici assenideehmais sous

I'hypothése absurde}p(a)|>0, on parvient & établir I'existence d’'un compleke voisin de « tel que
|p(b)| <|p(a)| ce qui contredit la définition de et permet de conclure.

Conclusion

Les différents théorémes présentés ci-dessusiguitiles existences de solutions a des équations mea

permettent malheureusement pas de déterminer -o&ll€pendant une existence apporte déja beaupaup,
exemple, en logique mathématique, il arrive qu'tabkt la validité d’un théoréme en justifiant par argument

de compacité I'existence d’'une démonstration meis pour autant en exhiber une !



