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Enoncés 1

Endomorphismes des espaces
euclidiens

Matrices orthogonales

Exercice 1 [o02744 ] [Correction]
Soit A € O, (R). On suppose que 1 n’est pas valeur propre de A.

(a) Etudier la convergence de
1
- [n+A+...+AP
p+1 ( )
lorsque p — +o0.
(b) La suite (A?)pen est-elle convergente ?

Exercice 2 [ 02746 | [Correction]
Soit J la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1.
Quelles sont les A de O, (R) telles que J + A soit inversible ?

Exercice 3 [ 02749 | [Correction]
(Transformation de Cayley)
(a) Si A est une matrice antisymétrique réelle, que peut-on dire des valeurs
propres complexes de A7
(b) Soit
o Ac A,(R) = (I, — A)(T, + A%

Montrer que ¢ réalise une bijection de A, (R) sur

{2€ GO, R)| —1¢Sp)}.

Exercice 4 [o3610 ] [Correction]

Soit n € N*. Si M € M,,(R), on dira que M a la propriété (P) si, et seulement si,
il existe une matrice U € M,,11(R) telle que M soit la sous-matrice de U obtenue
en supprimant les derniéres ligne et colonne de U et que U soit une matrice
orthogonale, soit encore si, et seulement si, il existe ay,...,as,4+1 € R tels que

Q2n 41

U= M € 0,41(R).

Ap42
a1 Tt (67 an+1

(a) Ici
M (0)
M= .
(0) An
est une matrice diagonale. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
portant sur les \; pour que M ait la propriété (P).
(b) Ici M € S,,(R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M
ait la propriété (P).
(¢) Si M € GL,(R), montrer qu’il existe U € O,(R) et S € S,(R) telles que
M=US.
On admettra qu’une telle décomposition existe encore si M n’est pas
inversible.
(d) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M € M,,(R)
quelconque ait la propriété (P).
Cette condition portera sur ‘M M.

(e) Montrer le résultat admis dans la question c).
Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA

Exercice 5 [o04167 | [Correction]
Soit A € M, (R).

(a) Montrer qu'’il existe une matrice O orthogonale et une matrice T' triangulaire
supérieure telles que A = OT.
On pourra commencer par le cas ou la matrice A est inversible.

La fonction numpy.linalg.qr de Python donne une telle décomposition.

(b) On pose
> laigl-

1<i,j<n

Ni(A) =

Montrer que N7 admet un minimum m,, et un maximum M,, sur O, (R).
(c) Utilisation de Python.
Ecrire une fonction rand0(n) qui génére une matrice aléatoire A et qui
renvoie la matrice orthogonale O de la question précédente.
Ecrire une fonction N; de la variable matricielle A qui renvoie Ny (A). On
pourra utiliser les fonctions numpy . sum et numpy. abs.
Ecrire une fonction test(n) qui, sur 1000 tests, renvoie le minimum et le
maximum des valeurs de N; pour des matrices orthogonales aléatoires.
(d) Déterminer la valeur de m,,. Pour quelles matrices, ce minimum est-il atteint ?
Montrer qu’il y a un nombre fini de telles matrices.
(e) Montrer que M,, < n+/n et que M3 < 3+/3.
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Isométries vectorielles

Exercice 6 [ 00345 ] [Correction]
Soient f € O(E) et V un sous-espace vectoriel de F.
Montrer que :

V est stable pour f si, et seulement si, V1 Pest.

Exercice 7 [ 02730 ] [Correction]
Soit E un espace euclidien. Quels sont les endomorphismes de E tels que pour
tout sous-espace vectoriel V de E

FVE) C (F(V))*?

Exercice 8 [ 00342 ] [Correction]
Soit f € O(E) diagonalisable. Montrer que f est une symétrie.

Exercice 9 [ 03082 ] [Correction]
Soient ' un espace euclidien et f un endomorphisme de E conservant
I’orthogonalité :

Vr,y € E,(z|y) =0 = (f(2)[f(y)) = 0.

(a) Calculer (u+ v|u — v) pour u,v vecteurs unitaires.

(b) Etablir qu’il existe o € R, vérifiant
vz € B, || f(2)|| = o=

(c) Conclure qu’il existe g € O(F) vérifiant f = a.g

Exercice 10 [o02740 ] [Correction]
Dans un espace euclidien E, soit f € L(FE). Montrer que deux des trois propriétés
suivantes entrainent la troisiéme :

(i) f est une isométrie vectorielle;

(i) /2 = —1d;

(iii) f(x) est orthogonal & x pour tout x.

Exercice 11 [o2731 | [Correction]

Soit n € N*. On note M P’espace vectoriel réel M,,(R). On pose

¢: (A, B) € M? — tr'AB.

(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur Q € M pour que M — QM

soit ¢-orthogonale.

Exercice 12 [ 03076 | [Correction]

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien.

Pour ¢ € O(E), on note M (p) =Im(p —Idg) et F(p) = Ker(¢ — Idg).
Siu e E\ {0}, s, désigne la symétrie orthogonale par rapport & I’hyperplan u*.

(a) Soit ¢ € O(E). Montrer que M (p) &+ F(p) = E.

(b) Si (uq,...,ux) est libre, montrer :

M (sy, 0+ 08y,) = Vect(ug,...,ug).

(c) On suppose (uq,...,uy) libre. Soient vy,...,v; € E '\ {0} tels que

Suy O+ + 08y, = Sy, O+ 08y, .

Montrer que (v1,...,v;) est libre.

Exercice 13 [o2748] [Correction]
On note (- | -) le produit scalaire canonique de R™. Pour toute famille
u = (u1,...,up) € (R™)? on pose

My, = ((uwilug))i<ij<p-

(a) Montrer que la famille (u1,...u,) est libre si, et seulement si, M,, est

inversible.

(b) On suppose qu'il existe u = (uq, ...

M, = M,.

,up) et v = (v1,...,v,) telles que

Montrer qu'’il existe f € O(R™) telle que f(u;) = v; pour tout i.

Exercice 14 [o2554 | [Correction]
Soient u une isométrie de E euclidien et v = u — Idg.

(a) Montrer que Kerv = (Imv)

L

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Enoncés 3

(b) Soit
1 n—1
_ = k
T
k=0

Montrer que (uy(z)), cy converge, pour tout vecteur x, vers le projeté
orthogonal de x sur Kerwv.

Exercice 15 [o03379 ] [Correction]
Soit u un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien E de dimension n.

(a) On pose v = u — Id. Montrer
1

Kerv = (Imv)—.
(b) Soit « € E. Justifier l'existence de (z1,y) € Kerv x E tel que
x =z +v(y).
Montrer

L V-l . .
N E u (x)le—i—ﬁ(u (y) —v)-
k=0

(c) On note p la projection orthogonale sur Kerv. Montrer

- ub(z)| = 0.

0

Ve e E, lim

N—+oco

p(x) —

1N
N
k=

Exercice 16 [03743] [Correction]

P, ¢ sont deux entiers strictement positifs. A, B deux matrices de M, ,(R) telles
que ‘AA ='BB.

(a) Comparer Ker A et Ker B.

(b) Soit f (respectivement g) I’application linéaire de R? dans R? de matrice A
(respectivement B) dans les bases canoniques de R? et RP. On munit R de
sa structure euclidienne canonique. Montrer que

Vr € R (f(z), f(y)) = (9(z),9(y))-

(c) Soient (e1,...,&.) et (€],...,e.) deux bases d’un espace euclidien F de

dimension r vérifiant
V(i,5) € {1,...,r}? {ei €5) = (€, €5).
Montrer qu’il existe une application orthogonale s de F' telle que

Vie{l,...,r},s(g;) =€l

(d) Montrer qu’il existe U € O,(R) tel que A = UB. [Enoncé fourni par le
concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 17 [o3741 ] [Correction]
Soit E un espace euclidien ; on note O(F) le groupe des endomorphismes
orthogonaux de E et on définit I’ensemble

r— {u € L(E) ‘\m € B, |u@)| < ||g;||}.

(a) Montrer que I' est une partie convexe de L(E) qui contient O(E).

(b) Soit u € T tel qu'il existe (f,g) € I'? vérifiant

f#getu:%(erg)-

Montrer que u ¢ O(E).

(¢) Soit v un automorphisme de F; montrer qu’il existe p € O(F) et s un
endomorphisme autoadjoint positif de F tels que v = po s.
On admet que ce résultat reste valable si on ne suppose plus v bijectif.

(d) Soit u € " qui n’est pas un endomorphisme orthogonal.
Montrer qu'il existe (f,g) € I'? tels que

[Egetu=3(7+9)

(e) Démontrer le résultat admis & la question c). [Enoncé fourni par le concours
CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Isométries de ’espace de dimension 3

Exercice 18 [o1610] [Correction]

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté.

Etudier 'endomorphisme f de E dont la matrice dans une base orthonormale
directe (i, j, k) est

1 2 2 1
A= 3 1 -2 2
2 -1 =2
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Exercice 19 [o1611] [Correction] Exercice 23 [o1617 ] [Correction]
Soit ' un espace vectoriel euclidien orienté muni d’une base orthonormée directe Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
B=(i,j,k). (a) Montrer que deux rotations de méme axe ou deux retournements d’axes
Soit f € L(F) dont la matrice dans la base B est orthogonaux commutent.
1 -2 1 Soit f et g deux rotations de E, autres que Idg, telles que fog=go f.
1 V20 —v2]. (b) Soit u un vecteur unitaire appartenant & ’axe de la rotation f.
1 V2 1 Montrer que g(u) appartient a ’axe de la rotation f et en déduire que
g(u) = u ou g(u) = —u.
s ;.
(a) Former une base orthonormeée directe B’ = (u, v, w) telle que (c) Dans le cas ou g(u) = u, conclure que les rotations f et g ont méme axe.
v,weP:rox+2=0. . . o
) , . (d) Dans le cas ou g(u) = —u, justifier que les axes de f et g sont orthogonaux
(b) Former la matrice de f dans B' et reconnaitre f. puis que f et g sont des retournements autour de ceux-ci.
Exe‘r(‘:ice 20 [oi612] [Corr’ection]. ) o . ) Exercice 24 [ 02924 ] [Correction]
£ désigne un espace V?Ctorl?l euclidien orienté runt d une }oase orthonor/m'ee. Soient E un espace vectoriel euclidien, v € E non nul, g € O(E). On note o la
directe B = (i, Js k). Déterminer la nature', et préciser les element.s caractéristique, symétrie orthogonale par rapport a hyperplan u. Décrire go o o g~ L.
de 'endomorphisme f de E dont la matrice dans B est donnée ci-aprés :
1 V6 . -8 4 1 Exercice 25 |[o3186 ] [Correction]
(a) A= i 1 3 -6 (c) A= s 4 7 4 FE désigne un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 muni d’une base
/6 V6 2 1 4 -8 orthonormée directe B = (i, j, k).
74 4 Rechercher les rotations R de E telles que
_ 1
(b) A=—5(|—4 8 -1 R(i)=—jet R(i—j+k)=1i—j+k.
4 1 -8
Exercice 26 [o03190] [Correction]
Exercice 21 [o1613] [Correction] Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 muni d’une base orthonormée
Soient (a,b) € R? et directe B = (4,7, k). Soit 8 € R, déterminer les éléments caractéristiques de
a b b
A=1lb a bvl. Roty, /2 © Roteos gitsin 0,7 -
b b a
(a) Pour quels a,b € R, a-t-on A € O(3)7? Réduction des endomorphismes orthogonaux
(b) Préciser alors la nature et les éléments caractéristiques de ’endomorphisme f
de R? dont la matrice dans la base canonique serait A. Exercice 27 | 02562 | |Correction]
Soit 2 € M,,(R) une matrice orthogonale.
Exercice 22 [ o1616 ] [Correction] Soit A une valeur propre complexe de Q et X € M,, 1(C) vérifiant
Soit f une rotation d’axe D dirigé et orienté par un vecteur unitaire u et d’angle OX = \X.

0 # 0 [(2m)].

Soit s une réflexion de E montrer que f et s commutent si, et seulement si, D est
orthogonale au plan de réflexion de s ou bien D est incluse dans ce plan et f est
un retournement. établir que X est de module 1.

En calculant de deux facons L
fax)ax
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Exercice 28 [03343] [Correction] Exercice 33 [o0363] [Correction]
Soit A € O, (R). Soit p une projection d’un espace vectoriel euclidien E.

(a) Montrer que si A est une valeur propre complexe de A alors |\ = 1. Montrer que la projection p est orthogonale si, et seulement si, p est symétrique.

(b) Soit A une valeur propre complexe non réelle de A et Z € M,, 1(C) un
vecteur propre associé.
On pose X = Re(Z) et Y =Im(Z). Montrer que Vect(X,Y) est stable par A.

(c) Montrer que les colonnes X et Y ont alors méme norme et sont orthogonales.

Exercice 34 [o03430] [Correction]
On pose E = R,,[X] muni du produit scalaire définie par

Quelle est la nature de I’endomorphisme induit par la matrice A sur 'espace !
Voct(X 1) 7 Pla) = [ Poaa
(a) Montrer que la relation
Exercice 29 [ 03487 ] [Correction] 1
Déterminer les applications u € O(FE) vérifiant u(P)(x) = / (x +t)"P(t)dt
0
(u —1d)? = 0.

définit un endomorphisme u de ’espace E.

(b) Vérifier que ’endomorphisme u est symétrique

Endomorphlsmes Symétrlques (c) Calculer la trace de u.

Exercice 30 [o0350] [Correction]

Quels sont les automorphismes orthogonaux symétriques d’un espace vectoriel Exercice 35 [o3118] [Correction]

euclidien £ 7 Soit E/ un espace vectoriel euclidien de dimension non nulle.

(a) Montrer que si p est un projecteur orthogonal de F alors p est symétrique.
. ) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux de FE.
Exercice 31 [o0362 ] [Correction]
Soient f et g deux endomorphismes symétriques d’un espace vectoriel euclidien F.
Montrer que f o g est symétrique si, et seulement si, fog=go f. (c) Montrer que

(b) Montrer que p o g o p est symétrique.

(Im p + Ker ¢)* = Im g N Kerp.

(d) En déduire que p o g est diagonalisable.
Exercice 32 [oo0s3 ] [Correction]

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a un vecteur unitaire de F et k un

réel avec k 7 —1. Exercice 36 | 02408 | [Correction]

(a) Montrer que On se place dans I’espace euclidien E.

f(x) =z + k(z|a)a 1) Soit p un projecteur de E.

définit un endomorphisme symétrique de E. Etablir ’équivalence des conditions suivantes :
(i) p est un projecteur orthogonal ;

L (ii) Vo € B, ||p(2)|| < |l=|l;
(c) Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de f. (iii) p est symétrique.

(b) Montrer que f est un automorphisme.

2) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.
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(a) Montrer que p o g o p est symétrique.

(b) Montrer que
(Imp + Ker ¢)* = Im ¢ N Ker p.

(c) Montrer que p o g est diagonalisable.

Exercice 37 [o34s86 ] [Correction]

(a) Vérifier que I’'on définit un produit scalaire sur R? par :
(z,y) = T1y1 + 5x2y2 — 2(21Y2 + T2y1).

(b) Pour quelle(s) valeur(s) de a € R I’endomorphisme « canoniquement

représenté par
2 a
=i o)

est-il symétrique 7

Exercice 38 [o03591] [Correction]
Soient a € R*, u un vecteur unitaire de R3 euclidien.

(a) Montrer que 'application f, définie par
fo(z) = 2+ alz,w)u

est un endomorphisme de R3.

(b) Montrer qu’il existe un unique o’ # 0 vérifiant
Ve € B, || fur(@)]] = ]l

Donner la nature de f,» (on pourra s’intéresser a f2).

(c) Montrer que f, est un endomorphisme symétrique et déterminer ses éléments
propres.

Théoréme spectral

Exercice 39 [oo0364 | [Correction]
Soit f un endomorphisme symétrique de F vérifiant

Ve e E, (f(z)|x) =0.

Déterminer f.

Exercice 40 |[03939 | [Correction]
Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien F.
On pose
k= sup |\
AESpP(u)
Veérifier
Vi € E, |Ju(z)|| < k|jz]).

Exercice 41 |[oo036s8 | [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension n et S sa sphére unité

S={zecE||=1}.

Pour p € {1,...,n}, on note V, 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de
dimension p.

Soit f un endomorphisme symétrique de F de valeurs propres Ay < --- < A,
comptées avec multiplicité. Etablir

Ap = Vnggp Jmax (f(x)]2).

Exercice 42 |[o03941 | [Correction]
Soit © un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien F de dimension n non
nulle.
On pose
H,={z€E|(u(z)|z) =1}.

Enoncer une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de u pour
qu’il existe un vecteur unitaire élément de H,,.

Equations matricielles avec transposition

Exercice 43 |[o37s1 | [Correction]
Soit A € GL,(R) telle que ‘A = A2,

(a) Montrer que A% =1I,, et que A est orthogonale.

(b) Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.
Montrer que le noyau de f2 + f + Id est de dimension paire et en déduire la
forme de la matrice de f dans une base bien choisie.
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Exercice 44 [o03923] [Correction]
Soit A € M,,(R) vérifiant
A% = A'A.

Montrer que la matrice A est diagonalisable sur C.

Exercice 45 [o02716] [Correction]
Résoudre dans M, (R) le systéme

M2+ M+1,=0
tMM = MtM.

Exercice 46 [ 02600 ] [Correction]
On étudie I’équation M*M M = I,, d’inconnue M € M,,(R).

(a) Montrer qu’une solution est une matrice symétrique.

(b) En déduire les solutions de ’équation étudiée.

Exercice 47 [o02715] [Correction]

Trouver les M de M, (R) telles que ‘M = M? et que M n’ait aucune valeur

propre réelle.

Matrices commutant avec leur transposée

Matrices symétriques

Exercice 48 [ 02614 ] [Correction]
Soit A € M, (R) symétrique.
On suppose A" = O,,. Déterminer A.

Exercice 49 [o01330] [Correction]

Soit A € M, (R) telle que *tAA = A*A. On suppose qu’il existe p € N* tel que

AP = 0.
(a) Montrer que ‘AA = 0.
(b) En déduire que A = 0.

Exercice 50 [oo037o0] [Correction]
Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n.

(a) Montrer que
XtAA = XAtA-

(b) Montrer que les matrices AA et A*A sont semblables.

Exercice 51 [o03491 ] [Correction]
Soit A = (a; ;) € M,(R) une matrice symétrique.
(a) Justifier que le spectre de A est une partie finie non vide de R.
On pose
Amin = minSp A et Apax = max Sp A.

(b) Montrer
Vl S ) S n, )\min S ai,i S )\max-

Exercice 52 [oo0372] [Correction]
Soit A € S,,(R) a valeurs propres positives. Etablir

(det A)Y/™ < %trA.

Exercice 53 [o02401 | [Correction]
Soient A et B dans M, (R). Montrer, si A'’A = B'B, qu'’il existe Q € O, (R) tel
que B = AQ.

Exercice 54 [o02750 ] [Correction]
Si M € S, (R) vérifie MP = I,, avec p € N*, que vaut M??

Exercice 55 [o2751 | [Correction]
Montrer que le rang de A € M,,(R) est égal au nombre de valeurs propres non
nulles (comptées avec leur ordre de multiplicité) de *AA.

Exercice 56 |[o3077 | [Correction]
Soient m,n € N* et M € M,, »,(R).
Etablir I'existence de U € O,,(R) et V € O, (R) telle que la matrice N = UMV
vérifie :
V(Z,]) S {1,,m} X {1,,77,},17&.] — Ni,j =0.
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Exercice 57 [o30s8s8] [Correction]

Soit
aiq bl (0)
A= *® € M,(R)
bnfl
(0) Cn_1 Qp

vérifiant bycp > 0 pour tout 1 < k <n — 1.

(a) Montrer qu’il existe une matrice diagonale inversible D vérifiant
D7'AD € S,(R).

(b) En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 58 [o03162] [Correction]
Soient A, B € S,(R) et p € N. On suppose que A?P*1 = B2+ Montrer que
A= B.

Exercice 59 [o03163] [Correction]
Soit A € M,,(R). Montrer que les matrices *AA et A'A sont orthogonalement
semblable i.e.

3P € 0,(R),"Q("AA)Q = A’ A.

Exercice 60 [o034s88] [Correction]
Soit A € M, (R) vérifiant
Sp(fAA — A'A) C Ry.

Montrer que A et 'A commutent.

Exercice 61 [ 03489 ] [Correction|
Soit A € S,,(R) vérifiant A% = A. Etablir

|AllL < nvitr A.

Exercice 62 [o03664 ] [Correction]
Soit M € M,,(R) et A="*MM.

(a)
(b)

Montrer que les valeurs propres de A sont positives.

Soit (X;)1<i<n une famille orthonormée de colonnes telle que la famille
(MX;)1<i<n soit orthogonale.

Montrer que les X; sont des vecteurs propres de A.

Exercice 63 |[o3762 ] [Correction]
Soient A € M,,(R) symétrique. On pose

B=A%+A+1,.

Montrer que A est un polynoéme en B.

Exercice 64 |[o37ss8 ] [Correction]
Soient A € M,,(R) symétrique et positive. On pose

B=A%+ A+1,.

Montrer que A est un polynome en B.

Exercice 65 [o0373s8] [Correction]

(a)

(c)

A:(Z l;)e./\/lg(R)etB:G ;)

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢ existe-t-il P € Oy (R)
telle que A = PB'*P?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a existe-t-il b,c € R et

P € 02(R) tels que A= PB'P?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur ¢ existe-t-il a,b € R et

P € 02(R) tels que A= PB'P?

A—(‘C‘ Z) eMg(R)etB—G ;)

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢, d existe-t-il

P € GLy(R) telle que A = PBP~1?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a existe-t-il b,¢,d € R et
P € GLy(R) tels que A= PBP~'?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur d existe-t-il a,b,c € R et
P € GLy(R) tels que A = PBP~1?

Si A, B € M, (R), justifier existence de

max

det(PA'P + QBQ).
P,Qc0,(R) e( Q Q)
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(d) Calculer ce maximum si B = G ;) et A= (12 _?>

(e) Si A, B € M,(R),

sup  det (PAP_1 + QBQ_l)
P,QeGL, (R)
est-il fini en général 7 (Si oui, le montrer, si non, donner un contre-exemple).

(f) De maniére générale, si Ai, ..., Ax € S (R) déterminer

max_ det(PiA' Py + - + Py AL Py)
Py,...,P,€02(R)

[Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

Exercice 66 [03919] [Correction]

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n > 2.
(a) Soient e = (ey,...,e,) une base orthonormée de E, (x1,...,2,) et

(y1,-..,Yn) dans E™. On introduit

A = Mat.(x1,...,2,) et B=Mate(y1,...,Yn)-

Déterminer les coefficients de la matrice *AB.

(b) Soit (x1,...,x,) une base de E. Montrer qu’il existe une unique famille
(y1,-..,yn) de E telle que

V(Z7]) e {17"'7n}27<yi7xj> = 57;5.]-'

,Yn) est une base de E et exprimer la matrice de passage
,Yn) & Paide de la matrice

Montrer que (y1,. ..
de la base (z1,...,2,) & la base (y,...

M = ((zi, 25))1<i,j<n-

On considére dans la suite une famille (z1,...,x,) de F vérifiant

Vie{l,...,n}, ||lzi]| = L,V(,5) € {1,...,n}% i #j = (zi,2;) <0

et
Jve EVie{l,...,n},(z;,v) > 0.
(¢) Montrer que la famille (z1,...,z,) est une base de E.

(d) On pose M = ({z;,x;))1<ij<n € Mu(R) et S =1, — M/n.
Montrer que S est diagonalisable et que Sp(S) C ]0;1][.

(e) Montrer que les coefficients de M ~! sont positifs.

(f) Soit (y1,-..,yn) déduit de (z1,...,2,) comme dans b). Montrer

V(Z,j) € {17' .- 7n}2a <yiayj> > 0.

Exercice 67 [o1331 ] [Correction]
Soient A et B dans Sz(R) telles que A2 = A et B? = B.

(a) La matrice AB est-elle diagonalisable ?

(b) Encadrer les valeurs propres de AB.

Exercice 68 |[o4108] [Correction]

Soient n > 3, E = M,, 1(R), A, B deux colonnes non colinéaires dans E et
M = ABT + BAT.

(a) Justifier que M est diagonalisable.

(b) Déterminer rg(M) en fonction de A et B.

(c) Déterminer le spectre de M et décrire les sous-espaces propres associés.

Exercice 69 [ 04997 | [Correction]
Soient A et B deux matrices de M, (R).

(a) On suppose que "X AY =X BY pour toutes colonnes X et Y de M, 1(R).
Montrer que les matrices A et B sont égales.

(b) On suppose que ‘XAX =*XBX pour toute colonne X de M,, 1(R). Les
matrices A et B sont-elles nécessairement égales?

(c) On suppose de plus que les matrices A et B sont symétriques. Montrer que
celles-ci sont alors égales.

Orthodiagonalisation de matrices symétriques

Exercice 70 [o2757 | [Correction]
Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les coefficient sont égaux a 1. Trouver
P e 0,(R) et D € M,(R) diagonale telles que *PJP = D.
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Exercice 71 [o03398] [Correction]
Justifier que
1 -2 =2
A=|-2 1 =2
-2 -2 1

est diagonalisable et trouver P telle que !PAP soit diagonale.

Exercice 72 [02413] [Correction]

On considére la matrice
-2 -2 1

A=|(-2 1 =2
1 -2 =2

(a) Justifiez que la matrice A est diagonalisable.

(b) Déterminer P et D dans M3(R) telles que ‘P = P~ D est diagonale et
‘PAP = D.

Exercice 73 [o04157 ] [Correction]

Soit n € N avec n > 2 et M € S,(R) a coefficients tous positifs.

On veut montrer que M admet un vecteur propre a coordonnées toutes positives,
associé & une valeur propre positive.

(a) Trouver les valeurs propres de

a b b
b a

SO
b b a

(b) Montrer que si S € S,,(R) a des valeurs propres toutes positives, ses
coefficients ne sont pas forcément tous positifs.

(c) Montrer que
a=sup{(X,MX) | X € M 1(R), | X]| =1}

existe et est valeur propre de M.

(d) En considérant la valeur absolue d’un vecteur X & définir, établir la propriété

voulue.
(e) Cette propriété reste-t-elle vraie si la matrice M n’est pas symétrique ?

Matrices antisymétriques

Exercice 74 [o02503] [Correction]
Soit M € M,,(R) telle que M + *M soit nilpotente.
Montrer que M est antisymétrique.

Exercice 75 [o3084 | [Correction]
Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est positif ou nul.

Exercice 76 [ 02606 | [Correction]
Soit E un espace vectoriel euclidien dont le produit scalaire est noté (- | -)
Une application f: £ — E est dite antisymétrique lorsque

Vr,y € B, (f(x)|y) = —(=[f(y)).

(a) Montrer qu’une telle application est linéaire (ce qui permet dés lors de parler
d’endomorphisme antisymétrique)

(b) Montrer que la matrice dans une base orthonormée d’un endomorphisme
antisymétrique de FE est elle-méme antisymétrique.

(c) Soient A € M,,(R) une matrice antisymétrique, A une valeur propre complexe
de A et X € M, 1(C) une colonne non nulle vérifiant

AX = )\X.
En calculant de deux facons ‘X AX, établir

A €iR.

(d) En déduire que le déterminant d’un endomorphisme antisymétrique est un
réel positif.

Exercice 77 [oo037s5 | [Correction]
Un endomorphisme u d’un espace euclidien E est dit antisymétrique si

Vo € E, (u(z)|z) = 0.

Soit w un endomorphisme antisymétrique.

(a) Quelles sont les seules valeurs propres réelles possibles pour u ?
A quelle condition un endomorphisme antisymétrique est-il diagonalisable ?
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(b) Etablir que, pour tout x,y € E,

(u(z)|y) = =(z]u(y)).
En déduire que la matrice A dans une base orthonormée d’un endomorphisme
antisymeétrique est elle-méme antisymétrique.

(c) Soient A une matrice antisymétrique réelle, A une valeur propre complexe de
la matrice A et X un vecteur propre associé.
En étudiant X AX, établir que \ € iR.

Exercice 78 [o03748] [Correction]
Soit A € M, (R) telle que 'A = —A.

(a) Montrer que si n est impair alors A n’est pas inversible.

(b) Montrer que si n est pair, det A > 0. Sous quelle condition I'inégalité est-elle
stricte ?

Exercice 79 [o03749 ] [Correction]
Montrer que A antisymétrique réelle d’ordre n est semblable &

5=(5 9

ou C' est une matrice inversible d’ordre pair.

Exercice 80 [o03618] [Correction]
Soit f un endomorphisme bijectif d’un espace euclidien E vérifiant :

V(@,y) € B2, (f(2)|y) = —(z] f(y)).

(a) Montrer que pour tout vecteur = de F, les vecteurs x et f(x) sont
orthogonaux.

(b) Montrer que 'endomorphisme s = f o f est symétrique.
Soit a I'une de ses valeurs propres et V, le sous-espace propre associé.

(c) Soit x € V, \ {Og}. Montrer que

(s(z)|2) = allz||* = —|| f ()|

et en déduire que a < 0.

(d) On considére toujours = € V, \ {0}
Montrer que F' = Vect(z, f(z)) et F- sont stables par f.
Montrer que ’endomorphisme induit sur F' par f a une matrice de la forme

0 —b
b 0
dans une base orthonormée (on précisera b)

(e) Conclure que la dimension de F est paire.

Exercice 81 [o02552] [Correction]

On note F l'espace vectoriel R, n > 2, muni de sa structure euclidienne
canonique. Le produit scalaire est noté (- | -).

On dit qu’une application f: E — E est antisymétrique si

Vr,y € E, (x| f(y) = =(f(2)|y).

(a) Montrer qu’une application antisymétrique de E est linéaire.
Que dire de sa matrice dans la base canonique de E'?

(b) Montrer que l’ensemble des endomorphismes antisymétriques de E est un
sous-espace vectoriel de £(E) et donner sa dimension.

Exercice 82 [03922] [Correction]

Soit
0 0 1 i
0 0 -1
A= -1 1 0 0
-1 -1 0 O

(a) Calculer A2. La matrice A est-elle diagonalisable ?

(b) Les matrices antisymétriques complexes sont-elles toujours diagonalisables ?

Exercice 83 |[o4168 ] [Correction]
Soit n € N* et M € M, (R).

(a) Montrer qu'’il existe un unique couple (A, S) € M,,(R)? tel que
M=A+S5"A=—-A"'S=25.
(b) Montrer que M et *M commutent si, et seulement si, A et S commutent.
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(c) Soit A € M,,(R) telle que A = —A. On suppose que A est inversible.
Montrer que n est pair et qu’il existe P € O, (R) et (a1,...,ap) € (R})? tels
que A = PDP~! ot D est une matrice diagonale par blocs avec des blocs

Dy,...,D, ou
0 —Q;
ni=(y )

(d) Enoncer et prouver un théoréme de réduction pour les matrices normales de
M,,(R), c’est-a-dire les matrices M € M, (R) telles que M*M =*MM.

Endomorphismes symétriques a valeurs propres po-
sitives

Exercice 84 [o03692] [Correction]
Soit p un entier naturel impair et v un endomorphisme symétrique d’un espace
euclidien de dimension n.

(a) Montrer qu’il existe un unique endomorphisme symétrique v tel que v = u.
(b

) Que se passe-t-il si p est pair?
(c) Si p est pair et u & valeurs propres positives ?
)

(d) Sip est pair et u et v & valeurs propres positifs ?

Exercice 85 [03942] [Correction]
Soit v € L(F) symétrique & valeurs propres strictement positives.

(a) Montrer qu’il existe un endomorphisme s symétrique vérifiant s? = v.

1

(b) Soit u un endomorphisme symétrique de E. Etablir que v=' o u est

diagonalisable.

Exercice 86 [ 00009 ] [Correction]
Soit w un endomorphisme symétrique a valeurs propres positives d’un espace
vectoriel euclidien FE.

(a) Montrer qu’il existe un endomorphisme v symétrique & valeurs propres

positives tel que u = v2.

(b) Etablir I'unicité de v en étudiant ’endomorphisme induit par v sur les
sous-espaces propres de u.

Exercice 87 [o2753] [Correction]

Soient E un espace euclidien et v € £L(E) symétrique & valeurs propres
strictement positives.

Montrer que, pour tout « € F,

lz]l* < (u(@), 2)(u™" (2), z).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait égalité.

Matrices symétriques a valeurs prores positives

Exercice 88 [o0010] [Correction]
Soient a, b, ¢ trois vecteurs de R? et

aa a.b a.c
M= 1ba bb bc

ca cb cc

Montrer que M diagonalisable, de valeurs propres positives et det M > 0.

Exercice 89 [o02549 ] [Correction]
Soit A € M,,(R) symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives.
Montrer que pour tout X € M, 1(R),

EXAX e Ry.

Exercice 90 [ooo11 | [Correction]
Soit A € S,,(R). Montrer

VX € M1 (R),’XAX >0 < SpACR;.

Exercice 91 [o3091 | [Correction]

On note S;F(R) I’ensemble des matrices symétriques de M, (R) de valeurs propres
positives.

Soit A € §;F(R). On veut montrer qu'il existe une unique matrice B € S;F (R) telle

que
B? = A.

(a) Prouver lexistence.
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On considére maintenant B € S, (R) vérifiant B? = A.

(b) Etablir par le lemme de décomposition des noyaux que pour tout A > 0
Ker(B — \/Xln) = Ker(A - )\In).

(c) Montrer aussi
Ker B = Ker A.

(d) Conclure I'unicité.

Exercice 92 [o0015 ] [Correction]
On note S;F(R) I'ensemble des matrices symétriques de M, (R) de valeurs propres
positives.
Soit A € S;F(R). On veut montrer qu’il existe une unique matrice B € ;7 (R) telle
que
B® = A.
(a) Prouver existence.
(b) Etablir que si B € S;F(R) vérifie B2 = A alors pour tout A € Sp 4,

Ker(B — VAI,) C Ker(A — \I,)

puis
Ker(B — VAI,) = Ker(4 — AI,).

(c) Conclure I'unicité.

Exercice 93 [ 03090 ] [Correction]

On note S;F (R) 'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) de valeurs propres
positives. Soit S € S;F(R).

(a) Montrer qu’il existe une matrice A € S;F(R) qui est un polynéme en S

vérifiant
A% = 3.

(b) Soit B € S;F(R) vérifiant B? = S. Montrer que B commute avec A puis que
B=A.

Exercice 94 [oo0016 ] [Correction]

On note S;F(R) 'ensemble des matrices symétriques de M,,(R) de valeurs propres
positives.

Soit A € S (R). Montrer qu’il existe une unique matrice B € S;7(R) telle que

B2 = A.

Exercice 95 [ooo1s | [Correction]

Soit M € M,,(R). Montrer que A ='MM € S,,(R) et Sp A C R,..
Inversement, pour A € S,,(R) telle que Sp A C R, établir qu’il existe
M € M, (R) telle que A ="MM.

Exercice 96 |[o37s2] [Correction]

Soient A une matrice symétrique réelle & valeurs propres positives et U une
matrice orthogonale de méme taille.

Comparer tr(AU) et tr(UA) a tr A.

Exercice 97 [o2759 | [Correction]

On munit M,,(R) du produit scalaire canonique. On note A,,(R) 'ensemble des
matrices antisymétriques de M,,(R) et S;7(R) I'ensemble des matrices
symétriques & valeurs propres positives.

Soit A € M, (R) telle que pour tout U € O, (R), tr(AU) < tr A.

(a) Déterminer le supplémentaire orthogonal de A, (R).

Soit B € A, (R). Montrer que pour tout z € R, exp(zB) € O,(R).
Montrer que A € S;F(R).

Etudier la réciproque.

Montrer que pour toute matrice M € M,,(R) il existe S € S,/ (R) et
U € O0,(R) telles que M = SU.

Exercice 98 [o02514] [Correction]
Soit A une matrice symétrique réelle positive de taille n.
Pour o > 0, on note

So = {M € Sn(R) | SpM C Ry et det(M) > a}.
Le but est de montrer la formule :

: _ 1/n
Jv}relga tr(AM) = n(adet(A))/™.

(a) Démontrer la formule dans le cas A = I,.

(b) Montrer que toute matrice A symétrique réelle positive peut s’écrire
A ="'PP avec P matrice carrée de taille n.

(c) Démontrer la formule.

(d) Le résultat est-il encore vrai si a =07
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(e) Le résultat reste-t-il vrai si A n’est que symétrique réelle ?

Exercice 99 [o03927 ] [Correction]
Soient A € S,,(R) avec Sp A C Ry et B € M,,(R). On suppose

AB+ BA=0.

Montrer AB = BA = 0.

Exercice 100 [ 03943 ] [Correction]

(Décomposition de Cartan) On note S;7+(R) le sous-ensemble de S, (R) constitué
des matrices de valeurs propres strictement positives.

Soit A € GL,(R).

(a) Etablir que ‘tAA € ST+ (R).

(b) Montrer qu’il existe une matrice S € S;FT(R) telle que S? =t AA.

(c) Conclure

VA € GL,(R),3(0, S) € 0, (R) x ST (R), A = OS.

(d) Etablir I'unicité de cette écriture.

Exercice 101 [ 04996 | [Correction]
Soit. A une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement

positives.

(a) Montrer que ¢: (X,Y) — !X AY définit un produit scalaire sur R".

(b) En déduire qu’il existe une matrice triangulaire supérieure T telle que
A=1'TT.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

(a) Posons
1
= — .. p
Uy p+1(In+A+ + AP).
On a .
_ - - _ Apt1
I-A4AU, p+1(In APTH) =0

car pour la norme euclidienne
VM € On(R), [M]| = V/n.

Puisque 1 ¢ Sp A, U, — 0.
(b) Par l’absurde si AP converge vers B alors pour tout X € M, ;(R),
APHLX = AAPX donne & la limite BX = ABX. Or 1 ¢ Sp A donc BX =0
et puisque ceci vaut pour tout X, B = 0.
Or ||A?|| = /n /~0. Absurde.
La suite (AP),en est divergente.

Exercice 2 : [énoncé]

J + A n’est pas inversible si, et seulement si, il existe une colonne non nulle
vérifiant AX = —JX.

On a alors *tAJX = —X et donc —1 € Sp(*AJ) = Sp(JA) avec une réciproque
immeédiate.

Le polynome caractéristique de JA étant

Xn_l(X — Zai,j)
.3

on obtient le critére

J + A est inversible si, et seulement si, Z a; ; # —1.
,J

Exercice 3 : [énoncé]

(a) Soit A une valeur propre complexe de A et X € M,, 1(C) une colonne propre

associée. o o o o -
D’une part ‘X AX = A'X X, d’autre part *XAX ='AXX = -\ XX.
Puisque "X X € R, on obtient A = —\ donc X € iR.

(b) Pour tout A € A, (R), Q@ = ©(A) est bien définie car —1 ¢ Sp A.
00 =(1,-A)"1 1, +A4)1, - A1, +A)torl, +Aet I, — A commutent
donc Q0 =1,,.
De plus, si QX = —X alors (I, — A)X = —(I,, + A)X (car I,, — A et
(I, + A)~! commutent) et donc X = 0.
Ainsi Papplication ¢: A,(R) = {2 € O,(R) | —1 ¢ Sp(Q)} est bien définie.
Si p(A) = ¢(B) alors (I, — A)(I, + B) = (I, + A)(I,, — B). En développant et
en simplifiant on obtient A = B et donc 'application ¢ est injective.
Enfin soit 2 € O, (R) tel que —1 ¢ Sp(Q).
Posons A = (2 +1,,) (I, — Q) qui est bien définie car —1 ¢ Sp Q.
Ona’A=(,-Q H)OQ'+L)'=Q-1)07'Q1, +Q)" ' =
(Q-L)T, +Q) 1 =—-Aet p(A) =Q.
Finalement ¢ est bijective.

Exercice 4 : [énoncé]

(a) Si M posséde la propriété (P) alors les colonnes de la matrice U introduites
doivent étre unitaires donc

Vi<i<nm M 4a?=1
et elles doivent étre deux a deux orthogonales donc
V1<i#j<mn,oa; =0.
Cette derniére condition ne permet qu’au plus un «j non nul et alors [Ag| <1
tandis que pour i # k, |\;| = 1.
Inversement, si tous les \; vérifient |\;| = 1 sauf peut-étre un vérifiant

|[Ak| < 1, alors on peut construire une matrice U affirmant que la matrice M
posséde la propriété (P) en posant

V1 S ) 75 k S n,o; = 0apn42—5 = O,ak = 2p42—k — \/1 - )\i et Apt1 = *)\k-
(b) La matrice M est orthogonalement diagonalisable, on peut donc écrire
M ='PDP avec P € 0,(R) et D = diag(A1,...,\,).

Considérons alors la matrice
P 0
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Si la matrice M posséde la propriété (P) alors on peut introduire
U € O,41(R) prolongeant M et alors

B2n+1

V="'QUQ = oo | Eom®
n+2

Bn-‘rl

ﬁl ﬁn

ce qui entraine que les valeurs propres Aq, ..
+1 sauf peut étre une élément de [—1;1].
La réciproque est immédiate.

La matrice M M est symétrique définie positive. On peut donc en

(a)

.y An de M sont toutes égales a

diagonalisant orthogonalement celle-ci déterminer une matrice S symétrique

définie positive telle que
‘MM = S%

On pose alors U = M S~ et on vérifie U € O, (R) par le calcul de 'UU.

par la matrice
U0
V= ( 0 1) S OnJrl(R)

on démontre que la matrice S posséde aussi la propriété (P).

Supposons que la matrice M = US posséde la propriété (P). En multipliant

Puisque les valeurs propres de S sont les racines des valeurs propres de ‘M M,

on obtient la condition nécessaire suivante : les valeurs propres de *M M

doivent étre égales a 1 sauf peut-étre une dans [0;1] (ces valeurs propres sont

nécessairement positives).
La réciproque est immeédiate.

Soit M € M,,(R). Pour p assez grand, la matrice
1
M,=M+ -1,
p

est assurément inversible ce qui permet d’écrire M, = U,S,, avec U,
orthogonale et S, symétrique réelle.
La suite (U,) évolue dans le compact O,(R), elle posséde une valeur

d’adhérence Uy, € O, (R) et la matrice So, = UZ'M est symétrique réelle en

tant que limite d’une suite de matrices symétriques réelles.
On peut donc conclure.

Exercice 5 : [énoncé]

Cas: A inversible. La matrice A est la matrice de passage de la base canonique
¢ de R™ & une base e. Par le procédé de Schmidt, on orthonormalise (pour le
produit scalaire canonique) cette base en une base ¢’. La matrice de passage
de e & €’ est triangulaire supérieure et la matrice de passage de la base
canonique ¢ & €' est orthogonale. Par formule de changement de base

A = Mat, e = Mat. e x Mat. e

ce qui conduit & l’identité voulue.
Cas général: On introduit A, = A + %In. Pour p assez grand, A, est
inversible et on peut écrire A, = 0,7}, avec O,, orthogonale et 7T}, triangulaire
supérieure. La suite (O,) évolue dans un compact : il existe une extraction
.. . -1 .. 1
(Oy(py) de limite O € O, (R). Pu.lsque .T@(p) = in(p)Ag,(.p) est de limite O™ A
et évolue dans le fermé des matrices triangulaires supérieures, on peut
conclure & l’écriture A = OT.

La fonction Ny est une fonction continue, & valeurs réelles définie sur le
compact non vide O, (R) : elle admet un minimum et un maximum.

import random as rnd
import numpy as np
import numpy.linalg

def randO(n):

A = np.zeros((n,n))

for i in range(n):

for j in range(n):
A[i,j] = 2 * rnd.random() - 1

q,r = numpy.linalg.qr(A)

return q
def N1(A):
S=0
N,M =
for i

np.shape (4)
in range(N):
for j in range(M):
S =S + np.abs(A[i,j])
return S

def test(n):
A = randO(n)
m = N1(A)
M = N1(A)
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for t in range(1000):
A = rand0(n)
= N1(A)
if N < m:
m =N
if N > M:
M=N
return m,M

(d) SiA€O,(R),onaa;;€

Ni(4) > ZZ a;; >

car les lignes d’une matrice orthogonale sont unitaires. De plus, pour

A=1, € 0,(R), on a N1(A) =n. On en déduit m,, = n.

Une matrice A de O, (R) vérifiant N1(A) = n doit satisfaire |a, ;| = a7 ; et
donc a; ; € {0,1, —1}. De plus, les rangées étant unitaires, ils ne peut figurer
qu’un coeflicient non nul par rangée et celui-ci est alors un 1 ou un —1. La
réciproque est immédiate.

Ces matrices sont évidemment en nombre fini, précisément, il y en a 2"n! (il

[=1;1] donc |a; ;| > a7 ; puis

y a n! matrice de permutation et 2" choix de signe pour chaque coefficient 1).

(e) Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n 1/2 n 1/2
o<E (&) (5) )

Pour qu’il y ait égalité, il faut qu’il y ait égalité dans chaque inégalité de
Cauchy-Schwarz. Ceci entraine que chaque ligne (|a; ;|)1<;<n est colinéaire a
(1,...,1) et donc

Vi e [1;n],Y(j, k) € [1;n]%, |aij] = |aix|.

La ligne étant de plus unitaire, les a; ; sont égaux a £1//n.

Lorsque n = 3, les coefficients de A sont égaux 4 +1/+/3. Cependant, il n’est
pas possible de construire des rangées orthogonales avec de tels coefficients :
le cas d’égalité est impossible quand n = 3.

Exercice 6 : [énoncé]
(=) Si V est stable pour f alors f(V) C V et puisque f est un automorphisme
f(V)=V.Soient x € Vt et y € V

(f@)]y) = (=] f () =0

car f~!(y) € V donc f(z) € V* puis V* stable par f.
(<=) Si V* stable par f alors V = V1t aussi

Exercice 7 : [énoncé]

Un tel endomorphisme conserve I'orthogonalité. Pour tout x,y vérifiant

Izl = |lyll, on a x + y et  — y orthogonaux donc f(z) + f(y) et f(x) — f(y) aussi.
Par suite ||f(z)|| = || f(»)||- Ainsi un tel endomorphisme transforme une base
orthonormée (eq,...,e,) en une famille orthogonale aux vecteurs isométriques.
Par suite f = \g avec g € O(E).

La réciproque est immeédiate.

Exercice 8 : [énoncé]

Soit A valeur propre de f. Pour x vecteur propre, on a f(z) = Az avec

| f(2)|| = l|lz|| d’oit A = £1. Une diagonalisation de f est alors réalisée avec des 1
et des —1 sur la diagonale, c’est une symétrie.

Exercice 9 : [énoncé]

(a) (u+v|u—v)=|ul|®—|v||*> =0 pour u et v unitaires.

(b) Soient u et v des vecteurs unitaires de E.
u+ v et u — v sont orthogonaux donc f(u 4+ v) et f(u —v) le sont aussi.
Or par linéarité

f(u) = f(v)

de sorte que 'orthogonalité de ces deux vecteurs entraine

IF Gl = [l @]

flutv) = f(u)+ f(v) et flu—v) =

Ainsi les vecteurs unitaires de E sont envoyés par f sur des vecteurs ayant
tous la méme norme o € R;.
Montrons qu’alors

2)|| = allz].

Soit x € E.

Si z =0 alors on a f(x) = 0 puis ||f(2)|| = afz|.

Si 2 # 0 alors en introduisant le vecteur unitaire u = z/||z||, on a || f(u)
puis || f(2)[| = allz|

I=a
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(c) Sia=0alors f =0 et n’importe quel g € O(E) convient,.
Si a # 0 alors introduisons I’endomorphisme

Exercice 12 : [énoncé]
(a) Soient y € M(p) et z € F(yp).

1 p(x) =z et il existe a € E tel que y = ¢(a) —a.
g= af- On a alors
La relation obtenue en b) assure que g conserve la norme et donc g € O(E) ce (,y) = (@, 0(a)) — (z,a) = (p(2), p(a)) — (z,a) =0
qui permet de conclure. car ¢ € O(E).

Exercice 10 : [énoncé]
Supposons (i) et (ii).
Pour z € F, on a

(f(@)]|x) = =(f(2)| f*(x)) = — (2] f(=))
et donc
(f(z)|z) = 0.
Supposons (ii) et (iii)
Le vecteur « + f(z) et son image par f sont orthogonaux donc

(@ + f(@)[f(z+ f(2) = (@ + f(2)| f(z) —2) =0

puis Hf(m)“2 = ||z||?. Ainsi f est une isométrie.
Supposons (i) et (iii)
Pour tous vecteurs z et y

(f(2) + 2| f(y) = (f(2) |y) + (2] f(y))-
Or
(fle+y)lz+y) = (f(@)|y) +(fy)|z)=0
donc
(f*(z) + 2| f(y)) = 0.

Puisque f est surjective, f2(z) +x = 0.

Exercice 11 : [énoncé]

(a) On reconnait le produit scalaire canonique sur M, (R).
(b) Posons f: M +— QM. (f(M)|f(N)) = tr(* M'QQN).
f est p-orthogonale si, et seulement si, pour tout M, N € M,

(M]'"QQN) = (M|N) i.e. pour tout N € M, *QON = N ie. 'QQ =1,.

Ainsi f est p-orthogonale si, et seulement si, 2 est.

Ainsi, M(p) et F(p) sont orthogonaux et par la formule du rang
dim M (p) + dim F(p) = dim F

donne
M(p) &t F(p) = E.

(b) Par récurrence sur k > 1.
Pour k£ =1 : la propriété est immédiate.
Supposons la propriété vraie au rang k > 1.
Soient (w1, ..., ux+1) une famille libre et ¢ = s, 0--- 05y, , € O(E).
Etudions F(¢p).
Soit z € F (). La relation ¢(x) = = donne
Sug © "7 O Supyy (aj) = Suy (.T)
puis
Sug O 08uk+1(x) —T= Sul(x) - .

Or s,, (x) — x € Vect(uy) et par hypothése de récurrence
Sup © 08y, (x) —x € Vect(ug, ..., ups1).
Puisque la famille (uq,...,uxt1) est libre, on obtient

Supg O+ 08y, (T) —x =8y, (x) —2=0.
Ainsi z est point fixe de s,, 0+ 05y, ,, et de s,, et donc
1 1_ 1
x € Vect(ug, ..., up+1) N Vect(ur)— = Vect(ug, ..., ugt1)"-

Par suite
F(p) C Vect(ug, ... ups1)t.

L’autre inclusion étant immeédiate, on obtient
F(p) = Vect(ur, ..., upp1)™

puis
M (p) = Vect(uq, ..., uk11).

Récurrence établie.
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(c) Posons
w:sulo...osuk:S’UIO...OS’UIC.

Par ’étude qui précede
F(p) = Vect(uq, ..., ug)".

De facon immédiate

Vect(vy, ..., v5) " C F(p).

En passant & I'orthogonal

Vect(u, ..., ux) C Vect(vq,...,vx).

Puisque la famille (u, ..

permet d’affirmer que la famille (v, ..., v;) Uest aussi.

Exercice 13 : [énoncé]

(a) Notons Ci,...,C) les colonnes de M,,.

Si (u1,...,up) est liée alors il existe A1,..., A, non tous nuls vérifiant
Aug 4 - —l—)\pup =0g.
On a alors
V1<i<p,(Aui+--+Aup|u;) =0
et donc

MC 4+ A,Cp = 0.

La matrice M, n’est alors pas inversible.
Inversement, supposons la matrice M, non inversible.
Il existe A1, ..., A, non tous nuls vérifiant

MGy 44 ApCp =0

et donc
V1 <i<p,(Mur + -+ Apup |u;) = 0.
Ainsi
Ay 4 -+ Ay, € Vect(ug, ..., up) ™
or
Aug + - 4 Apuy, € Vect(uq, ..., up)
donc

)\1U1+"‘+>\pup:0E

et la famille (uq,...,up) est liée.

(b) Posons r = rg(uq, ..

., ug) est supposé libre, un argument de dimension

., Up) et quitte & permuter les vecteurs (uq,...,up),
supposons que les r premiers vecteurs de la famille u sont indépendants. On
permute de la méme facon les vecteurs (v1,...,v,) et ainsi '’hypothése

M, = M, est conservée. Par I’étude qui précéde, on peut affirmer que les r
premiers vecteurs de la famille v sont indépendants et que les autres en sont
combinaisons linéaires.

Considérons alors I'application linéaire h: Vect(uq, ...
déterminée par

,ur) = Vect(vy, ..., )

V1 <k <rh(ug) = vg.

Pour tout z = Ayuq +--- + A\.u,, on a par construction
h(x) = Mov1 + - + Aoy
Or . .
2
2l = > Nidj(uilug) et [|h(@)]]" = > Aid;(vilv;)
i,j=1 i,5=1

et puisque (u;|u;) = (v;|v;), on obtient
2
lz[1* = [|a(2)]|".

L’application h conserve donc la norme
Pour tout k € {r+1,...,p}, ux est combinaison linéaire des uy, ..
permet d’écrire

., Uy ce qui

U = AU + -+ AUy

On a alors pour tout ¢ € {1,...,r},
(urp — (Mg + -+ Auy) [ug) =0

et donc
(vg — (A1 + -+ Apwp) [v;) = 0.

On en déduit vy = Avg + -+ + Apv, puis vy = h(uy).
Enfin, on prolonge h en un automorphisme orthogonal solution défini sur R"™
en introduisant une application linéaire transformant une base orthonormée

de Vect(uy,...,u,)" en une base orthonormée de Vect(vy,...,v,)*"

Exercice 14 : [énoncé]

(a) Soient x € Kerv et y = v(a) € Imv. On au(z) = z et y = u(a) — a donc

(z]y) = (u(z)|u(a)) = (z]a) =0

car u conserve le produit scalaire. Ainsi Kerv C (Imv)+ puis I'égalité par
égalité des dimensions.
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(b) Pour = € E, on peut écrire x = a + b avec a € Kerv et b € (Kerv)* = Imw. Exercice 16 : [énoncé]
_ k _ ) : :
On a u(a) = a et donc u*(a) =a pourktout k §+I\11 D aut]fe part, il existe ¢ tel (a) Soit X € Ker A. On a ‘BBX = 'AAX = 0 donc 'X'BBX = 0. Or
que b = v(c) = u(c) — ¢ de sorte que u*(b) = u**(c) — u*(c). Par télescopage, 'X'BBX = ||BX]|? et donc X € Ker B.Ainsi Ker A C Ker B et méme
. 1 Ker A = Ker B par une démarche symétrique.
Un (@) = @+ n (c) = n’ (b) En notant X, Y les colonnes des coordonnées de X et Y
Puisque u conserve la norme : (@), f(y)) = HAX)AY =Xt AAY
1 1
‘ —u"(c)|| = —=|lc]| = 0 et
" " (9(x),9(y)) ="(BX)BY ="X'BBY
et donc @) d’out la conclusion.
(c) Considérons lapplication linéaire s € L(F') déterminée par
Vie{l,...,r}, s(g) =&
Exercice 15 : [énoncé] { bose) !
(a) Soit z € Kerv et y = v(a) € Imv. On a u(z) = z et y = u(a) — a donc Il s’agit de montrer que s est orthogonale, par exemple en observant que s
conserve la norme.
(z|y) = (u(z)|u(a)) — (x|a) = 0. Soit € F. On peut écrire
Car u conserve le produit scalaire. r r ,
On en déduit Kerv C (Im )t puis I’égalité par un argument de dimension. = Z ie; et s(x) = Z Lig;-
i=1 i=1
(b) Par ce qui précéde, on peut affirmer ’ !
On a alors
FE =Kerv®® Imo ' .
2 _ oI\ N 2
et cette supplémentarité assure ’existence de z1 et y. Hs(a:)H = Z it (€i, €5) = Z zizj(ei,€5) = [lz]”
Pour tout k € N, on a b=l =1
uF (z1) = z1 et uF (v(y)) = uk+1(y) _ uk(y) (d) Soit H }m sous-espace vectoriel supplémentaire de Ker A = Ker B d/ans ]qu.
Introduisons (z1,...,z,) une base de H et posons (g1,...,&.) et (¢],...,&})
En sommant et aprés télescopage, on obtient les familles données par
N-1 /
1 1 ei = flwi) et &5 = g(x4).
N Uk(x):ffl-f—ﬁ(ujv(y)—y)-
k=0 En vertu du b), on peut affirmer

(c) Avec les notations qui précédent p(x) = x;. Ainsi

_ e —yll < [N @)l + Iyl 2

pl) — 1= 3 uh(a) Y) 5 2 lyll = o0.

k=0

N—-1 H

V(i,5) € {1,...,r}? (ei,e5) = (e}, €5)-

Introduisons (€41, ...,€&p) une base orthonormée de 'orthogonal de I'image
de f et (g4, .-,¢€,) une base orthonormée de I'orthogonal de I'image de g.
On vérifie alors

Vi, g) € {L,- DY (eires) = (ehel).
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On peut alors introduire une application orthogonale s: RP — RP vérifiant
Vie{l,...,r},s(e;) =€l
On a alors I’égalité d’application linéaire
uo f=g

car celle-ci vaut sur les x; donc sur H et vaut aussi évidement sur
Ker f = Kerg.
En introduisant U matrice de s~! dans la base canonique de R”, on obtient

A=US avec U € Oy(R).

Exercice 17 : [énoncé]

(a)

Soient u,v € T' et A € [0;1]. Pour tout z € E,
[+ (1 = M) || < Mfu@)]| + 1 = V[jo@)]| < [l=]

donc Au+ (1 = MNv €T.
Pour v € O(E), on a

Vo € B, ||u()|| = |2l < [l«|

et donc u €T

Puisque f # g, il existe un vecteur z vérifiant f(z) # g(x).
Si ||f(@)| < llz]| ou ||g(z)|| < |lz| alors

< 1@+ llg()ll

Juta) | = 511 + 9@ )

et donc u ¢ O(E).
Si ||f(@)|| = llz|| et ||g(z)|| = [|=|| alors la condition f(z) # g(x) entraine

(@) + g(@)[| < [f@)][ +[|g()]]

car il y a égalité dans l'inégalité triangulaire euclidienne si, et seulement si,
les vecteurs sont positivement liés.
On en déduit que dans ce cas aussi [|u(z)| < [|z|| et donc u ¢ O(E).

< [l=|

L’endomorphisme f = v* o v est autoadjoint défini positif. Moyennant une
diagonalisation en base orthonormée, on peut déterminer s autoadjoint défini
positif tel que f = s2. Posons alors p = v o s~! ce qui est possible car s
inversible puisque défini positif. On a alors

prop=sltov*ovos !t =1dg

et donc p € O(E). Finalement v = p o s est ’écriture voulue.

(d)

Soit u € T'\ O(E). On peut écrire u = po s avec p € O(E) et s
endomorphisme autoadjoint positif. Puisque

Va € E, |ju(z)| = ||s(=)]|

on a s € I' et donc les valeurs propres de s sont éléments de [0;1]. Dans une
base orthonormée de diagonalisation, la matrice de s est de la forme

A1 (0)

avec A\i,..., A\, € [0;1].

(0) An

Si les \; sont tous égaux a 1 alors s = Idg et u = p € O(E) ce qui est exclu. Il
y a donc au moins un \; différent de 1. Considérons alors I’endomorphisme ¢
dont la matrice dans la base orthonormée précédente est

2 — 1 (0)

(0) 22, —1
On peut écrire
1

avec Idg € I', Idg # t et t € ' car les coefficients diagonaux précédents sont
inférieurs a 1 en valeur absolue.
On en déduit

1
u=g(o+pot)
avec p,pot €l et p#£pot.
Soit v € L(FE). Pour k > 0 assez grand
1
Vp =0+ EIdE S GL(E)

car v ne posséde qu'un nombre fini de valeurs propres.
On peut alors écrire

v = pr o 51, avec p, € O(E) et s, € ST(E).

Puisque O(F) est compact, il existe une suite extraite (p,(r)) qui converge
Poo € O(E). On a alors

Sp(k) = Pia(i) © V(k) — Poo O V-

En posant s. = p 0v, on a s € ST(E) car ST(E) est fermé et donc
UV = Poo O Seo donne ’écriture voulue.
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Exercice 18 : [énoncé]
A € 0(3) donc f € O(E)
Soit u =x.i4+y.j+ z.k € E.

—z+2y+2=0 v =3y
flu)=u < x—5y+2z:0<:>{ :Z
20—y —52=0 y=

f est une rotation autour de ’axe dirigé et orienté par v = 3.7 + j + k. Notons 6

son angle.
On a cosf = —5/6 et Det(u, i, f(i)) < 0 donc § = — arccos(—5/6) [(] 2).

Exercice 19 : [énoncé]

(a) Les vecteurs suivants conviennent

(i+k)yv=jetw= (=i + k).

u =

Sl
Sl

10 0
Matg (f) = [0 0 —1
01 0

donc f est le quart de tour direct autour de la droite dirigée et orientée par u.

Exercice 20 : [énoncé]
(a) f est la rotation d’axe dirigé et orienté par w =i + j et d’angle 6 = /3.

(b) f est la rotation d’axe dirigé et orienté par w = i — 4k et d’angle
6 = — arccos(—8/9).

(c) f est le retournement d’axe dirigé par w =i + 45 + k.

Exercice 21 : [énoncé]

(a) Par orthogonalité et unitarité des colonnes
AcO(3) — a®>+2b* =1 et 2ab+ b*> = 0.
Ainsi

Ac0(3) < (a,b) € {(1,0),(~1,0),(1/3,-2/3),(-1/3,2/3)}.

(b) Sia=1et b=0alors f =1d.
Sia=—-1etb=0alors f = —Id.
Sia=1/3et b=—2/3 alors f est la réflexion par rapport au plan d’équation
r+y+z=0.
Sia=—1/3 et b=2/3 alors f est opposée a la transformation précédente,
c’est le retournement d’axe dirigé par w =1¢+ j + k.

Exercice 22 : [énoncé]

Si fos=uso falors f(s(u)) = s(u) donc s(u) = u ou s(u) = —u.

Si s(u) = —u alors s est la réflexion par rapport a P = {u}.

Si s(u) = u alors u appartient au plan de réflexion P et v est un vecteur de ce
plan orthogonal & w alors s(f(v)) = f(v) donc f(v) est aussi un vecteur de ce plan
orthogonal & u. Or ce ne peut étre v, c’est donc —v et par suite f est un
retournement.

Inversement : ok

Exercice 23 : [énoncé]

(a) Siles deux rotations ont le méme axe, il est connu que celles-ci commutent.
Si on considére deux retournements d’axes orthogonaux, alors relativement &
une base orthonormée dont les deux premiers vecteurs dirigeraient leurs axes,
leurs matrices sont diag(1,—1,—1) et diag(—1,1, —1) qui commutent.

(b) f(g(u)) =g(f(u)) = g(u) donc g(u) appartient a l'axe de f.

Comme ||g(u)| = [Jull, on a g(u) = u ou g(u) = —u.

(c¢) Si g(u) = u alors u appartient & ’axe de la rotation g et donc f et g ont
méme axe.

(d) Supposons g(u) = —u. Soit v un vecteur unitaire de 'axe de la rotation g.
On a (u|v) = (g(u) |g(v)) = (—u|v) = —(u|v) donc (u|v) = 0. Les axes de f
et g sont donc orthogonaux. De plus, puisque u € {v}* et g(u) = —u, g est
un retournement.

Enfin, comme ci-dessus, on a aussi f(v) = £v. Or le cas f(v) = v est &
exclure puisque les axes de f et g sont orthogonaux. Il reste donc f(v) = —v
qui donne que f est un retournement.

Exercice 24 : [énoncé]
On a
(gooog ) (g(u) = —g(u)

et pour g(v) Lg(u),
(gooog ) (gw)) = g(v).
1 J_‘

Ainsi go o o g™! est la réflexion par rapport a g(u)
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Exercice 25 : [énoncé]
Soit R une rotation solution (s’il en existe).

La rotation R n’est pas 'identité et son axe est dirigé par le vecteur v =14 — j + k.

Orientons cet axe par ce vecteur. Pour déterminer ’angle 6 de la rotation,
déterminons 'image d’un vecteur orthogonal & I’axe. Considérons

v=—-2{—j5+k=-3i+u.
Le vecteur v est orthogonal & w et

R(v) =i+2j +k.

Ona (wIRW) 1
v|R(v
cosl = Tt = — -
[ollll R 2
et le signe de sin @ est celui de
-2 1 1
det(v, R(v),u) = |-1 2 —1|=-9<0.
1 1 1

On en déduit que R n’est autre que la rotation d’axe dirigé et orienté par u et
d’angle § = —27/3.

Inversement, cette rotation est solution car pour celle-ci le vecteur u est invariant
alors et le vecteur v est envoyé sur le vecteur R(v) du calcul précédent ce qui
entraine que % est envoyé sur —j.

Exercice 26 : [énoncé]
Posons
R = ROtk,ﬂ'/Q et Ry = Rotcoes 0i+sin 05,7 +

La composée de deux rotations est une rotation, donc Ry o Ry est une rotation.
Puisque les vecteurs k est u = cos ¢ + sin 65 sont orthogonaux

Ry(k) = —k

et donc
Rl o Rg(k) = —k.

On en déduit que R; o Ry est un retournement dont ’axe est orthogonal a k i.e.
inclus dans Vect(i, j).
Puisque

Ro(u) = u et Ry(u) = —sin6i + cosfj

on a
Ry 0 Ry(u) = —sin i + cos 05
et donc
u+ Ry o Ry(u) = (cos —sin )i + (cosf +sind)j # 0

dirige I’axe du retournement.

Exercice 27 : [énoncé]
D’une part
HAX)QX = XX = XX
et d’autre part - o o
HOX)0X ="AX)AX = [A'XX.

Puisque *X X est un réel non nul, on en déduit |\ = 1.

Exercice 28 : [énoncé]
(a) Soit A une valeur propre complexe de A et Z un vecteur propre associé.
Ona AZ =\Z et AZ = A\Z donc
YAZ)AZ = |N*'ZZ.
On a aussi L o B
YAZYAZ ="ZVAAZ =7 7.
Puisque 'ZZ = || Z||* € R, on obtient |A]? = 1.
(b) Ecrivons \ = ¢'?. L’identité AZ = A\Z donne
AX =cosfX —sinfY
AY =sinfX + cos Y.

11 est alors immédiat que Vect(X,Y) est stable par A.
(c) On a

77 ='XX -'YY +2itXY.
Or'ZAZ =27 et 'ZAZ ='('AZ)Z =" (A7'Z)Z = e 9'ZZ. On en
déduit .

t72 =e"77.
Or %9 #£ 1 (car A non réelle) donc *ZZ = 0 puis
EXX =YY et XY =0.

Quitte & multiplier les colonnes X et Y par un méme scalaire unitaire, on
peut affirmer que la famille (X,Y") est une base orthonormée du plan
Vect(X,Y). En orientant ce plan par cette base, ’endomorphisme induit
apparait comme étant une rotation d’angle 6.
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Exercice 29 : [énoncé]
1l existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de u est diagonale
par blocs de blocs diagonaux

(D), (<1) ou (coso sma) |

sinf cos@

Pour que (u —Id)? = 0, il faut et il suffit qu’il n’y ait que des blocs (1) ce qui
correspond au cas ot u = Id.

Exercice 30 : [énoncé]
Un tel endomorphisme est représenté dans une base orthonormale par une matrice
A vérifiant

AcO,(R)et ‘A=A

On a alors A2 = *AA = I,,. L’endomorphisme est donc une symétrie, de surcroit
orthogonale.
La réciproque est vraie.

Exercice 31 : [énoncé]

Soit e une base orthonormale de F.

Notons A et B les matrices de f et g dans la base e.
Ces matrices sont symétrique et

"(AB) = AB <= BA = AB.

Ainsi
f og est symétrique <= fog=gof.

Exercice 32 : [énoncé]

a) L’application f est évidemment bien définie de ans F et est aussi linéaire
L’applicati t évid t bien définie de E dans E et est i linéai
car

FOAz 4+ py) = Az + py + k(A(x|a) + p(zla))a = Af(z) + pnf(y).
L’application f est donc endomorphisme de E. De plus
(f(@)]y) = (z]y) + k(z|a)(y|a) = (z] f(y))-

Ainsi ’endomorphisme f est symétrique (et par conséquent diagonalisable
dans une base orthonormée).

(b) Si f(x) =0g alors  + k(z|a)a = 0g et donc = € Vecta.
Or f(a) = (1+k)a # 0g donc Ker f = {0g} et par suite f est un
automorphisme de FE.

(c) Ona f(a)=(1+k)adonc 1+ ke Spfet
Vecta C Ey4i(f).
Pour z € Vect(a)*, f(r) =x donc 1 € Sp f et
(Vecta)™ C Ei(f).
On peut alors conclure que si k # 0 alors
Spf={1,1+k}, Eryi(f) = Vecta et E1(f) = (Vecta)®

car la somme des dimensions des sous-espaces propres de f ne peut excéder n.
Dansle cas k =0, on a f =1Id.

Exercice 33 : [énoncé]
Si p est une projection orthogonale alors

Va,y € B, (z|p(y)) = (z—p(z) |p(y)+(p(2) |p(y) = (p(2) | p(y)—y)+(p(z) |y) = (p(x)|y)-

Ainsi, I’endomorphisme p est symétrique.
Inversement, si p est symétrique alors Imp = (Ker p)* et donc p est une
projection orthogonale.

Exercice 34 : [énoncé]

(a) En développant

w(P)(X) = En: <Z> (/01 =k p(¢) dt) X",

k=0

Ceci assure la bonne définition de ’application u: E — E et permet aussi de
vérifier sa linéarité.

(b) Pour P,Q € E,

WPl - | 1 (/ e+ 0 P() 1) Qo) ds
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et par le théoréme de Fubini

(u(P)| Q) = / /[0;1]2 (@ + )" P(H)Q(x) dt dw — /0 1( /0 e Qa) da:)P(t) at

ce qui se relit
(u(P)|Q) = (P[u(Q)).

(c) Les coefficients diagonaux de la matrice de u dans la base canonique sont les

1
" /t”*’“xt’“dt:L .
k 0 n+1 k

La trace de u est donc donnée par

"1 (n 2n
tru = = .
o ZnJrl(k) n+1

k=0

Exercice 35 : [énoncé]

(a) En décomposant z et y on observe

(p(=)[y) = (p(2) |p(y)) = (z[p(y))-
(b) Pour z,y € E,

(p(a(p(x)))y) = (a(p(x))|p(y)) = ... = (z|p(e(p(z)))).

(¢) Imp+ Kerq)t = (Imp)L N (Kerg)* = KerpnImg.

(d) poqop est autoadjoint donc diagonalisable. De plus Im p est stable par
poqop donc il existe donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant
Pendomorphisme induit par pogop. On a alors (po gop)(e;) = A\;e; avec
Ai € R. Or ¢; € Imp donc p(e;) = e; puis

(poq)(es) = Aies.

On compléte cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments de
Ker ¢ pour former une base de Imp + Ker g. Sur ces vecteurs complétant, ¢
est nul donc p o ¢ aussi.

Enfin, on compléte cette derniére famille par des éléments de Im g N Ker p
pour former une base de E. Sur ces vecteurs complétant, p o ¢ est nul car ces
vecteurs sont invariants par ¢ et annule p. Au final, on a formé une base
diagonalisant p o q.

Exercice 36 : [énoncé]

1) (i) = (ii) par le théoréme de Pythagore.
(ii) = (i) Supposons (ii). Pour € Imp et y € Kerp, p(z + \y) = = donc

lz]]* < [lo + Ay

puis

0 < 2X(z]y) + A*[ly[l*.
Cette relation devant étre valable pour tout A € R, on a (z|y) = 0.
Par suite Im p et Ker p sont orthogonaux et donc p est une projection
orthogonale.
(i) = (iii) car en décomposant x et y on observe

(p(z)[y) = (p(=) |p(y)) = (z[p(y))

(iii) = (i) car Imp = (Kerp)= .
2) (a) Pour z,y € E,

(pogop(z)|y) = (gop(z)|p(y))
= (p(z)[qop(y))
= (z|poqop(y)).

Ainsi, p o gop est un endomorphisme symétrique.

(b) (Imp + Kerg)t = (Imp)+ N (Kerg)t = KerpNImg.

(c) poqop est autoadjoint donc diagonalisable. De plus Im p est stable par
pogop donc il existe donc une base (ey,...,e.) de Imp diagonalisant
I’endomorphisme induit par po qop. On a alors (pogop)(e;) = Ae;
avec \; € R. Or ¢; € Imp donc p(e;) = e; puis

(poq)(es) = Aie.

On compléte cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments
de Ker g pour former une base de Imp + Ker g. Sur ces vecteurs
complétant, ¢ est nul donc p o ¢ aussi.

Enfin, on compléte cette derniére famille par des éléments de

Im g N Ker p pour former une base de E. Sur ces vecteurs complétant,
p o q est nul car ces vecteurs sont invariants par ¢ et annule p. Au final,
on a formé une base diagonalisant p o q.

Exercice 37 : [énoncé]
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Exercice 40 : [énoncé]

Par le théoréme spectral, ’endomorphisme u est orthodiagonalisable.

Soit e = (eq, ..., e,) base orthonormale formée de vecteurs propres de u associés
aux valeurs propres A, ..., A,.

Pour tout z € F, on peut écrire x = x1e1 + - - - + z,€, et alors

u(z) = AMzrer + -+ ApTpen.

Puisque e est orthonormale

(a) L’application (-, -) est évidemment une forme bilinéaire symétrique.
Puisque
(x,z) = 27 + 523 — dw129 = (21 — 272)* + 23
cette forme bilinéaire symétrique est aussi définie positive et c’est donc un
produit scalaire.

(b) De fagon immédiate

Imu = Vect(1,0) et Keru = Vect(—a,2). Hu(z)HQ _ zn: \a? et ol — ixf
Si I’endomorphisme est symétrique alors Im v = Ker u et donc i=1 i=1
((1,0),(=a,2)) = —a—4=0 Puisque A? < k%, on obtient
et donc a = —4. [u@)]| < K]
Inversement, si a = —4 alors les vecteurs (1,0) et (—a,2) sont orthogonaux et

Exercice 41 : [énoncé]
Soit (eq,...,ey) une base orthonormale de E formée de vecteurs vérifiant

flei) = Aiei.

I’on peut diagonaliser v dans une base orthonormale.

Exercice 38 : [énoncé]
(a) L’application est évidemment linéaire de R? dans R3 Soit V'€ V,. Etablissons
max (f(z)[z) > Ap.

(b) Si for conserve la norme alors en particulier || fo (u)| = [Jul| i.e. €SNV

11+ a'|[|ull = [|ul|.

La seule valeur a’ non nulle est alors a’ = —2.

Inversement f_, se reconnait comme la réflexion d’hyperplan Vect(u)* et
conserve donc la norme.

On vérifie aisément par le calcul

Vr,y € R3v (falz),y) = <x7fa(y)> -

On en déduit que f, est un endomorphisme symétrique.
Pour z € Vect(u), on a f,(x) = (1+ a)x et pour x € Vect(u)*, f.(z) = z.
On en déduit que 1 + a et 1 sont valeurs propres de u avec

F11q(fa) = Vect(u) et E1(f,) = Vect(u)=,.

Il n’y a pas d’autres valeurs propres (plus assez de place dans R? ...).

Exercice 39 : [énoncé]
Si A est valeur propre de f et si x # 0 est vecteur propre associé alors

(f(x

)|x) = 0 donne A = 0. Sachant que f est diagonalisable car symétrique et que

Sp(f) € {0}, on peut conclure f = 0.

On a

n
(f(@)]z) =) Naf.
i=1
Considérons W = Vect(ep, ...,e,). OnadimV =pet dimW =n —p+1 donc
V N W n’est pas réduit au vecteur nul.
Pourz e VNW NS, ona

(f@)|z) =D Na? = A, > 2l =),
1=p 1=p

et donc

max (f(2)]7) 2 Ay

Par suite

Nnin max ’ > )\ .
Vey S ‘,( (x)|x) a4
I:UI Ejt(fl, ? ZJ) EVp;

p p

Vee VNS, (f(x)|z) :Z)\ix? g)\pzxf =X\

i=1 i=1
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donc

max (f(2)]2)

puiS

et finalement 1’égalité.

Exercice 42 : [énoncé]
Si Apin = min Spu et Apax = max Sp u, on montre en introduisant une base
orthonormée diagonalisant u que

Vo € B, Aminlz]* < (u(@)|2) < Amax|]|*.

Pour qu’il existe un vecteur unitaire appartenant a H, il est nécessaire que

le [)\min ; Amax]-

Inversement, supposons 1 € [Amin ; Amax)-

Si Amin = Amax alors la réciproque est immédiate.

Supposons désormais Apin < Amax- On introduit e;, vecteur propre unitaire
associé & A\pin €t emax vecteur propre unitaire associé a Apax. Considérons enfin

e = cos(6)emin + sin(f)emax.

Puisque emin €t emax sont unitaires et orthogonaux, on vérifie |jeg|| = 1.
Considérons ensuite f(6) = (u(eg)|eg). La fonction f est continue, f(0) = Apin et
f(7/2) = Amax dont, en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe

0 € [0;7/2] vérifiant ey € H,.

Exercice 43 : [énoncé]

(a) A = A? donne aussi A = (A?) = (*A)?2 = A%. Or A est inversible donc
A3 =1,.

Enfin ‘AA = A% =1, et donc A est orthogonale.

(b) L’endomorphisme induit par f sur le noyau de f2 + f + Id est représentable
par une matrice M € M, (R) vérifiant M? + M + 1, = O,. Cette matrice est
diagonalisable dans M,,(C) avec les deux valeurs propres complexes j et
j2 = j. Celles-ci ont méme multiplicité m et donc
p = dimKer(f? + f + Id) = 2m est un entier pair. De plus M est alors
semblable dans M, (C) a une matrice diagonale avec des blocs diagonaux
diag(4,7?). Or la matrice de rotation

0 <cos(27r/3)

—sin(27/3)
sin(2m/3) )

cos(2m/3)

est aussi semblable & la matrice diag(j, j2) dans My (C).

En raisonnant par blocs, on obtient que la matrice M est semblable dans
M,,(C) & une matrice diagonale par blocs de blocs diagonaux €. Or ces deux
matrices sont réelles et il est « bien connu » que deux matrices réelles
semblables sur M, (C) le sont aussi sur M, (R).

Enfin, par le lemme de décomposition des noyaux

R™ = Ker(f — Id) @ Ker(f* + f 4+ 1d)

et dans une base adaptée & cette décomposition, on obtient que f peut étre
représenté par une matrice de la forme

diag(1,...,1,9Q,...,Q).

Exercice 44 : [énoncé]
On a
AT = A* x (A'A) = APTA

puis
AT = A3(1A)7 = A(PA)° = AT(AA) = A% A = A%

Ainsi X7 — X% = X4(X? — 1) annule A.
Ce polynéme n’est pas a racines simples, mais en montrant

Ker A* = Ker A
on pourra affirmer que le polynéme X (X — 1) annule aussi A et, ce dernier étant
scindé a racines simples sur C, cela sera décisif pour conclure.
Evidemment Ker A C Ker A%. Inversement, soit X € Ker A%. On a

ATAAX = A*X =0

donc
[FAAX|]” = 'XPAA'AAX =0

et par conséquent AAX = 0. Alors
[AX|? = X' AAX =0

et donc AX = 0. Ainsi Ker A* C Ker A puis 'égalité.
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Exercice 45 : [énoncé]

Soit M solution, M est diagonalisable sur C avec pour valeurs propres j et j2.
Puisque tr M est réel, les valeurs propres j et j2 ont méme multiplicité. Par suite
n est pair, n = 2p.

Nous allons montrer, en raisonnant par récurrence sur p qu’il existe une matrice
orthogonale P tel que

J (0)
PMP™! = .
(0) J
avec L2 VB

J:Rgﬂ/g, = (\/3/2 ) ou J:R_gﬂ./3.

POurTL:Q:M:(Z b).

~1/2
d

MM = MM —

ab+cd = ac+ db
b? = 2.

Si b = c alors M est symétrique donc diagonalisable sur R ce qui n’est pas le cas.
Il reste b = —c et donc a = d.

Ainsi M = (ab Z) et la relation M2 + M + I = 0 donne
a?2—b*"+a+1=0
2ab+b=0
puis

a=-1/2

{b =+/3/2
ce qui permet de conclure (car le cas b = 0 est & exclure).
Supposons la propriété établie au rang n = 2p et étudions le rang n = 2p + 2.
Soit M une matrice solution.
La matrice S = !M + M est symétrique et donc il existe X # 0 tel que SX = M\ X.
On observe alors que I'espace F' = Vect(X, M X) est stable par M et par M. Par
suite F'- est aussi stable par M et ‘M. On peut alors appliquer I’étude menée
pour n = 2 a laction de M sur F et ’hypothése de récurrence a celle sur F*.
Cela établit la récurrence. Il ne reste plus qu’a souligner que les matrices ainsi
obtenues sont bien solutions.

Exercice 46 : [énoncé]

(a) Soit M solution. On a M (*MM) = I,, et aussi (‘MM )'M = 1I,,.
Ainsi I'inverse de la matrice MM est égale & M et & *M. On en déduit
M =1tM.

(b) Soit M solution. La matrice M est donc symétrique et vérifie M3 = I,,.
Puisque X3 — 1 est annulateur de M, 1 est sa seule valeur propre réelle.
Puisque M est symétrique réelle, M est diagonalisable dans M, (R).
Au final M est semblable & I,, donc M = I,,.

Réciproque immeédiate.

Exercice 47 : [énoncé]

Soit M solution. M* =*(M?) = M donc X* — X est annulateur de M et puisque
0 et 1 ne sont pas valeurs propres de M, X3 — 1 puis X? + X + 1 sont annulateurs
de M.

Ainsi, on peut affirmer M? =tMM = I (ainsi M € O, (R)) et M2+ M + 1 =0.
Pour X # 0, P = Vect(X, M X) est un plan (car il n’y a pas de valeurs propres
réelles) stable par M (car M? = —M — I). La restriction de M & ce plan est un
automorphisme orthogonal sans valeur propre, c’est donc une rotation et celle-ci
est d’angle £27/3 car M?® = I,,. De plus ce plan est aussi stable par M? =M
donc P est stable par M ce qui permet de reprendre le raisonnement & partir
d’un X’ € P\ {0}. Au final, M est orthogonalement semblable & une matrice
diagonale par blocs et aux blocs diagonaux égaux a

\/3/2> o (—1/2

_\/3/2
—-1/2 V3/2 > '

~1/2
(—x/ﬁ/z —1/2

La réciproque est immédiate.

Exercice 48 : [énoncé]

A est diagonalisable car symétrique et ses valeurs propres sont nulles car racines
de X™. On en déduit que A est semblable & la matrice nulle et donc égale a la
matrice nulle.

Exercice 49 : [énoncé]

(a) Puisque A et A commutent, on a (*fAA)P = (*A)PAP =0 et donc *AA est
nilpotente.
D’autre part, la matrice *AA est symétrique réelle donc diagonalisable. Etant
nilpotente, sa seule valeur propre possible est 0 et donc !AA est nulle car
semblable & la matrice nulle.
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(b) En exploitant le produit scalaire canonique sur M, (R) on a
|A|I> = (AAE)tr(*AA) =0

et donc A =0

Exercice 50 : [énoncé]

(a) Pour A inversible
det A.XtAA()\) = det(AtAA - )\A) = XAtA()‘)‘ det A

donc xta4 = xata puisque det A #£ 0.
Les applications A — xta44 et A — x4t étant continues et coincidant sur la
partie dense GL,(R), on peut affirmer qu’elles sont égales sur M, (R).

(b) *AA est une matrice symétrique réelle donc diagonalisable. Ses valeurs
propres sont les racines de x: 44 et la dimension des espaces propres
correspondent a la multiplicité des racines respectives de xt 4.

Puisqu’on a la méme affirmation pour A*A, on peut affirmer que ‘AA et A'A
sont semblables car toutes deux semblables & une méme matrice diagonale.

Exercice 51 : [énoncé]

(a) La matrice est symétrique réelle donc orthogonalement diagonalisable et par
conséquent posséde des valeurs propres toutes réelles. Bien entendu ces
valeurs propres sont en nombre fini.

(b) Notons Ag, ..., A, les valeurs propres comptées avec multiplicité de la matrice
A. Puisque la matrice A est orthogonalement diagonalisable, il existe une
matrice P € O,(R) telle que

A="PDP avec D = diag(A1,..., \n).

Pour tout colonne X = *(z; Tn), en posant Y = PX ="(y1 ... ),
on a
'XAX ='YDY =) Ay}
i=1
Or

avec

%

Y =YY ='X'"PPX ='XX = a}.
i=1 i=1

On en déduit . N
)\min Z x? < fXAX < )\max Z J}?

i=1 i=1
En prenant la colonne élémentaire X = FE;, on obtient

>\min < Qi S )\max-

Exercice 52 : [énoncé]
Notons A1, ..., A, les valeurs propres de A. On a

detA=X ... pet ttA=X+---+ \,.

L’inégalité de convexité

M A< =M+ + A

1
n
est bien connue, c’est la comparaison des moyennes géométrique et arithmétique
qui s’obtient par la convexité de I’exponentielle appliquée aux réels a; = In \;
lorsque A\; > 0.

Exercice 53 : [énoncé]

La résolution est évidente si A est inversible puisque la matrice Q = A~'B
convient,.

Dans le cas général, munissons R™ de sa structure euclidienne canonique et
considérons les endomorphismes v et v de R™ canoniquement représentés par A et
B. La base canonique de R” étant orthonormée on a uu* = vv*. Or il est connu
que r =rgu = rguu”® donc Imu = Imuu* puis Imu = Imv.

Puisque dim Ker u = dim(Imu)*, il existe p; € O(R") transformant (Imu)+ en
Ker u. Considérons alors v’ = up;. On vérifie u'u"* = uu* et Keru' = (Imu)*. De
méme, on définit ps € O(R™) tel que v/ = vp, vérifie v/v™* = vo* et

Kerv' = (Imu)*.

Soit B une base orthonormée adaptée & la décomposition Im u @ Im u- = R™.
Dans cette base les matrices de u’ et v’ sont de la forme

A0y (B0
o o) “ Lo o

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD

)J_



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 30

avec A, B' € M,.(R) inversibles et vérifiant A" A’ = B'*B’. 1l existe alors
Q' € O,(R) vérifiant B = A’Q’. En considérant p ’endomorphisme de matrice

Q 0
O ITL—T
dans B, on obtient v/ = u'p avec p € O, (R).

1l en découle la relation v = u(p1pps ) avec prppy+ € O(R™) qu'il suffit de
retraduire matriciellement pour conclure.

Exercice 54 : [énoncé]
M est diagonalisable et ses valeurs propres sont racines de X? — 1, elles ne
peuvent donc qu’étre 1 ou —1. Par suite M? = I,,.

Exercice 55 : [énoncé]

Par comparaison de noyau, il est facile d’obtenir : rg A = rg ' AA.

La matrice ' AA étant symétrique réelle, elle est diagonalisable et donc son rang
est égal au nombre de ses valeurs propres non nulles comptées avec multiplicité.

Exercice 56 : [énoncé]

Cas M € GL,(R)

Soit u I’endomorphisme R™ canoniquement représenté par M.

1l s’agit d’établir, que u transforme une base orthonormée en une famille
orthogonale.

On remarque que

(u(@)|u(y)) = (u* o u(z)|y).

L’endomorphisme u* o u étant symétrique, le théoréme spectral assure qu’il existe
une base orthonormée B = (e, ..., ¢e,) le diagonalisant. Par le calcul qui précéde,
la famille (u(eq),...,u(e,)) est orthogonale.

De plus elle ne comporte pas le vecteur nul car u € GL(E). Posons alors B’ la
famille des vecteurs u(ek)/Hu(ek)H.

La famille B’ est une base orthonormée et la matrice de u dans les bases B et B’
est diagonale (& coefficients diagonaux strictement positifs).

Une formule de changement de base orthonormée permet alors de conclure.

Cas général : M € M,, »,(R)

Soit u application linéaire de R™ vers R™ canoniquement représenté par M.

Posons F' = Keru et G = Imwu. La matrice de u dans une base orthonormée
adaptée a la décomposition F- @+ F = R"™ au départ et dans une base
orthonormée adaptée 4 la décomposition G @+ G+ = R™ a Parrivée est de la forme

M = (é 8) avec A € GL,.(R),r =rg M.

L’étude qui préceéde permet de transformer A en une matrice diagonale D via
produit par des matrices orthogonales U et V :

UAV = D.

En introduisant les matrices orthogonales

! U O 1 V O
U= <0 Imr> et V7 = <o Inr>

on obtient en opérant par blocs

2V A v D O
UMV_<O O)'

Enfin par une formule de changement de bases orthonormées, il existe U”, V"
orthogonales telles que
M =U"MV"

et on peut alors conclure.

Exercice 57 : [énoncé]
(a) Posons D = diag(A1,...,\n).
En notant a; ; le coefficient d’indice (7, ) de la matrice A, le coefficient
d’indice (i,7) de D71AD est
)\;1/\]-(11-7]-.
La matrice D~'AD est alors symétrique si, et seulement si, ses coefficients
d’indices (4,74 1) et (i + 1,4) sont égaux i.e.
)\i_l)\i+1bi = )\;}1)\1‘62'
soit encore o
2 2Ci
/\i+1 =\ bj :
En choisissant A1 non nul quelconque et en posant

A2 =X\ V cl/bh .. ~a)\n = A1 V cnfl/bnfl

on forme une matrice D convenable.
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(b) D~YAD est symétrique réelle donc diagonalisable et puisque A est semblable

& une matrice diagonalisable, elle I’est aussi.

Exercice 58 : [énoncé]
Soit A € R. On a de facon immeédiate

Ker(A — \,,) C Ker(A?PTH - \2PH11 ),
Or la matrice A est diagonalisable donc

n= Z dim Ker(A — AI,).
AESP A

Puisque les A?P*! sont deux & deux distincts quand les A varient et puisque les
sous-espaces propres de A%P*! sont en somme directe, on peut affirmer que les
inclusions précédentes sont en fait des égalités.
Ainsi

VA € R, Ker(A — \,,) = Ker(A?PTh - N2+ ),

Puisqu’on a la méme affirmation pour B, on obtient
VA € R, Ker(A — A,,) = Ker(B — AlL,).

Sachant que les matrices A et B sont diagonalisables et ont les mémes
sous-espaces propres, on peut conclure A = B.

Exercice 59 : [énoncé]

Puisqu’il est connu que xap = XB4, les matrices AA et A'A possédent le méme
polynome caractéristique. Ces deux matrices ont donc les mémes valeurs propres
et ces derniéres ont méme multiplicité. Puisque ces matrices sont symétriques
réelles, elles sont toutes deux orthogonalement diagonalisables et donc
orthogonalement semblables & une méme matrice diagonale ce qui permet de
conclure.

Exercice 60 : [énoncé]
La matrice tAA — At A est symétrique réelle et donc diagonalisable. Sa trace est
alors égale a la somme de ses valeurs propres. Or

tr(*AA — A'A) = tr(*AA) — tr(A'A) =0

car tr(AB) = tr(BA). Puisque toutes les valeurs propres sont positives, on en
déduit qu’elles sont toutes nulles et donc *AA — A*A est la matrice nulle car
diagonalisable de seule valeur propre 0.

Exercice 61 : [énoncé]
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Tl = D aigl < ([ D0 12| Y Jais 2 = nl| Al

7,j=1 1,j=1 i,j=1

Or la matrice A est orthogonalement semblable & une matrice de diagonale D. On
peut donc écrire A = PD'P avec P € O,(R) et alors

|Al3 = tr(*AA) = tr(P'D'PPD'P) = tr(PD*'P) = tr(D*'PP) = tr(D?).

Puisque A annule le polynéme X (X — 1), les valeurs propres de A ne peuvent
qu’étre égales & 0 ou 1 et donc

tr(D?) = tr(D) = tr A

et I'on obtient la relation proposée.

Exercice 62 : [énoncé]

(a) Soit A une valeur propre de A et X # 0 un vecteur propre associé¢. On a
AX = )\X.
D’une part
EXAX = XXX = )| X%

D’autre part
IXAX =" (MX)MX = |MX|?

donc

_ Mx?

A= > 0.

X1z =

(b) Pour j # i, on a
"X;AX; =" (MX;)MX; =0

donc

AX; € Vect(X1,. .., Xi—1, Xig1,... Xn)t = Vect(X;)

et par conséquent X; est vecteurs propres de A.
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Exercice 63 : [énoncé]
La matrice A est diagonalisable semblable &

D = diag(A1,- .., An).

Posons C = D3 4+ D + I,,. En montrant que D est un polynéme en C i.e.
D = P(C) on vérifie par similitude que A est un polynéme en B & savoir
A = P(B).

On a

C = diag(u1,. .., pn) avec p; = A3 4+ X; + 1.

On vérifie aisément que la fonction x — 3 + = + 1 est injective sur R. Ainsi les y;
égaux correspondent aux \; égaux et inversement ce qui permet de considérer un
polyndme interpolateur construit de sorte que

On vérifie alors P(C) = D et l’on conclut.

Exercice 64 : [énoncé]
La matrice A est diagonalisable semblable &

D = diag(A1,...,A\n) avec A; > 0.

Posons C = D? 4+ D + I,,. En montrant que D est un polynéme en C i.e.
D = P(C) on vérifie par similitude que A est un polynéme en B & savoir
A = P(B).

On a

C = diag(u1, . .., pn) avec p; = A7 4+ X; + 1.

On vérifie aisément que la fonction x — 22 + 2 + 1 est injective sur R, . Ainsi les
1 égaux correspondent aux A; égaux et inversement ce qui permet de considérer
un polynoéme interpolateur construit de sorte que

On vérifie alors P(C) = D et l’on conclut.

Exercice 65 : [énoncé]

(a) Si A et B sont orthogonalement semblables, ces deux matrices sont
semblables et ont donc méme trace et méme déterminant. On en tire les
conditions nécessaires a +c =4 et ac — b* = 3
Inversement, si a + ¢ = 4 et ac — b> = 3 alors A et B ont le méme polynome
caractéristique X2 — 4X + 3 de racines 1 et 3. Les matrices A et B étant
symétriques réelles, elles sont toutes les deux orthogonalement semblables &
D = diag(1, 3) et donc A et B sont orthogonalement semblables.

Pour a fixé, on trouvera b et ¢ convenables si, et seulement si, on peut trouver
b € R tel que b? = ac — 3 = a(4 — a) — 3 d’ott la condition nécessaire et
suffisante 1 < a < 3.

Par symeétrie, pour c¢ fixé, on obtient la condition 1 < ¢ < 3.

(b) Le raisonnement est analogue au précédent en parlant seulement de matrices
semblables et ’on obtient la condition double a + d = 4 et ad — bc = 3.
Pour a fixé, il existe toujours b, c,d € R tels que A et B soient semblables : il
suffit de prendre d =4 — a et b et ¢ de sorte que bc = —a? + 4a — 3.
Pour d fixé : idem.

(c) La fonction (P, Q) — det (PAtP + QBtQ) est continue, & valeurs réelles et
définie sur le compact non vide O,(R) x O, (R), elle y admet donc un
maximum.

(d) Apres réduction, la matrice symétrique réelleA est orthogonalement
semblable & la matrice D = diag(v/5, —v/5) ce qui permet d’écrire A = UD'U
avec U € O2(R). On a alors

det(PA'P + QB'Q) = det(D + VB'V)

avec V = 'U'PQ parcourant O2(R). La matrice VB'V est de la forme
a b 2
b e aveca+c=4,ac—b*=3et1<a<3

et donc
det(PA'P + QB'Q) = 2(2 — a)V/5 — 2

est maximal pour a = 1. Finalement

t t _ _
pmax det(PA'P + QB'Q) = 2(V5 - 1).

(e) Non, prenons par exemple

0 0 0 0
(Y (00)
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La matrice
r 1l—=x
= (:C 1-— :c>

est semblable & B et peut donc s’écrire C = QBQ~! avec Q € GLy(R). Pour
P =1, € GLy(R), on obtient

r 2—x

PAP~ '+ QBQ ' = (I 1- z)

de déterminant
z2—z)—z(l—z) =2 —— +o0.
r——+o0
En remplacant A; par une matrice orthosemblable, on peut supposer A; de la
forme
a; 0
Ai = <Ol BZ> avec «; > Bz
et donc écrire

. tI'(Ai) &; 0 Q5 = Bi
A, = I2+(0 —5i> avec §; = 5 > 0.

Une matrice orthogonale P; peut s’écrire sous la forme
cost; —sinb; cosf; sinb;
P_ — ) K2 K2 P — ) K2 3
v <sm 0; cosb; o L sinf); —cosb;
et alors dans les deux cas

tp — r(Ad) d; cos(20;)
B o= =575t { 5, sin(26;)

—d;cos(26;) )

En posant
(tl"(Al) —+ -4 tr(Ak))

1
m= -
2
on peut écrire

d; cos(26;)

k
det(P1A1tP1 44 PkAkth) = det <m12 + Z (5 sin(29‘)
i=1 N ¢ !

51’ sin(29i)
—6; cos(20i)>>

et apreés calcul

k 2 k 2
det(Pi A" P+ - +P, A P,) = m*— ( (Z i 005(291’)> + ( d; Sin(29i)> > :
=1 1

i=

Pour maximiser le déterminant, il suffit de savoir minimiser la fonction
donnée par

2

k 2 k
flag,...,ax) = (Z 0; cos(ai)> + < 0; sin(o@) )

i=

On peut interpréter f dans le plan complexe

f(ala c '7ak) = }5161061 + -+ 6kelal

Quitte & réordonner les matrices A;, on peut supposer

Cas 6y <o+ -+ 0k

On peut montrer que la fonction f s’annule : c’est assez facile si kK = 2 car
alors §; = dg, c’est aussi vrai si k > 3 en établissant que le systéme suivant
posséde une solution

d2 sin = 3 sin 8
Jacosa+ dz3cos B =01 — (04 + -+ - + )

que ’on obtient avec

d3sin 3

o= arcsin( > et 8 € [0;7/2] bien choisi.

Dans ce cas le maximum de det (PlAltPl 4+ 4 PkAkth) vaut m?2.
Cas 61 > 0o+ -+ 0

La fonction f ne peut s’annuler car

|6leia1 4+ .. 4 5keiai =0 = §; = _(52ei(0¢2—a1) N 5kei(ak—a1))

et en passant au module on obtient alors §; < dg + - -+ + Jj.
La fonction est de classe C' et admet donc un minimum sur le compact
[0; 27r]]C qui est un point critique. Si (51,...,Bx) est un point critique alors

_ 0
VISZSk7aafl(ﬁlv7Bk):O
ce qui donne
k k
V1 <i<k,Csinf; = Scosp; avec C = Z(Sjcosﬁj et S = Zéjsinﬁj.
j=1 j=1
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Ici (C,S) # (0,0) car on est dans le cas ou la fonction f ne s’annule pas. On (b) La condition étudiée sera remplie si, et seulement si, {AB = I,,. Il existe donc
obtient alors une unique famille y solution et celle-ci est déterminée par

cosf3; cosfB;|
sin ﬂz sin ﬂj -

B=(4)"
Les points du cercles trigonométriques repérés par les angles 3; et 3; sont

alors confondus ou diamétralement opposés. Cela permet, d’écrire pour
chaque indice ¢

La matrice B étant inversible, la famille y est une base et

. : P=M =M Idg x M Idgp = A"'B
cos f3; = g; cos v et sina; = &; sin o ats y ate s Idp aty,c Idp

avec ¢; = =1 et o un angle fixé. On a alors ce qui donne P = M~! car M =tAA.

(c) Supposons Ajzy + -+ + Az, = 0g. Notons I = {i € [1;n] | A; > 0} et

& 2
J=[1;n]\I.Ona
e Bn) = i0;
f(B Bn) <;5 ) ZM%Z-ZM%‘

iel ieJ
et donc
& 2 donc
min f = (m 2 =i ) z :
=
. . Z)\Z.’EZ = —(Z )\Zl‘“z}\ll‘1> = — Z )\i)\j<xi7xj>-
et alors la borne supérieure cherchée vaut el el Py (felxJ
2 2 _
m” —p” = (m—p)(m+ p). Or, dans les termes sommés, A\;A; < 0 et (x;,2;) <0 donc
Cette quantité peut aussi s’interpréter comme égale a 2
x|l <0.

)\(Qm — /\) ; 1bg >~
avec A la quantité la plus proche de m que 'on parvient & obtenir en On en déduit
sommant k valeurs chacune choisies parmi les deux valeurs propres possibles Z Nz = 0
de chaque matrice Ay, ..., Ag. — i = Uk

. . . . , 7
Cette résolution m’a pris des heures. . . elle me semble bien compliquée et
n’exploite pas la positivité des matrices A; ! Néanmoins I’expression En faisant le produit scalaire avec un vecteur v comme dans I’énoncé, on
compliquée de la solution et, notamment la discussion, ne me semble pas obtient
pouvoir étre évitée! Z Ailzi,v) =0
il

avec \; > 0 et (z;,v) > 0 pour tout ¢ € I. On en déduit I = §.

Exercice 66 : [énonce] Un raisonnement analogue fournit aussi

a) On a a;; = (e;,z;), b; ; = (e;,y;) donc

[tAB]m, = Z(em xi)(er, y;) = (Ti, Yj5)- et 'on conclut que la famille z est libre. C’est donc une base puisqu’elle est
k=1 de longueur n = dim E.
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(d)

On a M =*AA et la matrice S est diagonalisable car symétrique réelle. Pour
étudier ses valeurs propres, commencons par étudier celles de M. Soit A une
valeur propre de M et X vecteur propre associé. On a M X = AX donc

[AX|? ='X"AAX = XXX = )\ X|?
avec || X||? > 0 et ||AX]||? > 0 (car A est inversible) donc A > 0.

Aussi )
Jaxt? =3 ( S onse
=1
avec aq,...,Q, les coefficients de X.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

IAX]* < i(ia,j é )

Jj=1

et on peut méme affirmer qu’il n’y a pas égalité car X ne peut étre colinéaires
aux transposées de chaque ligne de A. On a alors

JAX|? < z(z ) x| - z(za ) X2 = nllX]?
i=1 \j=1 j=1

car les colonnes de la matrice A sont unitaires puisque ||z;[|? =
On en déduit A < n et finalement

SpM C]0;n[.

En conséquence
SpS C0;1].

On écrit S = QDQ ™! avec D diagonale & coefficients diagonaux dans ]0; 1].
On a

—1_l _ —1_1 _ —1-1

M7 =—(I-8"=-QU-D)"Q
Or

(I-D)'=I+D+D*+ ZD”

avec convergence de la série matricielle. On en dedult
400
n Z
n=0

La matrice S est & coefficients positifs, ses puissances aussi et donc M ! est a
coefficients positifs.

(f) En reprenant les notations précédentes

M~ =AY (*A) " = BB = (i, y;))1<i.j<n-

Exercice 67 : [énoncé]
Notons que les matrices A et B sont des matrices de projections orthogonales car
symétriques et idempotentes.
Les cas A = O; et A = I, sont immédiats. De méme pour les cas B = Oy et
B =1I.
On suppose dans la suite ces cas exclus et on travaille donc sous ’hypothése
supplémentaires
rgA=rgB=1.

(a) Si Im B = Ker A alors AB = O est donc AB est diagonalisable.
Si Im B = Ker A alors en passant & ’orthogonal Im A # Ker B.
Les droites Im A et Ker B étant distinctes dans le plan, elles sont
supplémentaires.
Considérons une base (X7, X2) adaptée a la supplémentarité de Im A et
Ker B.
ABX, = A(BX;) € Im A donc on peut écrire ABX; = AX; car
Im A = Vect X;.
ABX5 =0 car BX, =0.
Ainsi la base (X7, X3) diagonalise la matrice AB.

(b) Il s’agit ici essentiellement d’encadrer la valeur A introduite dans 'étude
précédente quand Im B # Ker A.
On a
>\HX1||2 = (AX1|X1) = (ABX1| Xy).

Puisque X; € Im A, on peut écrire X; = AU et alors
(AX1|X1) = (ABAU | AU).
Puisque A est symétrique
(ABAU| AU) = (BAU| A*U).

Puisque A2 = A
(BAU | A%U) = (BAU | AU).

Enfin en procédant de facon semblable

(BAU| AU) = (B*AU | AU) = (BAU | BAU) = | BX,|)*.
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Au final
AlXa|)? = 1 BXA .

Or B correspond & une projection orthogonale donc ||BX;|? < || X1]|? et on

peut affirmer
Ae0;1].

Exercice 68 : [énoncé]

(a)
(b)

La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable.

Pour X € E,ona MX = ABTX + BATX = (B,X)A + (A, X)B. Les
colonnes A et B n’étant pas colinéaires

MX =0 < (A, X)=(B,X)=0.

On en déduit N
Ker M = (Vect(A7 B)) :

Par la formule du rang, on obtient rg(M) = 2.

On compléte la base (A4, B) de Vect(A, B) par une base de Ker M et 1’on
obtient que la matrice M est semblable & la matrice

(A,B) |BII>  O1pn-2
JAII> (A, B) O1n-
On—2,1 On—2,1 On—2
L’étude des valeurs propres de cette matrice, donne
Sp M = {0,(A, B) — [|Al[|BI. (A, B) + | Alll| BII}-
Pour la valeur propre A = (A4, B) — || A||||B||, le sous-espace propre associé est
Vect (|| B||A — ||A]|B).
Pour la valeur propre A = (A4, B) + || A|||| B||, le sous-espace propre associé est

Vect (|| Bl A+ [|A]|B)

et enfin, pour A = 0,
Vect(A, B)*L.

Exercice 69 : [énoncé]

(a) Méme si les colonnes X et Y ne sont pas nulles, il n’est pas possible de
simplifier par X et Y dans ’égalité matricielle {XAY =X BY.

On montre que les coefficients des matrices A et B sont égauz’ en
exploitant I’hypothése avec des colonnes X et Y élémentaires.

Notons a; ; le coefficient général de la matrice A, b; ; celui de la matrice B et
introduisons FEy, ..., E, les matrices élementaires de M,, 1 (R).
FIGURE??777?

Soient (i,7) € [1 ;n]]2. Pour Y = Ej;, le produit AY donne la j-éme colonne
de A. Pour X = E;, le produit !X AY détermine alors le i-éme coefficient de
la colonne AY. En d’autres termes, on a ' X AY = q; ; et, de méme,

EXBY =1, ;. Légalité "X AY = ' X BY étant supposée vraie pour toutes
colonnes X et Y, on peut conclure que ’on a a; ; = b; ; pour tout indice
(,7) : les matrices A et B sont égales.

(b) Si A est une matrice antisymétrique, on a? X AX = 0 pour toute colonne X.

Si l’on choisit de plus A non nulle (ce qui est possible si n > 2) et B = 0,,, on
a'XAX =tXBX pour tout X alors que A # B.

(c) On rameéne le probléme au cas B = O, avant d’étudier les valeurs
propres de A.

Supposons ‘X AX = X BX pour toute colonne X de M, 1(R) avec A et B
symétriques. Par différence de membres, on obtient ‘X (A — B)X = 0 avec

A — B symétrique. Si ’on parvient & montrer que la matrice A — B est
nécessairement nulle, on peut conclure que les matrices A et B sont égales.
Ainsi, en résolvant le probléme dans le cas ou la seconde matrice est nulle, on
parvient & résoudre le probléme dans la situation générale.

Désormais, supposons !X AX = 0 pour toute colonne X avec A matrice
symétrique. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé

AX =)XX avec X #0
En multipliant & gauche par !X, on obtient
MNXX =tXAX =0

Cependant, on a ' XX = 2% + .- + 22 # 0 en notant z1,...,x, les
coefficients de la colonne non nulle X. On en déduit A = 0 et, ainsi, 0 est la

1. On peut aussi proposer une démonstration géométrique. Par différence de membres on ra-
méne le probléme au cas B = O, puis on introduit le produit scalaire canonique sur My 1(R).
L’hypothése L XAY = 0 pour tous X,Y signifie alors que I’image de A est orthogonale & tout
vecteur de ’espace, I'image de A est donc réduite & I’élément nul et la matrice A est la matrice
nulle.

2. Voir sujet silya?? 7.
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seule valeur propre de A. Or la matrice A est diagonalisable car symétrique
réelle, elle est donc semblable & une matrice diagonale donc les coefficients
diagonaux sont tous nuls, autrement dit, elle est semblable & la matrice nulle
et c’est donc la matrice nulle.

Exercice 70 : [énoncé]
Sp(J) ={0,n}, Eo(J): 21+ -+ a2, =0et Ep(J): x1 =... = 2p.
Les matrices

D = diag(n,0,...,0)

et
1/v/n 1/V/2  1/V6 1/vV/n2—n
C —1/V2 1/V6 :
P= —2/\/6 :
1/v/n?—n
v (0) ~(n—1)/Vn?—n
conviennent.
Les colonnes d’indices 2 & n de la matrice P sont formées de coefficients de
a,...a,b,0,...,0 de somme nulle et de somme de carrés égale a 1.

Exercice 71 : [énoncé]
La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.
Aprés calculs

Xa=—(X +3)(X - 3)%

Le sous-espace propre associé & la valeur propre 3 est le plan d’équation
z+y+z2=0.

Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle étant deux a deux
orthogonaux, on peut affirmer que le sous-espace propre associé a la valeur propre
—3 est la droite z =y = z.

On en déduit une base orthonormée de diagonalisation puis une matrice P

convenable
1/V3 1/vV2  1/V6
P=11/V/3 —-1/v2 1/V6
1/vV/3 0 —2/\6

Exercice 72 : [énoncé]

(a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable.

(b) Apreés calculs
xa = (X =3)(X+3)°

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —3 est le plan d’équation
r—2y+2=0.

Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique réelle étant deux & deux
orthogonaux, on peut affirmer que le sous-espace propre associé a la valeur
propre 3 est la droite

Vect(1, —2,1).

On en déduit une base orthonormée de diagonalisation puis une matrice
orthogonale P convenable

1/vV6  1/v/2 1/V3
P=|-2/vV6 0 1/v3
V6 —1/v2 1/V3

pour
3 0 0

D=10 -3 0

0 0 -3

Exercice 73 : [énoncé]

(a) C’est un calcul classique
xaN) =A—a—(n—1)b)A—a+b"1.

Les valeurs propres de A sont a + (n — 1)b et a — b.
(b) Pour a = n et b = —1, la matrice précédente produit un contre-exemple.

(c) La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base
orthonormée. En décomposant, une colonne unitaire X dans cette base et en

notant x1,...,x, ses coordonnées, on a
n n
_ 2 2 _
(X,MX) = E Aixs et E x; =1
i=1 i=1
avec Ay, ..., A\, les valeurs propres de M.

On en déduit que « est la plus grande valeur propre de M.
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(d) Soit X un vecteur propre unitaire associé a la plus grande valeur propre de
M et Y la colonne (unitaire) formée par les valeurs absolues des coefficients
de X. On a
a=(X,MX) < |(X,MX)| <(Y,MY) <«

et donc (Y, MY) = a. En décomposant le vecteur Y sur la base orthonormée
de vecteurs propres précédente, on obtient que Y est combinaison linéaire des
vecteurs propres associés a la plus grande valeur propre de M (il peut y en
avoir plusieurs). Le vecteur Y est donc vecteur propre de M & coefficients
positifs.

(e) Oui, c’est le théoréeme de Perron-Frobenius. Cependant cela n’a rien
d’immeédiat. . .

Exercice 74 : [énoncé]

A = M +*M est diagonalisable car symétrique et ses valeurs propres sont nulles
car racines de X™. On en déduit que A est semblable & la matrice nulle et donc
égale a la matrice nulle. Ainsi M est antisymétrique.

Exercice 75 : [énoncé]
Soit A une matrice antisymétrique réelle.
Le déterminant de A est le produit des valeurs propres complexes de A comptées
avec multiplicité. Puisque la matrice A est réelle, ses valeurs propres complexes
non réelles sont deux a deux conjuguées et forment donc un produit positif. 11
reste & étudier les valeurs propres réelles de A.
Soient A une valeur propre réelle de A et X est une colonne propre associée.
D’une part

EXAX = N XX.

D’autre part
EXAX = -1(AX)X = -\'XX.

On en déduit A = 0 sachant X # 0.
Par suite le déterminant de A est positif ou nul.

Exercice 76 : [énoncé]

(a) Pour tout vecteur z de E,

(@ fQy + pz)) = =(f(@) [ Ay + pz) = =A(f(z) |y) — p(f(z)]2).
Ainsi
(@ f(Ay + pz)) = (@[ Af(y) + pf(2))-

Or ceci valant pour tout x, on peut affirmer la linéarité de f.

(b) Notons A = (a; ;) la matrice de f dans une base orthonormée (eq,...,e,) de
R™.
On a a;; = (e;| f(e;)) et Pantisymétrie de f donne alors a; ; = —a;; d’oi

A =—A.

(c) D’une part X AX = M X X et d’autre part
IXAX = ~'X'AX = —{(AX)X = —MXX.

Puisque *X X est un réel non nul (car X # 0), on obtient A = —\ et donc
A€ iR.

(d) Un endomorphisme antisymétrique est représenté par une matrice A
antisymeétrique réelle. Celle-ci est trigonalisable dans M, (C) et est donc
semblable dans M,,(C) & une matrice triangulaire supérieure ou figure sur la
diagonale ses valeurs propres complexes comptées avec multiplicité. Le
déterminant de f est donc le produit des valeurs propres complexes comptées
avec multiplicité de la matrice A, or cette derniére est réelle donc ses valeurs
propres complexes sont deux & deux conjuguées et de plus ses valeurs propres
sont imaginaires pures. Ainsi le déterminant de f est le produit d’éventuels 0
et de termes i\ et —i\; cela donne un réel positif.

Exercice 77 : [énoncé]

(a) Si A est valeur propre de u de vecteur propre x # 0 alors la relation
(u(x)|r) = 0 donne Al|x||?> = 0 qui entraine \ = 0.

Seule 0 peut étre valeur propre de u. Par suite un endomorphisme
antisymétrique est diagonalisable si, et seulement si, il est nul.

(b) L’égalité (u(z +y)|z+y) =0 avec (u(z)|x) = (u(y)|y) = 0 donne le résultat.
Soient B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E et A = (a; ;) la matrice
de u dans B. On sait que

ai; = (ei|u(e;))
donc par la relation précédente a; ; = —a;,; et la matrice A est
antisymétrique.

(¢) D’une part

PXAX = N'XX.
D’autre part
XAX = —"X'AX = —"AX X = -\'XX.

Or, en notant z1,...,x, les éléments de la colonne X, on a

XX =) Jzi* >0
i=1
car X # 0.
On en déduit A = —\ et donc A € iR.
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Exercice 78 : [énoncé]
(a) A= —A donne det A = (—1)"det A donc det A = 0 si n est impair.

(b) Si X est valeur propre réelle de A alors on peut écrire AX = AX pour une
certaine colonne X non nulle. On a alors ‘X AX = A X X mais aussi
EXAX = —'(AX)X = —A'X X. On en déduit que la seule valeur propre réelle
de A possible est la valeur nulle.
Par I'absurde, si det A < 0 alors le théoréme des valeurs intermédiaires assure
que le polyndme caractéristique de A s’annule ailleurs qu’en 0. C’est contraire
a laffirmation qui précéde.
Ainsi det A > 0 avec inégalité stricte si, et seulement si, A est inversible.

Exercice 79 : [énoncé]
Soit Y € Ker ANIm A. On peut écrire Y = AX pour une certaine colonne X.
On a
YY =1(AX)Y = ~'XAY =0
et donc Y = 0.En sus,
rgA+dimKerA=n

et donc les espaces Im A et Ker A sont supplémentaires. Puisque ’espace Im A est
évidemment stable, on obtient que la matrice A est semblable & une matrice de la

forme
c 0
0 0/°

Le rang de la matrice A est égale par similitude au rang de la matrice C' mais
aussi par construction a la taille de C'. On en déduit que la matrice C' est
inversible (On peut aussi établir que les espaces Im A et Ker A sont orthogonaux
et, en considérant des bases orthonormées, observer que la matrice A est
orthogonalement semblable & B avec un bloc C antisymétrique).

Enfin, si A\ est valeur propre réelle de A de vecteur propre X # 0 on a

EXAX = AX et 'XAX = —1(AX)X = —\'XX.

On en déduit que seule 0 peut étre valeur propre réelle de A. La matrice C n’a
donc pas d’autre valeur propre que 0, or elle est inversible, elle n’admet donc pas
de valeur propre. Elle est alors nécessairement de taille paire.

Exercice 80 : [énoncé]
(a) On a
(x| f(2)) = —(z| f(z))

donc z et f(x) sont orthogonaux et ce, quel que soit = dans E.

(b) Pour tout z,y € E

(s(x)ly) = =(f(@)[ f(y)) = (x]s(y))
et donc ’endomorphisme s est symétrique.
(c) Ici z € Vo \ {0g} donc s(x) = ax puis
(s(z)|2) = (az|z) = allz]*.

On a aussi comme vu ci-dessus

(s(z)|2) = —(f(2)| f(2)) = —||f ()

Puisque x # 0p et f(x) # Op (car f est bijective), on en déduit a < 0.

(d) Puisque f(z) € F et f(f(z)) = s(x) = ax € F, on peut assurer que F' est
stable par f.
Pour y € F+, on a

(f@)[x) = =(y[f(2)) =0 et (f(y)[f(z)) = —(y|s(x)) = —aly|x) = 0

et donc f(y) € F*. L’espace F- est donc aussi stable par f.
Posons

I

— ||i|| = %f(u) avec b = v/—a.

La famille (u,v) est une base orthonormée de F' notamment car

ol = o5 (7) | £(0)) = — o ] ) = — ] = 1.

Puisque

flw)=btet flv)= %s(m) = %x = —bx

la matrice de I’endomorphisme induit par f sur F' dans la base orthonormée

(u,v) est
0 -b
(o)
(e) Par les outils qui précédent, on parvient par récurrence, & décomposer
I’espace F en somme directe orthogonale de plans stables par f, I’espace
est donc de dimension paire.

Exercice 81 : [énoncé]
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(a) Pour tout vecteur z de E,

(@[ fAy +pz2)) = =(f(2) [ Ay + p2) = =A(f (@) [y) — u(f(x)]2).

Ainsi
(@ [y + pz)) = (@| A f(y) + nf(2))-

Or ceci valant pour tout x, on peut affirmer

fQy +pz) = Af(y) + pf(z)

(par exemple, parce que le vecteur différence est orthogonal & tout vecteur de
E et donc nul)

L’application f est donc linéaire.

Notons A = (a; ;) la matrice de f dans la base canonique (e, ..., e,) de R™.
Puisque a; ; correspond a la i-éme coordonnée de I'image du j-éme vecteur,
on a

a;; = (ei| f(ej))

car la base canonique est orthonormée. L’antisymétrie de f donne alors
QAij = —Qj,i

et la matrice A est donc antisymétrique.

(b) Les endomorphismes antisymétriques sont, par représentation matricielle, en
correspondance avec les matrices antisymétriques. L’ensemble des matrices
antisymétriques est un sous-espace vectoriel de dimension n(n — 1)/2, donc,
par I'isomorphisme de représentation matricielle, I’ensemble des
endomorphismes antisymétriques est un sous-espace vectoriel de dimension

n(n—l)‘
2

Exercice 82 : [énoncé]

(a) A% = Q4. Seule 0 est valeur propre de A et si A est diagonalisable alors
A = Q4. Ce n’est visiblement pas le cas. ..

(b) La matrice A est antisymétrique complexe mais pas diagonalisable. C’est
donc un contre-exemple.
Il est en revanche remarquable que les matrices antisymétriques réelles sont
diagonalisables (dans C).

(a)

(b)

(c)

Exercice 83 : [énoncé]

Unicité:
Si M =A+ S avec A et S comme voulues, on a ‘M = —A + S et donc
1 1
S=-(M+'M t A= —(M—"M).
Lorean) e a=lar-
Existence:

Les matrices S et A proposées ci-dessus conviennent.

Si M et *M commutent, il en est de méme des matrices A et S fournies par
les expressions précédentes. Inversement, si A et S commutent, il en est de
mémede M =A+Set!M=—-A+S.

*A = —A donne det(*A) = det(—A) et donc det A = (—1)" det A. On en
déduit que n est pair lorsque det A # 0.

La matrice A? est symétrique réelle et posséde donc une valeur propre \. Soit
2 un vecteur propre associé et y = Azx. On a

(z|y) = "vAz = —*(Az)z = —(y|2).
On en déduit que z et y sont orthogonaux. Posons alors

1 1

e1=-—— et ey=-—y
[l [l

et complétons la famille (eq, e3) en une base orthonomale. L’endomorphisme
canoniquement associé & A est alors figuré dans cette base par une matrice de

la forme
0 B (%
B=|la 0 (%
0) (0) A
Les matrices A et B sont orthogonalement semblables et donc B est
antisymétrique. On en déduit 8 = —a, les étoiles sont nulles et A’ est

antisymétrique ce qui permet de propager une récurrence.

Lorsque la matrice antisymétrique A n’est pas inversible, le résultat qui
précéde est étendu en autorisant des blocs nuls en plus des D;.

Supposons M¢M =M M. Par commutation, les sous-espaces propres de S
sont stables par A ce qui permet de mener le raisonnement précédent en
choisisssant e; vecteur propre commun & S et A2. En notant que e, sera alors
vecteur propre de S pour la méme valeur propre que ey, on obtient que M est
orthogonalement semblable & une matrice diagonale par blocs avec des blocs

diagonaux de la forme
a —f
(A) et ( 3 a ) .
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Exercice 84 : [énoncé]

(a)

(b)
()

(d)

Existence :
L’endomorphisme u est symétrique donc diagonalisable en base orthonormée.
Soit B une telle base et

A (0)
D = Matp(u) = .
(0) An
Considérons alors v ’endomorphisme de E déterminé par

2N (0)
Matg(v) =

(0) U
L’endomorphisme v est symétrique car représenté par une matrice symétrique
en base orthonormée.
L’endomorphisme v vérifie par construction v = w : il est solution.
Unicité :
Soit v un endomorphisme symétrique solution. L’endomorphisme v commute
avec u, les sous-espaces propres de u sont donc stables par v. Soit F)(u) un
tel sous-espace propre. L’endomorphisme induit par v sur ce sous-espace
propre est diagonalisable, considérons une base B de diagonalisation. La
matrice de ’endomorphisme induit par v dans cette base B) est diagonale et
sa puissance p -iéme est égale & A\Id car vP = u. On en déduit que
Pendomorphisme induit par v sur Pespace Ey(u) n’est autre que Y/ Md. Ceci
détermine entiérement v sur chaque sous-espace propre de u. Or ces derniers
forment une décomposition en somme directe de F, ’endomorphisme v est
donc entiérement déterminé.
Si p est pair et que u posséde une valeur propre négative, I’endomorphisme v
n’existe pas.
Si p est pair et u positif alors on peut & nouveau établir I'existence mais
I’unicité n’est plus vraie car on peut changer les signes des valeurs propres de
v tout en conservant la propriété vP = wu.
On retrouve existence et unicité en adaptant la démonstration qui précéde.

Exercice 85 : [énoncé]

(a)

Soit B une base orthonormale diagonalisant v
A1 (0)
Matg(v) = avec A\, > 0.

®

L’endomorphisme s déterminé par

VAL (0)

Matg(s) = .
(0) An

vérifie s2 = v et puisque sa matrice dans une base orthonormale est
symétrique, c’est endomorphisme symétrique.

On a

—1 —1 -1 -1

v ou=s:s oS ocu=s8 !

o(stouostos.

1

Considérons I’'endomorphisme w = st ouo s~ . Pour z,y € E,

(w(z)|y) = (u(s™ (2) |57 (1) = (z]w(y))-

L’endomorphisme w est symétrique donc diagonalisable.
L’endomorphisme semblable s~! o w o s est aussi diagonalisable.

Exercice 86 : [énoncé]

(a)

u est diagonalisable de valeurs propres Aq, ..., A, positives. E est la somme
directe orthogonale des sous-espaces propres Ey,, ..., Ey , notons pi,...,p,
les projecteurs orthogonaux associés a cette décomposition.
Onawu=Api+- -+ A\pr et en posant v = v/A1p1 + - + vVArpr, O1 a

v? = u avec v endomorphisme symétrique & valeurs propres positives. On
peut aussi proposer une résolution matricielle via représentation dans une

base orthonormée

Soit v solution. Pour tout A € Sp(u), F = Ex(u) est stable par v car u et v
commutent. vp € ST(F) et vZ = Mdp donc via diagonalisation de vg, on
obtient vy = v/ Aldp. Ceci détermine v de maniére unique sur chaque
sous-espace propre de u et puisque ceux-ci sont en somme directe égale & F,
on peut conclure & 'unicité de v.

Exercice 87 : [énoncé]
Puisque les valeurs propres de u sont strictement positives, on montre par
orthodiagonalisation

vV € E\{0g}, (u(z),z) > 0.

Soit z € E.
Si x = 0g, inégalité demandée est évidente et c’est méme une égalité.
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Si x # 0, considérons A € R. On a
(u(x + M"Y (z)), z + " z)) >0
donc en développant
Nz, u™t (2)) + 2\ 2, ) + (u(z), ) > 0.
Or (z,uY(z)) = (u(ut(z)),u"t(z)) > 0, par suite, le discriminant
A = dl|zf|* - 4fu(z), ) (u™ (2), 2)

est négatif ou nul car sinon le trindme en A précédent posséderait deux racines et
ne serait donc pas de signe constant.

On en déduit I'inégalité proposée.

De plus, il y a égalité si, et seulement si, il existe A € R vérifiant

x4+ Au~!(z) = 0g i.e. si, et seulement si, x est vecteur propre de u.

Exercice 88 : [énoncé]
La matrice M est symétrique réelle et donc diagonalisable.
Soit A une valeur propre de M de colonne propre associé X = t(x Y z)
On a
EXMX = MNXX =)\ X|?

et
IXMX = ||z.a+y.b+z.c|?>0.

Par conséquent A > 0 et det M > 0 car det M est le produit des valeurs propres
comptées avec multiplicité.

En fait, si P est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs
a, b, c dans une base orthonormale, on observe que M = *PP ce qui permet de
retrouver les résultats précédents.

Exercice 89 : [énoncé]

On peut écrire A ='PDP avec P € O,(R) et D = diag(A1,...,\n), Mg > 0.
On a alors

IXAX ='YDY avecY = PX.
et alors

'YDY =) Ny >0.

i=1

Exercice 90 : [énoncé]
(=) Supposons
VX € My 1(R),"XAX > 0.

Pour X vecteur propre associé a la valeur propre A, on obtient
EXAX = N XX avec 'XX >0

et donc A > 0.

(<= ) Supposons Sp A C R,.

Par le théoréme spectral, on peut écrire A = PD'P avec P € O,(R) et D
diagonale. De plus, les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres
A1, ..., An € Ry de A. Pour toute colonne X, on a alors

tXAX =Y DY avec Y =tPX
puis

IXAX =) Myl >0,
=1

Exercice 91 : [énoncé]

(a) Puisque A est symétrique réelle, A est orthogonalement diagonalisable et
donc il existe P € O, (R), vérifiant A = PDP~! avec D = diag(A1,...,\n),
Ai > 0. Posons alors B = PAP~! avec A = diag(v/A1,- ..,V ). On vérifie
B?=Aet!'B =B (car ‘P = P~!) et les valeurs propres de B sont
évidemment positives.

(b) Pour A >0,
X2 = (X - VN (X +V)

avec X — VA et X 4+ /X premier entre eux. Par le lemme de décomposition
des noyaux

Ker(A — M) = Ker(B — VAIL,) @ Ker(B 4+ VL)
or Ker(B + v/AI,,) = {0} car les valeurs propres de B sont positives et donc
Ker(A — AI,,) = Ker(B — VAL,).

(c) Tl est immédiat que Ker B C Ker B2 = Ker A.
Inversement, soit X € Ker A = Ker B? = Ker’BB. On a ‘BBX = 0 donc
{X'BBX =0 ie. |BX|? = 0.
On en déduit X € Ker B et donc Ker A = Ker B
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Or les valeurs propres de B sont positives et leurs carrés sont valeurs propres
de A donc
SpB C {VX|xeSpA}.

Ceci permet d’écrire

M,u1(R)= @ Ker(B—VAIL,)

AeSp A

quitte & introduire quelques espaces nuls.
On en déduit

dim My, 1 (R) = > dimKer(B—VAL)= Y  dimKer(A—AL,) (1).
AESP A AESP A

[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017 Corrections 43
(d) Soit X € M, 1(R). Puisque A est diagonalisable, on peut écrire Or l'inclusion Ker(B — v/AI,,) C Ker(A — \I,,) donne
X = ) X,avec X, € Ker(A — AL,). dim Ker(B — VAIL,) < dim Ker(A — AI,,) (2).
AESP A
L’égalité (1) et la majoration (2) donne alors
Puisque Ker(A — AI,,) = Ker(B — v/\I,,), on a alors
dim Ker(B — VAIL,) = dim Ker(A — A1,,)
BX= Y BXi= Y VX,
A\eSp B A\eSp B pour tout A € Sp A.
. . . Par inclusion et égalité des dimensions
ce qui détermine B de fagon unique.
Ker(B — VAI,) = Ker(A — \I,).
Exercice 92 : [énoncé] (c) Soit X € M, 1(R). Puisque A est diagonalisable, on peut écrire
(a) Puisque A est symétrique réelle, A est orthogonalement diagonalisable et
donc il existe P € O, (R), vérifiant A = PDP~! avec D = diag(A1,...,\n), X = Z Xy avec X € Ker(A — Al,).
Ai > 0. Posons alors B = PAP~! avec A = diag(v/ )1, - -.,vA,). On vérifie AE€Sp A
B? = Aet !B =B (car P = P~1) et les valeurs propres de B sont
évidemment positives. Puisque Ker(A — AI,,) = Ker(B — v/AI,,), on a alors
(b) Soit X € Ker(B — v\,,), BX = VAX donc AX = B>X = \X puis
X € Ker(A — AI,). BX= ) BXy= ) VAX,
Puisque A est diagonalisable, A\ESp B AESp B
Mui(R)= & Ker(A— ). ce qui détermine B de facon unique.
’ AESp A
Puisque B est diagonalisable,
Exercice 93 : [énoncé]
Mp1(R)= @ Ker(B— uly).
n€Sp B (a) 1l existe P € O,(R), vérifiant S = PDP~! avec D = diag(A1,..., ), A > 0.

Considérons alors un polynéme II, construit par interpolation de Lagrange
vérifiant

V1 <i<nmh) =V
Posons ensuite A = II(S). A est un polynome en S, A est symétrique réelle et
P~'AP = P7I(S)P = I(D) = diag(v/A1, - .-, vV An).
Les valeurs propres de A sont positives donc A € S,/ (R). Enfin, puisque
P71A?P = diag(\1,...,\,) = D

onaA?2=23.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 3 novembre 2017

Corrections 44

(b) Soit B € S;F(R) vérifiant B2 = S. On a BS = S3 = SB donc B commute
avec S et donc avec A qui est un polynome en S. Puisque A et B sont

diagonalisables et qu’elle commutent toutes deux, elles sont codiagonalisables.

Ainsi, il existe une matrice de passage @ € GL,(R) vérifiant

Q'AQ = diag(\/A1, ...,/ \n) et QT BQ = diag(pua, ..., ).

Or A% = S = B% donc p? = \; puis p; = /A; car p; > 0.
Finalement A = B

Exercice 94 : [énoncé]

Existence : Il existe U € O,,(R) et D diagonale positive telle que ‘UAU = D. Soit
A la matrice diagonale dont les coefficients sont les racines carrée des coefficients
de D. A est diagonale positive et A% = D.

Pour B =UA!'U, on a B € §;(R) et B2 = A donc B solution.

Unicité : Supposons B solution et introduisons un espace vectoriel euclidien F de
dimension n et u,v € L(F) représentés par A et B dans une base orthonormée.
Avec des notations immédiates Ey(v) C Ey2(u), or B = ®xcr, Ex(v) et

E = ®xer, Ex2(u) donc dim E)(v) = dim Ej2(u) puis Ex(v) = Ey2(u). Ceci
détermine entiérement v et permet de conclure a 'unicité de B.

Exercice 95 : [énoncé]
Si A ='MM alors pour toute colonne X

EXAX =Y (MX)MX >0

et donc Sp A C Ry.

Inversement, pour A € S, (R) telle que Sp(4) C Ry, il existe P € O, (R) telle que
P~1AP = D avec D = diag(\1,..., ) et \; > 0.
Posons alors M = PAP~! avec A = diag(v/Aq, ..
M? = A ce qui fournit A =*MM.

V). Ona M € Sy(R) et

Exercice 96 : [énoncé]

Si A est diagonale égale a diag(Aq, ..., A,) avec \; € Ry alors

tI’(AU) = Z )\iui7i.
i=1

Or les coefficients d’une matrice orthogonale appartiennent & [—1;1] donc
n
tr(AU) < YA = tr(A).
i=1

Plus généralement, si A est symétrique réelle & valeurs propres positives, on peut
écrire A = 'V DV avec V orthogonale et D = diag(\1,...,\,) ot \; € Ry. On a
alors

tr(AU) = tr(*VDVU) = tr(DW)

avec W = VUV orthogonale. On a alors
tr(AU) < tr D = tr A.
L’étude de tr(UA) est analogue.

Exercice 97 : [énoncé]
Le produit scalaire canonique sur M, (R) est donné par

(A|B) = tr(*AB).

(a) L’espace solution est S,,(R). En effet, les espaces S, (R) et A, (R) sont
orthogonaux car pour (4, B) € Sp(R) x A, (R) on a

(A|B) = tr(*AB) = tr(AB) = tr(BA)

t
’ (A|B) = (B|A) = tr(*BA) = — tr(BA)

donc (A4|B) = 0.
Les espaces étant orthogonaux, ils sont donc en somme directe. Puisque de
plus on peut écrire n’importe quelle matrice M € M,,(R) sous la forme
M = A+ B avec
M+tM M—tM
A:;ES,L(R) et B= ———
2 2
les espaces S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux et donc chacun
est l’orthogonale de l'autre.
car ces espaces sont évidemment orthogonaux et supplémentaires.

(b) On a

€ A,(R)

texp(zB) exp(zB) = exp(*(zB)) exp(zB) = exp(—xB) exp(zB).
Or —xB et B commutent donc

texp(zB) exp(zB) = exp(—xB + xB) = exp(0) = I,,.
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La fonction dérivable f: x — tr(Aexp(zB)) admet un maximum en 0 donc
1'(0) = 0 ce qui donne tr(AB) = 0 pour tout B € A,(R). Ainsi A est une
matrice symétrique car dans ’orthogonal de ’espace des matrices
antisymétrique.

Par le théoréme spectrale, on peut écrire A = *PDP avec

D = diag(A1,...,A\n) et P € O,(R).

Posons V' = diag(eq,...,&,) avec g; = +1 et g;A; = |\

Considérons alors U = PV P € O,(R).

tr(AU) = tr(A'PVP) = tr(PA'PV) = tr(DV) = [A1| + - -+ + [ An]

et
tr(A) = A + -+ A

La propriété tr(AU) < tr A entraine A; > 0 pour tout 4.

La matrice A est alors symétrique positive.

Supposons A € §;F(R). On peut écrire A = 'PDP avec D = diag(\y, . ..
Ai >0 et P e O,(R). Pour tout U € O,(R), tr(AU) = tr(DV) avec
V= (Ui,j) =tpPUP ¢ On(R)

On a alors

7>\7l)’

tI‘(DV) = Zn:)\ﬂ}iﬂ' S Zn: )\z = tI‘(A)
i=1 i=1

car v; ; < 1.

L’application réelle f: V' — tr(MV) est continue sur le compact O, (R), elle y
admet donc un maximum en un certain U € O, (R). On a alors pour tout
V € 0,(R),

tr(MV) < tr(MU).

Posons alors A = MU. Pour tout W € O, (R),
tr(AW) <trA

donc A € S (R) et ainsi M = AUt avec A € S;F(R) et U1 € O, (R).

Exercice 98 : [énoncé]

(a)

Soit M € S,. La matrice M est diagonalisable de valeurs propres

AMyooosAp > 0avec A\y... A\, > aetona

tr M = A\ +--- 4+ \,. Par 'inégalité arithmético-géométrique
) VEEEUUR
Mt ot A > YA\,

n

et donc
tr(M) > nal/®

avec égalité si M = o'/"1, € S,.
Par orthodiagonalisation de la matrice A, on peut écrire

A= QA'Q avec A = diag(A1,..., ) et Q € O,(R).

Les valeurs propres de A étant positives, on peut poser
P = diag(v/A1, ...,V An)!Q et veérifier A =tPP.

On peut écrire
tr(AM) = tr(*PPM) = tr(PM"'P)

avec PM'P matrice symétrique de déterminant det M x det A > avdet(A).
Par I’étude qui précéde avec o/ = avdet A, on obtient

tr(AM) > n(adet A)/™,

Cependant, lorsque M parcourt S, on n’est pas assuré que PM?!P parcourt
Iintégralité S,/. Cela est néanmoins le cas lorsque la matrice A est inversible
car alors la matrice P ’est aussi. L’inégalité précédente est alors une égalité
pour

M = (adet A)Y/"A7L,
Lorsque la matrice A n’est pas inversible, c’est qu’au moins 'une de ses
valeurs propres est nulle. Sans perte de généralité, supposons que ce soit la
premier de la séquence Aq,..., A,

A= QA'Q avec A = diag(0, A2, ..., \n), A2,y ...y Ay > 0.
Considérons alors pour € > 0
M. = Qdiag(mf““l)7 £,...,8)Q.

La matrice M. est élément de S, et

tr(AM,) = (n —1)e.

Ceci valant pour tout € > 0, on obtient

inf tr(AM) = 0 = n(adet(A))Y/™.

MeS,
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(d) Soit M € S;F(R) telle que det(M) > 0. Via diagonalisation de M avec des
valeurs propres positives, on peut affirmer g = det(M + AI,) > 0 pour tout
A > 0. Par ce qui précéde,

tr(A(M + A1,,)) > n(Bdet(A))Y/™.
Par continuité, quand A — 0T, on obtient
tr(AM) >0

et, bien évidemment, il y a égalité si M = O,,.
Le résultat est donc encore vrai si o = 0.

(e) Le résultat n’a plus de sens si A est symétrique réelle de déterminant négatif
avec n pair.

Exercice 99 : [énoncé]
Cas A diagonale :
On écrit A = diag(\q, ...

,An) avec A\p,..., A\, €ERy. On a

AB + BA = (()\1 + )\j)bi’j)lgi,jgn
et donc

Si A; # 0 alors \; + /\j > 0 et donc bi)j = 0 puis )\ibi,j = 0.

Sinon, on a encore A;b; ; = 0.

Ainsi AB = 0 puis aussi BA = 0.

Cas général :

Par le théoréme spectral, on peut écrire A = PDP~! avec D diagonale a
coefficients diagonaux positifs et P € O, (R).

La relation AB + BA = 0 donne alors DM + M D = 0 avec M = P~ BP. Comme

au dessus, on obtient DM = 0 puis

AB=PDP'PMP ' =0.

Exercice 100 : [énoncé]

(a) La matrice 'AA est évidemment symétrique.
Pour X valeur propre de 'AA et X vecteur propre associé, on a

EXTAAX = {(AX)AX = || AX|)?

et
EXTAAX = N XX = )X
Ainsi JAX 2
X
A= >0
X112

car A est inversible.

(b) Par le théoréme spectral, il existe P € O, (R) tel que
tPYAAP = diag(Aq, ..., \n) avec \; > 0.

La matrice
S ='Pdiag(n/A1, ..

V)P

est alors solution.

(c) Posons O = AS™1. Ona A=0Set ‘00 =tS711AAS~! = [,, donc
0 € 0,(R) et A=0S.

(d) Si A= OS alors S — L AA.
Pour )\ € Sp(*AA),

Ker(*AA — \,,) = Ker(S? — \I,,).
Or par le lemme de décomposition des noyaux,
Ker(52 — AL,,) = Ker(S — VAL,) @ Ker(S + VAL,)

car A > 0. Or
Ker(S 4+ VAIL,) = {0}

car Sp.S C R%. Ainsi pour tout A € Sp(*AA),
Ker(*AA — \I,,) = Ker(S — \I,)
ce qui suffit & établir 'unicité de S car

M1 (R) = D
AESP(tAA)

Ker(*AA — \I,,).

Exercice 101 : [énoncé]

(a) Commencons par comprendre la définition de ’application ¢. Tout élément de
R™ s’identifie avec la colonne de M,, 1(R) constituée des mémes coefficients.
De plus, pour toutes colonnes X et Y de M,, 1(R), le produit matriciel ‘X AY
est possible et détermine une matrice carrée de taille 1 que I’on indentifie
avec son coefficient. Dans ce sens, ¢ est une application de R” x R™ vers R.
Reste a vérifer que celle-ci est bilinéaire sysmétrique et définie positive.
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Soient X,Y,Z € R™ et A, u € R. On vérifie par un simple calcul que ¢ est

linéaire en sa deuxiéme variable :

P(X,NY +12) = ' XAWNY +puZ) = NXAY + @' XAZ = \p(X,Y) + pp(X, Z)

Aussi, application ¢ est symétrique car, par transposition d’un réel et

symétrie de la matrice A,

P(X,Y) =t (*XAY) = 'Y'AX = 'Y AX = (Y, X)

On en déduit que ¢ est une forme bilinéaire sysmétrique.

On diagonalise la matrice A a l’aide d’une matrice de passage

orthogonale.

La matrice A est symétrique réelle, il existe donc P € O,(R) et D € M, (R)

diagonale telle que
A=PDP™'=PD'P

Pour X € R”, on écrit alors

o(X,X)='XPD'PX ='YDY avec Y ='PX

En notant Aq1,..., )\, les coefficients diagonaux de D et yq, ...

coefficients de la colonne Y, on constate

P(X, X)="YDY = Nyl >0

i=1

s Yn les

car les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A, ils sont donc
tous strictement positifs par hypothése. Au surplus, si (X, X) est nul, on
obtient y; = 0 pour tout ¢ € [1;n]. Le vecteur Y est alors nul puis X = PY

aussi.
Finalement, ¢ est un produit scalaire sur R".

(b) On orthonormalise la base canonique de R™ pour le produit scalaire

précédent.

Notons B = (ey,...,e,) la base canonique de R™. Par le procédé de
Gram-Schmidt, on orthonormalise la famille libre B en B’ = (ef, ...

yep) de

sorte que B’ est une base orthonormale pour le produit scalaire ¢. La matrice

de passage T de la base B’ a la base B est triangulaire supérieure car, pour

tout j € [1;n], e; est combinaison linéaire® des vecteurs e, . ..

alors que les matrices A et “I"T sont égales.

3. Rappelons que, par le procédé de Schmidt, on a Vect(ey,...

tout j € [1;n].

,ej) = Vect(e], ...

/
;€5

Veérifions

,€5) pour

Soient X,Y € R"™. Par la formule de changement de base, les colonnes des
coordonnées de X et Y dans B sont X' =TX et Y/ =TY. La base B’ étant
orthonormée pour @, on peut calculer le produit scalaire de X et Y & partir
des coordonnées dans B’ et on obtient ainsi

o(X,Y)="X"Y" cest-a-dire ‘XAY ='X'TTY

Cette derniére égalité étant vraie pour toutes colonnes X et Y, on peut
conclure A =TT,
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