L emniscate de Ber noulli

On suppose le plan muni d’'un repére orthonormé:d(l@;f,j) .
Pour# € R, on noted, = cosf i + sirdj et i, =—sinfi + cod j .
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On étudie la courb& formé des pointd/ du plan tels que/F.MF' =1 avecF‘O et /|1

0 -

La courbel’ est appelée lemniscate de Bernoulli de foy€rst F'.
l.a  Justifier qud® est symétrique par rapport aux aXék) et (Oy) .

1.b  Déterminer l'intersection dE avec les axe$0z) et (Oy) .

l.c  Déterminer un réek tel que la courbd soit incluse dans le disque de cerfreet de rayonR .
2. Afin de représenter’, nous allons en déterminer une équation polaire.
Soit M un point du plan donfp,f) est un systéme de coordonnées polaires.

2.a  ExprimerMF? et de mémel/F'? en fonction dep et 6 .

2.b  Justifier queM €T ssip* =2p°cos? .

2.c  Endéduire que = J2cos? estune équation polaire de.

3. On noteM (#) le point courant de I'ar@ d’équation polaireo = J2cos? ie.le point déterminé par la
relation vectorielleOM (8) = p(6)i, .

3.a  Préciser le domaine de définition de I'appiarat) — M (6) .
ComparerM (0) et M(6+ ) d'une part,M(f) et M(—6) d'autre part.

3.b  Dresser le tableau de variation de I'applicatio— p(6) = J2cos? sur [0,77/4] .

3.c  Préciser l'allure dé" au voisinage des points de paraméttes0 et § = /4 eny figurant le sens de
parcours de¢ croissants.

3.d Pourqueld e [0,77/4} , la courbel’ admet-elle en}/(¢) une tangente horizontale ?

3.e  Représenter en prenant une unité égale a 4cm.

4, On noteC,C’ les cercles de centrds, F' et de rayony/2.

4.a  SoitA(f) et B(A) les points déterminés par (9)A(9) = i,, et M(6)B(0) = —ii,, de sorte qu'on ait,
entre autresA(A) B(6) = 2 et M(0) =m[A(6), B(9)]. Montrer queA(f) € C .
On justifie, par des calculs semblables mais neonashelés, queB(9) € C’.

4.b  Préciser la portion dé décrite par le pointi(d) pour 6 € |0,7/4 .

4.c  Déduire de ce qui précede comment construsrpdats de parameétred (9) (avec € ]O,w/4[ ).



