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Si A est semblable & alors il existeP € GL,(R) telle queA= P 'BP.

PourQ=P *cGL,(R),onaB=Q *AQ doncB est semblable & .

Si A est semblable 8 et B semblable & alors il existeP,Q € GL,(R) telles que :

A=P'BP et B=Q'CQ etdoncA=(PQ) 'C(PQ) avec PQ € GL,(R). Ainsi A et C sont
semblables.

Si A est semblable & alors il existeP € GL,(R) telle queA= P 'BP.

Or P et P! sont inversibles et on sait que le rang resteaingh lors d’un produit par une matrice
inversible doncrg B = rgP 'BP = rgA .

et doncdetB = det4 .

De plusdetB = detP AP = deP 'x defix del avecdetP '= TotP
e

Partiell

Yy € Imw,3z € keru”™* tel quey = w(z) = u’(z) .

On a alorsu”(y) = u’*"(z) =0 car z € ken™ . Ainsi y € keru’ et donclmw C keru” .
Par le théoréme du ranglimkeru’** = rgw+ dimkenw .

Or rgw = dimImw < dimker” et kerw = keru’ N ken’™ = ker’ car kem’ C ke
donc dimkeru”™ < dimken” + dimker?.

Par le théoréme du rardjmkeru = 1 et doncdimkeru® < dimken + dimken = .

De plus3= dimker:® < dimkew’+ dimker = dimker’ + .

Par double inégalité dimkeru® = 2.

Puisqueu® =0, il existe a € E tel queu®(a) = 0.

Supposonsyu®(a) + Bu(a) +va =0.

En composant cette relation ave¢ on obtient :3u*(a) + yu(a) =0 caru®=0.

En composant a nouveau avegon obtient :yu®(a) =0.

Sachantu®(a) = 0, on concluty =0 puis en remontant =a =0.

La famille (u?(a),u(a),a) est libre et formée d8= dimE vecteurs deF , c’est donc une base dg.
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rgu = 0 donc Imu n'est par réduit 0} .

Un antécédent d’un élément non nul denwu résout notre probléme.

Par le théoréme du ramgmkery = 2.

u(b) € keru caru® =0 et u(b) =0 donc, par le théoréme de la base incompléte, onquenpléter la
famille (u(b)) en une base dkeru de la forme(u(b),c) .

Supposonsyu(b) 4+ Sc+yb=0.

En appliquantu a cette relation on obtientu(b) =0 donc~y =0 car u(b) =0.

La relation initiale devientvu(b) + B¢ =0 qui impliqgue o = 8 =0 car la famille (u(b),c) est libre.
La famille (u(b),c,b) est libre et formée d8= dimE vecteurs de¥, c’est donc une base de.
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N®=0. N n’est pas inversible dongN < 3 d’'oli rgN < 2.
AI,+M)=(I+N)I+N?>~N)=I+N+N?+N*-N-N°=1

Par le théoreme d’inversibilité4 est inversible ef3 est son inverse.

OnaN®=0 etrgN =2 donc N est, moyennant l'introduction d’'une base Be la matrice d’un

endomorphisme: de E tel queu® =0 et rgu=2.

Par Il.2.c, il existe une base de dans laquelle la matrice de soit U .
Par suiteN et U sont semblables.

Soit P € GL,(R) telle queN = P~'UP .
OonaM=N?>-N=P YPPUP-P UP=P WU*-U)P=P VP.

Ainsi M est semblable & .

OnaalorsrgM =rgV = 2et M>=P VPP VPP WP=P VP =P x0xP=0.

On aM?®*=0 etrgM = 2 donc, comme ci-dessus/ est semblable & et donc an .

Soit Q € GL,(R) telle queM =Q'NQ.

On peut écrired ' =L+ M =I,+Q 'NQ=Q '(I,+ N)Q=Q 'AQ donc A" et A sont semblables.
SirgN=0alorsN=0, A=1,=A" etdoncA et A sont semblables vi& = I, € GL,(R) .
Si rgN =1 alorsa =0 ou v =0 mais dans les deux caé* =0.

Comme en l1l.2.a et en exploitant 11.3.c, on pdatsaaffirmer queN est semblable &' .

Par suiteM est semblable &’ et doncM?=0 etrgM =1.

Ainsi M est aussi semblableld et donc an .
On peut alors conclure qué et A™' sont semblables.



