Propagation d’une information

Préliminaire
Etablir que pour tout: de l'intervalle]-1,4oc[, on aln(l+z)<z.

Objectifs et notations

Ce probléme étudie différents modéles de propagadio cours du temps, d’'une information au seimel’u
population contenand’ individus ouN est une entier naturel strictement supérieur@ri3désignera par le réel
t positif la variable représentant le temps.

On suppose qu’a l'instant initiak & 0) une seule personne parmi cette population estrirfe. L'information
circule au sein de cette population et lorsqu’usespnne est informée a l'instantelle le reste indéfiniment.

Pour tout réelx , [x] désignera la partie entiére de c’est & dire I'unique entier relatif tel quek <z <k+1,
et la fonctionIn représentera la fonction logarithme népérien.

Partie | : Premier modele de propagation

Soit C' un réel strictement positif. On considére un wa#le de tempsA strictement positif et tel qua <E ,

ainsi que les instantsA , ol I'entiern décrit N. Pour toutn , on noteu, (A) la proportion de personnes
informées a l'instant: A .

On fait I'hypothése que 'augmentation de cettepprtion entre les instantsA et (n+1)A est déterminée par
la relation :

VneNu,  (A)—u, (A)=CAL—u, (A))

n+l
1
On poseu,(A) = N

la Exprimerl—u,,,(A) en fonction del—u, (A).

n+l

1.b  Déterminer I'expression de (A) et la valeur delim w (A) .

n—+00

2. Soit¢ un réel fixé strictement positif. Le rappeﬁt sera également notgA .
t t . . . t
2.a Comparef—|A, t et [ —}+1]A . Déterminerlim Al—}.
A A0 |A
2.b DéterminedAiTOuWA](A) .
3. On suppose dans cette question que la propaéqrersonnes informées est définie a chaque tnstan

ou t est un réel positif, paf(t), f étant une fonction définie et dérivable fif . On fait I'hypothese

que l'accroissement instantanée de la proportiopedsonnes informées est déterminé par I'équation
différentielle :

VEER", f/(t)=C@1-ft)).

Déterminer la fonctionf sachant quef(0) = % .

Partie Il : Second modéle de propagation

On désigne toujours paF une constante réelles strictement positive. Omsidéne un intervalle de temps

strictement positif et tel qué <E , ainsi que les instantsA , ou I'entiern décrit N . Pour toutrn , on note

v, (A) la proportion de personnes informées a l'instaft.



On fait I'hypothése que 'augmentation de cettepprtion entre les instantsA et (n+1)A est déterminée par
la relation :
VneN,u (A)—v, (A)=CAv, (A).A-v, A)).

1
On posev,(A) = e

l.a  Pour tout entier naturel, exprimerl—uv, ., (A) en fonction del—v, (A) etdel—CAv, (A).

1.b  Montrer que la suitéy, (A)), ., est a valeurs dar{sj%,]{ .

neN

l.c  Etudier la convergence de, (A)) et déterminer la valeur dém v, (A).

n—-+00
2. Dans cette question, on se propose d’'étudiapiaité de diffusion de I'information.

2.a  Montrer que pour tout entier naturel: 1—v,_, (A) < q(lf v, (A)) avquzlf% .

2.b  Endéduire qué—uv, (A)g—N]\;lq".
2.c  On pose pour tout entier nature| z, :LM_
@a-cAay
Etablir que pour tout entier naturel: Inz, , —Inz, = InM
1-CA
L CA N-1,
En déduire qu®<Inz, , —Inz, Smqu _

On pourra exploiter le résultat du préliminaire.
n—1
2.d  On pose pour tout entier nature] 5, => "(Inz,,,—Inz,).
k=0

Montrer que la suit€S,) converge. On posg = lim S, .

n—+00
2.e  Déduire des questions précédentes I'existenceréel n strictement positif tel que :
1-v,(8) ~ p(-CAY.
On explicitera la valeur dg en fonction deS et de% >1.
v, (A)
(-, A)A+CAY

Pl gy CPAu()

3. On pose pour tout entier nature| y, =

3.a  Montrer que pour tout entier natuke

Y (1+CA)1-CAv (A)
n—1 _ 2A2
3.b  Enconsidérant, = Zln Y,y —Iny, , établir que :0<In W —1), (4) <n ca .
=0 @-v, (A)A+CAY 1-CA
3.c DéterminerIAiqLu[t/A](A) :
4, On suppose dans cette question que la propaltiggersonnes informées est définie a chaque tnstan

ol t est un réel positif, pag(t), g étant une fonction définie et dérivable ®it et a valeurs dans

R** . On fait I'hypothése que I'accroissement instaétade la proportion de personnes informées est
déterminé par I'équation différentielle :

VtER",¢'(t)=Cy(t)1-g(t))-

En considérant la fonctioh définie parh(t) :%, déterminer I'expression dg(t) pour tout réelt
g

positif sachant que(0) = % .



Correction

d’apres HEC 1999

l.a
1.b

2.a

2b

1b

1.c

Partie |

1-u,,(A)=(1-CA)A-u, A)).

(1—wu, (A)) est géométrique de raisdr-CA doncVneN,1-u, (A)= 1-CAY (1-u, Q)).

Par suiteu (A)_lfu'(l CAY et I|m u,(A)=1car0<1-CA<L

t t

[—]<— [ ]+1donc A<t<
A A

t —+1/|A carA>0.
AT A A

Onadonct—A < \A]A <t et par le théoreme des gendarmhm A[A} t.

N-1

A A

y' = C(1—y) est une équation différentielle linéaire d’ordra doefficients constants.

QuandA — 0 “//A](A) 1— (= CAjt/A]
—CA)Y™ = Inl—CA)
1-CAY" = exp([t/A] In(I-CA ) = ex Al_—
( ) [t/A]In( )
or A\—t ]Ht et In@—C )~ ¢ =—C donc (1fCA)[‘/A] g etum (A)—)lfN 1e-c,,_
A

Solution homogéne g,(z) = \e " avecAeR.

Solution particuliére y,(z) =1.

Solution générale y(z) =1+ e “

La fonction f est solution de I'équation différentielle ci-dessésolue, il existe dons € R tel que pour

toutz € R™, f(z) =14+ e . Comme de plug(0)=¥N, ona\ = 1- 1N ga,

Partie Il

1-0,,(8)=1=v,(A)=CAv, A)1-v, Q)= v, Q) CAv, Q)).

Par récurrence sure N, montronsy, (A) € %]{
1 |1 4
—e|l=1.

N
Supposons la propriété établie au rang 0.
1-v, ,(A)=({1-v, A))A-CAv, A)).
1-CAv,(A)>1-v,(A)>0doncw, ,(A) <1.

Pourn=0, v,(A) =

n+1
1-CAw, (A)<1ldoncl-v,,(A)<1-v, (A) puisv,.,(A) >v,(A)> % .

Récurrence établie.

On a vu ci-dessus que la suite(A)) est croissante, elle est de surcroit majorée pant elle converge
vers une limite/ . Puisquel/N <v (A)<1, onalalimite}/ N </ <1.

En passant la relatiob—v, , (A) = (1—v, (A))(1-CAwv, (A)) ala limite, on obtient :
1-¢{=(@—¢)Q-CA¢) donc (1—-¢)CAL =0 d'ou £ =1.



2.a

2b

2.C

2.d

2.e

3b

3.c

1-v,,(8) = -, Q)@ CAv, )

v, (A) 2% doncl—-CAuw, (A)<q puis, sachant—v, (A)>0, 1—v,,,(A)<q@—v, (QA)).

n+l

Par récurrence surc N :
N-1 N-1, N-1,
= ¢ < q -
N N N
Supposons la propriété établie au rang 0.
N 1 w+1
N

Pourn=0, 1-y,(A)=

A)=ql-v, A))=——

n+1

Récurrence établie.

In Tyy — In T, = In Lry1 — 1- UA'+1(A) —In 1- CAUk (A) )
, (1-v, (A)A-CA) 1-CA
1-CAvy, (A) .

v, (A) <1 doncﬁgl puisinz, ,—Inz, >0.
1—0Avk(A):lJr CA (-0, (A) donclnl—CAvk(A)i CA (-, (A) <-C2_ CA N-1 v

1-CA 1-CA ' 1-CA 1-CA 1-CA N
(S,) estcroissante ca&¥ ,,—S, =Inz, ,—Inz, >0.

n—1 n—1 _ N _
De plus$, =5 Iz, ~Inz, < CA N-1 4= CA N-11—¢ < CA N-1 1.
R 1-CA N & 1I-CA N 1-¢q 1-CA N 1-g¢
CA N-11

Ainsi (S,) est majorée pail =

1-CA N 1-¢q
Par suite(S,) converge.
1 Nz Nz 1-v, (A)

N —
S =Inz, —Inz,=Inz, —In~—==In—= donc e’ puis 1.
T T T T = o1 Oy P N—De q_cay
N
. . N-1_
Ainsi 1-v, (A) ~ p(l—-CA) avecu:Té.
n—+00
Yerr _ U}.+1(A)(1 v, (A)) Uk;+1(A)
Y (1+ CAy, (A)A—v, 4 (A)) A+ CAp, A)A-CAv, A))
_ 3 (A)+CAy (A)A=v,(A)) 1+ CAQ=v, D))
L+ CAY, (A)L-CAy Q) (+CA)E-CAy, O))
_ (1-CAu, (A)A+CA)+C°A?%, (A) n C?A%, (A)
B 1+ CA)A-CAwv, (A)) T @+ C0A)A-CAu, (A))
T, =Iny, ~Ing, = Iny, ~In—1— = In((¥ ~1y,)
n—1
De plusT, :Z%ZO car 22 > 1 et
=0 Y Y
iln y}‘+1 n—1 CZAZUk (A) < n—1 CZAZ . CZAZ
=Y, e =g (A4 CA)YA—CAy, (A)) oo <tizs (IH-CA)A-CA) 1-C?°A?
2A2
doncO0<In((N -1y, )< nm ce qui correspond a I'encadrement voulu.
QuandA — 0.
(N =Dy, (A) H C?A? H C?A? _AH C°A 0

1-0A2 O Al ciar T Taloar 1o

(1 Uya Q)+ CAY™

(N~ 1)y, (A) (N 1)y, (A)

Par le théoréme des gendarmdss|: — 0 puis

(1=, Q)+ CAY™ (L=, Q)L+ CAYA

[t/A]



In(1+CAﬂ_ ex;EA[i M]H g
INE

Or (1+CA)"™ = ex;{%

A Ct A

donc a®) eﬁ '/A( ) __ 1 —1 doncl— /UI/A(A)_);& et enfin

@a— U[t/A](A)) N-1 LN (A) 1- Uy A) g

N-1
eC/,
1 N-—1 1

A)—1- =

Uya) (B) = I e O

N-1 N-1
h est définie et dérivable s@®™" .

() =— g((i) C(1—h(t)). h est solution de I'équation différentielid = C(1—y).

Cette équation a déja été résolue en 1.3, doneanhdgire qu'il existel € R tel que pour tout € R™,
h(t)=1+Xe“.

Puisqueh(0)= N, on a\ = (N —1) puis h(t) =1+ (N —1De” et enfin g(t) = !



