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Correction

Partie |

Il est clair quevP € R[X],A(P) € R[X] donc A:R[X]|— R[X].
De plus, soit\,u € R et P,Q € R[X] :

AAP +pQ) = (AP + pQ)(X +1)— (AP + p@)(X)
=AMPX+D)-PX)+p@QE+1D-QX)=A(P)+pA@)

donc A est linéaire et par suitd € L(R[X]) .

Si P est constant égal Ac R alorsA(P)=A—\=0.

Si degP > 1alors, en posanp = degP , on peut écrire® =a X" +...+a,X +a, aveca, =0.
APP)=0a,(X+1)Y —X")+a, (X +1Y " = X")+ ..4a (X+ 1)-X)

or (X +1 —x* _[k]X"‘lJr[k X’“‘2+~~+[k est de degré —1, donc

1 2 k

degg, (X + 1y — X" ))=p— letdeg(@, , (X + 1 ' = X"" M .o, (K + - X )<p— =
Par degré, d’'une somme de polynémes de degrésdisstiegA P )=p— 1= ded® — .

De part la question précédenté? € R[X|, on adeg(A (P ))< ded®— ..
Par suiteVP € R[X],degA P )<n doncA (P)=A(P)eR, [X].
Ainsi A R [X|— R [X].DeplusA, estlinéaire, cai\ I'est. Ainsi A € L(R,[X]).

SoitP e R, [X].

Si degP < Oalors A (P)=A(P)=0 donc P e kerA .

Si degP > lalorsdegA, (P ))= de@®— 'donc A (P)=0 puis P & kerA, .
FinalementkerA =R ,[X].

Par le théoréme du rangg(A, ) = dimR | [X]— dimR j[X]|=n+ 1- 1=n.
PuisqueVP e R, [X],degA, )< de®— Kn— .onaA (P)eR, [X] puisiImA CR, ,[X].
Par inclusion et égalité des dimensiomA, =R, [X].

SoitP e R[X| etneN tel quen—1> degP .

OnaPeR, ,[X]=ImA, donc3QeR [X] telqueA (Q)=P ie.: A(Q)=P.

Ainsi A est surjectif.

Existence :

Soit P € R[X|, par la surjectivité de\ , IR € R[X| tel que A(R)=P.

PosonsA=R(0) et@Q=R—\.

OnaQ0)=C-C=0etAQ)=AR)—AN)=P.

Unicité :

Soit Q,Q deux solutions du probléme.

On aA(Q—@) = A(Q)—A(@) =P-P=0 doan—@ est un polynébme constant en vertu de 1.b
Puisque(Q —@)(O) = Q(O)—Q (0)=0,0n conclth—Q =0 puis@ = Q .

OnaV:R[X|— R[X]|. Soit\,u€R et P,Q e R[X]

AQAV(P) +pV(Q)) = ANAV(P) + pA(V(Q)) = AP + p@Q et

(AV(P) + uV(@))(0)= AV (P)(0)+ 1V (@)(0)= 0 donc on reconnakV(P) + uV(Q) = VAP + uQ) .
Ainsi V e L(R[X]) .
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Posong) = V(P) de sorte que\(Q) =P .

iP(i):ﬁ:A(Q)(i):i@(i+1)—Q(i):Q(p+1)—Q(0):Q(p+ 1)

Partiell

A(P,)=0.
A(P) =

1
m
m!

(X 4+DX...(X—m+2)— X (X —1... (X —m+ 1)

donne A(P,) =i|X(X—l)...(X—mJr QX+1-X—-m+1=P,,.
m!

Sik<m alorsA"(P)=P, , etsik>m alorsA*(P )=0.
Puisquel,(0)=1 et P, (0)= 0, on aA*(P,)(0)=1si k=m et A"(P,)(0)= 0 sinon.

degP =m . Lafamille B=(F,,P,...,P,) est une famille de polyndmes de degrés étagés, diec
une base d&®  [X].

SoitP € R, [X], puisqueB est une basej);,\,,...\, € R tels queP = Z)\um .

m=0

Vk€{0,....m} A" (P)= i)\kA" (P, ) puis A*(P)(0)= i/\A,A" (P,)(0)=),.

m=0 m=0

m "

Par suiteP =» A" (P)(0)P,

m=0

PuisqueA(P, ,)=P, etP ,(0)=0,onaV(P,)=P

n m m m+1*

Par suiteV(P) = 3" A" (P)(O)P,

m=0

+1 "

A°(X%) = X3 A(X%)=3X24+3X + LA 2(X )= 6¥ + 6et A*(X*)=6
donc A°(X?)(0) = 0,A (X?)(0)= 1A% (X *)(0)= € et A*(X?)(0)= 6.

Par suiteV(X?) :wJFX(X*l)(X* 2)+ X(X_l)(X4— )X -3)
puis V(X3)=@(2+ 4X — 8+ X° - BY + 6):—X2()i_1)2 ,

iig _ m?(m +1)°
i 4 '



