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Correction

Ock, etVA\ucR,Vfgck,.

j;z”(Afwg)(t)dt:Aﬁz”f(t)dtwfoz”g(t)dt: 0 donc Af + ug € E, .

Par suiteE, est un sous-espace vectoriel He

D’autre part, la fonction nulle est une fonctiomstante et toute combinaison linéaire de fonctions

constantes est une fonction constante.
Par suiteConst est un sous-espace vectoriel e

Soit f € E,NConst .
D’une part, f est une fonction constante, posarissa valeur.

27 27 A
D’autre part,j; f@®)dt=0 doncj; Cdt=2nC=0 puisC=0.
On conclutE, N Const ={0} .

2m
Soit fe F. PosonsC=if f(t)dt . Considérons :
2w Jo

h la fonction constante égale(a et ¢ la fonction définie pay = f—h .
Pour ces fonctions on a:
f=g+h :clair
h € Const : clair
etge E carfzw (t)dt—f%f(t)dt 2rC =0
g 0 o g = o e = VU.
Ainsi E,+Const=F'.
FinalementE, ® Const = E .

OcP etVA\ueR, Vf,ge P ona, pourtout €R :

M +pg)@+2m)=Af@+2r)+pgl+ 2t )= Af e Hpgb )= 0 f+pg)b)

Donc \f+ ug € P etainsiP est un sous-espace vectoriel He
Py=PNE, (on peut guére faire plus rapide)

Existence :

Soit F' une primitive def .

CommeF € E = E, & Const , on peut écrire' = F, +C avecC eR.
F, est alors primitive de¢f et F, € E,.

Unicité :

Soit £, et £, deux primitives solutions.

JCeR telquefy=F+C.

Mais alorsC = F, — F, € E, d'otl C =0 puisqueConst N E, ={0}.
Ainsi Fy =F,.

Soitf,g€ E . Si L(f) = L(g) alors L(f)' = L(g)’ dol f=g.

Ainsi L est injective.

En revanche, toute valeur prise parappartient par définition &, = E .

Par suitel n’est pas surjective, ni a fortiori bijective.
a+2m 0 2 s 2
[ rwar= [Crwar+ [T rwae+ [T fayr.
a+2m a "
or [, 0t =, [ f+2mdr= [ 1@y
dvou f‘H—zﬂf(t)dt:j;zwf(t)dt

Si f posséde une primitivé’ 27 périodique alors

[ feyit = P@r)~F(0)= 0 donc f € .
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Inversement, sif € F, alors considérong’:z — fzf(t) dt .
0

F' est une primitive def et pour toutr € R :

F(a:+27r):j:+2
Wf(t)dt:j;z

L(f) est une primitive def € P,, donc L(f) se déduit d’'une fonctio@r périodique par I'addition
d’une constante, c’est donc une foncti®n périodique. De plus, par définitioh(f) € E, donc

z+2
car f
z

L(f)eF,.
B, est primitive deB, :¢+— 1 donc B, de laformeB, :t—t+C'.

T r)dt = L’f(t)dwrf””f(t)dt —F(z)
" f(t)dt=0

De plus f:ﬂBl(t) dt=0doncC=—m puis B(t)=t—m.

B, est primitive deB, donc B, de la formeB, :t»—>%t2—7rt+0.

De plusj:WBz(t) ="

Ainsi Bz(t):%tzfmﬂrﬁ—.

(2r)? o (271') 7’
2

+27C doncO_
6 3
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2m -
Vn>1onaB, €E, doncfO Bn(t)dt:[BM(t)E =

Ainsi Vn>1,B ., (2r)= B, ,(0) puis la propriété demandée.

wn(f)(HZW)Z(*ZL:LZWB”(t)f(H27r+t)dt - 1)“-1f B () @+t)dt =, (f)@)

Donc ¢, (f) est2r périodique.

On observe que— L(f)(z+t) est primitive det — f(z+1).
Par intégration par parties :

1 por
OOy

m) f(z+t)dt

1 w 1 por
==L+ - [ e+ tyat

_ LN+ 2m) +rL(f)@) 1 fﬁzﬂ

L(f)(u)du

2 2r

— L)@~ [ £ wdu = £(7)w)
(en exploitant pleinemenf(f) € £,)

Par intégration par parties :

peaD@) =L [T os

_ &Y
27

E0 i ocne+of) ~EX [ L 0L0 6+ i

_ 0+(—2if273n L)@+ 1)dt = o, (L))
T 0

Par récurrence surc N* ou de la maniére suivante :

v, ()=

@ a(L() =

=L (N =L



