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SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTEME SOUMIS A DES FORCES
A COURTE PERIODE;

Pirn M. P. IFatoru.

1. Considérons le svsteme suivant d’équations différenticlles quic
nous supposons du second ovdre pour simplifice I'éeriture
dr

\ 7 ==
43

| dy ¢
Ve TE O )

et dont les seconds membres sont des fonctions périodiques, de

it

période 27, de -y @ désignant un pavameétre réel que nous ferons

tendre vers zéro. Nous admettrans de plus que ees seconds membres
sont développables en sévies de Fourer

! Lt t . {
Sor, yytr=Ag+ A cos- 4 Bysin- .. -1— Apcospf + Bpsinp - +...,
, 14 o . 2 . t
gloy o, O = Ui Cyeos - + Dy sin - =+ .+1.,,‘<'05 ’% -+ D,,smp: +...,
les A Bo GO D étant des fonctions de v e qui admettent des

dérivées premicres continues par rapport & et 3 lorsque ces
variables restent dans le domaine défini par les inégalités

e — \:i.ré.r..ﬂ'.- a,
(v) )_)'(|——[)___<__l‘§}/0+~1)
(05250,

Nous supposcrons enlin que pour ces valewes de oy, oz, les séries

[Ad 4 T Bl A 4B+
fC + 10 4 D4 =] C D S

sont uniformément convergentes etau plus égales au nombre fixe M;



Cque de méme les séries

dAo JA, aB, |

rn hﬂ +dﬂ*-’
d‘r‘l) dcp

oy I+ +l ()y

sont uniformément convergentes et au plus égales a H. Dans ces
conditions les équations (1), satisfaisant aux conditions de Lip-
schitz, admettent un systéme de solutions umique prenant les
valeurs 2y, )7y pour ¢ =1t,, ces solutions étant définies tout au
moins dans l'intervalle (to—— %, to+ —%), — ¢ désignant le plus
petit des deux nombres a et b —, et pouvant s’obtenir notamment
par la méthode classique d’approximations successives, en prenant
les constantes .ry et )y comme valeurs de premiére approximation.
Je considére maintenant le systéme (3) d'équations différen-
tielles
| G = Ao 0,
¢

dy
'E_Co(‘l’ Y &)

(3)

qui s’obtient en réduisant les seconds membres de (1) a leurs
valeurs moyennes par rapport a ¢ dans Uintervalle d'une période
(toy to+ 272), et solent zy, y, les solutions de (3) prenant les
valeurs g, )5 pour = t,; elles sont définies tout au moins dans
I'intervalle

(to'—‘ \i b ’0+ \10>

qui coatient U'intervalle .
c c
(to— M’ to+ ﬁ)
puisque My<M.

Revenant au systéme (1) je suppose que, pour calculer les solu-
tions (x, ») par la méthode d’approximations successives, je
prenne pour valeurs de premiére approximation au licu de (x4, ¥,)
les solutions (24, 374) du systéme (3). Il s’agit de montrer que ces
approximations convergent toujours dans le méme intervalle

(to ,:l) tu—!-,‘cll).
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et de trouver une limite supérieure de |z, — x| et |y, —y|. On
constate d’abord que x,, 5, substitués a x et y, vérifient bien les
inégalités (2); il suffit de se reporter a la démonstration de
M. Picard pour I'étude de I'algorithme considéré ici, et qui nous a
fourni ces solutions (z,, y,); nous supposons bien entendu que ¢

. c C . .
reste compris entre fo-— 3o et o+ o En appliquant ensuite les
relations .

. . ;
Te9— Tg :f f<.l'“‘}’h E} E)dt,
o
............................ .
L
t
Y2 —JYo= / 6’<-’1”|~}’1, ’ 5>(lt.
{

t

4 3\
S 2= f("'n—«l- Y n—1y e’ 5) dt,

-

on voit de proche en proche que (23, ys), (23, ¥3)s « o« (Lay Yn)
restent toujours a lintéricur du domaine défini par (2), lorsque ¢
varie entre les limites indiquées.

Evaluons maintenant la différence 2, — z,. On a

t
t .t
P f [A,(.r,,y,, g)cos  + By(zy, y1y€)sin- +...

t

+ Ap(x1, Yo, e)cospi «,-...Jltlt.

Intégrons par parties, en éerivant simplement A, et B, au lieu de
Ap(xy, yi,e) et By(ry, 3y, ¢). Nous obtenons

.t t A . (1 B t t
x,—.r.:e[!hsm- — Bycoss ...+ 22gsin Bl 2pos Pl -\~]
€ € P £ 3

P t

/‘Rm\. dry oA, dy,) Lt
—c _— —— 4+ 50— == )sin - — ...
Jy dxy dt dyy dt €

1 (0B, dry | 0B, dy, pt
p(d.z:l— ar - dyy dt )cos—s— +"'> at.

.
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La partie tout intégrée est évidemment inférieure en valeur al:solue a

2] Al -+a B i+ .+2lA,l+21B, +...]

¢l par conséquent inférieure & 2¢ M.
Quant a I'intégrale qui multiplic ¢ au second membre, on voit de
suite, en tenant compte de ce que

<M,

de ’

dx, ‘ 1dy,

qu’elle est inféricure en valeur absolue a
2l t—t,| HM,

c
~, on a finalement

¢t comme |t — ¢t, | est supposé inférieur & M

[ Xy— &y | << 2¢(M+ H).
On aura de méme
[ye—y1 | <a2e(M+ H).

Nous avons ensuite

¢ t t
Z3— Xy = [f(-’l'z,}’:w;’ 5> "‘f(xly}’h;'7 E>]dl

to

Comme les dérivées premiéres de f par rapport a z et y sont infé-
rieures a H en -valeur absolue, on peut maintenant appliquer la
démonstration classique de M. Lindeloff (voir Picaro, Traité

d’Analyse, t. IlI, Chap. V, §1). On obtient ainsi

[ #3— 2| < [ Hl | #s— 2| + | ys—|]dt < 4eHM +H) ¢t — ¢y 1,
et de proche en proche

t—
|x5—z.|<f H{|zy—xs| + | ys— y“]dt<82H’(M+H)(

[2Hjt—lo]]"
1.2...0

Hit—¢|]"
‘_)n+l'—}’n+l|<'l (IV]+H)|.:1_[_;__°_”,

[ Tnga— Lpiy ) < 26(M - H)
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ce (llli montre (llll‘ ](‘5 NOTTDS ay ant |)0lll' termes g(-nér:\ux

‘ Lpiy— Tnyr| €L 1y::+!_yn+l ‘

oo

sont uniformément convergentes quand ¢ varie dans®intervalle

f— ey tot = H
"= \l, ll-*‘ ‘1 .

et e entre o ¢t 1. On en déduit que oy et Jn convergent l‘('h!)(‘(‘liVl‘—
ment vers les fonctions limites continues o et 3 qui sont les solu-
tions du systeme (1) pour les conditions initiales (., 3%9). On
obtient de plus une limite supervieure de [ - ety ], a

savoir
| — 1] <a:(M-r H) M,

et cette expression étant le produit de e par une fonction bornée, il
Sensuit que |z -y | tend uniformémént vers zéro avee e; de
ménie pour 'y — 3y |, de sorte que @ et ¥ ont pour limites les
solutions du systéme (3) qui correspondent aux valeurs initiales
(&g )79) et & la valeur ¢ == o du paramétre; du moins 1l en sera
ainsi pourvu que les fonetions Ay (z, ¥, €) et Gy (2, 1y, &) admettent
chacune une dérvivée continue par rapport a €; ¢’est ce qui vésulte
du lemme de Poimecaré et de la démonstration qu'en donne
M. Goursat dans son Cours d ' Analyse (1. 1lI, Chap. XXIII,
§ 489-461). En effer d'une part .y et y, ont pour limites les solu-
tions &, 7 du svstéeme (3) qui correspondent a € = o, en vertu de ce
lemme de Poincare; et d’autre part les différences #y — x et )y - -y
tendent uniformément vers zéro avec ¢ d’aprés la démonstration
faite plus haut. On peut remarquer d’ailleurs que si Aq et Gy sont
des fonctions holomorphes de ¢ pour e = o. les différences &, — =
ety —n sevont elles-mémes holomorphes en ¢ et par suite de
l'ordre de &. Done les différences r —E et ) - - v sont encore de
Tordre de e.

Une autre remarque importante est la suivante. Supposons que
les ‘coefficients non constants des séries de Fourier qui repré-
sentent f et g, autrement dit Ay, B,, G,, D,. ..., A,, B,, ...
soient multipliés chacun par un méme facteur constant p. En se
reportant au caleul de .r, et y, fait plus haut, on constate aisément
que [xy-- .| et |y, —y, ! contiennent p en facteur et que 'on
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peut écrive
@y—ay | <2ep(M4e ),
ya—p1 L2:eu(M-4 H).

Ce méme facteur g se retrouvera dans Pexpression des limites

supérieures des quantités | uy, ) —.r, 00 Vigr — Va| pour n=a2.
3, ... et l'on aura par suite
r—ry |

o<l ame(M4-HyeMir i,

Y =M | .

St done @ et & sont chacun teés petits les différences - 1y
Yoy étant de Pordre de pe seront soavent négligeables dans les
applications.

Un cas encore plus particalier est celui o les quantités A,
By, ..., A, ... contenant toujours le factear g, Ay et G, sont
respectivement de la forme o pa(r, vy, e) et yo—+ py(x, 1. ¢€).
%y ety étant des constantes; les dérivées partielles de toutes les
quantités A, B, C, D, v compris A, et C4. contiennent alors p en.
facteur et l'algorithme d’approximations successives montre de
SUIE Ue Ly~ iy V2 — Viy La— Loy « v oy Lpyy - Lny SONL TESpEC-
tivement divisibles par g, po @2, ..., gt oL en vertu des iden-
tités

p— & = (Ln— Lpiy) + (Lo — Lpgg) +. ..

Yn—Y =(Yn—Yn+1) +(Yn+1— Yn+2) . -1y

.

les premiers membres sont divisibles par ;.L", puisque les séries
cenvergentes des seconds membres ont tous leurs termes divisibles
par p; on en déduit que x, — x et 3, - - 3 sont de I'ordre de pe.
Cette remarque trouve son application en mécanique céleste, les
équations différentielles que vérifient les éléments elliptiques d’une
planéte étant précisément de cette forme (lagrange, Jacobi).

2. On peut faire a la démonstration précédente 'objection
qu'elle ne s’applique que pour les valeurs de ¢ comprises dans

v c c o . . .
'imtervalle <Io— W’ to+-ﬁ> ou les approximations successives

convergent, intervalle moindre en général que celui d’existence, de
continuité et d’unicité des solutions. Il est facile toutefois d’étendre
la démonstration de proche en proche. Remarquons que les valeurs
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des fonctions z, v, &y, )y, pour t £ty dépendent en général de € et
différent par des uantités du premier ordre en ¢ des valeurs cor-
respondant a ¢ = o; cela résulte pour z,, y,, du lemme de Poin-
caré (voir la démonstration citée de M. Goursat), en admettant la
continuité des dérivées de A, et €y par rapport a e. Nous devons
done, pour étendre le résultat du paragraphe 1, considérer pour les
svstemes (1) et (3) des conditions initiales de la forme

Up= Ty 4-Z ( up= ro-+ e,
et <
. Q. ro_ ’
Vo = Yo 1- 3¢ [ vo=pyo+ B,

a, B, o, B étant des quantités hornées (<! en valear absolue).
Pour que la méthode d’approximations s'applique aux systémes (1)
et (3) avee ces valeurs initiales, il faut supposer

. . . ¢
t— 1y < M’ E\?:

¢ et M gardant leurs signitications. Adoptons les constantes ini-
tiales (g, #o) pour (1), et (u,, v,) pour (3), et soient (z, y),
(zy, y1) les intégrales correspondantes. Bien que les différences
&y — X, 3y -— y ne soient pas nalles initialement, mais égales a des
quantités de l'ordre de ¢, on constate que la démonstration du
paragraphe 1 s’applique avee des changements insignifiants, et que
par suite z -—x,. ) - )7y sont encore de Pordre de e.

3. On peat arviver au méme résultat par une méthode qui a
I'avantage d’étre indépendante de tout procédé de calcul employé
pour obtenir des solutions r, ), .ry, »;. Admettons que lorsque ¢
varie dans l'intervalle borné I, 2, y, £y, y, restent toujours com-
pris dans les intervalles (rg-—a, xo+ a)et (yo— b, yo+ b) ou
sont vérifiées les conditions de continuité de certaines fonctions
ou de convergence de certaines séries exprimées au début du para-

graphe 1. Ona alors
t

t
t
z ——xosz<.r, ) ;’ E> '”7 Yy —Yeo= g($, he) 'i’ E> dlv
t l .

¢ t
.z',—.z,,:f Ao(xy, y4, &) de, Yi—Yo= Co(xy. yy, €) de,
to

ly
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d’ou par soustraction

¢
£ — ry = f [Ao(x, yy &) — Ag(xy, 4, )] dt
¢

ZAI'COS pt + B, sinﬂ] dt,
[3 B
P
¢

y—ri= [ [Cola, 3. )= Colrr. yr. )] dt

| < ¢ ¢
C,cos? 1 D,sin?l | a.
+[ 2,005E 4 pSinT

o Lp=t

Nous pouvons intégrer terme a terme les séries uniformément con-
vergentes des seconds membres ct effectuer d’autre part les inté-
grations par parties déja utilisées. La partic tout intégrée de x — x,,

1 ot pt\ 1
€ [2; (A,, sinp - — B,,cos?>]l.

est inférieure en valeur absolue a 2¢ M. D’autre part U'intégrale

€ dAp, dx  dA, dy P
_;f [(dx de + o dt)sm?
JB, dx dB,, dy pt

a savolr

est inférieure en valeur absolue a

ol

] dt.
On obtient donc

L
z——-x,:f [Ao(z, y, &) — Ag(y, ¥y, €)]dt + P
’0

98B,
dr

9A,
dy

dy

’ JB,

avec
P < oM+ a2MH(t—¢);

P e¢st ainsi une fonction continue de ¢, qui ne posséde pas I'égale
continuité quand ¢ tend vers zéro, majs qui reste bornée quand e

et ¢ varient dans les limites indiquées. On obtient un résultat ana-
isgue pour 3- — y-, de sorte qu'on peut écrire

}’—-,}’x= [ [Co(z, )’7 ‘)—'co(-’tia)'h !)]dt+‘Ql

ity
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Q ayant une signification analogue & P. En remarquant maintenant
que Ay et G, ont des dérivées partielles du premier ordre hornées
par rapport a . et v, on déduit de la

14
P _f [E(z—a))+ F(y—y)]dt+zP,
A ,
o/
_y—)',:‘/ [E(x—.,) F(y— )] dt - Q.
/\)
ou en p«mlnl £ ;.1', =Y Y=
!
= [ (Eu+ Fo)dt--:P.
Ji,

t
o= f (E'u-+Fo)dt+¢Q,

1,

E. F. KL désignent comme P et Q des fonctions continues de ¢.
d’ailleurs inconnues, mais bornées pour les valeurs de ¢ et de ¢
considérées. Si I'on regarde ces six fonctions comme données, les
équations précédentes, qui sont des équations différentielles
linéaires, peuvent aussi étre regardées comme des équations inté-
grales linéaires du type de Volterra a deux fonctions inconnues w

et ¢. Posons
w=-ehi v=¢V,;

le facteur ¢ disparait et il vient

= (EU4+F V)dt4 P,
S +

o

’
\':f (B'U 4+ F'V)de+ Q.
ty .

On sait que ce systéme admet une solution: unique qui s obtient
par un algorithme d’approximations successives (Goursar, Cours
d" Analyse, . 111, Chap. XXX, §548). Comme E. F, ..., Q sont
dés fonctions bornées, I'algorithme de Volterra conduit a des solu-
tions bornées pour les valeurs considérées de 7 et de ¢. Il s’ensuit
que u=x-—r =¢eU et v=‘y——y.=ev sont bien de l'ordre
de e. Enfin on vérifiera aisément que si %’; ‘%’, d—d%, (-’d%." A,
B,. ... sont tous multipliés par un facteur y, ce facteur se retrou-
vera dans E, I, P. E', F', Q et par suite dans U et V; mais ce
résultat est moins précis que celui du paragraphe 1.
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Observons encore que les démonstrations qui précédent restent
vadables, si les fonetions Ay et €, dépendent explicitement de ¢ et
sont, par exemple, des fonctions périodiques de ¢ de période indé-
pendante de ¢. ou plus généralement des fonctions de oy y. ¢, .
continues ainsi que leurs dévivées premiéres pour 0<e<1 (') .Enfin
il est clair que les résultats sappliquent a tout systéme analogue
de n équations différentielles du premicr ovdre & ninconnues,

k. 11 peat étre commode dutiliser dans les questions de ce genre
le principe d'Arzela concernant les suites de fonctions également
continues d'une varviable rvéelle. ot (lni sert de fondement a de
nombreuses recherches modernes concernant le caleul des varia-
tions. Bien que son emploi ne soit pas indispensable iei, indiguons
néanmoins comment il conduit a trouser Jes fonctions limites des
solutions du systéme (1) quand on fait tendre ¢ vers zéro. Consi-
dérons un systeme de solutions de (1), bien déterminé lorsqu’on se
donne &, et variant avee cette quantité; supposons de plus que,
¢ variant dans un certain intervalle 1, le point (r, y) reste toujours
a 'intérieur d'un domaine tel que les seconds membres des équa-
tions (1) restent inférieurs en valeur absolue a un nombre fixe M,
indépendant de e. Dans ces conditions les solutions considérées
£(t, &Y, y(t. &) possédent I'égale continuité au sens d’Arzela,
puisque leurs dérivées premiéres sont inférieures & M en valeur
absolue; si 'on donne a ¢ une suite quelconque de valeurs, en infi-
nit¢ dénombrable. et tendant vers zéro, de cette suite de valeurs on
peut en extraire une autre telle que les fonctions correspondantes
£(1), v(t) tendent umformément vers les fonctions limites £(¢),
n(1); Pune de ces fonctions peut étre la constante infinie, circons-
tance qui ne se présentera ¢videmment pas si les fonctions x (t),
() sont bornées dans leur ensemble pour 1 = t,. En nous plagant
dans le premier cas, nous aurons

t
§|t»—§|l‘.»:Iim/f(w,y,»f, s)dt.
l, N
! t
ey —1(ty) = ]imf g(.r. Y e>d¢.
fo :

(') On peut supposer plus généralement que les A

» B Gy, D, sont des fonctions
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Bi 'on suppose que. dans le domaine de variation considéré

|

soient uniformément convergentes ¢t moindres qu'un nombre

pour le point (., 3°). les séries

31 JA, JaB, S 1
ISR |

p=1 p=1

J9C,,

oD,
dy

dy |

fixe H, I'imtégration pav parties déja utilisée au paragraphe 1
montre que les fonetions limites £(¢), n(¢) vérifient les équations
différennelles

dt ) .

at = Ao(, 1. 0),
“ "

;77. = Co(sy Ty 0)3

ui sont par conséquent les limites, pour e tendant vers zéro, des
solutions du systéme (3) qui correspondent aux valeurs initiales
£o = §(lo), no="1n(to)

Ce mode de raisonnement différe peu de celui du paragraphe 3,
mais nous n'avons pas supposé ici que les qualités x (o), » (to)
soient indépendantes de e,

Supposons en particulicr que les équations (1) admettent des
solutions périodiques de période amez, et telles que les valeurs cor-
respondantes de 2 et de - satisfassent constamment aux conditions
de continuité ou de convergence ue nous -connaissons. Les fonc-
tions limites des fonctions .z (¢), y(f) sont nécessairement des con-
stantes, car la condition

x(t-+2r7e)—x(t)=o0,

o % est un entier arbitraire, a pour conséquence en passant a la
limite
§t ~)—§(2)=o,

ou ¢' est arbitraire, puisqu’on peut choisir 2. de maniére que

jt' —2)kme|<mel

de z,y, t,z, continues par rapport a ces variables, méme pour e=o0. Aux
hypothéses déja énoncées on devra ajouter celle de la convergence uniforme des
. 1 |dA 1|dD
séries Z—l Py, Z-— _r
Pl dt Pl ode
demonstrations sont insignifiantes.

)

; les modifications & introduire dans les
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Il suit de 1a que £(¢) est une constante, de méme que n(¢). D'ail-
leurs £ et n vérifient les équations (4). Par conséquent les trajec-
toires fermées, ccrrespondant aux solutions de période 2me du
systéme (1), si elles ne s’éloignent pas a infini, tendent vers des
points fixes (¢«, &) dont les coordonnées vérifient les équations

Ao(a, b, 0)=o,
Co(aa b, 0) =0,

et sont par conséquent des solutions constantes du systéme (4).
Nous dirons, par une analogie mécanique évidente, que (a, b) est
une position d’équilibre pour les équations (4). CGes positions
d’équilibre sont généralement isolées; clles peuveni ~ussi former
des lignes, ou, dans le cas ou I'on aurait affaire & an s stéme diffé-
rentiel d'ordre quelconque, des variétés a plusieurs dimensions.

Donnons-nous inversement une position d’équilibre pour les
équations (4) et recherchons si e¢ point ne serait pas limite de tra-
jectoires fermses représentant des solutions périodiques du sys-
téme (1), avec une période évanouissante 2me. Si dans les équa-
tions (i) on fait le changement de variable

t
= u
. )

ces ¢quations deviennent

i

dz )
S du Ef(xv Y u, &),
(5) '
H;‘ - 55(‘”7 Y, u, e>’

et les solutions x(t), y(t) de période 2me des équations (1)
deviennent des solutions de période 27 des équations (5). Réci-
proguement, un systéme de solutions z (u), y («) des équations (5),

" . t
admettant la période a7, devient, en posant # = -, un systéme de

soluiions des équations (1) avec la période = ne. Nous conviendrons
de donner a ¢ ces valeurs tant négatives que positives; remarquons
(ue si I'on pose "

' ’ ’

U=—u, E=-—2z,
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les équations () deviennent

-

- dx :

S iy = =)
(5 bis) d -
? (7%’ = :g(.z Yy, —u.—¢),

ou. en supprimaml les accents,

dr \
Tll = Ef(‘l'{]" —u, — z),
dy : _

m:sg('”:}',—u,_;),

et ces équations ne sont pas identiques a (5), a moins que f et g ne
soient des fonctions paires de w et de e. Le probléme de la recherche
des solutions de période 27 regoit done ainsi une extension véri-
table et I'on devra examiner s'il est possible de donner a ¢ des
valeurs positives, convenant par conséquent au probléme initial.
Nous supposerons dans ce qui suit que les seconds membres de (5)
sont des fonetions de ¢ holomorphes pour e = o, et nous nous pla-
cerons le plus souvent dans le cas simple ou les foncuons f et g
sont indépendantes de e,

Soit toujours (a. by une position d’équilibre pourles ¢quations (4):
LOUS SUPPOSELONs (ue ¢¢ point a ¢té pris pour origine (« = o0, b = o)
et nous rechercherons les solutions de (5) de période 27, dépendant
analytiquement de z et devenant dentiquement nulles pour ¢ = o.
Les solutions de (5) prenant les valeurs £, % pour ©w=u, sonl,
comme on sait, représentables par les séries

x=f+: X, 4+2Xo4. . X, 4.
y=n4eY 2+ e Y, 4

les Xio Y, étant des fonctions analytiques de 2. v. w, réguliéres

quand 2], . m | @ - wy | sont inféricures a certaines constantes, et
les séries qui précedent étant alovs uniformément convergentes

pour |e| < zo; lintervalle de varviation de w que Pon définit ainsi

R - . e e I X N , , .
croit d’atlleurs imdétiniment avee — et peut etre suppos¢ superieur
€

A 27 en prenant g, assez petit (vodr a ce sujet les Traités d’Analyse
“‘de M. Picard et de M. Goursat). En procédant par identification,
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on trouve aisément que les X;, Y, qui sont identiquement nuls
pour u = u,, s'obtiecnnent de proche en proche par des quadra-
tures

"

"
Xy :f S& o, u, 0)du, Y= [ g 1w, 0)du,

", Ty

_(Tx o of I .
(6) Xi—ll [4\1%(5’ N ”1“)'*" Y1aj};(§‘71, uto) -'"d—(;’ h, u, 0)]”“7

o

y “I'e 0 J g 1
":‘/"‘ [x\fikg'aa u, 0)"“Y! 5(57’“'*“? 0)—*' dé;(;y 'F‘.N,O)J([u,

Exprimons maintenant la périodicité

][Ju+ ) — 2 (uy)]
A 2R — )] =0
27 (e o ’
I . .
— [y(uot 27— y(uo)] = o,
2T

il vient en sapprimant le facteur ¢ dans les premiers membres

.;'l%{x,(uo—\- o) — Xq(Uo)] 4 _;-I-’-:[X,(u.,+ 27)— Xy () Je+... =0,

_).lé[Y,(u.,-f-'zr)——Y,(uo)] -Q—;n[ Yo(uot+27)—Ys(up)]e 4...= 0

ou en tenant compte de expression de X; et de Y; et du dévelop-
pement de f et g en séries de Fourier de la variable «

$ AO(S? n, 0)'+Ed’l‘.57 n, u0)+~--: o,
(. Co(sv T 0)+s“'1(5) M, lto)-*-,,.: 0.

Nous supposons
Ay(0, 0, 0) =0,
Co(o, 0, 0) =0,
de sorte que nos ¢quations de condition sont vérifices pour

E=E‘:T‘=°.

II s’agit de voir si, pour de petites valeurs réclles de ¢, les équa-
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tions (7) nous donnent de petites valeurs réelles de = et de 0. 1l
suffic. pour cela que le déterminant. fonctionnel des premiers
membres des équations (7) soit différent de zéro poure=o

Ay IAo
oF on
9y 9Cy |7
d% A

ou ¢n posant
AU(E* M, 0)= aE + pn TTee ey
Co(E.m, 0) =v8 + 8
. e B - , . .
que Pon ait | \i # 0. En effet les équations (~) nous donneront
VP
1]
alors pour Z, v des développements en séries convergentes procé-
dant suivant les puissances croissantes de ¢ ¢t nuls .pour e = o.-les
coefficients étant des fonctions analytiques de w,

E: P(Ea o),
7= Q(e, uo).

A toute valeur suffisamment petite de ¢ correspond ainsi une solu-
tion périodique qui peut étre regardée comme définie par les rela-
tions précédentes, en faisant varier u, de o a 2. Il est a remarquer
toutefois que cette méthode de calcul ne donnera pas directement
2, n sous forme de séries de Fourier convergentes pour toutes les
valeurs de wy; on ne parviendra a ce résultat quen faisant subir a
la méthode des modifications profondes, dont Poincaré a donné un
exemple (Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, v. 1,
Chap. 111, § 43). Quoi qu’il en soit, nous avons démontré P'exis-
tence de solutions périodiques dépendant du paramétre ¢, qui peut
prendre des valeurs positives ou négatives, el tendant vers (o, o)
avec €; il s'ensuit que les équations (1) admettent des solutions de-
période 27e, les trajectoires correspondantes tendant vers la posi-
tion d’équilibre (a, &) pour les équations (4). - ,
Sile déterminant fonctionnel envisagé est nul pourf =7n=¢=o,
il devient nécessaire, pour discuter de la réalité des solutions, de
considérer dans I'¢quation (7) les termes de degré 1, o. ... ene.
Calculons les termes e®,, ¢W',, -en nous plagant dans le cas ow
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Sf(x,y, u), g(x, y, u) sont indépendants de ¢. On a
Xy = Ao(k, )(u— us) '

N 2 Ay (& m,)(sinpu — sinpuy) — B, (§, 1)(cospu — cospuy)
P '

p=t
Y\ = C°(€1 7))(“ - u‘)

3 Colts n)(sinpu — sinpus) = Dp(t, m)(cosprs— cospun)
-+ 7 ’

p:l
ce que nous écrirons encore en abrégé

Xy =A¢(tt — uy) +0(u)—86(u,),
= Go(u—up) +A(u)—A(uy)

avec des significations évidentes pour © et A.
On a ensuite

(%(Ey ", “)— (5,71) 2‘ d"(E,n)cospu—o——(E,n)smpu,

Litnw =520 S Sk B (& M eospu - L (& m)sinpu

p=1
dg g : .
ct des formules analogues pour 5= et == . Calculons maintenant, en
dr " dy

tenant compte de la formule de Parseval, 'expression

Ho+2T
P, = 2!7}f 3 [A (“—u0)+e(u)—'e(1‘°)] f(E"'h u)

1y

+ [Cat— ) + A ) = ACto)] 1 (& 7, ) | i

JA,
1l vient, en écrivant — au licu de ? T (r 1),

3
- Ap."_B-e_Bpl)_A_E+CPdBP DpoAp'
@ =AM 5 CdA°+-lz- % 9% 9 9
1= 0 % " Iy 2 P
) p=t
<1 JB 1 9B, dA oA
—A Y -Gy Y- L2 _—08(u —3—-A il )
Z‘P"S °Ep:)q (ue) (o),,,l
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On obtient de méme

dD, JC,p D, JCp
. A 0 ; 9C 12Ap % —Bp—- p: +Cp-d—';-—l),, p
=rho e + RG] ?
p:l .
o1 JD 1 0D, aoC
—A - =2 Gy Y - —8 C A T,
°Zp o 2p T o % E (#0) 5y

p=1 : p=

Ceci1 posé, admettons que le dPtermmant étant nul, les coef-

8
ficier.ts «, B, v, 0 ne solent pas tous nuls. Par un changement de

variables linéaires équivalent & un changement d’axes de coordon-
nées (z, y), on peut faire en sorte que A, et Gy, développés sui-
vant les puissances de x et y, commencent respectivement par les
termes ‘

ez + Py(z, )+ ..,

X -+ Qg(.T, y\ "‘.». e
Les expressions A, (£, ), Co (€, ) Ao %Co nt alors nulles pour
§ p > 0\Gy ")y 0\Sy ’,_ d:q d") .

£ =n = o. D’autre part on peut choisir u, de maniére que 8{u,),
fonction périodique de u, a valeur moyenne nulle, soit nulle pour
£ =0 = o. Dans I'expression de ®, et de ¥, les seuls termes qui
ne sont pas nuls pour ; = = o sont les premiéres sommes infi-
nies qui y figurent dont nous désignerons les valeurs en ce point
par &k et k. Dans le développement des premiers membres de (7)
suivant les pmssances ascendantes de E,, 7, €, les termes du premler

degré sont ainsi
: aE + ke,

vt + K'c.

Plagons-nous dans le cas le plus général ou les coefficients «, y,
k, k" sont tous différents de zéro ¢t ou ak’— ky n’est pas nul. La
premiére condition (7) donnera alors ‘pour { un développement
procédant suivant les puissances ascendantes de ¢ et de n et com-
mencant par le terme

k .
— €.
3

La deuxiéme condition, en y remplagant £ par sa valeur sera alors

X :
(lr’—— %)e +Ry(e, m) +Re(g m)+...=0,
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Ra, Ry désignant les groupes de termes homogeénes de degrés a2,
3, ... en ¢, n. Cette équation représente dans le plan (e, n) une
courbe ayant un point simple a 'origine et tangente a la droite e=o.
Dans le cas général, c’est-a-dire si le coefficient de n? dans R, n'est
pas nul, on en déduira pourn un développement procédant suivant

les puissances de (he)%, h constante positive ou négative, qui par
conséquent ne sera réel que pour les valeurs soit positives, soit
négatives de ¢. Les solutions périodiques obtenues conviendront
donc soit au probléme proposé, soit au probléme étendu suivant la
remarque faite plus haut.

11 est trop long d’examiner tous les cas particuliers qui peuvent
se présenter et la discussion se complique.avec le nombre des
variables, mais il est évident que le résultat concernant le cas
général, ou le déterminant fonetionnel des seconds membres des
équations réduites n’est pas nul pour la position d’équilibre consi-
dérée, s’étend immédiatement a un systéme d’ordre n.

On peut en dire autant du cas que nous allons ‘maintenant exa-
miner ou les termes A,, C, sort identiquement nuls, de sorte. que
tout point du plan est une position d’équilibre pour les équa-
tions (4). Dans ce cas les équations de¢ périodicité ont leurs pre-
miers membres divisibles par e? et deviennent aprés suppression

de ce facteur
@ (8 n)+ea(f, m)+...=0,

Wik, ) +Wa(€ n) +...=0.

®, et ¥, se réduisent ici aux fonctions de § et de », représentées
chacune par la somme d’une infinité de termes, qui figurent dans
les expressions obtenues plus haut. Il n’y aura de solution pério-
dique voisine du point d’équilibre considéré (£ =n = o) que si @,
et ¥, s’y annulent simultanément. On est ramené a la démonstra-
tion précédente, @, et W, remplacant A, et C,. ) ’

Un point d’intersection des deux courbes ®, = o, ¥, =0 con-
viendra toujours si le déterminant fonctiennel des premiers
membres n’est pas nul en ce point. On doit d’ailleurs remarquer
que dans ce cas toutes les solutions de (1) sont périodiques au pre-
mier degré d’approximation par rapport a .

Enfin les remarques de Poincaré concernant le cas ou le sys-
téme (1) admet des intégrales premiéres uniformes trouvent encore:
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ici leur application. Il n'y a pas lieu d’y insister puisque je ne
ferais que répéter les démonstrations de Poincaré (voir Méthodes

nouvellés, t. 1, Chap. 1II, p. 82-88).

5. Nous donnerons plus loin une application dynamique de ces
sortes de solutions périodiques; mais nous allons pour linstant
revenir a I'étude des solutions générales en considérant un systéme
particulier d’équations différentielles du quatriéme ordre de la
forme suivante :

%7{~ Ao(z, y)+ Al(.r,_y)cos— r-B,(z,y)sm~
Ay (x, y) cospg—« B,,(Jz',.y)sinp£ + ey
(8) d
a2y
< = Go(2, ) +C.(r,y)cos—-+ D, (=, y)sm-

ot C,,(z',y)cospg “+- D,,(x,y)sinps ..

Pour plus de simplicité nous supposons ici les A, B, C, D indé-
pendants de ¢. Nous admettrons en cutre que pour z compris
entre 2y — @ ¢t xo-+ a, y compris entre ), — det yo+ b, et pour

, t .
toutes les valeurs réelles de X les seconds mermbres sont des fonc-

tions analytiques réguliéres de ces trois variables; les séries qui les
représentent sont donc absolument et un:formément convergentes ;
il en est de méme des séries obtenues en intégrant terme a terme

. ot . .
un nombre quelconque de fois par rapport a oet dérivant ensuite

les divers termes un nombr: queicenque de fois par rapporta x
ou y, c'est-a-dire que, par exemple, les séries

1 [%An (E :)ﬂ’ ( >
Auv" Gz s\ ) gy sinlpteg

9:A, g T)e Py 3)}
Zp dzoy S\l T 135) Gz "\Pe T3]
P .

sont uniformément convergentes et r(eprésenl(ful des fonctions ana-

Iytiques de x, y, -» dans le domaine considéré. Nous considérons
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comme précédemment e cystéme réduit

I dtx
W,,l = Ao(xy, y1),

(9)
2
! Tﬁl = Co(21, )1).

A coté de 1 soluli(m (x, y) de (8) définie par les valeurs ini-
tiales (zg, yo, ,, ¥,) pour t = t,, nous comlderons la solution
de (9) définie par les valeurs initiales

’ 1 ’ ’ ’
@o, Yo, @+ 8xy, ¥o-+ 8y,

les accroissements dx,, 8y;, que nous déterminerons dans un ins-
tant étant des quantités du premier ordre par rapport a e.
Appliquons la méthode d’approximations successives comme au
paragraphe 1, en prenant comme valcurs de promiére approxima-
tion pour x et y les solutions x, et y, de (9) que nous venons de
définir; soient z,, y, les valeurs de deuxiéme approximation;

nous -aurons
A , ¢ t
2 (= o) 8 =[ f(x,,y,, g)d:,
d g ¢ ¢
37(_)’:"'}'1)4“8}’0:]': g(’l;.}’n E)dt'

La premiére de ces équations devient, en faisant au second membre
la méme intégration partielle qu’au paragraphe 1,

in P¢ _ rey
Ap sin p B, cos . J

t

[y gt
€ t €
de.
L

en écrivant pour abréger A, B, au lieu de A,(x,, y,), (J:.,y.)
On a cn outre .

(10) dt(a:,—z‘)—f— Sxy = c[

. dAp _ Ay dz, Ay dyi _
Tl T i o A ~
dB, 0B, dz, 9B, dy;
= dm At T dt
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Effectuons une deuxiéme intégration particlle sur le second
terme du second membre de (10). Nous aurons

d(xy— 2y)

(1) — +8xy=e[P(1)—DP(¢,)]
d éﬂcOS'E?—f—?—B—"sin-p—l
e ((i.r, Zr)z‘, € dz €
dt P
,’:( -
e cos P* Fd—[}’isin—gg
ey 5T ™
dt 4 P
p=t
t
- dzA ot t-
. & an 1 + i dt’ l:
—g2 2 dt
) ’ r
<ty _p=1
d(ys—1

et une équation analogue pour ). Dans la derniére inté-

dar?

. dazA,
grale, on doit remplacer ;_’ par

JA d 2
77, pAo(-ln V|)+ (.an("l )’1)+ ‘);, (_‘t‘!>

dt
Pk A,, d.t, ‘[]’1 J9*A, (c_lﬂ)

Y 0xdy, de dr U oyt \de

LB une expressi logue. La fonction sous le si
¢ ‘Tt'-’_p(“ I (\l)lessl(lll ana ogue. s Tonction sous Jgne

se décompose alors en une somme de plusieurs séries, dont les
valeurs rvestent bornées d’apres nos hypothéses, tant que le point
cy. ) reste adlintérvieur d'un certain domaine défini précédem-
ment, ces séries ¢tant multipliées respectivement par

() (%)
dr "W)’ ’

¢’est-a-dire encore par des quantités bornées, tant que ¢ demeure
dans Pintervalle (¢4 ~ A, ty-+h). Les termes tout intégrés qui
figurent au second membre de (11) et qui contiennent ¢* en facteur
sont bornés dans les mémes conditions.

Nous détermincrons maintenant dx, parla condition

N

0y —= — E(l’(to)
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®(ty) ayant pour expression

. t ) t
= A,(ro, yo)sin %—9 — B, (.o, yo) cos£€—0

’

P
’):’
(quantité: bornée, on le voit, quand ¢ tend vers zéro. Nous détermi-

nerons 9)7, par une condition analogue. 1. équation (11) peut alors
s'éerire
d(xy— x,

) e, ) 2P ),

P étant une fonction bornée pour e<ey et | ¢ — ¢y | <h.
En intégrant de ¢, a ¢ et remarquant que .y et .z, prennent tous
feux Ia valeur xy pour t = ¢,, on obtient

¢ L ‘
-Tz—:m:Ef D(t, s‘;dt+e’f P(¢,e)de.
te

fo

En effectuant encore une fois sur le premier terme du second
membre une intégration par parties, ce premier terme devient

14 . ¢
Ay (xy, 1) cos -’-:— + B, (x4, y1) sin pT
) s M

‘ dA, pt  dB, . pt

os - —=sin &

4 ' sﬂTft—c € de 2
l -d P’ : - -

En définitive on obtient

xre— xy = e R,

)’3—}/12 s’S,

R et S, fonctions dont on peut indiquer une limite supérieure en
valeur absolue, indépendante de ¢, quand ¢ varie dans U'intervalle
indiqué.
) .. (I.l'g d.l’i d}” d)’]
ans 5, mémes Sy —— — —— @l = — = ront
Dans ces mémes conditions, i 2 ¢ restero

de I'ordre de €. En continuant d’appliquer les apprmiimations suc-
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cessives, los 1'(~|utions -

’ @ (I"_H_— L ! I <H | tn-‘-Tn—I +H ]]’h"‘)’h--\ Y
|
=
|

|

o? ) -1y ) : . \

13 L “ H I Lp==-Tp_1 - H (Ya—Yn—11,
¢ i

en posant toujours

dl‘n R . {dyn o N
( llt >o—-.l 0- (77)0—4)_0 pour n>i,

nous montrent que g2 sera toujours en facteur dans z,, — z,.
Yngr — yno W s'ensuit que r -z, 3 — y, seront de I'ordre de &2,

. ) oo dry dr dy, dy .
tandis qu’en général o T a ar i seront seulement d¢

Fordre de ¢. -
Ainsi il est possible dattribuer aux valeurs initales des déri-
. dx d . . L. .
vées = —é,}—;, pour une solution du systéme réduit, des acgroissc-

ments du premier ordre par rapport a ¢, tels que les solutions de
ce systéme ainsi obtenues ne difféerent des solutions du systéme
primitif que par des quantités de 'ordre de €2, les valeurs initiales
de x ct y demeurant les mémes pour I'un et I'autre systéme. La
démonstration s’applique évidemment a des équations de méme
forme avec un plus grand nombre de variables z, y, =, . ...

Si 'on regarde ces équations comme définissant le mouvement
d’un systéme de N points matériels soumis a des forces dépendant
de la position de ces points et fonctions périodiques du temps avec
une période 27z, on voit que si I'on réduit les forces agissant sur
chacun des points a leurs valeurs moyennes, le mouvement du
systéme ainsi modifié différera peu du mouvement primitif si la
période est trés courte. D’une maniére précise les écarts entze ios
positions et les vitesses pour I'un et Pautre mouvement seront de
I'ordre de la période, si les conditions initiales sont les mémes;
mais on peut, en faisant varier les vitesses initiales pour le mouve-
ment réduit de quantités de I'ordre de la période, faire en sorte
que les écarts de position des points matériels, quand on passe
d’un mouvement a I'autre, soient de I'ordre du carré de la période.

L’exemple simple qui suit, emprunté aux éléments de la théorie
des perturbations planétaires, peut servir a illustrer les considéra-
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tions précédentes. Etudions les perturbations produites dans le
mouvement d’une planéte P de massc m par une planéte P’ de
masse m’, en nous plagant dans le cas ou le rapport des distances
de P’ et de P au soleil reste trés petit. Supposons de plus la
masse m négligeable, de sorte que le centre de gravité G du
soleil S et de la planéte P’ soit animé d'un mouvement rectiligne et

uniforme. Soient ., y, 5 les coordonnées rectangulaires de Pj x',
!

AR
passant par G. Les équations différentielles du mouvement de P

peuvent s’écrire

celles de P’ par rapporlt a trois axes de direction fixe

dr_0u
de — oz’
dry dU

(l'l) m; = -‘Tyr
drz t_iE
qr T 0z

¢n posant )

. M m
(13) = Jlis {JP"

Soient r, r', ry les trois rayons vecteurs GP, GP', GS, et ¢ I'angle
de GP et GP'; I'angle de GP »t GS sera 180° - ¢. On a d’ailleurs

(14) Mry=m'r.

Développons maintenant sui-ant les puissances ascen-

1 1
Ps PP
| P
dantes de - en désignant par P, le n'* polynome de Legendre :

1 I r % (3 cos2e—1 ri -

PS = 1"‘1' COS T b -’-'; (—-—2——) ~+ %P,(cosd)—&u-.,
1 | S r't (3 cos?e —1 ~'3

Tr: ;+;—='COS.'+ Y (——;————)+ —P;(COSO’)".— K]

d’ou, en tenant compte de (13) et (1 4),

_ S M) m”> 7't (3 costa —1)
> o

4+ flm - —
f( M/ r 2

“+ f(m — ”%) P;(cosa) +.

/
m
Nous regarderons Fr comme négligeable devant m'; de plus nous
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T . rs
néghgerons dans le développement de U les termes en — el ceux

2 r
qui suivent, ce qui nous donnera une approximation suffisante
pour Pobjet que nous avons envae. Le mouvement relatif de P et
de S étant dailleurs képlérien daprés nos hy pothéses, nous sup-
poserons (ue le plan de Uorbite de P est pris pour plan des .ry;

on a done

i

3’ = o,
3 coste —1 1
—_— = e [ e ) — (2 3 z2) (. 2
3 ppnrd | +onr—(rit) ICEE )
T w . N . [ ' ro"
= ;77'”{1‘" 2T — ) T — ') — (22 )],

N(;g“;ﬂ'()ll\ Fexcentriette de Forbite de P et soit alors

> = cosl’, y =d'sinl, ro=.
U=n't 41,
et par suile

U= _/‘_M__tl' ! . ~/‘"'",I,'j’ I‘ 7 — 3 32) *_ Yo

, S y)cosal'].
i

Choisissons les unités de masse et de temps de maniére que
f=1. M4 m'=1.
L'expression de U devient

U= %.Q_ ”f;’i[,~=.~3;=+ Jirt—ytycosal']  (I'=n't-+1,)
4

5

et sa valeur movenne est

Si I'on remplace U par U, dans les équations (12). on obtient une
orbite intermédiaire qui représentera le mouvement réel avec une
approximation généralement bien meilleure que celle du mouve-
ment képlérien; si nous regardons n’ comme un infiniment grand
du premier ordre, sans avoir égard a la troisieme loi de Képler,
c’est-a~dire en laissant «’ fixe, I'approximation sera de 'ordre de ’:,;

mais d’aprés ce qu’on a vu plus haut. il sera possible de choisir les
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compmmntos de la vitesse initiale pour l'orbite intermédiaire de
manicre que 'approximation donnée par celle-ci pour les coordon-

nées .r, 17, 3 soit de 'ordre de ,—I— D’autre part on a

U—Up = 3’7—’0— (rr*—y?)cosal’.
(]

Si r s'écarte peu d’'une valeur tixe @, U — U, est au plus de I'ordre

3m'a”

d(. —4_({—

égales a

» et les dérivées particlles de U — Uy, respectivement

Sm'a?xcosal'(9y*—3x) 3m'aycosal' (3yr*— g’ )
4 ’ At
—15m’ a"(r-—-y'-")zcos:l'
,‘77

m'a't Y
— c'est-a-dire au plus de

e . .4
sont infériecures en valeur absolue a =

ma—

Pordre de 4 -
a

On dlll‘il dOn(‘, une a pl‘oximalion our xr . 3 d(! I’OI‘dl‘c
- ’ ’
1"

m’a
dc —5— ou (en tenant compte de la troisieme loi de Képler) une

apprmumatmn relative pour x, y, 5 de 'ordre de
1 ' a’® WA
11 =m'(%Y,
a a* a

¢'est-a=dire du produit de la masse perturbatrice par la puissance
cinqui¢me de la parallaxe, mais ceci doit étre préciseé, puis.que nous
n’avons pas tenu compte dans ce dernier calcul des facteurs pure-
ment numériques qui peuveat s’introduire et accroitre les erreurs.

Observons d’abord que, parmi les orbites intermédiaires qui
correspondent a la fonction de forces U,, il en est qui peuvent étre
déterminées par des quadratures; ce sont celles d’inclinaison
nulle (z =0) et qui ne sont autres que les trajectoires d’un point
attiré par un centre fixe, la force attractive, fonction de la distance

seule, étant
d m'a'?
F( ).“21—7'[ + 4o ]'

. . . 1 -
La longitude I s’exprime alors en fonction de 5 4u moyen d’une
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intégrale (ellipl,iquv de premiére espéce, qui se ramence de suite a la
. . . , . 1
forme canonique de Weierstrass et I'on en déduit pour - une
7

expression de la forme

On obtiendra d’ailleurs r et len fonction (périodique) du temps,
en faisant inversion d'intégrales ellipiiques, mais qui ne seront
plus de premiére espeéce. Nous n'insistons pas sur ces calculs,
étrangers a notre objet, mais il était nécessaire d'indiquer que la
détermination effective de I'orbite 'ntermédiaire peut étre obtenue
dans ce cas par les formules de la théorie des fenctions elliptiques
et qu'il est possible d'utiliser pour la représentation du mouve-
ment des séries rapidement convergentes. Si maintenant l'incli-
naison n’est pas nulle, mais assez petite pour qu'on puisse cal-
culer z au moyen de I'équation aux variations, on achévera la-
détermination de 'orbite en intégrant une équation linéaire du

second ordre
d*z I gm'a'
- &)= = F——— | =o,
de2 r3 4t

ou I'on remplace r par la fonction périodique de ¢ qui correspond
a lorbite d'inclinaison nulle obtenue en remplagant :—:)o par zéro
a l'instart d'un passage au nceud (34==0). Les recherches clas-
siques concernant l'intégration de I'équation de Gylden-Lindstedt
perme:tront le calcul effecti” de cette solution. On voit donc par
ces indications sommaires ¢ il sera possible de déterminer avee
beaucoup d’exactitude I'orbite intermédiaire considérée ici; mais
nous allons considérer sculement les solutions particuliéres qui
correspondent a des circonférences de centre O du plan Oy
décrites d'un mouvement uniforme; si @ est le rayon d’une telle
circonférence, n la vitesse angulaire de 'astre sur celle-ci, on a,
en exprimant que la force centrifuge fait équilibre a 'attraction,

1oy 3mlar

a? 4at
Supposons qu'a T'origine des temps on ait [,=o, [ ¢tant 'angle
du rayon vecteur OP avec Ox. Nous alicas chercher a déterminer
les constantes initiales pour le mouvement défini par les équa-
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tions (12) de maniére que !es écarts des coordonnées rectangu-
laires quand on passe de l'crbite intermédiaire a I'orbite réelle
soient de I'ordre de ’—:7;. la position initiale de P n’étant pas modi-

fiée. Soient comme précédemment z,, y,, 5, = o les coordonnées
d’un point de 'orbite intermédiaire

x, = acosl, y1=asinl

el Z3, ¥3, 53 les valeurs de deuxiéme appreximation pour I'orbite
réelle; nous supposerons que la composante initiale de la vitesse
suivant O 5 reste nulle; on a donc z3—= 0. On 2 ensuite

d(2y—a) _ 9 @(—r) _ 9y
—ar VTl e —Tg - dy(U—U°)’
en remplacant dans les seconds membres z, y, z par z,, y,, 0; ces
seconds membres deviennert alors

3m'a'* X : 3m'a’
cos2{'(2—5cosal) et =~
de* ( ) fat

cosal sinl(—2 — 5 cosal),

ce qui se transforme en

] '
3:2: [cos({+ i)+ cos({—2l')](2 — 5 cosal)
et
’ I’
— B sin( - a0) + sin(l—3l)[(a + 5 cosal)

et finalement en

?——;'é;—l‘z [— cos(l + al'y—cos(l—2)—5cos(3L +al’)— 5 cos(3/ —al))
et

3m'a’
16a*

[sin(!—2l)-+sin(l~+20)—-5sin(3{—20') —5sin(3{-+20)]

Ces expressions intégrées terme a terme aprés y avoir remplacé [
ct £ par leurs valeurs deviennent S

3m'a’ sin({+120")  sin(/—2l)
16a* | " n+an | an'—n
5sin(3(+al')  5sin(3l{—al)
—_ -+
an'+3n 2n'— 3n
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et
3m'a*[cos(l—al) cos(l—2l)
16 a* an'—n 2n == n .
5cos(3l—al") 5c05(3l-.+—11’)]
— 7 + e .
an'—3n a2n’--3n

D’aprés ce que nous avons dit pour le cas général nous devons
prendre les différences

dry _(dm) (c_iz — (%
dt )o - dt Ny dt 0 ‘7{[ 0’
¢gales aux valeurs des quantités précédentes pour ¢ = ty=o0, /y= o,

~ce qui donne

3m'a't .

— — i

1 I 5 5
n2/ -+ -
16a* °[2n'+ n 'zn'-—n+2n+3n+2n'-3nJ

3m'a'? T 1 1 5 5
s cosz ; —— — — “+ — .
2n'—n  an'4+n 2n'—3n 2n'+3n

et

On aura alors, en appelant z,, ¥, les valeurs de deuxiéme approxi-
matiop pour x et y, :

3m'a’s[cos(l+20l') cos(l—2l)

Ly— Xy =

16a* | (2n'<4n)t (2n'— n)?
5cos(3l+20l')  5cos(3l—2l)]¢
2n'+3n) (an'=3n) |,

v . 3m'a*{sin(l—al') sin(l + 20')

P2mI= et | an—np T a(m+n)p
5sin(31—al’) + 5si'n(3l+zl')]'
(2n'—3n) (2n'+ 3n)

0

et ces quantités sont inférieures en valeur absolue a

3m'a*| 1 + .4 5 5
8at | (2n'+n)t  (2n'—n)2  (2n'+ 3n)*+(an’-—-3n)z

. : n' el A e o lo
Supposons par exemple — > 5, 6, ce qui est a peu prés le rapport

des moyens mouvements de Saturne et de Neptune; expression
précédente ne dépassera pas

1,5.-m'(il>l.a.
, a
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Nous avons donc seulement le facteur 1,5 devant l'expression pré-
cédemment obtenue comme limite des erreurs commises sur & et y
en substituant Dorbite intermédiaire a Porbite réelle. Quand nous
passerons aux approximations suivantes, I'ordre de grandeur de
celte errcur ne sera pas modifiée; par exemple pour obtenir z; — z,
nous aurons a intégrer deux fois une expression dont le. terme le

plus impnrmm sera 'accroissement o ( — ﬁ » de la quantité — f‘
rs r
quand on passe de (xy, yi) a (x3, y2) et lon a en assimilant le«
accroissements a des différentielles
3(—2) =828 0t | 35, TN
TR)= T TR

rd

t/ _ sin? i
=(:"_’__.’:‘)(2%:; = sint/) +3(}’:—]’l)sm$05l

_ (xa— x)(1+ 3 cos2l) + 3(ya— yy)sinal
- 233 :

En remplacant 3 — x, et y;—y, par leurs valeurs obtenues
plus haut, on aura aprés une double intégration qui n’introduit pas
de terme séculaire une quantité de 'ordre de

m'a’t m'as -~ ,/a'\®
&W:——J‘:m<'¢{> &

En définitive, nous obtenons ainsi pour les coordonnées hélio-
centriques une erreur relative de 'ordre du produit de la masse
perturbatrice (celle’ du Soleil étant 1) par la puissance cinquiéme -
de la parallaxe.

Nous devons observer toutefois que les équations différentielles
du mouvcement de P d’oi nous sommes partis n’est exacte que si la
masse de Pest négligeable, c’est-a-dire dans le cas du probléme
restreint. Mais 6n peul toujours les regarder camme exactes au
premier degré d’approximation par rapport aux masses. Prenons
en effet comme origine le centre de gravité S du Soleil et soient
alors z, y, z les coordonnées de P; ', y', 5’ celles de P'. On a.
exactement

dr
(5) T =—J(M +m) —Pé

PP’

et deux équations a'nalogues pour le mouvement projeté sur Sy
et Sz. Soient §, v, ¢ les coordonnées dy centre de graviié G de'S et
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de P’
r m'z' m'y'

m'z’
b= = =
M+m

M+~m ST M
Ramenons l'origine en G en conservam la direction des axes et
soit .
X +t=ua, Y+n=y, Z+=3z,
Xtt=2, Yin=y, Z+{=3.

.t

L’équation (15) devient
drX _ ’ X’ '
00 G+ Ga =S m EED 2 (R
- SP PP’ P’'S
Mais on sait que 'on peut, dans la premiére approximation par
rapport aux masses, négliger les perturbations produites par P sur

le mouvement de P/, ce dern1e1 étant regardé comme képlérien.
On a alors

drz'
aw = 5
et par suite Co
drg ‘
can =M Sp°
L’équation (16) devient alors
2 — X’
ﬂ:——f(\[ t+ IIL)(X+E) fm'(—xrii—)v
|

et comme —Z, —7, —§ sont les coordonnées de S par rapport
a Gux, Gy, Gz, on obtient bien les équations du mouvement d’'un

. S . P fM+-m) - fm'
point soumis a la fonction de forces —ps — tPp’ e qui nous

raméne au probléme traité, M étant seulement remplacé par M + m.
On doit remarquer d’autre part que I'on a négligé les termes de la
fonction perturbatrice de 'ordre de %TJ, I'inclinaison, les excen-
tricités; mais 'ordre de grandeur des quantités x, — xy, y3— ¥4,
&3 — 5 restera le méme, si l'on fait des hypothéses moins simples,
du moins §i les excentriciiés et U'inclinaison restent faibles.

On verra facilement, en consultant .une table des éléments des
planétes principales, que pour calculer les perturbations produites
par Jupiter sur les coordonnées héliocentriques de Neptune, il n’y
aurait pas d’inconvénient a remplacer 'attraction de Jupiter par sa
valeur moyenne, c'est-a-dire cette planéte par Vanneau de Gauss -
qu’on peut lui substituer dans le calcul des inégalités séculaires. On
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néglige ainsi des perturbations périodiques qui, si Fon applique la
méthode indiquée, n'introduiraient dans la longitude héliocentrique
de Neptune que des erreurs inférieures a 0”,08. Il en serait de méme
pour Paction perturbatrice des aotres planétes. a I'exception
d'Uranus (*). Cela ne veut pas dive que pour caleuler les perturba-
tions de Neptune. on puisse remplacer simultanément les planétes
perturbatrices pav les anneaux équivalents. On doit observer en
effet que d'une part on a pris pour origine non le Soleil, mais le
centre de gravité de celui-ei et de la planéte pertarbatrice; que
d'autre part pour obteniv une approximation de Pordre de ;’,;
pour les coordonnées, le moyen mouvement de Ja planéte pertur-
batrice étant égal a n', on doit prendre pour Porbite intermédiaire
des vitesses imtiales différant des vitesses véelles de quantités de
,

Fordre de %’-— et qui dépendent des éléments de la planéte pertur—
batrice.

6. Considérons d'une maniére géncérale un syvstéme holonome a
liaisons indépendantes du temps. Soienl ¢y, ¢ay . ... gi les coor-
données de ce systéme: ¢, ¢,. ... ¢, lears dérivées par rapport
au temps: T Vénergie cinétique qui est homogeéne ¢t du second
degré par rapport i g, 4. .. .. ;. Soit XQq 8¢, expression du
travail virtuel. Les équations de Lagrange s’éerivent

_(_1(:)’1‘)_ aT o
dt \dgq dge %

‘Sllppnsnn.\ que I'on ail
4 Jd / t
Qa="NR4 e iqs 8] kq,, 920 - Yk D s) ’
R, pouvant dépendre des ¢4 et des ¢, mais non de ¢, et U étant

une fonction périodique de période 27 de o fonction également

des g; et de &. Les forces données sont ainsi décomposées en deux
groupes, celles du premier groupe dépendant des coordonnées et

(') Les erieurs commises sur les vitesses et par suite sur les éléments ellip-
tiques en appliquant cette méthode de caleuls des perturbations, c’est-a-dire en
négligeant les termes & courte période de la fonction perturbatrice, seront
beaueoup plus considérables. Il parait donc que dans toutes les questions de
calenl des perturbations ou n’interviennent en outre des inégalités séculairés,
que des perturbations 3 courte période, il y a intérét & n’empioyer comme
variables que les coordonnées rectangulaires.

LVI. 9
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des vitesses mais non du temps, tandis que celles du deuxiéme
groupe dérivent d'une fonction de force, laquelle est une fonction
périodique du temps de période 27z, Les premiers membres des
équations de Lagrange sont ainsi des fonctions linéaives de ¢,
ye -+ ov des coefticients qui multiplient ces dérivées secondes
dépendent nniquement des . Ces équations résolues par rapport
aux 7 prennent fa forme

. _dq, . , L - Jd ../ t
q, ::.'.'7%1 K I TN SRR ZA;g_ml (q., l]k.;i)-
x

Les Ajg dépendent sealement des g0 b valeur movenne des
seconds membres, vegardés comme fonction de éy s'obtiendra en y
remplagant U par sa valear movenne U, ¢'est-a-dire par le pre-
micer cocfficient de sa sévie de Foarier, relativement a la variable £
On pourra dong, ~i la période 27z estanfiniment petite, remplacer
les équations de Lagrange pav celles qui s'en déduisent en substi-
taant @ la fonction de forces U sa valear moveane Uy ety faisant
e=o0 si U, dépend de z; les ervenrs gui en résultent pour Jes ¢
et ¢ sont de Fovdre de &, '

On peut méme supposer que les Ry soient des fonctions non
seulement des i et ) mais encore de £, maix pourva qu’elle$
restent bien déterminées et continues pour @ = 0; ce pourront étre,
par exemple. des fonctions périodiques de ¢ a période indépen-
dante de :. On peut encore dans ee cas, comme nous Pavons v,
apphquer les théorémes généraux démontrés dans ce Mémoive.
Ainst parmi les forees produisant le travail 2R4 0qa, peuvent se
trouver des forces dlinertie, dépendant des vitesses et méme ‘du
temps, ce qui permet les applications a certains problémes de
mouvement relatify il peut v avoir également des forces dissipa-
tives. Au voisinage d’une position d'équilibre relatif du systéme
soumis aux fovees réduites, ¢'est-a-dive obtenues en réduisant U,
a sa valenr moyenne, il y aura généralement des solutions pério-
diques pour le mouvement initial, si la période 2z est suffisam-
ment petite.

On peat appliquer ces -considérations @ Pétude du mouvement
d’un point matériel soumis a latiraction d’un corps de forme
invariable animé d’un mouvement de rotation uniforme autour de
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FPun de ses axes principaux d'inertie. Si la vitesse de rotation est
infinie, tout se passe comme si I'on avait affaire 2 un solide fixe, la
distribution des masses étant de révolution autour de l'axe de
rotation. 1l existe alors pour l¢ point matériel des trajectoires cir-
culaires dont I'axe coincide avec I'axe de rotation et dont tous les
points sont ainsi des positions d’équilibre relatif. Pour une vitesse
angulaire de rotation finie mais trés grande, il pourra donc v avoir
des trajectoires périodiques, relativement a des axes entrainés, et
voisines de ces positions d’équilibre relatif; mais comme tous les
points de la trajectoire circulaire sont de telles positions d’équilibre
dans le cas limite, nous sommes précisément dans le cas ou le
déterminant fonctionnel des seconds membres des équations diffe-
rentielles du mouvement réduit devient nul pour la position
d’équilibre considérée. Une discussion est donc nécessaire, dis-
cussion qui ne présente pas de difficultés de principe, mais peut
étre assez longue. Nous ferons ici des hypothéses de nature a la
simplifier. Nous supposerons d’abord que le corps tournant pos-
séde un équateur que nous prendrons pour plan des zy; le centre
de gravité, situé dans ce plan et sur ’axe de rotation, sera pris pour
origine. Nous admettrons de plus que le corps différe assez peu
d’une sphére formée de couches concentriques homogeénes pour
que, dans le développement en série du potentiel en un point
éloigné,
M. & Ln
r re rintt

ou @, est un polynome harmonique, homogéne et de degré n en z,
Y, %, on puisse négliger les termes de rang n> 3. Enfin, nous n’en-
visagerons que les trajectoires situées dans le plan de 'équateur
(2 =0); nous n'aurons ainsi a discuter qu’'un probléme a deux
degrés de liberté.
L’expression du potentiel en un point de coordonnées
(rcost, rsinf, o)

sera, si le corps est immobile ('),

I 1
U= =+ .’.a[k+hcosz(0~p)]-

' - . M
(') On a en effet & = o, puisque le centre de gravité est O; au terme 5 ou

LVI. 9.
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Pour les corps célestes, qui sont des sphéroides aplatis, & est
positif, et & qui provient de I'inégale distribution de densité dans
les divers méridiens parait étre en général trés petit. Nous suppo-
serons qu il en est bien ainsi (1)
Si le corps tourne avee la vitesse angulaire n' on aura

T
U_rTr3U+hCOS(‘20 a2n't—2v)]

. it 17 1 k. .

Si Von réduit U a sa valear moyenne Uy = =T il existe pour
le point attiré des orbites circulaires qui s’obtiennent en exprimant

5 T I 3k 4. .
quil y a équilibre entre la force attractive 7 + 5 dirigée vers
Porigine et la force centrifuge n2r. On a donc en appelant a le
rayon du cercle

1 3k

2 e — —_—
na - ‘a? -+ at
i

Frenons maintenant deux axes rectangulaires tournant autour

de O avec la vitesse angulaire n. Soit w I'angle de OP avec le

nouvel axe des x :
H=uw +nt .-const.
Posons d’autre part

, 1
n—mn =: -
€
On aura dans ce systéme d'axes

' t R
U= -+ ;E[k “+~hcos2(w— ;—q)].»

1
r
Les équations du mouvement sont, en coordonnées rectilignes, en
tenant compte de la foree centrifuge ordinaire (n2z, n3y) et de la

. . . @ r .
nous faisons M =1, il suffira d’ajouter le terme —+ qui prend la forme

A cos?8 + Bsin6 cosb 4+ C sin6
"3

pour 3 =0, x = rcosb, y =rsinf.

(') Les inégalités auxquelles deivent satisfaire k et & résultent de la discus-
sion ultérieure. Ces quantités peuvent étre beaucoup plus grandes qu’elles ne le
sont, dans le cas des corps célestes sur lesquels on posséde des renseignements
a ce point de vue. Le principe de la discussion qui suit consiste d’ailleurs a

n . NP .
regarder k et k¥ comme fixes et ;7 comme une variable infiniment petite. La

théorie ne s’applique pas 4 des satellites comme ceux de Mars dont la durée de
révolution est voisine de celle de la rotation de la planéte, les dissymétries de
cette derniére suivant les différents méridiens pouvant entratner des inégalités
a longue période de mouvement des satellites.
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force centrifuge composée (2 n --Z, —an éf)

dt
drx _dU dy
v —3;+n’zh+zn -’
dty . d.z
dan = y+n‘7 nart

En passant aux coordonnées polaires, on obtient le systéme sui-
vant de quatre équations du premier ordre :

do

dt

dr

T=D

%’-;—:21—',-+r(n+w)2

=uw,

(17)

dw’ t dU  2r
T =70 e

qui, aprés le changement de variable indépendante (f :u),

devient
dw

2;[:.5(»',
dz
du
o
-2’-‘-;- =e[%"i‘+r(n+w')’],

iu.i/—:e[—'. ou _z—r-(n-}-w)]

=er,

(18)

du 7t do
avec

1 1
U= -+ F[k-(—h cos2(w — u—a)].

On peut supposer « = o, ce qui revient a changer « en u + « dans
les équations (18). On doit remarquer d’ailleurs que les seconds
membres ne changent pas si 'on change simultanément u et  en
u + C et w + G, puisque U ne dépend que de;w — u et r (*). Les

(') Ceci est lié 2 I2existence d’une intégrafe pgiémiére qui s’obtient aisément
en rapportant le mobile 3 des axes OX, OY, Os,.jnvariablement li¢s au solide,
0X et OY tournant ainsi avec la vitesse angulaire n’. Si V est la vitesse par
rapport 3 ces axes et W le potentiel de I’attraction on a

Vi=n'trt42 (W+H),

H étaot une constante. On déduirait de 12 les -conséqnenc.es analogues & celles
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solutions qui se déduisent ainsi de I'une d’entre elles ne sont pas

réellement distinctes, et correspondent & des trajectoires obtenues

en faisant tourner 'une d’elles de I’ angle C autour de Oz, avec un

changement corrélatif dans le choix de I'origine des temps.
Effectuons ‘maintenant le développement suivant les puissances

de ¢ des solutions de (18) pour les valeurs initiales w,, ro = a -+ po,

Iy, @y, €t soit

=wy4ecwydclwg...,

=rodery4cetr, 4.,

=ro-k EryAeary ..,

"= w0y 4 T, 4.

5 €

“

€

avee
W= wy UL, ry=rou
ct
, dwn—H d"n+1

w, = _W’ I‘;,: d';"' (ngl)'

[S

On obtient les w;, r;, j, r; par des quadratures et ’on trouve

~
]

f [lo(n-{—-wo)' ("8 + 3k>]— 3h < [sin(2u — 2w) + sin2w,],

w) = ;’%[coszmo—-c'os(au—awo)]—'-To'-’(n+w(,)u,
5 :
Wy = -,%cos'zwo u— ——h— [sin(2u —2wp) = sin 2wo | — —(n+ wp)ul,
]
3k
= ["o(" +wp )1 — ( . + ?)] 53
h 7S :
-+ 43 ,[cos(au—-zwo)-—coszwo]—- ;—smnwo u,

pH
ry ==/ [ U("o, wy, u).ry+ drde("ov Wy, U).wy
+(n+w3)”‘1+2ﬂo("+“8)“”1]'1“’

u d . d!
9”2 =[ [—,.i‘; %U("o, W, u)':-‘-;,lg WU(’Q, W, u).ry

1 0?

+/3 du?

U(ro, wy, u). w1+ (n+'-°o)"|

ary
-——(n+w')r’—-——-°w’ du
0 { ] ’
re v -~ re

qui concernent le probléme restreint des trois corps, notamment au point de
" vue de la stabilité des trajectoires.
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Toutes ces expressions sont des fonctions réguliéres de
Qo=Tro—a, l‘:), w;)'

pour des valeurs suffisamment petites de ces quantités; ce sont de
plus des fonctions analytiques et périodiques de période 2m (et
méme de période 7, en raison des simplifications introduites dans
~ la valeur de U) de @,. Nous avons ensuite a former les équations
de condition exprimant la périodicité des solutions

F (wo, po, Ty, wh, €) = w(lﬂz); w(o) _ ‘"1(?-"')2; w,(0)
+e 2R Z0(0) a4z,

G (woy 0o, Iy, Why €) = r(-uc;;-sr(o) _ l',(zn)n-; ry(o) ‘
+s’—’(%:"’(—°) +e2(...)4... =0,

(19 (0, 0 ry iy ) = TBDZI(0) _ rilam) —ri(e)
L TG L) el YCO SR S

arn

(s o iy ) = ST =0(0) _ w1 (am) — i (o)

| +€L”)‘z;——-£&—)+e=(...)+...:o.

Pour ¢ = o, les premiers membres de ces équations deviennent

1 2k ar,
Wor Ty re(ntwp)i— =20y =2 (asw)),
3 [

'ou, i ne conservant que les termes du premier degré en po, 'y, wg,

wg, Toy Po (n‘-‘-{- ;133 + !‘—Zé)-f- 2anuwg, ——Tr:,.
Il s’ensuit que, pour ¢ = o, le déterminant fonctionnel de F, G, H.
ou de F, H, K, par rapport a p,, 7, w, est différent de zéro et I'on
peut résoudre les trois équations correspondames par rapport &
ces trois inconnues, qui seront exprimées par des séries entiéres
en ¢ a coefficients périodiques en w,. On trouve ainsi en prenant
les trois premiéres équations, et désignant par O (¢2) toute quantité



de I'ordre dc ¢* ' »
Wy =— %’—: cos2wo- O(e?),
rp =e-3£‘ sin2wg 4 O(s?),
2a
po=0(e?). |

Portons ces valeurs dans la quatriéme équation

(20) . ' =— ——(n+mo)+sK,+

il vient
w—%‘-%smzwo e+ 0(s?) 4+ eK (o, po, 7, wo) +e*Ket...=0.

Aprés suppression du facteur ¢, il restera une équation de la forme
3nh .
(21) [— o sin2wy+4 K (w,, 0, o, o)]+ ePy(wg) e Py(wy) 4-...=

Nous devons donc calculer K, (w,, 0, 0, 0), ¢’est-a-dire la valeur

wy (27) — wy(o .
de 22(27) — w,(0) pour w, =r,=0,ry=a.Onaalors r, =w, =0

2%
et d’aprés I’expression trouvée pour.w)
27
wy(an)— wy(0) I f f
k- L S ARt Lt = ——-u wy)rydu = — ——-rdu.
] 27 Py A ( + 0) 1 1

‘Mais r, se réduit a

— 1& [snn(zu—zwo)+ sinaw,)]
[

et l’on a simplement

wy(2m) —wy(o) 1 ®an . . .
A= = v 3h[sin(2u — 2w,) 4 sin2w,]

I

3hn .
-a—5 SN 2wy,

‘Ainsi le premier terme de (21) est identiquement nul; ¢ est encore
en facteur et aprés suppression de ce facteur il vient

(22) Py (wo) + Py (we)+...=o.

Il devient donc nécessaire pour discuter cette équation de cal--
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culer le terme P, (w,), ¢’est-a-dire les termes en €2 dans le dévelop-
pement de K ou I'on a remplacé w), r} et po par leurs valeurs en ¢
et w,. Le premier terme de 'expression (20) de K nous donnera un
seul terme en &*

2\/3h si — h» . 3hr . . .
— = J{ == sin2w; ){ —— ) cos2wmy.e? = Sin 2wy OS2 my.22%
a/\2a* 0 a’ ) 0 al® 0 0

Nous devons ensuite calculer le terme ¢n ¢ de K, ; pour cela nous
remplagons, dans l'expression de ), sous forme d’integraie, les

. . 3h .
’ ! 4 0 Q v o N
quantites r,=r u ct o, = w,u respecuvement par S s S2 0,
h
guet — —cos2wy. u; de r, nous ne garderons que les termes
a

suivants : le terme indépendant de ¢ et le terme

2hn
2UIR Wy =— v Cos2Wo.E U,

puisque nous négligeons 2. De ), nous ne zonserverons que le
terme indépendant de ¢ et l¢ terme

an 3hn
—_——Trol =— -:l—‘-smzwo.su.
On a alors ’

Ko _ v ”[_11

' 3h
U(a, wo, )+ —sinawy. 1
27 a’ dw (@, wo, u) 2at °

LI U(a, w,, u) 3h in2w,
* @ Irow » e 2ab o8

1 0 U h

— 2 6wt (a, wo, u) 28 COS2 o U
n*h ah 3h .

—+ : cos2wou + — cos2wy R} — —sin2w,Q) | du.
ab as «ad

On a remplacé ry par a, ce qui est permis puisque ro -— a.= O(e?),
etl'onadésigné par R) et £, ce que deviennent r) ctw) poure=o,
c’est-a-dire

R, = :—‘ﬁ [sin(2u — 2w,0) + sin2w,],

h
Q= p [cosawy— cos(21 — 2uy)].
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On a d’ailleurs

J U o) 2h . (

- @, gy, U)=— ——sin(2w,— 2U ).
o DL B P Yo ):

0? 6h
U(a, vy, u)= —— cos(2wyg— 21),
Jr o ( 0 at (200 ):

2 U 4l
-— U(a, v)g, L) == — —= COS(2W9g— 21U ).
It (@, vy, ) a’ ( )

Nous n'avons plus maintenant qu'a effectuer quelques quadratures
| 1 quelq I

e . . . . K
¢lémentaires pour obtenir Pexpression de - On a

27 1
1
—= wsin(2w,—2u)du = ——/ cos(').mo-— 2u)
27, o 2 tlu
u 2 1
= cos(2my—2U) = - COS2W)y
2 0 2
et
2T
1
— wecos(2wy—2u) du =—
aw 0
d'ou
K, 3h* . gh . | 2h
—_— i NN 2 W, CoS 2 Wy — Z— Sin? 2wy — $in 2wy CoS 2w,
: 10 2a'0 0
4 3h= 3h=

Il vient donc

” - .

2h I

) 4n h? . 9gh? .
Piiw)= ~—_—cosawy— TS $in4 wg— j?sz'(l' — COS4wy).

a’

On a dailleurs

ntad =1 4= e
a?

Dans les conditions habituelles, A est une quantité assez petite, et
n2a® est voisin de 1, \/Z el V/Z, du pomnt de vue de 'homogénéné,
sont des longueurs notablement plus petites que les dimensions du
corps tournant. Si done on éerit

’ 4]‘_

P, (wy) = (— “+ —‘—~> €052 Wy — a’:a Sin 4wy — = 1 — €Os 4 wy),

9 A
han
on voit que le premier terme est prépondérant. L’équati()n

Pg(wo):()
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a donc des racines véelles voisines de celles de

COS 2y =5 0,

a

cest-a-dive de == < 4+ un multiple de = Soitz Pune de ces racines ©

N |

en posant

g = A= ¥
la relation entre wg et 2 devient
Qiw)  2Qpw)4=... o

relation qui preésente dans le plan (2, o0) une courbe ayant un poit
simple i Porigine; Pexistence des solutions périodiques est ainsi
démontrée, car w est développable suivant les puissances entiéres
de z, Q'(w) n’étant pas nul i Porigine. On pourra done prendre
s0il ¢ > 0, soit ¢ < 0, c¢ qui donnera des solutions pour lesquelles
la rotation du corps et la révolution de P s'effectueraient respecti-
vement dans le méme sens ¢l en sens contraire.

On peut enfin appliquer au probléme actael les considérations
développées dans le cas général concernant les solutions quel-
conques. En particulier on voit que si Fon poss

th .
wh z= — = COs20n -+ O(e2),

’

3h . .
ro=s v sina g - O(e?),
Po=20(z2),

on obtient une solution pour laquelle le mobile P ne s’écarte de la
circonférence 1 == « que d’ance quantité de Pordre de 225 ce résultat
ne s'applique qu’a un intervalle de temps fini, mais d’autant plus
grand que A st plus petit.



